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ВВЕДЕНИЕ 

(flip)-структура была определена Н. М. Остиану [9] в 
19&8 году на многомерной .поверхности в многообразии почти 
комплексной структуры, оснащенном полем дважды ковариант-
•ного ко-оос-имметрического тензора, присоединенного к первой 
дифференциальной группе. В работе [7] была введена метри­
ческая (fgi-p)-структура на дифференцируемом многообразии, 
Позже Г. Ф. Лаптевым и Н. М. Остиану была найдена не­
посредственная связь между л-структурой и (f|rip)-структурой в 
многообразии почти комплексной структуры [7]. В 1980 году 
Н, M. Остиану и Н. Д. Поляковым доказаны теоремы («Основ­
ные теоремы») о том, что на подмногообразии в многообразии 
(flr\p) -структуры, /-структуры и почти контактной структуры 
естественно возникает индуцированная (flrjp)-структура [121. 

Частные классы (/|т)р)-структур и метрических (,%пр) -струк­
тур на дифференцируемом многообразии Мп, как, например, 
(f, U, V, и, %) -структура, (/-, g, и, v, К) -структура, (f, q, е, и, х, %) -
структура были указаны в работах Окумуры [17], Ватанабз 
[18], Я'магути [19], а также в работах [15], [20]. 

Мишра в работе [16] ввел на дифференцируемом многооб­
разии Мп структуру, названную обобщенной структурой. Эта 
структура задается на Мп полем тензора / типа (1,1), q линей­
но 'независимыми векторными полями, q линейно независимыми 
1-формами и полями скаляров. Аналогичная структура на диф­
ференцируемом .многообразии Мп была введена А. Л. Башкене 
[1], [2]. Выяснилось, что обобщенная структура на Мп также 
принадлежит классу (fgiip)-структур. Было показано, что 
(f, U, V, и, v, А,)-структура, (/, g, и, v, X) -структура, (/, q, e, и, х, 

%) -структура, а также обобщенная структура естественным обра­
зом индуцируются на поверхностях, вложенных в многообразие 
почти комплексной или почти контактной структуры и оснащен­
ных полем нормалей. 

В настоящей работе проведена классификация (f|T]p)-струк­
тур на дифференцируемом многообразии Mn. 
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Основные положения настоящей статьи были изложены -в 
докладе, прочитанном на заседании Всесоюзного геометрическо­
го семинара им. профессора Г. Ф. Лаптева при ВИНИТИ 
22 марта 1982 г. 

Установлено, что ©се типы (f|r|p)-структур, указанных в 
таблицах № 1 и № 2, естественна возникают на подмногообра­
зиях 'Многообразия почти комплексной структуры и многообра­
зия почти 'контактной структуры, оснащенных различными ПОЛЯ­
МИ нормально оснащающих плоскостей. 

Классификация индуцированных (Цщр) -структур на подмно­
гообразии коразмерности 2 в многообразии ПОЧТИ контактной 
структуры лроведена в работах [11], [13]. 

На протяжении всего изложения индексы -будут пробегать 
следующие значения: i,j,... =1,2,... ,п; а, р . . . - п + 1 , 
п + 2,. . . , п + р; а,Ь,... = я + 1 , п+2, . . . . п + 1. 

Автор выражает глубокую благодарность Н. М. Остиану за 
•ПОМОЩЬ, оказанную при написании настоящей работы. 

§ 1. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОЕ 
МНОГООБРАЗИЕ М„ (^Г1р)-СТРУКтУРЫ 

1. Пусть Мп —• n-мерное дифференцируемое многообразие и 
xi — локальные •координаты.точки xBU^Mn, где U — некоторая 
область заданного многообразия. Над окрестностью U можно 
ввести вполне интегрируемую систему п линейных линейно не­
зависимых дифференциальных форм 0"*, первыми интегралами 
которой являются координаты х* точки х. ЭТО означает, что 
в . = х^д:.-, причем det||^i||{ne}0. 

При помощи форм б' над окрестностью U можно построить 
[6j последовательность линейных, линейно независимых форм 
О/, еj. • , . . . , e j / у , . . . , обладающих расслоенной структурой 
[5] по отношению к формам 0г. 

В каждой фиксированной точке хв.М„ (т. е. при Q- = 0) си­
стема форме/, 8/ja,...,ej<iJ.../ i, где 

7,' — о' I 
при любом /г (/г==1, 2,. . . , s) вполне интегрируема. Эти формы 
являются инвариантными формами дифференциальной группы 
D„s порядка s [6]-

2. Следуя Г, Ф. Лаптеву и H. М. Остиану [4], [7], мы гово­
рим, что на дифференцируемом многообразии Мп задана диф­
ференциально-геометрическая структура, если на Мп задано по­
де геометрического объекта W, .присоединенного -к некоторой 
группе ЛИ (в частности, к дифференциальной группе Dns поряд­
ка s). В этом, .последнем случае мы говорим о дифференциаль­
но-геометрической структуре порядка s. 
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Объект W называется структурным объектом данной струк­
туры на Л1„. 

В настоящей работе мы будем рассматривать дифференци­
руемое многообразие Мп, оснащенное (/ьчр) -структурой. 

(1'1цр) -структура была первоначально введена Н. М. Остиа-
ну па подмногообразиях [9]. Позже Н..М. Остиану ввела поня­
тие (/|т]|))-структуры па многообразиях [4], [10]. С этой целью 
ей пришлось ввести понятие расширенной дифференциально-
геометрической структуры. 

Расширенная дифференциально-геометрическая структура иа 
Мп определяется заданием поля геометрического объекта, при­
соединенного к прямому произведению дифференциальной 
группы Dn1 и некоторой полной линейной группы GL(p,R). 

О п р е д е л е н и е 1 (IT М. Остиаиу [10]). (/grip)-структурой 
на дифференцируемом многообразии Мп называется расширен­
ная дифференциально-геометрическая структура, заданная .по­
лями линейных однородных объектов f, £, т], р, присоединенных 
к прямому шроизведеншо Dn*XGL{p,R) групп Dn1 и GL(p,R), 
компоненты которых связаны следующими конечными соотно­
шениями: 

/ Д 4 — ( » ^ . / / П ? - - - Р ^ 5 ' (ы) 
р?р?-»-в?[+Цл?. 

Дифференциальные уравнения этих полей имеют следующий 
вид: 

df/ - Л'о/+//о*'« /J*e*. (1 -2) 
rf6i-£p»£+lSe*'«6i*o*, (i-З) 
d4?-tiS0/+T|X--ti940*, (1Л) 
Ф£-^+Р#>?«р£*е*. (LS) 

причем 0/~:(Ь'|п'.-.-о и *"•=&" I n'==o —инвариантные формы 
групп ZV и GL{p,R), соответственно. 

3. С каждым главным расслоенным многообразием, как из­
вестно [6], ассоциируются различные присоединенные расслоен­
ные пространства, базой которых является исходное многооб­
разие, а слоями — пространства представления соответствую­
щей структурной группы главного расслоенного многообразия. 

Задание (/^р)-структуры иа дифференцируемом многооб­
разии Мп эквивалентно заданию сечения в соответствующем 
расслоенном многообразии, присоединенном к главному рас­
слоению многообразию Е с той же базой Мп, структурная 
группа которого представляет собой прямое произведение груп­
пы D,.1 и некоторой полной линейной группы GL (p, R), где р 
может принимать любые значения из ряда 0, 1, 2 
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Когда р = 0, то практически структурная группа главного. 
расслоенного многообразия Е сводится к группе D„' и рассло­
енное многообразие Е становится многообразием Мп

х (по тер­
минологии Г. Ф. Лаптева [6]). При этом расширенная диффе­
ренциально-геометрическая структура становится просто диф­
ференциально-геометрической структурой первого порядка, 
являющейся подклассом исходной структуры. 

С другой стороны, структурные объекты (/£лр) -структуры 
допускают интерпретацию, связанную с расслоенным многооб­
разием Шп+Р, присоединенным к тому же главному расслоенно­
му многообразию Е, текущими слоями которого является 
(п+р)-мерное векторное пространство представления структур­
ной группы главного расслоенного многообразия: n-мерное ка­
сательное пространство Тх(Мп) и р-мерное векторное простран­
ство ЁХ(М„) представления группы GL (р, R). 

Пусть в каждой точке х&М„ слой Тх(Мп) касательного 
расслоения Т (Мп) натянут на п линейно независимых векто-
ров {е-}., а пространство гх(Мп) натянуто на р линейно неза­
висимых векторов {га}. При этом в каждой фиксированной точке 
хШп, (т- e{cdot} при 6; = 0) имеем 

6 ^ = 9 ^ (1.6) 
и 

бе^=.»Й. О-7) 
4. Из дифференциальных уравнений (1.2) следует, что по­

ле структурного объекта {//} является линейным однородным 
объектом (аффинором), присоединенным к дифференциальной 
группе первого порядка D-.1. Поле структурного объекта {f/} 
определяет в касательном расслоении Т(Мп) многообразия М„ 
поле линейного оператора f, т. е. в каждой точке х&Мп есть не­
который линейный оператор fx, действующий в слое 7,.(Л4Я). 

Из дифференциальных уравнений (1.5) следует, что поле 
структурного объекта {р./} является линейным однородным объ­
ектом, присоединенным к ПОЛНОЙ линейной группе GL (p, R). 
Поле структурного объекта {р,/} определяет в присоединенном 
расслоенном многообразии -Wn+3, поле линейного оператора р. 
В каждой точке х.Шп есть некоторый линейный оператор рх, 
действующий в слое &х(Мп). 

ИЗ дифференциальных уравнений (1.4) следует, что поле 
структурного объекта {л?} (/|т)р)-структуры на Мп является 
линейным однородным объектом, присоединенным к группе 
DJxQL(p,R). 

Поле этого геометрического объекта, с точки зрения каса­
тельного расслоения, допускает следующую геометрическую 
интерпретацию: так как rang|] ,̂ - j|<min (n, р), то поле геомет-
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рического объекта h\f\ определяет поле k-мерных плоскостей 
(k = 0, 1, . . . , n ) , т. e- распределение ц k-мерных линейных эле­
ментов на М„. В каждой точке х&Мп относительно локального 
•репера {с,} п касательной плоскости Тх(Мп) плоскость % 
распределения т) задается системой уравнений 

4?x<=-0. (1.8) 
Показано [12], что в каждой точке хвМп плоскость цх 

инвариантна относительно действия линейного оператора fx. 
Поле аффинора / индуцирует на распределении г\ почти ком­
плексную структуру. В связи с этим размерность элементов 
распределения т) всегда четная (т. е. k = dim г\х —четное число). 

Из дифференциальных уравнений (1.3) следует, что поле 
структурного объекта {£«} (Дт,р)-структуры на Мп является 
линейным однородным объектом, присоединенным к группе 
Dx

nxGL(p,R). Поле геометрического объекта {l'a}, сточки 
зрения касательного расслоения, определяет распределение 
/-мерных линейных элементов £, каждый элемент которого на 
тянут на векторы: 

Т.— Е Й (--9) 
Из соотношений (1.1) следует, что распределение £ инва­

риантно относительно действия линейного оператора / 
в Т(М„). Из (1.9) следует, что в каждой точке хШп размер­
ность элементов £х распределения £ не превосходит размер­
ности е-пространства представления группы OL(p,jR), т. е. 
i—dim £Д.-<р. Очевидно, что 1—р, если векторы £„ линейно не­
зависимы. Последнее возможно только при выполнении условия 
л > р. 

Таким образом, поля структурных объектов |т$} и {l'a} 
определяют два распределения линейных элементов в касатель­
ном расслоении Т(Мп) многообразия М„, согласованные 
с действиями линейных операторов / и р (см. (Ы)). Такова 
геометрическая характеристика структурных объектов (/£т)р)-
структуры на Мп. 

Особый интерес представляют те (^т-р)-структуры на диф­
ференцируемом многообразии Мп, для которых распределения 
т) и £ определяют n-структуру в Т(М„). 

Очевидно, что распределения £ и г\ определяют я-структуру 
[10] (обобщенную композицию А. П. Нордена '[3], [8]) в каса­
тельном расслоении многообразия Мп (flip) -структуры, если в 
каждой точке х.Шп выполняются следующие условия: 

l + k<=n, ЪхПт\х={х}. (1.10) 
Выведем теперь аналитические условия, при выполнении 

которых распределения £ и т) (f£r)p)-структуры на Мп опреде­
ляют п-структуру в касательном расслоении Т(Мп). 
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Справедлива следующая теорема. 
Т е о р е м а 1. Если в каждой точке х многообразия Мп 

(/grip)-структуры справедливо условие 
rang||pPp| + 6all = r-ang||Ti«||-=dimL-^ (1.11) 

то поля структурных объектов {^} и {rff} определяют в каса­
тельном расслоении Т(Мп) я-структуру. 

Мы должны показать, что при выполнении условия (1.11) 
выполняются условия (1.10). Из равенств (1.1) и (1.11) следует, 
что 

rang || рР pg + 8X11 = rang ЦЦлу || = Л 
Следовательно, у матрицы \\11

ац] || существует отличный от нуля 
минор порядка Р. При надлежащей нумерации элементов матри­
цы можно считать, что минор ||I,-"VII отличен от нуля, т . е . 

d e t H L V I I ^ O . (1.12). 
Из условия (1.12). непосредственно следует линейная независи­
мость векторов £-,- и линейная независимость ковекторов tiib. 
Следовательно, l+k = n. Если допустить, что в каждой точке 
хвМп плоскости Sjj* и г). имеют общие направления, то определи­
тель матрицы |||агт1гь11 тождественно обращается в нуль, в силу 
(1.8). Значит, в каждой точке хбМп справедливо %xf\r\x=* Ы. 
Итак, показано, что при выполнении условия (1.11) выполняют­
ся условия (1.10). Таким образом, справедливость теоремы 1 до­
казана. 

Верно и обратное утверждение. 
T-еорема 2. Если поля структурных объектов {g£J и {ц?} 

(Дтр)-структуры на Мп определяют я-структуру, то в каждой 
точке х&Мп справедливо равенство (1.11). 

Следовательно, поля геометрических объектоо {т)«} и {11
а} 

определяют «-структуру в Т (М„) тогда и только тогда, когда 
в каждой точке х&Ма выполняется равенство (1.11). 

В случае максимальности рангов матриц |т|«|| и | | i ^ | | , усло­
вие (1-Й) эквивалентно условию 

detllpPpv + 6211-fO. (1.13) 
Условие (1.13) является необходимым и достаточным для 

того, чтобы поля геометрических объектов {т]«} и {£,lJ, в случае 
максимальности их рангов, определяли я-структуру в касатель». 
ном расслоении Т (М„) [10]. 

Такие типы (/|тр)-структур изучены в работах Г. Ф. Лап­
тева и Н. М. Остиану [7], [9], [10]. В дальнейшем (Дт]р)-струк-
туры на Мп c максимально ВОЗМОЖНЫМИ рангами матриц | | / / | | , 
II Pa II' II ШИН./1\ назовем классическими (Дг|р)-структурами 
на дифференцируемом многообразий, 
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Из теорем 1 и 2 следует, что в касательном расслоении 
Т(М„) многообразия Мп (/|т)р)-структуры поля структурных 
объектов {Va} и {т]°-} не определяют я-структуру, если не вы­
полняется условие (1.11). 

5. Выполнение условий (1.1) для (/|i-p)-структуры, задан­
ной на дифференцируемом многообразии М„, не является доста­
точным для того, чтобы поля структурных объектов {£.,''} и 
{п."} определяли в касательном расслоении Т(Мп) д-структуру 
(СМ. теоремы 1 и 2). 

Поэтому можно ввести сейчас два подкласса (/|rip) -струк­
туры: 

Аь (I.J'HP)-структура на дифференцируемом многообразии 
Мп, компоненты структурных объектов которой удовлетворяют 
соотношениям (1.1) и (1.11), 

В этом случае, в силу теорем 1 и 2, поля геометрических 
объектов lla') и {т|("} определяют я-структуру в касательном 
расслоении Т(Мп) многообразия М„. 

A2- (/-ЕЛР) -структура на дифференцируемом многообразии 
М„, компоненты структурных объектов которой удовлетворяют 
соотношениям (1.1), и равенство (1.11) не выполняется. 

В этом случае, в силу теорем 1 и 2, поля геометрических 
объектов {£«'} и Ь,,"} не определяют я-структуру в касатель­
ном расслоении Т{Мп) многообразия Мп. 

Очевидно, что классические (/^р)-структуры на дифферен­
цируемом многообразии М„ образуют подкласс класса At> 

Классами Ai и А2 исчерпываются все (Цщ>)-структуры, ко­
торые могут быть заданы на любом дифференцируемом много­
образии М„. 

В настоящей работе проведено исследование (/grip)-струк­
тур на дифференцируемом многообразии Мп класса А,. Пока 
оставлены в стороне исследования (/-Ецр) -структур на много­
образии М„ класса Аг, хотя установлено, что (Ццр) -структуры 
класса Аг естественно возникают на подмногообразии много­
образия почти комплексной структуры и почти контактной 
структуры. 

Итак, в дальнейшем будем изучать только (f£,r|p)-структу­
ры класса Ai иа многообразии М„, т. е. будем предполагать, 
что компоненты структурных объектов (/£т)р) -структуры удов­
летворяют соотношениям (1.1) и (1.11). Оказывается многие 
известные классические дифференциально-геометрические струк­
туры первого порядка (см. [4]) на Мп являются частными 
классами (/£г|р)-структур класса Ai (например, почти контакт­
ная структура, почти комплексная структура, f-структура, 
(fUVuvK)-структура, классическая (/^р)-структура и т. д. 
(см. §2)) . 

Укажем теперь на некоторые основные свойства (f£iip)-
структур класса Ai на дифференцируемом многообразии Мп. 
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В силу четности элементов распределения г\ в Т(Мп) и 
условий (1.11), следует справедливость следующего утвержде­
ния. 

У т в е р ж д е н и е 1. Размерность элементов распределения 
.£ в Т(Мп) четная, если п — четное, и нечетная, если п—нечет­
ное (т. е. I и п — натуральные числа одинаковой четности). 

Т е о р е м а 3. Если некоторый ненулевой вектор t из Тх(Мп) 
под действием линейного оператора /х преобразуется в нулевой 
вектор, то вектор 7 принадлежит плоскости \х распределения \. 

Пусть в каждой точке x6M- ненулевой вектор t — tlei 
из векторного пространства ТХ(М„) преобразуется под дейст­
вием линейного оператора / . , в нулевой вектор, т. е. 

/ / * - — 0 . (1-14) 

Вектор t не может принадлежать элементам распределения 
г], так как линейный оператор / индуцирует на т] почти ком­
плексную структуру. B связи с этим из (1.6) следует, что 
величины 

<f = t% (1-15) 
не равны нулю одновременно. Свернув (1.14) с /х, получим 
с учетом (1.1), (Г15)) 

-> —> 

Из последнего равенства следует справедливость теоремы. 
Другими словами, если линейный оператор / имеет ядро, 

то это ядро в каждой точке xQM„ является подпространством 
векторного пространства §х, т. е. Кег/^-с:^. 

Из равенства 
rang || /1 |=п—dim Ker / 

следует справедливость следующей теоремы. 
Т е о р е м а 4. Необходимым и достаточным условием пони­

жения ранга матрицы / на s единиц является существование 
распределения L s-мерных линейных элементов Ljzz\* такого, 
что Lx = Kerfx. 

Из теорем 3 и 4 следует, что sag/, а значит, справедливо 
следующее следствие. 

С л е д с т в и е 1. Ранг матрицы f не может быть понижен 
на число единиц, превосходящее размерность элементов распре­
деления g. 

Рангом и корангом (/^р)-структуры на Мп называются ран­
ги матриц llfll и ||р||, соответственно [12]. 

Т е о р е м а 5. Ранг и коранг (flip)-структуры на дифферен­
цируемом многообразии Мп понижаются одновременно и на 
одно и то же число. 
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Действительно, если rang|| / ||—/г — s, то, в силу теоремы 4, 
в элементах распределения I- выделяется подпространство 
1х = Кет /х. Будем считать, что в каждой точке xeM- подпро­
странство L_v натянуто на s линейно независимых векторов 
{ti> ' i t j , причем 

f/t{=0, (1.16) 
где и = 1, 2 , . . . , s. 

Свернув (Г16) c {rft} и использовав соотношения (l.l), 
получим 

Так как ранг матрицы ||i~ljt^| равен s, то ранг матрицы ||pjj 
равен p — s. 

Из теоремы 5 и следствия 1 следует: 
С л е д с т в и е 2. Ранг на коранг (/£т]р)-структуры на Мп не 

могут быть понижены па число единиц, превосходящее размер­
ность элементов распределения | . 

§ 2. КЛАССИФИКАЦИЯ (/^-СТРУКТУРЫ 
НА ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОМ МНОГООБРАЗИИ Мп 

Для проведения классификации (f£iip)-структур на диффе­
ренцируемом многообразии Мп дадим понятие рода (/|т]р)-
структур. 

О п р е д е л е н и е 2 [11]. (/Ии-р) -структура иа дифференци­
руемом многообразии Мп называется (/"^лр)-структурой рода 
(/, /. /г, г), если rang ||/'||=-/, rang ||р|| —г, размерность элементов 
распределения £ равна i (dim ..5x--= 0 и размерность элементов 
распределения т) равна /г (dimr)-=-7e). 

(ASTIP) -структура рода (/, I, /г, г) на М„ является (/.-tip)-
структурой ранга t и кораига г. 

Из определения 2 следует, что (f^p)-структура, заданная 
на Мп, характеризуется четырьмя числовыми инвариантами: 
.— rang Ц/11. /=-dim£.., k*=<\imr\x, r - rang ||р||. Два из этих че­
тырех числовых инварианта являются несущественными. 

Действительно, так как мы предполагаем выполненным 
условие (1.11), то иа исследуемом многообразии Мп (п — 
фиксированное число) один из числовых инвариантов либо I, 
либо к оказывается несущественным, ибо 1 = п—к. 

Из теоремы 5 следует, что если t — n—s, то r=p1-s (.•>«£/). 
Значит, число г, в силу того, что р произвольно фиксированное 
число, также является несущественной числовой характеристи­
кой для (/£г|р)-структуры на М„. 

При дальнейшем исследовании (/£цр) -структур на Мп будем 
считать, что основными числовыми инвариантами являются t= 
-r&ngWfW и /«dim!,. 
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Классификация (/|т]р)-структур 

J* 

I 

2 

. . . 

i-и 

•7 

•7+1 

*Ч. rang 11/11 

dim lx ^ X 

0 

2 

. . . 

1 

. . . 

n—2 

n 

n 

(n, o, 
n, p) 

(n,2, 
n—2, p) 

. . . 

(n,l, 
n—l, p) 

. . . 

(n, n—2, 
2,P) 

(n, n, 
o.p) 

Л - 1 

(n—1,2, 
n—2, 
p-l) 

. . . 

(n—l, I, 
n—l, 
p-l) 

. . . 

(n-1, 
л—-2, 2, 

p-l) 

(n—l, n, 
0,p-l) 

re—2 

(n—2, 2, 
n—2, 
p-2) 

(n—2,1 
n—/, 
P-2) 

(n—2, 
n—2, 2, 

p-2) 

(n—2, n, 
0, p-2) 

• • • 

• -rt . 

• . . 

• • • 

n-t+i 

(n—l + l, 
I, n—l, 
p-l+l) 

n—2, 2, 
p-l + l) 

(n—t + l, 
n,0, 

P-l+l) 

Проведем теперь классификацию (f^p) -структур на диф­
ференцируемом многообразии Мп раздельно гори п четном и при 
п нечетном. 

Случай I. Пусть многообразие Мп—.четномерное, т. е. 
n = 2q. В этом случае из утверждения 1 следует, что размер­
ность / элементов распределения £ также четная и может при­
нимать 4+1 различных числовых значений: 0, 2, 4 , . . . , п—2, п. 

Ранг матрицы ||f|| может принимать (n+l) различных зна­
чений: n, п—1, п—2,..., п—I,..., 2, 1, 0. 

Предположим теперь, что в каждой точке xSMn dim.;—/ 
(I — четное число 'и может принимать любое значение из ряда 
О, 2 п—2, п). В этом случае k-=dimi~s-=n—/ и /<р. В силу 
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Таблица № I 
на М„(л-=2<7) 

п-1 

( л - / , / , 
n—l.p—l) 

. . . 

(л—/, л—2, 
2, p~l) 

(n—t, n, 0, 
p-l) 

• • • 
'. . . 3 

(3, n—2, 2, 
p—л+3) 

(3, л, 0, 
p—л+3) 

2 

(2, л—2, 2, 
p-n+2) 

(2,л,0, 
/.-л+2) 

l 

(l.n.O, 
P—n+l) 

0 

(0, л ,0 , 
p—n) 

следствия 1, ранг ||/|| не может понижаться более чем на t еди­
ниц, а следовательно, Ь может принимать следующие (/+1) 
числовых значений: n, n—1, . . , ,n—l-\-l, n—l (см. строку f l+1 
таблицы № 1). 

Таким образом, при dim|K-=.i на дифференцируемом много­
образии Mn определяются (/|Tip)-структуры (/+1) различных 
родов: 

(я, /, « - / , p), (л—1, I, n—t, р — \),... 
. . . . (n-l + 1, I, n-l, p-1 + l), (п-1, I, п-1, р—1). ($} 
Укажем основные свойства (|!|т)р)-структур из ряда (5)', 
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Классификация (^|г)р)-структур 

N> 

1 

2 

. . . 

l + l 
2 

. . . 

q 

-.9+1 

"Ч rangllfll 

dim lx \ ^ 

1 

3 

. . . 

1 

. . . 

n—2 

n 

n 

( я , 1 , 
n—\,p) 

(n ,3 , 
л—3, p) 

. . . 

(n, I, 
n—l,p) 

. . . 

(n, n—2, 
2,p) 

(л, n, 
0.P) 

Л - 1 

(л—1.1, 
л—1, 
/7-1) 

(л—1, 3, 
л—3, 

р - 1 ) 

• • • 

(л—/, 1, 
п—/, 
р-\) 

. . . 

( л - 1 , 
л—2,2, 

р-\) 

(л—1, л, 
0 , р - 1 ) 

« - 2 

(л—2,3, 
л—3, 
-—2) 

. . . 

(и—2, /, 
я—/, 
р-2) 

. . . 

(л—2, 
л—2, 2, 
р - 2 ) 

(л—2, п, 
0, р - 2 ) 

в-3 

(л—3,3, 
л—3, 
р - 3 ) 

(л—3, /, 
л—/, 
р - 3 ) 

(л—3, 
л—2, 2, 
р - 3 ) 

(л—3, л, 
0, р - 3 ) 

. . . 

определенных на четномерном дифференцируемом многообра­
зии Мп. 

1°. Ряд содержит всего (/+1) (/gr,p)-структур различных 
родов. 

2°. Каждая последующая (fgi-p)-структура ряда (S) отли­
чается от предыдущей (f£r|p)-структуры рангом и корангом. 
Ранг и ко ранг последующей (/|т]р)-структуры ряда (5) на еди­
ницу меньше ранга и коранга предыдущей (/£т1р)-структуры. 

3°. Каждая последующая (/.ftp) -структура отличается от 
предыдущей размерностью подпространства Lx<=£,x (ем. § 1). 
Размерность подпространства Lx с каждым шагом увеличивает­
ся на одну единицу от нуля до /. 
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Таблица №2 
на Мв (л-=2.7+1) 

л-Н-1 

(л—/+1, /, 
п—1, 

p—t + l) 

. . . 

(n-l + l, 
n-2, 2, 
p—l+l) 

(n—/-|-1, n, 
O.p-l + l) 

n—l 

{n—l, I, 
n—l, p—l) 

. . . 

(n-l, n-2, 
2,p-l) 

(n—l, n, 0, 
P—l) 

. . . 3 

(3, n—2, 
2, 

p—n+3) 

(3, n, 0, 
p—rt+3) 

2 

(2, n—2, 
2, 

"—ra+2) 

(2, n ,0 , 
p—n + 2) 

l 

( l ,n , 0, 
р—л-И) 

0 

(0, n, 
0, 

P—n) 

4°. (/gi-p)-структура иа Mn рода (n,l,n—l, p) (первая в ряду 
(S)) является (/.-Tip)-структурой максимального ранга и мак­
симального коранга [7] (классическая (/£т]р)-структура). В этом 
случае в элементах |Х не существует ненулевого вектора X та­
кого, что его образ под действием линейного оператора fx пре­
образуется в нулевой вектор, т. e. dimL-—0. 

5°. (/grip) -структура на Мп рода (п—I, I, п—I, р—/) (послед­
няя в ряду (5)) является (f|i-p)-структурой минимально возмож­
ного ранга и минимально 'возможного коранга, в случае, когда 
d1m£x = /. При этом в каждой точке хШп подпространство Lx 
совпадает с £-., т. e. аффинор fx действует как эмулятор на эле-
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мент 1|х распределения KKerfs — L*— •-•>•)• Из соотношений (1.1) 
следует, что если dim|-~/ и rang||/||=n—I, компоненты геомет­
рического объекта удовлетворяют соотношениям 

f3+f-0. 
Следовательно, (f|rjp) -структура рода (п—1, I, п—I, р—1) на Мп 
является f-структурой ранга (п—/). 

Таким образом, доказана следующая теорема. 
Т е о р е м а 6. Если &\v\\x=l {I—'четное), то на четномер-

ном дифференцируемом многообразии Мп можно определить 
iXflirip) -структуры (/+1) различных родов (см. ряд (5)) . 

Так как I может принимать любое значение из ряда чисел 
О, 2 , . . . , (п—2), п, то всего «а Мп (п — четное) определяются 
(с7+1)2 различных родов (/|1-р)-структур (см. таблицу № 1). 
Следовательно, справедлива теорема. 

Т е о р е м а 7. На четномерном дифференцируемом многооб­
разии Мп («•—2.?) можно 'определить (/|т]р)-структуры (.7+1)2 
различных родов. 

Рассмотрим теперь некоторые частные классы {Ццр) -струк­
тур на многообразии Мп, которые являются известными диф-
ференциаль'но-ге'ометричеюким'и структурами. 

Пусть 1 — 0. В этом случае, в силу теоремы 4, -на Мп опреде­
ляется единственная (/^р) -структура рода (п,0,п,р) (см. стро­
ку 1 таблицы № 1). Так как dimgK==0, то ----структура в Т(Мп) 
вырождается в распределение т], в котором определена почти 
•комплексная структура. Следовательно, почти комплексная 
структура на Мп (n=2q) является частным классом (/iiip)-
структуры рода (п,0,п,р). 

Пусть 1—2. В силу теоремы 4, при этом на Мп определяются 
(fgi-p)-структуры трех родов: (п,2, « - 2 , р), (п—1,2, п—2, р—1), 
;(«—2, 2, п—2, р—2) (см. строку 2 таблицы № 1). Как извест­
но, 'Первая структура является 'классической (/iiip)-структурой. 
В случае р — 2 и при кососимметричности матрицы ||р-Л1 (а, р = 
= m-j~l, т+2) (f|rip)-структура на Мп является известной 
{fUVuvV) -структурой на Мп [4]. 

Пусть 1 = п. В этом случае сИтг]ж = 0, т. е. система (1.8) не 
имеет решения, отличного от нулевого. Следовательно, я-струк-
тура в Т(Мп) вырождается в распределение | . Из теоремы 4 
следует, что при 1—п на Мп могут быть определены (/|г)р)-
структуры (п+1) различных родов: 
(п, п, 0,р), (п—1,п,0,р—1) (1,л,0,р—п'+1), (0, л, 0, р—п) 
(см. строку <7+1 таблицы № 1). Последняя структура этого ря­
да является /-структурой нулевого ранга. 

Из таблицы № 1 видно, что при п четном на многообразии 
Мп определяются /-структуры (-7+1) различных рангов, 
включая и почти комплексную структуру (см. последнюю за­
полненную клетку каждой строки таблицы № 1), а также 
(<7+1) различных родов (/|т]р)-структур максимального ранга 
и максимального коранга, включая и почти комплексную струк-
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туру — классические (fgiip) -структуры (ом. первую клетку каж­
дой строки таблицы № 1), 

С л у ч а й 2. Пусть многообразие Мп — нечетно-мерное, т. е. 
/i = 2-7+1. В-этом случае из утверждения 1 следует, что размер­
ность / элементов распределения g также иечетная и может 
принимать <7+1 различных числовых значений: 1 ,3,5, . . . 
. . . . /1—2, п. Как и в случае 1 (см. стр. 66), ранг матрицы ||/|| 
может .принимать (п+1) различных значений; п, п—1, п—2,... 
, . . , ( i - l , . . . ,2, 1, 0. 

Предположим теперь, что в каждой точке хб/Mn dim| —J 
(/ — нечетное число и может принимать любое значенине из ря­
да Г 3 (п—2), п). При этом k=dimr\x = n—/. Показано, что 
при dimg.v.= / па Мп определяются (f|4p)-структуры (/+1) раз­
личных родов, которые можно записать рядом (S) (см. строку 
-—- таблицы № 2). Этот ряд, как и в случае четности п, об­
ладает теми же свойствами (см. свойства 1—5). 

Таким образом, при п нечетном справедливы следующие тео­
ремы. 

Теорема 8. При dim|a. = i (/ — нечетное) на нечетнамерном 
дифференцируемом многообразии Мп определяются (/-.hp)-
структуры (/+1) различных родов (см. ряд (5)). 

Теорема 9. На нечетномерном дифференцируемом много­
образии Мп (n-=2-7+1) определяются (fg4p)-структуры 
(<7+1) (<7 + 2) различных родов. 

Рассмотрим теперь частные классы (/grjp)-структур на не-
четномсрпом дифференцируемом многообразии Мп. 

Пусть 1—1 (см. строку 1 таблицы № 2). В этом случае 
dimr)i..==n—l и на Мп определяются (/^р)-структуры двух ро­
дов: (/I, I, п - 1 , р), ( п - 1 , 1, п—1, р—I), причем 2<p. Первая 
структура является (/grip) -структурой максимального ранга и 
максимального коранга, а вторая структура - /-структурой 
ранга («—1). Как известно, /-структура ранга (п—1) на много­
образии Мп (п—нечетное) является почти контактной струк­
турой (см. [14]). Следовательно, почти контактная структура, 
является частным классом (/£т~р) -структуры на нечетномерном 
дифференцируемом многообразии. 

Из таблицы № 2 видно, что при п нечетном на многообра­
зии Мп определяются /-структуры (.7+1) различных рангов, 
включая и почти контактную структуру (см. последнюю запол­
ненную клетку каждой строки таблицы № 2), а также 
:(/£т|р)-структуры максимального ранга и максимального ко­
ранга (-7+1) различных родов (см. первую клетку каждой 
строки таблицы № 2). 
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