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Полагая , f ( = 1, у = а, Г = 6, за уравнение (23) примем (19.1). Очевидно, что 
(18.1) при a—const является первым интегралом системы (24.1) с правыми 
частями « 1 = 0 , и 2 = 0. Кроме того, dT/dt = 0 , wq = %a, <о=(о^, со2), qT==(q.x, q2), 
о), = df!dqx — — ах sin qx, w2 — dJ/dq2 = — щ sin </:>, «2 = 1, так что все условия 
теоремы 2 выполняются. 

Далее, принимая во внимание равенство <s>A~~lu>' = 1, А = («;;)> г , / = 1,2, 
с и = = й * , «22 = 0 ^ а 1 2 = а 2 1 = a,a 2 co s (<7 2 — <7i) и значения К, Y, получим 

Х = 6(а, а, q, q). ( 2 8 Л ) 

Положим £/(#, а) = U(q) — 0,5са 2, D — d , с — const, /? г = 0. Тогда £ = — ca — d a u 

{d/dt)(T + 0,5а 2 - U (q, а)) = _ da 2 , (32.1) 

т. е. полная энергия системы убывает асимптотически. С учетом выражений 
а, а через q, q получаем соответствующие значения управляющих моментов: 

«, = 0,5а, sin qx (с (ах cos qx + a., cos q2 — хс) + d (axqx sin qx + a2q2 sin q2)), 

u2 — 0,5a2sln q2 (c(ax cos qx + « 2 c o s q2 — xc) + d(axqx sin <?, + «2<72 sin < 7 2 ) ) . 
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Д И С К Р Е Т Н О Е П Р Е О Б Р А З О В А Н И Е М Е Л Л И Н А 

Результаты данной заметки позволяют распространить метод коэффи
циентов из [1] на ряды Дирихле (см. [1], проблема 1.4, с. 220). Получение 
интегральных представлений для различных арифметических сумм по дели
телям натурального числа п достигается путем применения формулы обра
щения для обыкновенных рядов Дирихле в виде двойного интеграла. В об
зорной статье [2] приводится следующая формула для обыкновенных рядов 
Дирихле: 

со со со 

п=1 0 k=\ 

Если сумма ряда Дирихле в левой части (1) равна /* ( s ) , то из (1) можно 
вывести формулу, дающую выражение для коэффициентов а п через / * ( s ) , 
т. е. формулу обращения. Это сделано в работе [3[ (см. также [4]), где со
держится таблица-формул суммирования для арифметических функций по 
делителям натурального я. Формула (1) является частным случаем аналогич
ной формулы Для общих рядов Дирихле, впервые полученной в 1908 г. 
в работе [5]. Впоследствии сама формула из [5] и рассматриваемый здесь 
частный случай (1) неоднократно цитировались в трудах Харди, Рисса, 
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Ё. К. Титчмарща, М. А. Евграфова и других авторов. Однако Дли получений 
указанной формулы из соотношения (1) необходимо использование формулы 
обращения для дискретного преобразования Лапласа (ДПЛ, см. [6]). ДПЛ 
было разработано лишь 30—40 лет назад, поэтому в работах почти столет
ней давности формула обращения для рядов Дирихле, выводимая из (1), 
по-видимому, не содержится. Формулы обращения для рядов Дирихле дру
гого типа рассматриваются, напр., в [7] — [9]. 

Целью данной заметки является прямое доказательство указанной фор
мулы обращения путем непосредственной проверки и разработка некоторых 
ее теоретико-числовых приложений; дальнейшие приложения этой формулы 
имеются в [10]. На основе формулы обращения можно определить дискретное 
преобразование Меллнна (ДПМ) по аналогии с известными дискретными 
ортогональными преобразованиями, такими ка<к ДПЛ и ДПФ (дискретное 
преобразование Фурье). Формула обращения для рядов Дирихле указанного 
типа получается из композиционной структуры ДПМ, определяемой форму
лой (1). Аналогичные соображения приносят пользу и в других вопросах 
(см., напр., [3], J4], [10], [11])- В рассматриваемом случае композиционная 
структура такова: ДПМ представляет собой композицию ДПЛ и интеграль
ного преобразования Меллина, разделенного на F ( s ) . 

Т е о р е м а . Пусть а < + о о — абсцисса абсолютной сходимости обык
новенного ряда Дирихле 

| < y r - W ( s ) , fl> - 1 . (2) 

где s~o + it, /*($) — сумма этого ряда. Пусть% далее, сходится интеграл 

^ K ) ~ h I г ( * к - * - 1 ^ . (3) 
С—too 

где с у a, R e t > 0 . Тогда при любом положительном уУЬ, где Ъ— абсцис-
со 

са сходимости ряда 2 имеет место формула обращения 

где Ф(л) имеет вид (3). 
Д о к а з а т е л ь с т в о - Ряд (2) сходится абсолютно и равномерно в полу

плоскости R e s = c > « . Далее рассмотрим интеграл (3), где с > a, R e ^ > 0 . 
К этому сходящемуся интегралу применимы условия леммы Ватсона(См. [12], 
с. 94, или [13], с. 727). Поэтому в случае подстановки в (3) вместо ]*{$) 
соответствующего выражения из (2) можно проинтегрировать ряд из (2) 
почленно. В результате будем иметь 

C + icc со со C+ioo 

С—too k—\ С—/со 

CO 

X6r'x-s-\ds=.J^ka^rkx. (5) 
k=i 

Заметим, что последний ряд в (5) сходится абсолютно и равномерно 
при Rex >b. Подставляя полученное выражение для функции §(х) из (5) в 
(4) и производя допустимое в данном случае почленное интегрирование ряда, 
получим тождество, поскольку • 
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оо f+Ь 

S kak С 
2тп J 

e*(n~k)dx-*aa, ( 6 ) 

что доказывает теорему. 
Применение формулы ( 4 ) позволяет упростить доказательства многих 

теоретико-числовых соотношений. Например, используя (4), можно дать еди
нообразные и простые доказательства всех формул типа ДПМ на с. 196—197 
из [14], равно как и соответствующих формул из первой главы монографии 
[15] (доказательства приводятся в [10]). В частности, упрощение достигается 
при доказательстве некоторых тождеств Рамануджана, впервые доказанных 
в [16] с помощью весьма нетривиальных рассуждений. В отличие от доказа
тельств из [14], [15] в предлагаемых доказательствах не используете фун
даментальное тождество Эйлера ([14], с. 196). В формуле (2), определяющей 
ДПМ, назовем коэффициенты ап оригиналом, а соответствующую им сумму 
ряда f(s) — изображением. В случае абсолютной сходимости рядов произ
ведению изображений соответствует арифметическая свертка оригиналов, 
т. е., используя операционные символы, имеем 

/Жa* / ; ( S ) > ^ H / ; ( S ) - / ; ( S ) ; - 2 « , - ^ / , / . (?) 
d\n 

где 2 обозначает сумму, взятую по всем (положительным) делителям нату-
d\n 

рального п [14]. 
со со 

О п р е д е л е н и е . ДПМ /*(§) = 2 akk~s и = 2 bmm~s называются 
взаимно обратными, если соответствующие ряды сходятся абсолютно и их 
произведение 

/ ; ( * ) . / ; ( « ) = 1. (8) 

С помощью (4) легко доказывается, что соотношение (8) с учетом (7) 
дает условие, которому должны удовлетворять оригиналы двух взаимно 
обратных ДПМ: 

со 

П р и м е р 1. Найдем ДПМ, обратное к /*($) = 2 \^{k)k-s, где — 
функция Мёбиуса [14]. Тем самым будет дано новое доказательство извест
ной формулы 

где C(s) — дзета-функция Римана [14]. Формула (10) следует непосредственно 
из (8) при a t —ji(A), £ m s = l . Имеем из (10), что обратным ДПМ к / ' ( $ ) бу
дет С(?)• Основное свойство функции Мёбиуса [14]: 

1 , я - 1 ; 

также следует из (9). 
П р и м е р 2. Докажем известное тождество Рамануджана [15], [16]: 

2 M«)A-* = o , - ,W(*). R e * > l , (11) 

где ск(п) == 2е~ Ы я Л / * — суммы Рамануджана, к пробегает все целые числа 
ft 

меньшие k н взаимно простые с ним, а а ( п ) — сумма а-х степеней делителей 
числа п . 
5* бу 



Используя формулу (4), сведем тождество (11) к очевидному. Из (11) 
имеем 

со со со 

k=l r=i л1=1 а\т 

По формуле ( 4 ) с учетом того, что ox_s(»)--= ^dx~\ 
<Х\п 

Ee'«-E=bT'"~"Ho!,J& (13) 

й\т d\n i—l* 
Мы получили известное соотношение (см. [15], с. 15), легко вытекающее из 
определения сумм ck(n), что и доказывает (11). 

П р и м е р 3. Рассмотрим формулу (1) на с. 12 из [15] при а = —. 1: 
со 

C(?)C(s + l ) = £ ^ , Res > 2 . (14) 

Из (14) с учетом (10) имеем 
л=1 

с. 
m\l d[m 

Отсюда по формуле обращения (4) 

в силу формулы (1) на с- 25 из [15] и формулы (1) на с. 183 из [6] соответст
венно. Формула (15) суммирования по делителям натурального п в литературе 
не встречается. 
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