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ВЫБОРОЧНЫЕ СУММЫ ЗАВИСИМЫХ ВЕЛИЧИН, 
СМЕСИ БЕЗГРАНИЧНО ДЕЛИМЫХ ЗАКОНОВ 

И ВЕТВЯЩИЕСЯ СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ 

И. Р а х и м о в 

Доказываются предельные теоремы о СХОДИМОСТИ К смеси безгранично 
делимых законов распределения суммы 

2 ик(п)Хк(п), 
к = 1 

где Xfrin) - некоторые (вообще говоря, зависимые) случайные величины, а 
Vfr(n) - случайные величины, принимающие значения 0 и 1. Полученные резуль­
таты применяются в двух задачах: при исследовании ветвящихся процессов 
с иммиграцией, в которых допускается зависимость процессов размножения 
и иммиграции, и при доказательстве предельных теорем для выборочных сумм 
из конечной совокупности зависимых случайных величин. 

Введение 
Рассмотрим семейство случайных величин lXt(n), (/, п) £ N2 \ , N= f 1, 2, . . .!, 

определенных на вероятностном пространстве i£2, Л, Pi, и семейство i fa («), (/, п) Е 
Е N0 X N \, N0 = f 0} UN, а-подалгебр Jl таких, что для любой пары (/, п) величина 
Xt(п) измерима относительно ^(п); fro(ri) —некоторая а-алгебра. 

Нас будет интересовать предельное распределение случайных величин 

S„= 2 »,(п)Х,(п), (1) 
/ = 1 

где vt (п) — случайные величины, принимающие значения 0 и 1 и такие, что для любой 
пары (/', п) величина v({n) измерима относительно F{_x (n); здесь и далее 

Fk(n)= П ff(n). 
/ = 0 

Отметим, что никаких предположений о независимости величин, входящих 
в Sn, не делается. 

Представление в виде (1) допускает хорошо известная выборочная сумма 
из конечной совокупности [8-10, 17-24]. Кроме того, ясно, что в (1) содержится 
обычная схема суммирования случайного числа случайных величин. Формально 
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сумма (1) является частным случаем двойной суммы 

S*n= 2 2 &,*(«), (2) 
к = 1 / = 1 

в которой х\к (п) принимают целые неотрицательные значения. Однако ниже будет 
показано, что из результатов, полученных для Sn, легко могут быть выведены пре­
дельные теоремы для S*. 

Суммы вида (2) ранее изучались в [11, 12] в связи с приложениями в теории 
ветвящихся случайных процессов в случае, когда %ik (n) независимы по z, к, имеют 
одно и то же распределение при разных / и не зависят от щ (п). 

В данной работе мы докажем предельные теоремы для Sn. Как уже было отме­
чено, обычная схема суммирования случайного числа слагаемых может быть сведена 
к схеме (1). Покажем теперь, что кратные суммы вида (2) также могут быть выра­
жены через суммы (1). Пусть Nn - такая последовательность целых чисел, что 

?\JCn\ ^ 0 при n^oof J6n=\ max т?<и} >Nn\ , 
1 < к < п К 

X — индикаторная случайная величина. Тогда для любой случайной величины £ и 
любого x G R = (—°°, °°) справедливо неравенство 

| P i x £ < х] ~ Р { ? < х\\< Р | х = 0 } . 

Пусть всюду далее х(у0 обозначает индикатор события А. Положим 

XkNn +/ («) = 5/ л+1 (я), vkNn +/ («) = X (У < Vk+1 (п)), 
/ = 1,. . .,Nn, k = 0y 1, . . . ,п - 1. 

Соотношение 
x(Jen)s*n = x(Jin)SnNn> л п = п\ л п , 

в силу приведенного неравенства и выбора последовательности Nn показывает, что 
суммы Sn и S*имеют одно и то же предельное распределение. 

Ясно, что проведенные выше рассуждения позволяют сводить кратные суммы 
любой конечной кратности к однократной схеме суммирования (1). 

Основная теорема 1 дает общие условия сходимости распределения Sn к смеси 
безгранично делимых законов. Теорема 3 относится к случаю конечной дисперсии. 
Разумеется, с их помощью могут быть получены условия сходимости к смесям 
различных конкретных безгранично делимых распределений. Из теоремы 3 может 
быть получен (если положить vk (п) = 1) результат Иглсона [1] о сходимости суммы 
мартингал-разностей к смеси безгранично делимых распределений. Поскольку в (1) 
содержится обычная схема суммирования случайного числа, слагаемых, из теоре­
мы 3 следуют, например, результаты работ [2—4], а из теоремы 1 можно получить 
результаты [5,6] . 

Доказательство теоремы 1 проводится методом стохастических экспонент 
для семимартингалов [15, 16]. Вспомогательная теорема 2 выводится из теоремы 
о сходимости условных характеристических функций к характеристической функции 
процесса с условно независимыми приращениями [15]. Затем с помощью теоремы 2 
доказывается сходимость распределения Sn к смеси безгранично делимых законов. 

Последние параграфы посвящены приложениям доказанных теорем к изучению 
ветвящихся случайных процессов с иммиграцией [7, 13] и к доказательству пре­
дельных теорем для сумм величин, случайно отобранных из конечной совокупнос­
ти [8-10], [17-24]. 

Рассматриваемые здесь ветвящиеся процессы с иммиграцией отличаются от 
традиционных тем, что, во-первых, допускается зависимость процессов размножения 
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и иммиграции (более точно об этом см. §3), во-вторых, иммигрирующие частицы 
могут давать начало как критическим, так и докритическим или надкритическим 
процессам, в-третьих, эволюция процесса зависит от состояния случайной среды 
в начале процесса. 

Что касается выборочных сумм из конечной совокупности, то оказывается, 
что с помощью теоремы 3 можно изучить обобщенную схему выбора без возвра­
щения, в которой вопрос о включении данной величины в сумму решается в зави­
симости от значений предыдущих случайных величин. 

§ 1. Формулировка основной теоремы 

Пусть г,- (п) — такое семейство неотрицательных случайных величин, что почти 
всюду 

i Mt-m[Xt(n\x{\xt(n)\ < r,(«))]i < оо. (3) 
Здесь и всюду в дальнейшем 

M,-„m = M[?iF,-(«)]. 
Пусть &0 — такая ст-алгебра, что ZFQ С &0(п) для всех п £ N. Через К =К (х, со) 

обозначим функцию, отображающую R X £1 в R = (—°°, °°) и такую, что при любом 
фиксированном х она является iFo-измеримой случайной величиной, а для почти 
всех со Е £2 является неубывающей ограниченной функцией отх,причем К (—°°, со) =0. 

Полагая 

h (t, x) = 

/ . , * , itx \ 1 + * 2 

К - ' - 1+Х>) У? 

ч ~t2/2, 
определим функцию 

i//(/) = ех] э{/Г7+ / h(t9x)dK(x)\ , 

хФО, 

х = 0, 

(4) 
оо 

где у — случайная величина, измеримая относительно # 0 - Тогда для почти всех 
CJG12 функции \p(t) будет характеристической функцией безгранично делимого 
распределения [14]. 

Теперь введем обозначения, необходимые для формулировки основного ре­
зультата. Пусть 

в/ («)' = М1-1 п № («) X (IX, ( я ) К г,- (я))], Y,(я) = X, (я) - в, (я), 

f/">(/)= М , . , , , * " * ' 0 0 , ^ ) ( 0 = М / , 1 „ е / ' Г ' ( " ) , 
ГДя) / ч Г,2(«) 

Я, (я) = М,_! „ — — — • , Д ( я ) = М,-_, „ 

Введем следующие условия: для любой точки x E R Uf+°°S и некоторой &0 
измеримой функции К (х) при п ->°° 

J?oo 
i = i 1 + 1? (и) 

X(Yi(n)<x) — K(x) (5) 

для некоторого семейства С,(я) случайных величин таких, что при любом (/, ri) G N2 

величина С/(я) измерима относительно Fi_1(n), и для некоторой $0-измеримой 
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случайной величины у при п -+°° 

7п= 2 ч(п)[е,(п) + В1{п)-САп)] —+ т; (6) 
/ = 1 

еп it) = 2 vt{n) | 1 - *<"> (01 2 ^ 0, я ->оо. (7) 
/ = 1 

Т е о р е м а 1. Если для любого i = 1,. . . , п случайная величина vt (n) измерима 
относительно Fi_1(n) и для семейства Fi_l(n)-измеримых случайных величин 
С((п) выполнены условия (5) —(7), то при п ->°° 

i = l 

где распределение W является смесью безгранично делимых законов, характеристи­
ческая функция которой равна М\//(0> i//(f) ~ функция, определенная соотноше­
нием (4). 

§ 2. Доказательство основной теоремы 

Следующее утверждение, по существу, является вспомогательным при дока­
зательстве теоремы 1. Ввиду того, что оно представляет и независимый интерес, 
выделим его в качестве теоремы. 

Т е о р е м а 2. Пусть для любого i = 1, . . . , п величина vt{n) измерима отно­
сительно Fi_x(ri) и для семейства Ft_x{n)-измеримых случайных величин Li(n) 
и некоторого действительного t 

П { e4tL>{n)fM(t)\ vi{n) - ^ *(*), „ -оо, (8) 
7 = 1 7 

где v?(r) - комплексная ^измеримая случайная величина с почти всюду поло­
жительным модулем. Тогда 

М [exp \ i t (Sn - 2 Lj (n) vj («)) \\ f0] - ^ <p(t), n - ~ (9) 
/ = i 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Положим 

VT^= *2 vk(n)Xk(n\ T G R + = [ 0 , O O ) , X0
( W ) = 0, vo(n) = 0. (10) 

k = 0 

Процесс V}n' можно представить в виде разности двух процессов с неубывающими 
траекториями: 

Гт<"> = ' V vk («)*•(«) - ["i] uk («) Xk(n) = , K<"> - 2 KT<">, 
A: = 0 /c = 0 

где 
W s ^ ( « ) v o , х-(«) = -(^(«)Л0). 

Поскольку 

0 

и величины Xk(ri) собственные, траектории процесса V)n' имеют ограниченные 

5* 
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вариации в любом конечном отрезке [0, г ] . Значит, (V$n\ F[nr](n)) является 
семимартангалом [15, 16]. Вычислим триплет Тп=(Вп, Сп\ ттп). Находим, что 
мера скачков V^ равна 

д < % г ] Х Г ) = 2 х(»к(п)Хк(п)еГ), (11) 
к = 0 

где Г — борелевское множество из R0 = R\{ Ol. 
Для любого борелевского множества Г, не содержащего точку О, 

\vk(n)Xk(n)er\ = К ( я ) = 1 ! п \хк(п)ег\. 
Поэтому 

И">((0 , г ]ХГ)= 2 vk(n)x(Xk(n)er), (12) 
А: = 0 

и кохмпенсатор этой меры скачков равен 

тг<">((0,т]ХГ)= 2 ^ W P i ^ W e r i F ^ ! ^ ) ! • (13) 
к = 0 

Здесь К.1(п) = { 0, £2 }. Поэтому 

/?<"> = 2 ^ ( ^ ) M [ ^ ( ^ ) x ( I ^ W I < O I ^ - i W ] - (14) 
А: = 0 

Поскольку непрерывная часть семимартингала V^ равна нулю, С ^ = 0 . 
Вычислим теперь стохастическую экспоненту У;п'. Пусть 
*kn(x) = P\Xk(n)<x\Fk_l(n)l . 

Тогда (см. [15, с. 256]) учитывая (13), получим, что 

G»(t) = itBn
T + 2 vk(n)$ (eitx-\~itxX(\x\<l))7rkn(dx). (15) 

к =0 Я0 

Легко видеть, что почти всюду 

f xX(\x\<l)irkn(dx) = W\[Xk(n)x(\Xk(n)\<\)\Fk_1(n)] (16) 

f (eitx -l)nkn(dx) = M[(eitXk(n)~l)\Fk_i(n)]. (17) 

Из соотношений (15)—(17) следует, что 

С?(Г)= ' s ' !>*(«) M[(e ' f A * ( , , ) - l ) |F f c_,( / i ) ] . 
А: = 0 

Отсюда, по определению стохастической экспоненты, получим, что 

eT(G"T(t)) = eG"{t) П ( 1 + Д С ? ( 0 ) е " Д С " ( , ) = 

= ' л ' [1 + vk(n) M[(eitXk(n) - 1)1 F k _! (« ) ] ] . 
/с = 0 

Очевидно, что случайная величина под знаком произведения при всех со€ £2 равна 
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fv
k
k
n
{n)(Г). Поэтому 

eT{Gnr(t))=[nS Cn
{U\t). (18) 

к =о Кп 

Значит, в силу условия (8) 

e i ( G ? ( 0 ) - ^ * ( ' ) . 
Так как функция y(t) измерима относительно &0, в силу [15, теорема 4.4.1] се-
мимартингал Vт с такой стохастической экспонентой является процессом с fro-
независимыми приращениями. Поэтому ([15, с. 256]) 

*(t)=ex(Gl(t))=M[eitV> \f0]. 

Далее, в силу [15, теорема 5.1.1] 

Отсюда и из теоремы о сходимости под знаком условных математических ожиданий 
([25], с. 232) получаем, что при п -*°° 

M ^ l f o ] - ^ 4>(f), 
что и требовалось доказать. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. В силу теоремы 2 достаточно доказать, 
что при условиях (5) —(7) для любого t 

П {e-M*MfW(f)\Vkin)I-> НО (19) 
к =1 

при п->°°, где \p(t) при любом t — ^0-измеримая случайная величина, определен­
ная в (4). 

Из условия (5) следует, что найдется такая положительная ^-измеримая 
случайная величина Т, что 

lim P{ Z vk(n)Dk(n)>T\=0 (20) 
w-> °° к = 1 

(достаточно взять Т> 2ЛГ(+°°) почти всюду). 
Введем события 

33к(п)= { 2 ц(п)0((п)< П 
I = 1 

и определим случайные величины Yk*(n) = Ffc (n) х(3$к(п))- Ясно, что для любого 
к < п и M G N ZBk(ri) G Fk_1(n) и в$к(п) С S3fc_i(«). Введем обозначения 
для характеристик Y£(n), снабдив соответствующие характеристики У&(я) звез­
дочкой. Покажем, что для любых /7 и га < гс 

га 
2 cfc(«)^(«)< ^ (21) 

к = 1 

почти всюду. Из определения величин У^(я) следует равенство 
га m 
2 M«)^00 = 2 "*(«) х( «*(«•)) Я* 00 • (22) 

А: = 1 /с = 1 

Очевидно, что 
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почти всюду. Если (21) выполняется для некоторого т < я, то из соотношения 
m + \ m 
2 pk(n)D*k(n)= 2 vk(n)D*k(n) + vm + i(n)x(33m + 1(n))Dm + 1(n) 

к~\ к =1 
с учетом (22) и того, что SSm+i (п) С 33т(п) С . . .С ЗЗ^п), следует справедли­
вость (21) для га + 1. Таким образом, (21) верно для любого га< п. 

Покажем теперь, что для Yk(n) выполняются условия (5)—(7). В соотношении 

-г- x(Yk(n)< х) Х( 58k(я)) К*п(х)=Кп(х)- Б vk{n)Mk_ln 
к =1 L 1 + Y\{n) 

второе слагаемое правой части при п->°° по вероятности сходится к нулю. Дейст­
вительно, ffik (n) G F j t . j (п) и для любого к < п 

Я (я) С ! 2 v,.(n)D,(n)>Tl, 
К / = 1 

а вероятность последнего события стремится к нулю при п-+°°. Далее, так как 
для к < п 

W = Х( 93к(п)) вк(п\ В*к(п) = Х( Як(п))Вк(п), (23) 

то при Ск(п) = х{33к{п)) Ск (п) справедливы неравенства 

0 < 7 „ - т £ < Х( S vf(n)Df(n)>T)yn, 
/ = i 

и условие (6) выполняется для у* . Используя тождество 

*к
(я)* (0 = Х(«*(«)) **(я)(0 + Х( 53* («)), (24) 

убедимся в том, что условие (7) также выполняется для кр^ *(г). 
Положим /^и ) *(г) = Щ_х и<? /f^fc {п), *£(") = Л* (п) X(33k (я)); из опреде­

ления величин Сд* (я) следует, что 

П \e-itC*k(n)f^*(t)\Vk(n)* П \e4tCk(n)fk^(t)\Vk(n)\ с 
к = 1 

п 

к = 1 

С U {vk(n)=l\ П\\Х*к(п)ФХк(п)\ U {С*к(п)ФСк(п)\\ Q 
к = 1 

С | S | ; / ( /1)Л / (я)>Г}. 
/ =1 

Значит, достаточно доказать сходимость 

* = i * 

при я ->°°. Используя соотношение 

f£">(t) = exp{itek(n)\ 4n>(t), 

с помощью элементарных преобразований получим равенство 

\nHn(t)=ity*„ + e1(n)+ 2 vk(n)Mk_ln 
к =1 

h(t,Yk{n)) 
У к'in) 

i + rfc*2(«) 

(25) 

(26) 
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где |ei(«)| < е*(п), е*(п) — сумма из аналога условия (7) ддя у ^ *(t). Из усло­
вий (6) и (7) следует, что сумма первых двух слагаемых в (26) при п -+°° по вероят­
ности сходится к it у. Нам остается доказать, что третье слагаемое в (26) при п->°° 
по вероятности сходится к стохастическому интегралу 

/ h(t,x)dK(x). (27) 

Ввиду непрерывности и ограниченности h (t, х) по х, интеграл Лебега—Стилтьеса 
(27) может быть рассмотрен как несобственный интеграл Римана—Стилтьеса. 

Пусть €\, е2 и е3 — некоторые сколь угодно малые положительные числа, 
натуральное число т и точки хк ER, к; = О, 1, . . . , т, таковы, что х0 < хх < . . . 

< х 
max \XJ - x / _ i l < е ь max | h(t, xj) — h (t, x/_i)l < e2, 

1 < / < m К / < m 

m °° 

/ = 1 — °° 
(28) 

почти всюду. Ввиду ограниченности h (t, x) найдется такое С (г), что \h(t, x)\ < 
< С (г) для всех х при фиксированном t. 

Представим сумму в (26) в виде суммы трех слагаемых: 
Г П\п) 1 
\h(t9Y*(n)) — — — - x(Y*k(n)< xo) + 2 *ъ(я)М*_1 и 

/с = 1 

+ 2 *ъ(я)М*_1и 
к =1 

п т 
+ 2 vk(n) 2 М*_1 я 

Аг = 1 / = 1 

^ 2 ( « ) 
Й ^ Г £ (") - + у , 2 , ч Х(П («) > Xm) 

rfc*2(n) 
А(Г,Г*(«)) — 7 : 7 7 7 x(Ek(n,j)) (29) 

i + rfc*2(«) 

где ^ ( A I , / ) = \xJ_1 < Y£(n) < Xj \ . Модуль первого слагаемого в (29) почти 
всюду меньше величины C{t) K*(x0), которая сходится по вероятности при п-+°° 
и фиксированном х0 к величине C(t)K(xc) < C(t)e2. Аналогично, модуль второго 
слагаемого почти всюду не превосходит величины С[К*(°°) — Кп(хт)], которая 
по вероятности сходится к C(t) [К(<*>) -К(хт)] < C(t)e2 при п->°° и фикси­
рованном хт. 

Если через е2(т, п) обозначить разность третьего слагаемого в (29) и интег­
рала (27), то 

е2(т, п) = €3(т, п) + е4(т, п) + е5(т), (30) 

где 

е 3 (т ,я )= 2 vk(n) 2 Щ_1п 
к = 1 / = 1 

4t,Y*k(n)) ——— хфМ,])) 

i^rw 
• 2 h{t9x^x)[K%{xj)^K^xHl)]9 
/ = i 

е4(т,п)= 2 h(tJxj_x)[K*n(xj)-K(xi)+K*n{xj_l)~K(xj_l)}, 
/ = i 

5̂ (m) — разность из соотношения (28). 
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Учитывая выбор точек Xj и 'свойство (21) величин Yk(n), получим, что почти 
всюду для всех п 

\е3(т,п)\< е2 S vk(n)D*k(n)< e2T. (31) 
к = 1 

Наконец, в силу условия (5) при любом фиксированном разбиении и п->°° 
величина е^(п, гп) по вероятности сходится к нулю. Чтобы получить нужную нам схо­
димость, сначала выберем разбиение x0i...,xm таким, что (2 С (г) + Т)е2 + е3 < е, 
затем, зафиксировав это разбиение, устремим п к бесконечности и получим, что раз­
ность третьего слагаемого в (26) и интеграла (27) по вероятности сходится к нулю. Тео­
рема 1 доказана. 

Приведем теперь результат в случае конечной дисперсии. Предположим, что 
для любой пары (к, п) Е N2 почти всюду 

Щ-ш[Х2
к(п)\<оо. (32) 

Тогда, если Yk (п) = Хк (я) - Мк_х п[Хк(и)], то Мк_хn[Yk(n)] = 0. Значит, сто-
к 

хастическая последовательность (Yk(n), Fk(n))9 где Fk(n) = П $7 (я), образует 
мартингал-разность. i=1 

Введем следующие обозначения: 
о2

к(п) = Мк_1п[¥2
кШ, ек(п)=Мк_1п[Хк(п)]у 

( (eitx - 1 ~itx)x~2, хФО, 
L(t,x)= , 

I - / 2 / 2 , * = 0. 
Положим также 

ОО 

7г(г) = exp J ity + / L(t, x) dK(x) } , 

где 7 — некоторая ^-измеримая случайная величина, К(х) — та же функция, что 
и в (4). 

Т е о р е м а 3. Пусть для любого к = 1, . . . , п случайная величина vk (n) изме­
рима относительно Fk_i(n)9 для последовательности положительных постоянных 
Вп существует конечная §'^-измеримая случайная величина Т такая, что при п-*°° 

?{В~2 2 vk{n)o\{n)>T\ -*0, max vk(n) o2
k(n)B~2 - ^ 0. (33) 

k = l Kk<n 

Тогда, если для некоторого семейства Fk_x (п) -измеримых случайных величинСк (п) 

Р 
п 
2 vk(n) 

к = 1 
— Ок(п)-Ск(п) вп 

п-+°°, (34) 

— 2 >k(n)Mk_ln[Y2
k(n)x(Yk(n)<xBn)] ~^К(х) (35) 

Вг
п k = i 

при п ->°° для любого х Е R, то 
1 £ D 

— Sn- 2 vk(n)Ck(n) >to, 
Вп k = 1 

где со имеет характеристическую функцию М7г(г). 
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Доказательство теоремы 3 следует из теоремы 2 и следующего утверждения. 
У т в е р ж д е н и е 1. Пусть для последовательности случайных величин vk (n), 

к = 1, . . . , п9 принимающих значения O w l , выполнены условия (33)—(35). Тогда 
при п-*°° 

vk(n) ft / , ~ .oW_LM v " ' ju„ ( r ) . 
к = 1 l * V Яя / J 

§ 3. Ветвящиеся процессы с обобщенной иммиграцией 

Рассматриваемая нами схема возникла в связи с задачами теории ветвящихся 
случайных процессов. Используя теоремы 1-3, можно изучить различные модели 
ветвящихся процессов с иммиграцией, в которых процессы размножения и иммигра­
ции могут быть определенным образом зависимыми. Можно также рассмотреть 
процессы, в которых размножение частиц внутри каждого "семейства" происходит 
независимо, а эволюции потомств разных "частиц-иммигрантов" могут зависеть 
друг от друга, и т.д. 

В качестве примера рассмотрим процесс с иммиграцией, вся эволюция которого 
зависит от состояния случайной среды в начале процесса и не зависит от состояния 
среды в другие моменты времени. Пусть J щк (п) \ — (не обязательно независимые) 
ветвящиеся случайные процессы с дискретным временем, задаваемые производя­
щими функциями числа непосредственных потомков fik (s),\s\ < 1. 

Предположим, что производящие функции fik{s) при фиксированном s яв­
ляются if о-измеримыми случайными величинами, где f0 — а-алгебра, относительно 
которой измеримо состояние случайной среды в момент начала процесса. В момент 
времени к происходит иммиграция случайного числа частиц щ (п). Через Z (п) обо­
значим число частиц в момент п при условии, что в начале прбцесса не было частиц. 

Нетрудно видеть, что описанный процесс укладывается в рассмотренную выше 
схему и может быть представлен в виде 

п пкМ 
Z(n)= 2 2 4ik(n-k), (36) 

к = 1 i = 1 

где Ц(к(п) — процесс, начавшийся-от г-й из иммигрировавших в момент к частиц. 
Пусть fik (п), (/ ,к,п) £ N3, - а-алгебры, порожденные величинами ^ik (n — к) , 

$f0 С fn(n) при любом « £ N. 
Предположим, что при фиксированном начальном состоянии случайной среды 

иммигрировавшие частицы размножаются по процессу Гальтона—Ватсона незави­
симо друг от друга, а числа иммигрирующих частиц г\к (п) таковы, что для любого/ 

{Vk(n)<j\eFfk(n)= II П Fu(n)xh £ik(n)X f0,(k,n)eN2. (37) 
/ = 1 i = 1 1 = 1 

0 _ 
Здесь и в дальнейшем П $ik(n) - \ £2, ф \ дня любых /с, п. 

i = 1 

В дальнейшем целочисленную случайную величину г\к (п), удовлетворяющую 
условию (37), назовем двойным моментом остановки относительно системы 
\Fjk(n)9(]\k,n)eN3\ . 

Положим 
м / Л я т = м[?,р/л(я)]. 
В наших предположениях для (/, kt n) G N3 

M/_lk„e'^'fc("-'C) = M[e^ fc ( ' ,- fc )!fo] = /;.("-k>(e'0, (38) 
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где f^(s) - п-я функциональная итераиия fjk(s) и процессы Hjk{-) при фикси­
рованном начальном состоянии случайной среды условно независимы. 

Используя (38), стандартными вычислениями находим, что 
Щ*к(п)\ f 0 ] = *?*, aik = M [ t e ( l ) | f0]9 

D[/i,*(*)l &о]=0[щк(1)\Р0] X(aik Ф \) + n\(aik = 1) (39) 

Для упрощения выкладок предположим, что ffk(s) совпадают при разных /, 
т.е. одновременно иммигрировавшие частицы размножаются по одному и тому же 
закону распределения. Введем обозначения aik=ak, b(k) = D [ ^ ( 1 ) | &-0]9 опре­
делим события 

Яп(к)=\ак<Ц , ®К(к)=\ак = 1\ , ®н(к)=\ак>\\ 

и предположим, что 
supjAr<°°, 0 < ЫЬ(к)< sup Ъ (к) < °о. 
к к к 

(40) 

Пусть для некоторых последовательностей положительных чисел А„ и С„ при 
п -> °° выполняются условия 

S % ( « ) Х ( ^ ( ^ ) ) - Л „ ^ ^ 7 , 
Сп к = 1 

1 « 
2 Tfe(«) Х( ®К (к)) Ь(к)(п - А) — 02, 

С£ /t = i 

-J- S X ( « D ( * ) U # Я ( * ) К - * Ч * ( Я ) —* °> С„ fc = 1 Л 

(41) 

(42) 

(43) 

где а2, у — &о -измеримые случайные величины и о2 > 0 почти всюду. 
Т е о р е м а 4. /&тш выполнены условия (40) —(43), % (я) является двойным 

моментом остановки относительно \ Fjk (п) \ и для любого е > Опри п->°° 

2 r,k(n)x(S3K(k))M 
к =1 

Vik(n-k)~iy /I ц1к(п-к)-1 
X >e) | f 0 

Р~ 0,(44) 

то Z(n)lCn -An-^-+Z, где Meitz= Me1^ ~f2 °*/2 

З а м е ч а н и е . Из совокупности условий (41)-(43) следует, что асимптоти­
ческое поведение процесса определяется частицами, дающими начало критическим 
процессам. Однако, изменив эти условия соответствующим образом, можно полу­
чить аналогичные теоремы и для докритических и надкритических процессов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Рассмотрим соотношение 
Z(n)/Cn = Wx{n) + W2(n) + W3(n), (45) 

где 
1 n vk(n) 

Wt(n)= — 2 * (%(* ) ) 2 щк(п-к)9 
Cn к - 1 i = 1 

С л А: = 1 / = 1 
1 п Vk(n) 

W3(n)= — 2 х(®я(*)) 2 щк(п-к). 
Сп к = 1 / = 1 
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ТО 

Из замечания, сделанного во введении, следует, что если 

j=l,...,Nn, k = 0, . . . ,n - 1 , (46) 

(47) 

где Jin — определенные во введении события и 
1 п N„ 

И/?(«)=— 2 х(ЗЗк(к))Ъ VkNn+J(n)XkNn+J(n-k). 
Сп к = 1 / = 1 л w 

Докажем, что для W*(«) выполняются условия теоремы 3. Действительно, 
из условия (42) с учетом (39) и (44) следует, что условие (33) выполняется для 
любой случайной величины Т> о2 + 1 почти всюду. Далее, используя (42) и (44), 
получим, что 

2 Tfo(/i)X( «* ( * ) ) М 
к = 1 

/Ц1к(п-к)-\\ /I М1 ^ (Л2 — /С) — 1 < е |fo " ^ о 2 

при /7^°° и любом е > 0 . Значит, условие (35) также выполняется, причем К(х) = 0, 
когда х< 0; ЛТ(х) = о2, когда х > 0. 

Из условия (43) и неравенства Чебыпева следует, что последние две величины 
в (45) по вероятности сходятся к нулю при «-><».Тогда из (45), теоремы 3 и не­
равенства 

\Р\£Х< х\ - Р { $ < * } | < Р | х = 0 ! , (48) 

справедливого для любой случайной величины £ и любого индикатора х, получим 
утверждение теоремы. Теорема 4 доказана. 

Чтобы сформулировать следующую теорему для Z (я), обозначим рп (х9 у) = 
1 [пх\ 

,Тп(х)=~ 2 r? /(«)x(S i l '(^)) ^( i -x ) X ^( [ w , ] ) )p{^-^( ; -^ )> , i F o 
I я ( 1 - х ) 

и введем новые условия. Пусть при п ->°° 

я i = i 

РЛ*>-.У)-
1 

г(х) 
9-)>/г(х) (49) 

равномерно по xG (0, а] для любого а и у, случайная величина г(х) при любом х 
f0 -измерима, 

Тп(х)-?-> Т(х) (50) 

при я->°° и 0 < х < 1 , где Т(х) - некоторый ifo-измеримый стохастический непре­
рывный при х = 1 случайный процесс с неубывающими траекториями, Г(0) = 0 и 
Г(1) < °° почти всюду. 

Введем случайную функцию 

F(x) = 

г е х ( х ) dT<& 
о е Х Р 1 г(и)(1-и)\ ф ) ( 1 - и ) 

I 0, 

, * > 0 , 

х < 0 . 
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Т е о р е м а 5. Пусть г]к{п) является двойным моментом остановки относи­
тельно \Fjk(n)\ , выполнено (40) и условие (43) для Сп = п. Тогда при условиях 
(49), (50) 

Z(n)ln -2 -»Z 

при п -*°°, где характеристическая функция Z имеет вид 
оо 

MeitZ = Mexp\-f (eitx ~l)c!F(x)\ . 
о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим соотношение (45), полагая в нем Сп=п. 
Покажем, что случайные величины W*(n) из (47) удслетворяют условиям теоре­
мы 3. Действительно, так как случайные величины Ъ (к) равномерно ограничены, 
то из (50) следует, что условия (33) и (34) выполняются, при этом у = Г(1), и в 
качестве Г можно взять любую случайную величину такую, что Т> Г(1) + 1. 

Остается доказать выполнение условия (35). Рассмотрим сумму 

S,(«) = 2 $к(п)М 
к =1 

^к(п~к) \ / цк(п-к) . 
Х{ < У)\ Л (51) 

где г\к (п) = щ(п) х( ®к(к)\ Цк(" - *) = MifcO* - *) - 1. 
Предположим, что _у > 0, и выберем е £ (0, 1). Отрезок [0, -у] разобьем на 

части точки 0 < х0 < . . . < хт = у такими, что Xj — Xj _ г < е, х0 < б. Тогда 
^ ( я ) = S2(n, т) + ei(n,m) + е2(п,т), 

где 

52(«,/и)=2: *;_! s toPUH<^—:<^/if0 , 
/ = i A: = 1 

Vk(n-k) 

(52) 

m n ( llb-in —кЛ 1 

/ = 1 к = 1 l Я J 

е2(п,щ)= 2 %(я)М 
цк(п-к) 

n n 

Покажем, что при п^°° и любом х> 0 

S3(n)= 2 r)k(n)P\fik(n-k)>xn\fo\ 
к =1 

Для этого представим S3(п) в виде 
5з(«) = 5'з(я) + 5 » + ^ > ) , 

где 
[ и ( 1 - е ) ] | 

5'з(л)= 2 ехр 
хя 

[п(1-е)) 
S'3'(n)= 2 

*: = i 

-F(x). 

r(-)(n-k) 

Vk(") 

r(-)(n-k) 
n 

Pitkin -k)>xn\ f 0 i ( « - * ) • 

(53) 

(54) 
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1 
к 

г ( - ) 
п 

ехр 
хп ш 
к \ \ п —к 

г(-)(п-к) 
п 

& = [ л ( 1 - е ) ] + 1 

Оценки слагаемых в (54) проведем в обратном порядке. С помощью нера­
венства Чебышева легко получим, что 

# ' ( « ) < - [Ги(1) - Г„(1 - е)1 - ^ [Г(1) - Г(1 - е)1 
1 

(55) 

при п ->°°. Представляя второе слагаемое в виде 
[ и ( 1 - е ) ] Г 

/с = 1 •(-:)] 

ехр 

ОН) 
400 
п —к 

убедимся в том, что справедлива оценка 

I S's(n)\ < sup sup sup i p w (f, z) • 
1 

40 exp -co 
| е - 1 Г „ ( 1 - е ) , 

где me. [ne, n], t & [0, 1 - e ] , z € [x, xe l]. 
Отсюда и из условия (49) следует, что при и -*00 и любом х и е 

5з(«) " ^ 0. 
Наконец,так как Тп(х) > Т(х) при я-»°°,сумма 

I n ( l - e ) ] 
53(и)= 2 ехр( -

fc = i к ( к\ 
г ( - ) ( 1 - - ) 

(56) 

г-0)-Ч^) 

при «-•«>, любом eG (0,1) и фиксированномхсходится по вероятности кинтегралу 

f exp -
о I 

г (и ) (1 -и ) гСЮО — «) 

Таким образом, из (54)—(56) ввиду стохастической непрерывности Т(х) в точке 1 
получим (53). 

Из (53) следует, что при п->°° и фиксированном разбиении {лу| оценивающая 
|ei(w, m)\ величина сходится по вероятности к 2ey[F(x0) -F(y)]. Далее, исполь-



142 И. Рахимов 

зуя равенство 
Г 1 Ц1г(п — к) I , А ( Цк(п — к) 

I п п ) [ п 

получим, что е2(п, т) не превосходит величину,по вероятности сходящуюся к еГ(1). 
Теперь S г (п) из (52) можно представить в виде 

У ^ 
Sx{n) = ~j x2dF(x) + 2 е{(п,т), (57) 

О / = 1 

где €i (п, т) и е2 (п, т) определены в (52), 
у т 

e3(n,m) = fx2dF(x)~ 2 х)_г [F%Xj) - F{x^x)], 
о /= i 

т 
е4(п9 т) = S2 (п, т)— 2 х2_ г [F(xf_ г)•- F(*/)] . 

С помощью (57) и оценок величин, входя1гт;х в (57), получим, что для любого 
5 > 0 величину е можно подобрать такой, что 

lim P\\Sx(n)+<ix2dF(x)\>b\ = О, 

т.е. условие (35) теоремы 3 выполняется. При этом 

K(y) = -f x2dF(x). 
о 

Чтобы получить утверждение теоремы, достаточно учесть, что 
с» 

7 = п а /*dF(*)=ni), 
о 

и тот факт, что второе и третье слагаемые соотношения (45) сходятся по вероятности 
к нулю при п ->°° ввиду условия (43). Теорема доказана. 

В отличие от традиционных процессов с иммиграцией, рассматриваемая нами 
схема, кроме "критических" частиц, допускает также "докритические" и "надкри­
тические" частицы. Если выполнено условие (43), то эти частицы не влияют на ход 
процесса. Интересно выяснить, в каких границах это происходит. 

П р и м е р 1. Пусть if о = I 0, £2 }, величины г}к (и) = а(к) = а(1) , к> 1, -
детерминированные, а надкритические процессы имеют одно и то же среднее числа 
потомков а>\. Ясно, что иммиграция надкритических частиц в начале процесса 
приводит к нарушению условия (43). Но если они иммигрировали в конце, напри­
мер, в промежутке [n—L (n), п], то условие (43) теоремы 5 может выполняться. 
Действительно, тогда 

1 п а (1) п аПп) 
- 2 а(к)ап-к

х(33н(к))^ 2 tf"~*-const , п^™ 
П к =1 П к =n-L(n) И 

Значит, надкритические частицы, иммигрировавшие в промежутке [п — C0loga/7, n], 
когда С0<1, не меняют асимптотическое поведение процесса. Но если хотя бы 
одна частица иммигрировала в таком промежутке с С0> 1, то асимптотическое 
поведение процесса может измениться. 

Такие же рассуждения относительно докритических частиц показывают, что 
в случае стационарной иммиграции они никак не могут повлиять на асимптотическое 
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поведение процесса. Но если они иммигрировали в большом количестве (растущая 
иммиграция) перед моментом наблюдения, то поведение процесса может измениться. 

Следующий пример относится к случаю, когда критические процессы имеют 
разные распределения числа потомков. 

П р и м е р 2. Пусть fr0 - (ф, £1), Т(и) = Xw, X — некоторое положительное 
число и fk (s) имеют два вида: 

t'2k+i(s) = Ш, f2k(s) = Ш, к = О, 1,. . . 
Тогда из предельной теоремы для критических процессов следует, что 

Р й (2* + 1,д0-* Т777 е~У1Н1)> PnQk.y)-* - J - e-y'W 
К О КО) 

при п -*°°, к = О, 1,. . . Несложные вычисления показывают, что в этом случае 

1 " + 2 du 
F(x) = X 2 / е-*"/ь(и) — 9 

и =0 Ъ(п) п + 1 U 

и предельная характеристическая функция в теореме 5 будет иметь вид 
eitx - 1 

Meltz = exp{ \f 
О X 

e-x/b(0) e~2x/b(l) 

й(0)(1 + <Г*/Ь(0)) *(1)(1 + ^ / ^ 1 > ) J <Ы. 

Теперь приведем одно следствие теоремы 5. Пусть, как и прежде, ^о = 5 Ф> ^ ! > 

%(«) при любом к — момент остановки относительно системы \&о X П $jkip)> 
i = i 

/ G N l и, кроме того, они имеют одно и то же распределение при разных кип, 
f * ( s W ( * ) , * = 0 , l , . . . 

Из предположения ? 0
 = 1 0, ^S следует, что иммигрировавшие частицы эво­

люционируют независимо друг от друга. Поэтому величина % (п) и процессы 
{ &Ц(п) 9 UJ е N2 , / Фк\ являются независимыми. 

С л е д с т в и е 1. Если /"'(О =1 , b=f" (1)/2е (О, °°), а = М ^ ( « ) G (0, °°), 
ToZ(n)/bn -^-+ Z«pw гс^°°,где Me / r z= (1 + / г )~ а / ь . 

Следствие показьшает, что хорошо известная теорема [13] о сходимости к 
гамма-распределению без дополнительных условий справедлива и когда число имми­
грирующих частиц является моментом остановки. 

§ 4. Выборочные суммы из конечной совокупности 

Пусть теперь Хх, Х2, . . . — некоторые, вообще говоря, зависимые случайные 
величины; &l9 f2, • • • — а-алгебры, порожденные этими величинами; vl9 v2,.. . — 
принимающие значения 0 и 1 случайные величины такие, что при любом к > 1 вели-

/ с - 1 

чина vk измерима относительно П З-j, где 3-0 — некоторая а-алгебра. В этом 
случае сумму ' = ° 

N 
SN = 2 Хк vk 

к =1 

можно интерпретировать как выборочную сумму случайного объема из конечной 
совокупности \ Хх,.. . , XN \ . 

В работе Эрдеша и Реньи [8] была доказана Асимптотическая нормальность 
при я-*°° суммы п величин, случайно отобранных из совокупности действительных 
чисел \ ах, а2, . . . , aN | по схеме выбора без возвращения. (В наших обозначениях 
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это соответствует случаю, когда величины Хк, к > 1, имеют вырожденные распреде­
ления.) А. Бикялисом [10] изучена скорость сходимости в теореме Эрдеша иРеньи. 
Б. фон Бар [9] оценил отклонение в равномерной метрике от нормального распре­
деления суммы п величин случайно выбранных из совокупности независимых случай­
ных величин \ Х\,. . . , XN'\ в равновероятной схеме выбора без возвращения. Чтобы 
в нашей схеме получить эту сумму, достаточно предположить Хк, к > 1, независи­
мыми, не зависящими oivk,k> 1, и 

N П 
2 vk=n, P l ^ = ll = — , к>\. 

к =1 N 
В [17—20] изучаются асимптотические разложения распределений выборочных 
сумм. Работы М. Иржины [23, 24] посвящены аппроксимации распределения выбо­
рочных сумм распределениями, отличающимися от нормального. 

В отличие от выборочных сумм, рассмотренных в упомянутых выше работах, 
здесь векторы {vu . . . , vN) и (Xi9 . . . , XN) могут быть зависимыми. Поэтому 
наша схема включает, например, случай, когда решение о включении в сумму вели­
чины Хк принимается в зависимости от значений Х{, Х2,. . . , Хк _ х. 

к 
Как и прежде, положим М# [ • ] = М[ • | П fr}] и введем обозначения 

/ = 0 
т2 _ О ,,2 Vk = M f c . j f t ] , fa = Мк-1 [X\], о\ = 0к - ц2

к9 

5к(х) = М^_! [(Хк - цк)2
 Х(1 Хк~цк\>х)], х > 0. 

Т е о р е м а 6. Пусть для некоторых последовательностей действительных 
чисел AN и CN 

1 * Р 
— 2 vk[ik~AN >у9 (58) 
CN k =1 

1 М р 
— 2 vko\^->o\ (59) 
LN к =1 

и для любого е > 0 
1 N р 

С ^ * = i 
2 5 * ( 6 C V ) i b — 0, (60) 

t = i 

где у и о2 - некоторые $0-измеримые случайные величины. Тогда при п -+°° 

— SN-AN - ^ X, МеИХ = Ы\е1^-г2°21\ 
CN 

З а м е ч а н и е . 
Если jdk = 0, к > 1, и а2 имеет вырожденное распределение, то из теоремы 6 

получим, что 5дг при N-+°° асимптотически нормальна с параметрами (0, Сдга2). 
Если же о2

к = 0, к> 1, то утверждение теоремы 6 является простым следствием 
условия (58). Тем самым теорема содержательна именно для случайных Хк. Поэтому 
из теоремы 6 нельзя вывести, например, результаты Эрдеша—Реньи [8], относящиеся 
к выборочным суммам детерминированных слагаемых. Однако, как показывают 
приводимые ниже следствия, в случае невырожденных (зависимых или независи­
мых) Хк теорема 6 дает новые содержательные утверждения. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 6. Легко видеть, что из условия (59) 
следует выполнение первого из условий (33) теоремы 3 для любой случайной вели­
чины Г такой, что Т> о2 + 1 почти всюду. 

Так как в силу (60) найдется последовательность положительных чисел едг~*0, 
N->°° такая, что 

1 £ Р 
— 2 vkbk(eNCN)—>0 
C2

N * = i 
при TV-^°°, то из следующего неравенства следует выполнение второго условия в (33): 

N 
max vko2

k< max vk(e%+8k(eNCN))< e*N+ 2 vkbk{eNCN). 
Kk<N Kk<N fc = l 
Далее, используя (59) и (60), получим, что 

1 N 

— 2 1>кЩ-1[(Хк-цкуХ(\Хк~цк\<еС„)] = 
C2

N fc = i 

1 N
 2 P 

= ~i % _vk(qk-bk(CNe))—> о 

при iV->°°H любом е > 0. Это показывает, что условие (35) теоремы 3 также выпол­
няется, причем К (х) = 0, когда х < 0, и К (х) = о2, когда х > 0. 

Таким образом, все условия теоремы 3 выполнены. Утверждение теоремы 6 
следует из теоремы 3. 

Рассмотрим некоторые частные случаи описанной выше схемы. Пусть vx, Xl9 
Х2, . . . , XN, . . . — независимые случайные величины, $0, # ь . . . — порожденные 
ими а-алгебры. Тогда очевидно, что 

цк = МХк, o2
k = DXk7 Ьк(х)=М[(Хк-цк)2', \Хк-цк\>х]. 

N 
Положим C2

N = 2 о\ М vk. Из неравенства Чебышева следует, что если 
к = 1 

1 N 
— 2 К а [ + 5 к ( б а д 5 , ( б У cov(i/*, !/,)-*(> (61) 
tN к,i = i 

при я->°°, то в условиях (59) и (60) величину i>fc можно заменить ее математичес­
ким ожиданием. Поэтому справедливо следующее утверждение. 

С л е д с т в и е 2. Пусть цк = 0, к > 1, и выполнено условие (61). Тогда, если 
для любого е > 0 при п-+°° 

— 2 Sk(eCN)Mvk->0, 
C2

N k = i 

то величина SN/CN при N-^°° асимптотически нормальна с параметрами 0 и 1. 
Пусть теперь последовательности \ vk, k> 1\ и {А ,̂ к> \\ независимы и 

N П 
2 vk = n9 P 4 = li = — , fc>l. (62) 

fc = i /V 

В этом случае SN будет выборочной суммой в схеме равновероятного выбора без 
возвращения, рассмотренной в работах [8-10], [17-24]. В качестве &0 возьмем 
а-алгебру, порожденную величинами \vki k> 1} . Ясно, что тогда для любого к 
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k-i ^ 
величина vk будет П ^-измеримой. В этом случае из теоремы 6 получим следую-

/ = 1 
щий результат. 

Пусть 
П N 

С л е д с т в и е 3. Если цк = 0 ,к > 1, выполнено (62) и 
C~2(\~f) max а£->0, (63) 

Kk<N 

C»2f 2 5*(eC w ) -0 (64) 
к = 1 

при п ->°° для любого е > 0, то величина C„lSNпри п ->°° асимптотически нормальна 
с параметрами (0,1) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В этом случае Dvk = f{\ —/"), cov(vk, vt) < 0 при 
N 

k Ф1, /"(1 — f) 2 o\ =o(C„) при п-+°°, следовательно, условие (61) выполняется. 
k = 1 

Поэтому в соотношениях (59) и (60) величину vk можно заменить на/" = М ^ . 
В заключение выражаю глубокую признательность A.M. Зубкову за полезные 

обсуждения и внимание, проявленное к работе. 
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