
УДК 517.547.54 
КЛАССЫ ХАРДИ И СВЯЗАННЫЕ С НИМИ 

ПРОСТРАНСТВА АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
В ЕДИНИЧНОМ КРУГЕ, ПОЛИКРУГЕ И ШАРЕ 

С. В. Шведенко 

§ О. ВВЕДЕНИЕ 

Зарождение теории классов Харди обычно связывают с вы­
ходом в свет соответственно в 1915 и 1923 гг. работ Харди [278] 
и Ф. Рисса [416]. Основным содержанием первой является сле­
дующее наблюдение: если f(z)^0—аналитическая функция в. 
круге U={ 
ружности { 

<1}, то среднее порядка р>0 ее модуля на ок-
—г}, т. е. величина 

MP(rtfi = l±]jf(re«№dt}P, 0<г<1, (0.1> 

обладает теми же свойствами, что и максимум модуляо 
Moo(r, /)-=max|/(z) | : Mp(r, / ) не убывает на 0 < г < 1 

\z\=r 
и logMp(r, f) есть выпуклая функция logr (для гармонических 
функций f(z) это верно лишь при р>\). Это наблюдение и на­
вело Ф. Рисса на мысль ввести наряду с классом Я°° (в совре­
менных обозначениях) ограниченных аналитических функций 
также классы НР, р>0, тех аналитических функций в V, для 
которых ограничена величина (0.1). Название и предложенное 
Ф. Риссом обозначение этих классов давно уже стали обще­
принятыми (с точностью до написания индекса: НР, НР, Лй и 
т. п.), хотя самим Харди в его многочисленных публикациях 
на эту тему (обычно в соавторстве с Литлвудом) не употреб­
лялись. 

Основополагающие работы Харди, Литлвуда, братьев Ф. и 
М. Рисе, Сегё, В. И. Смирнова и многочисленные исследования их 
последователей выявили ту важную роль, какую играют классы 
Харди и их обобщения в различных вопросах гармонического 
анализа, граничных свойств функций, теории степенных рядов, 
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линейных операторов, случайных процессов, экстремальных и 
.аппроксимационных задач. В настоящее время теория классов 
Харди, понимаемых в широком смысле, представляет собой 
весьма разветвленную сеть исследований в различных и часто 
довольно далеких друг от друга областях классического и со­
временного анализа и теории вероятностей, связующим же эле­
ментом этой сети всегда остается теория аналитических функ­
ций в круге U, удовлетворяющих условию ограниченности сред­
них (0.1). 

В разное время различными были не только преобладающие 
направления, но и преобладающие формы развития теории 
классов Харди: на начальном этапе становления — это одна из 
ветвей теории функций, занимающаяся изучением граничных 
•свойств аналитических функций и степенных рядов, в 50-е годы 
классы НР— это скорее уже конкретные примеры банаховых, 
гильбертовых и линейных метрических пространств, в 60-е годы 
весьма распространенным был подход, при котором клас­
сы Н'Р служили реализацией так называемых абстрактных 
классов Харди, т. е. L-p-замыканий равномерных алгебр с 
фиксированным гомоморфизмом в С и представляющей этот 
гомоморфизм мерой, наконец, с 70-х годов и по настоящее 
время классы Нр — это опять объекты классического, но уже 
преимущественно многомерного анализа. Указанное изменение 
преобладающих форм развития теории классов Харди можно 
проследить даже по названиям монографий, в разное время из­
дававшихся на русском языке по этой тематике: 1941 и 
1950 гг. — «Граничные свойства аналитических функций» [78, 
79]; 1963 г. — «Банаховы пространства аналитических функ­
ций» [311; 1973 г. — «Равномерные алгебры» [18]; 1974 г.— 
«Теория функций в поликруге» [80]; 1984 г. — «Ограниченные 
.аналитические функции» [19]; 1984 г. — «Теория функций в 
•единичном шаре из Сп» [82]. Наиболее глубокие из последних 
результатов были получены в рамках так называемых «вещест­
венных» пространств Харди, модельным вариантом которых 
служат пространства Re# ? граничных значений на единичной 
окружности вещественных частей аналитических функций из 
пространств Я Р . Хотя формально пространства НР и ИеЯ-3 — 
это объекты различной природы (элементами пространств ИеЯ-3 

при p{le}l являются не функции, а распределения) и над разны­
ми скалярными полями, ряд важных свойств пространств Н'Р 
можно вывести из соответствующих результатов для веществен­
ных пространств. 

Настоящий обзор целиком посвящен работам, продолжаю­
щим классическое направление теории, т. е. непосредственно 
связанным с аналитическими функциями в единичном круге и 
его естественных многомерных обобщениях—единичном поли­
круге (полицилиндре) и единичном шаре из Сп. Даже при та­
ком сравнительно узком подходе к классам НР, литературные 
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источники темы практически неисчерпаемы, объем же обзора., 
наоборот, строго ограничен. Уже в силу этих двух объективных 
причин как сам обзор, так и сопровождающая его библиогра­
фия никак не могут претендовать на полноту. При наличии 
цикла публикаций одного или разных авторов, посвященных 
развитию какого-либо конкретного вопроса, ссылки часто да­
ются лишь на те работы, где соответствующие результаты фор­
мулируются в наиболее окончательной и разумно общей форме 
и где обычно можно найти подробную историю и библиографию 
вопроса. 

Любой обзор по классам Харди не может обойти стороной 
ряд других пространств аналитических функций, к числу кото­
рых относятся классы Неванлинны, Смирнова, телесные анало­
ги классов Харди и Неванлинны — весовые пространства Берг­
мана и Неванлинны—Джрбашяна, пространства липшицевых 
функций, Блоха, ВМОА. Большая часть этих пространств вво­
дится в § 1, конкретные свойства, в частности, эквивалентные 
определения пространств и связанные с ними результаты об­
суждаются в последующих параграфах. Естественным стремле­
нием при составлении обзора было как можно полнее охватить 
результаты, опубликованные в периодической печати, по воз­
можности избегая пересечений с монографиями [19, 31, 46, 47, 
57, 79, 80, 82, 240] и близкими по теме обзорами В. П. Хавина 
[102] и С. Я. Хавинсона [104]. 

Автор признателен Е. Д. Соломенцеву, по инициативе кото­
рого был написан этот обзор. 

§ 1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ОБОЗНАЧЕНИЯ 
И ОБЩИЕ СВОЙСТВА ПРОСТРАНСТВ 

1.1. Всюду в дальнейшем Q будет обозначать любую из 
следующих областей переменного z£C или z=(zv ..., zn)QCn: 

а) единичный круг U ={\ z | < 1}; 
б) единичный поликруг (полицилиндр) L^----={|2.J<lt . . . 

. . . , |2„|<1}; 
в) единичный шар Вп={\ zx\2 + . . . 4- |2„|2< 1}; Bl = U1=^U. 

Соответственно случаям а), б), в) S будет обозначать: 
а) единичную окружность Т ={ | z | = 1}; 
б) единичный тор Тп={| zx \ = 1, . . . , | zn | = 1}; 
в) единичную сферу -SB-={IZI |2-T--. .-Ъ \zn\2 = 1}; Sx = Г 1 - -Г . 

В случаях а) и в) 2 совпадает с топологической границей dQ 
области Q, а для поликруга составляет лишь ее часть —остов 
поликруга. Как правило, г и ? будут обозначать переменные, 
пробегающие соответственно Q и 2; (z, £) = ^S i -Ь . . . +2„SB. 
Равенство z = rX> в случаях а) и в) имеет обычный смысл, а для 
Q=Url его можно понимать и как z = (г, £), г6(0, 1)"; по опре-
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делению 
( l - | * i P - . . . - | 2 r t p , zeBn, 1-\*\*={{1-\г1\*)...(1-\гп\*), zed*. 

Для элементов объема в Cn=R2n и поверхностной меры 
Лебега на 2 используются обозначения da> и do; очевидно, 
4a(£)=\dti\. ..\dln\ для ^62==Г", Й = 1, 2, . . . , и если.г=г5, то 

и<и*\ fr»~ldrdo<t), 2-—S„, ге(0, 1), 

j> (Q) и LP (2), 0 < р < оо, будут обозначать обычные простран­
ства Лебега комплексных фукнций на Q и 2 с нормами || • ||zp(a), 

|) • ||zp(S) (квазинормами || • fLp{Qy || • ||£р(2) при 0 < - < 1 ) : 

\l!/©ll^(s,=5^)Sl^©lPtfa©; 

2 
соответствующие пространства, порождаемые неотрицательной 
•борелевской мерой ,а в Q, будут обозначаться LP(Q, ф) , а в 
случае абсолютно непрерывной меры (когда d\x(z)—p(z)d® {z)) — 
-LP(Q, p). 

1.2. Для неубывающей выпуклой вниз функции Ф:[— со, оо)-»-
-ч-[0, оо) пусть HV(Q) (в случае Q = U указание области будет 
опускаться) обозначает класс аналитических функций / (z), 2{in}Q, 
для которых 

sup f9flog|/(rS)|)da(£)<oo- (LI) 
°<r<-s 

Важнейшие частные случаи Ф(^)=^+=тах(0, t) и 4>(t)=^ept, 
j?>0, приводят к классу Неванлинны' N (Q) и классам Харди 
IiP{Qi), ">0, для которых условие (I.-!) принимает соответст­
венно в и д 

sup flog+- | /(r£) |da©<oo, (1.2) 
|| / (*)||,sosup (^ \ I / WW* (Ы Р < со. (1.3) 

К классам Харди причисляют также класс Н°° (Q) всех ограни­
ченных аналитических функций / (2), 26Q, с ||/(2-)||oo-==sup|/(2)|-
Ввиду (плюри)субгармоничности функции Ф (log | / (z)\), sup 

0<г<1 
в (1Л) — (1.3) можно заменить на 11т, а г£ в случае Q = Un 
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понимать как (г, £), г€(0, 1)", считая, что г->1-^->г^->1-, у = 
= 1, . . . , /г. Промежуточным между /V(Q) и №(Q), р > 0 , слу­
жит класс Смирнова N* (Q) (или JV+ (Q)) тех аналитических 
функций / ( г ) , .гей, для которых семейство {log+|/(r£)[}, 
0 < г < 1 , равномерно интегрируемо на 2 [78 — 80]; в эквивалент­
ном определении класс N% (Q) есть объединение всех классов 
//ф (Q), соответствующих строго выпуклым, т. е. удовлетворяю­
щим дополнительно условию 4>(t)/t-* аэ, t-^oo, функциям Ф(̂ ) 
[80, 238, 348], в последнем случае классы / / ф (Q) иногда назы­
вают классами Харди —Орлича [348], их аналоги применительно 
к субгармоническим функциям в шаре были введены Е. Д. Соло-
менцевым [87]. 

Класс N(=N(U)) впервые встречается в работах Неванлин-
ны~[388] и Островского [397], а класс N* — у В. И. Смирнова 
[461], который использовал для классов N и N* соответственно 
обозначения А и D, принятые также и в монографии И. И..При­
валова [79] (впрочем, в первом, прижизненном ее издании [78] 
класс Смирнова обозначался литерой В). Люмер '[354] предло­
жил абстрактный подход (в духе [18]) к определению класса 
Смирнова (называемого в [354] универсальным классом Хар­
ди, а в [18] — алгеброй Харди) и классов Харди—Орлича; 
другой абстрактный подход, принадлежащий Кёнигу, развит в 
[150]. Следует заметить, что класс N(Q) не изменится, если в 
определяющем его условии (1.2) log+ заменить на |log|, если 
же вместо log+ взять log, то соответствующий класс окажется 
слишком широким, чтобы представлять практический интерес, 
ему будет принадлежать, например, экспонента любой анали­
тической функции в Q. 

Классы N (Q), N#(Q) и HP(Q), 0 < / ? < оо , обладают естест­
венной структурой линейного пространства (iV(Q), N% (Q) и 
//°°(Q) являются даже- функциональными алгебрами), для клас­
сов же Яф (Q) это верно лишь при дополнительном условии вида 
lim sup ,f, ) < оо [82,348]. Относительно нормы || / (г) |L 

f-ьоо Ф ( - / 
(1.3) (инвариантной метрики || f{z) — g{z) ||g в случае 0 < / ? < 1 ) 
•классы ИР(Q) являются банаховыми (полными линейными метри­
ческими, если 0< /?<1) пространствами, топология которых 
сильнее топологии равномерной сходимости на компактах в Q 
[82,240,270]. Топология в N (О) и в jV„. (Q) задается инва­
риантной метрикой 

l l / (2) - f i (^) |k-sup | | log(14- | / ( rQ-g(r£) | ) |Ux ( 2 ) > (1.4) 
0<г<1 

относительно которой класс N^ (Q) является полным линейным 
метрическим пространством (^-пространством в терминологии, 
принятой у Рудина [81]), а класс N (Q) — лишь полным метри­
ческим пространством, поскольку умножение на константы не 
является непрерывной операцией в N (Q) (см. п. 4.5). -
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Прямо из определений вытекают теоретико-множественные 
вложения 

Hq ( Q ) c № (Q)cW«(G)cJV (fl), 0 < / ? < ? < o o , 
все они, как и вложения 

U Hq(Q)c#"(Q)c П Hr (Q), U Я/7(Q)c/V* (Q), 

являются собственными (см., например, [82, 368 — 370]), вложе­
ние H0(Q)c:H$(Q) эквивалентно условию ty(t) = 0(4(t))7 t-^oo 
(см. 1348]). В качестве промежуточных между классами Нр и 
TV* в единичном круге можно указать изучавшиеся И. И. При­
валовым [78] и позднее Столлом [480] классы Я ф с Ф(-0=-
= (t+)<1, <?>1, и обозначавшиеся ими соответственно AQ и. 
(Log )q- Относительно инвариантной метрики 

ll/W~g(2:)|kff«|^5[log(l+|/(Q-e(Q|)]4^l}T 
эти классы являются /^-алгебрами—полными линейными метри­
ческими пространствами, в которых умножение непрерывно 
(см. [480]). 

1.3. Телесными аналогами классов / / ф (й ) служат классы 
.Аф.р(Й) аналитических функций f (z), 2{in}Q, с Ф (log | / (z) |)6. 
£Ll(Q, р). Основные частные случаи Ф (*) = £.-*, 4>(t) = t+, p(z) — 
=Ka(z,z)-P, где 

/Cn (z, - ) - { ( 1 __(^ — ^ Q = = B n (1.5) 

-ядро (кернфункция) Бергмана области Q, приводят к (весовым) 
классам Бергмана Л£(Й) (.AJ (Q) = 7-i.5(Q)) и классам Неван-
линны—Джрбашяна jVa(Q) (.Ar0(Q)=jV(Q)), р>0, а > - ~ 1 , 
более конкретно определяемым условиями 

^Il/(2)lpa-kl2)a^(^)<c/<00' О-6) 
а 

Czla^og+\f{z)\{\-\z\*)«dv(z)<C^<<x>, (1J> 
где £ n , a - j (1-|2|2)ac?co (z). Простота веса p(z)==(\—\z\2)a 

приводит к почти полной аналогии свойств классов AP(Q) И 
Ж (Q) с одной стороны и весовых классов Ар

а (Q) и J\ra (Й) 
с другой; классы HP(Q) и N(Q) формально можно рассматри­
вать как предельные случаи последних (при » = - 1 ) , поскольку 
при а-»—1 условия (1.6) и (1.7) переходят соответственно в-
(1.3) и (1.2). Следует отметить, что если бы интегрирование в, 

условиях (1.2) и (1.3), определяющих классы Неванлинны и 



Харди, велось с некоторой непостоянной весовой функцией р (£),. 
£62, то это привело бы к потере основных свойств, присущих 
названным классам; некоторую специфику представляют, прав­
да, веса р(£), удовлетворяющие так называемому (Ар) -условию-
Ханта—Макенхаупта—Уидена, по поводу которого см., напри­
мер, обзор Е. М. Дынькина и Б. П. Осиленкера [39]; весовым 
-классам Харди посвящены статьи Гарсии-Куервы [263] и Рох-
берга [424]. 

Относительно вложений между классами A(p>p(Q) при различ­
ных функциях Ф (t) и р (z) справедливы аналоги приведенных 
в конце предыдущего пункта утверждений для классов Н9 (О) 
(см. [370, 449]). 

Классы A^(Q) являются замкнутыми подпространствами, 
совпадающими с замыканиями многочленов в соответствующих 
весовых пространствах Lp (Q, р), это и определяет их топологи­
ческую структуру. Функции K&{z, w) (для более общих обла­
стей Q(zCn), служащие воспроизводящими ядрами гильбертовых 
пространств A2 (Q), систематически изучались Бергманом в связи 
с их приложениями в теории биголоморфных отображений обла­
стей (см., например, [99, 109, 158]). Классы Ж а = Ж а (£/) были 
введены Неванлинной [64] и М. М. Джрбашяном [35], который 
рассматривал также и классы А%. 

Важным специальным случаем весовых классов Бергмана 
являются введенные Харди и Литлвудом [282] и в более явном 
виде Дьюреном, Ромбергом и Шилдсом [241, 242] банаховы про­
странства ВР, 0 < " < 1 , тех аналитических функций / ( z ) , zQU\ 
для которых 

\\f (z)\\BP^\\(l-r)P~2\\ f (г1)\\ЩГ)\\Щол)< оо; (1.8) 
таким образом Вр = А\ . Значение пространств ВР определяет-

~р~~ 
ся тем, что они служат пополнениями Макки классов № , 
0 < / ? < 1, т. е. объемлющими локально выпуклыми пространствами 
с тем же запасом линейных функционалов [447, 448]. Прямые 
многомерные аналоги пространств В-3 —пространства BP(Q) = 
= Ахп у (Вп), А\ {Un), 0 < / 7 < l , рассматривали: Фразье 
[259] (для поликруга), Столл [482] (для шара), Хан и Митчелл 
[272] (для произвольных ограниченных симметрических областей 
QcC-). 

В литературе часто встречаются и более общие, чем В-Р(Й), 
пространства аналитических функций f{z), z{in}Q, для которых 

11(--г)-||/(гС)||£р (2) |]1?(ОЛ)<оо (1.9) 
(см., например, {20, 22, 24, 129]), иногда с заменой в (1.9) са­
мой функции ее производными в том или ином смысле, раз-
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ностями различного порядка и т. п., а также с использованием 
более общих весов,' чем (1—г)а; широкое распространение та­
ких пространств во многом обусловлено фундаментальными ре­
зультатами Харди* и Литлвуда [282, 286, 280] (см. также моно­
графию Дьюрена [240]) о поведении средних (0.1) при раз-
личных предположениях относительно функции f(z). Так, на­
пример, Берксои [160] рассматривал пространства аналитиче--
ских функций f (z) в U, удовлетворяющих условию 

0--r)°\\f'(rQ\\Lp(r)&">(p, 1), 1</><со, <х>0, 
в связи с оценками скорости убывания Нр-трм взвешенных 
блоков рядов Тейлора таких функций; эта же тема была раз­
вита Мательевичем и Павловичем [364, 365] применительно к 
пространствам И (р, д, Ф) аналитических функций f {z), z£U> с 

(1 _ г ) ~ ф (1 _ г) |1 / (гС) ||^(7.)6L« (о, 1), 0 < р, q < оо, 
где Ф (г)—положительная функция на 0 < г < 1 с некоторыми 
•ограничениями на рост. Граничные значения на Т аналитических 
функций с 

^ ( / ) - l l ( l - 0 - a l l / , ( ^ ) | | i o o ( r ) l b ( o , i ) < o c , 0 < a < l , 
изучал Матесон [366]. Пространства Вп(р, q, s), 0 < / ? < # < оо, 
О < $ < с о , /j = l, 2 , . . . , аналитических функций в Un, для 
которых 

(1 _ г)Г-7-Т ,| f ( rC) \\ьЧтП)&° ((О, 1П 
где (1-г)-=(1-г-)...(1--/•„), изучал М. И. Гварадзе [21, 23]. 
Значительное внимание в ряде работ [11, 74, 75, 123, 343] было 
уделено пространствам AB*q, , 0 < а < 1, 0</?, #<оо, анали­
тических функций / (z), z^C/, удовлетворяющих условию 

| ( 1 - г ) , ^ " ^ | / Ч г О | | £ Р ( Г ) | Ц 0 Л ) < « , 
или же условию принадлежности граничных значений этих функ­
ций соответствующим классам Бесова 5£ , определяемым 
условием 

1 '""Г-" || / (&«)-/(£) \\LP{T) Що,я) < оо; 
переход в указанных условиях к высшим производным функции 
f (z) и к разностям высших порядков ее граничных значений 
позволяет определить классы АВ* и В*л также для а > 1 ; 
стоит отметить, что / {z)£AB*of№ iz)^Al

{n__a)p_v /г>а [74, 
75]. Другие примеры пространств, определяемых условиями 
типа (1.9) и тесно связанных с пространствами Липшицевых функ­
ций, приведены в пункте 1.4. 
10 



Условие / ' (.г)6-А2_2а, или, эквивалентно, 
оо оо 

11/(г)|£^2(1+-%2)в|а*|2<«». / ( г ) - 2 ^ * , 
й = 0 ft—О 

определяет классы Da, . - < 1 , частным случаем которых являют­
ся класс D — D\_ аналитических функций с конечным интегралом 

Y 
Дирихле J | / ' (z) \2dco (z) [другие частные случаи: D - = Л2, 

и \ *Т 
DQ = H2) (СМ. [466]); многомерные аналоги рассмотрены в статье 
Бурбеа [174]. 

Классы Аф=Аф(и) с q>(t) = (t+y, <?>1, изучал Беллер 
[155, 156]. 

1.4. Аналитическая функция / (£), z£Q> принадлежит классу 
Липшица ААа (Q), 0 < а < 1 , если она непрерывна B.Q1J2, и ее 
значения на 2 принадлежат классу Липшица Л-е (2), т. е. 

s u p { 1 / ( ^ - / ( ^ ) 1 : |51-С21<б} = 0(а«); (1.10) 
замена в (1.10) О на о приводит к соответствующим подклассам 
К &) и AXa{Q). 

В случае Q = £/ классический результат Харди и Литлвуда 
[280] утверждает, что f (г)&АЛа> 0<(х<1, в том и только 
в том случае, когда 

.\/'(г)\ = 0({1-\г\)"-*), zed; (1.11) 
^сли же Q=Un, B„, то эквивалентность естественных аналогов 
Условия (1.11) включению / (z)£AAa. (Q) уже не имеет места 
(см. [259,272]). Аналитические функции / (z), zQLf, удовлет­
воряющие условию (1.11) с а = 0, образуют так называемый 
класс (функций) Блоха S; его подкласс 530 соответствует замене 
в (1.11) О на о. Функции /(-г)б^Э не обязаны быть непрерыв­
ными В' U, более того, Н00 есть собственный подкласс Ш (см. 
[144]). Весьма многочисленные эквивалентные определения клас­
са Ш можно найти в работах [144, 145, 408, 468, 488, 508]. Усло­
вие / ' (z)6$J (53o) определяет классы АЛ* (Ah*) аналитических 
функций в U удовлетворяющих на Т известному условию 
Зигмунда (см. [46, 143, 240]). 

Классы (функций) Блоха 53 (Й) для многомерных областей Q 
определяются, исходя из условия 

\\f(z)\\<gz=s\ivQf(z)< оо, ( 1 л 2 ) 

где 
Q/(2) = supj-———f: 0-£вдеСя|- (1.13) 

\Hz(w,wf J 
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^*f\~dz ' ' *"' "dz Г' а ^ (да-^~билинейная форма в'С", 
задающая в Q метрику Бергмана (матрица этой формы в стандарт-
ном базисе пространства С" имеет вид / — ——— log KQ (Z, Z)\ \. 

\^dzjdzk /y,f t=i ; 

В случае Q==Bn условие (1.12) эквивалентно любому из 
следующих: 

\\f(z)\\x^sup\v2f(z)\(l-\z\*)<<x>, (1.14) 

SUp|^?/ (2) |(1 — | Z | 2 ) < oo, 
z£Bn 

где 52/(2)-—радиальная производная, введенная Рудиным [432J 
и определяемая равенством (.#/) (Я£) =.-А,/! (А,), где /с(Я)=/(Х5)> 
С€5Я, Л6£/, или Я/(г) = 2 ^ ( 4 гДе / ( ^ = 2 ^ ( г ) ' - р а з -

/г й 

ложение функции / ( г ) по системе однородных многочленов 
(см. [82]). В случае U=Un условие (1.12) эквивалентно тому, что 

(1 — | Zj Р) < оо , 7 = 1 , . . . , л. 

Оказалось, что шар является идеальной многомерной областью 
для распространения понятия функций Блоха: все основные. 
свойства класса J?, включая эквивалентность различных его 
определений, полностью переносятся на классы <%(Вп), п>1 
(см. [214, 489, 490]), напротив, свойства классов <% и J?(£/n), 
п>1, являются принципиально различными (более подробно 
об этом см. статью Тимони [489]). Норма (1.12) (или эквива­
лентная ей (1.14) в случае Q = Bn) определит на <%(Q) структу­
ру банахова (несепарабельного) пространства, если от функций 
f(z)Q$(Q) перейти к их классам эквивалентности по модулю* 
постоянных функций в Q. Подкласс ^о(-5п), определяемый ус­
ловием Qj(z)-*0, z-*Sn (1.13), совпадает с замыканием много­
членов в $(Вп); в случае поликруга дело обстоит сложнее: 
подкласс в &{Un), п>\, определяемый условием Qf(z)-+0 соот­
ветственно при z~^dUn и z->Tn, является в первом случае три­
виальным (состоит лишь из констант), а во втором — несепара-
бельным и не представляет интереса; более целесообразным 
оказывается определить подкласс &0(Un) как замыкание мно­
гочленов в $(Un), но и в этом случае он не наследует многих 
важных свойств классов $о и $о(Вп) (см. [489]). 

Возвращаясь к классам Липшица ААа и Aha, следует от­
метить, что они могут быть определены и для значений а > 1 , 
если считать, например, что f (z)QAAa при а > 1 в том и только 
в том случае, когда /<л) (.г)бАЛа-я> если /£<а</г-{-1, и 
/W (2)б-АЛА, если а=/г4-1; классы АЛа и А%а являются, 

s upbrW 
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банаховыми пространствами относительно нормы 
|| / (z) || = sup | / (2) | +sup | /<«) (Се-в) -/<«> (С) | .в я - в , 

0>О 

если / J < a < / г + 1, или 
| | / (2) || = sup|/(2:)|+sup|/(«)(5^9) — 2 / H (С)+/<-«> (Se-^le-1 , 

z{in}(7 £{in}r 

e>o 
если а = /г-И (см., например, [172, 241]). В качестве непосред­
ственных обобщений можно указать классы ЛЛ&0 и А7$\ 
/ 1 = 0 , 1 , , . . , тех аналитических функций /J-г), z£U, производ­
ная которых порядка п имеет на Т (или в й) заданный модуль 
непрерывности (см., например, [114,124,468]). 

Классы Липшица Ла, ЛЛ», . . . , можно рассматривать как 
предельные случаи (при р=оо) классов Л.£, ЛЛ£, . . . , опреде­
ляемых-интегральным условием Липшица на Т: 

сор(б, / )-^8ир| | / (ев")~/(С) | |£Р ( Г )=0(б«); (1.15) 
аналогом эквивалентности включения f (z)GAAa условию (1.11) 
служит также принадлежащее Харди и Литлвуду [282] утверж­
дение /(г)вАЛ&*Мр(г, / /)-—0((1--г)а-1). Особое место зани­
мают классы ЛЛ. и AlFi (см. [280]); специальные подклассы 

~Р Т 
функций f(z)£Akp-^ рассматривал Я- Л. Геронимус [26]. 

~р 
В качестве обобщений классов Липшица Флетт [256] пред­

ложил пространства НА(а, р, q), 0</>, <?<оо, a{in}R, образован­
ные аналитическими функциями / (z), z£U, для которых 

II / (*) ||«.,.*Н| О -г)1-^|| (ЯГ*-1/) (г£) ||^(Г) !|£,(0Л) < со, 
где У~^ — мультипликатор, действующий .. на коэффициенты Тей-

оо 

лора функций f{z) = ^akzk по правилу #-p({ak})={(£ + l)Bak}; 

частные случаи: ЯЛ (а, оо, оо) = ЛЛа, 0 < а < 1, НА (1 — - , 
1, 1)=В-°, 0 < р < 1 ; соответствующие пространства НА(а, р, д)(0) 
для многомерных областей Q введены в работе [203]; Митчелл 
[377] рассматривала близкие к НА (a, p, q) (Q) пространства 
Вр,д(Щ, определяемые условием 

|| / (z) \\р,дш || (1 - r ) ^ ~ S-)""11| / (r0 l|£f (S) ||lff(0il) < оо, 
«•—dimiQ, 
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Как заметил Стейн [472], функции / (2)еЛЛа_(.£я), / г>1 , 
удовлетворяют вдоль некоторых кривых y:R->Bn условию 
Липшица с вдвое лучшим показателем. В связи с этим им 
в [472] были введены собственные подклассы Г а(5 я)сЛ а(5л) 
и Та(Вп)с:Аа(Вп) (так называемые неизотропные пространства 
Липшица), в определении которых отражено указанное свойство 
аналитических функций: таким образом, АТа(Вп) = ААа(Вп), и 
для аналитических функций условия f (z)eATa(Bn) и /(С)6 
бГа (Sn) оказываются равносильными. Подробности можно найти, 
Кроме [472], также у Рудина [82,432] и у Кранца [340]. 

1.5. Играющее весьма важную роль в современной теории 
классов Харди (а также ряде других вопросов) пространство 
ВМОА аналитических функций в U, граничные значения кото­
рых имеют на окружности Т ограниченное среднее колебание 
(осцилляцию), может быть определено условиями f(z)€#2 и 

| | / ( г ) | | ф ^ | / ( 0 ) | + 8 и р | | / ( - ^ - и / И < ~ (1.16) 
w£U Ц \ I + WZ ) 2 

с возможностью замены показателя 2 любым показателем р>\ 
(и даже р>0), что приводит к эквивалентным (1.16) нормам* 
часто элементами пространства ВМОА считают не сами функ­
ции, а классы их эквивалентности по модулю констант, в этом 
случае слагаемое \f(0) | в (1.16) становится излишним. Про­
странство ВМОА может быть охарактеризовано и как совокуп­
ность аналитических функций f(z), zGU, удовлетворяющих лю­
бому из следующих условий: 

а) sup Г | / ' (г) |2 log I -Ь-f- Жо (z) < оо [19, 57, 404]; 
1 

б) мера | f (z) |2 log r--p d® (z) есть мера Карлесона в U 
[19, 57]; 

в) f {z)=f1(z)-\~if2(z) для некоторых аналитических функ­
ций /,(z), zGU, таких, что sup| Re/,• (z) | < оо, j == 1, 2 [249]; 

Г) /(-г)бЯ1 и для любой дуги IczT существует константа 
/ / с выполнением условия 

1 
sup о (Г) 

5 l / ( G ) - / / | r f a ( 0 < o o , (1.17) 

где /(£)—граничные значения функции f(z), являющиеся сум­
мируемой функцией на Т (см. п. 2.5); при этом в качестве fi 
можно взять (что обычно и делается) среднее арифметическое 
функции /(£) на I, т. е. 

' ^ / s a ! a 9T7rS / ( ? ) - d C T ® ; (1Л8> 
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вместо модуля под знаком интеграла в (1.17) может быть 
взята любая его степень ~->0 (см., например, [19]). 

Функции f (z)&BMOA образуют собственный подкласс в $3 
и в П Нр (см. [180]), при этом подпространство VMOAcz 

р<оо 
аВМОА аналитических функций исчезающего среднего коле­
бания (осцилляции), определяемое условием || / (rz) — / (z) Ц* ->0, 
г -И —, и совпадающее с замыканием многочленов в ВМОА, 
является собственным подклассом в 330 [410]. Переход от усло­
вия (1.17) к более конкретному, состоящему в том, что 

J l / (9—// |^(S)<C/T(/ )©(a( / ) ) f / с Г , 

где со (б), б > 0, — фиксированная неубывающая положительная 
функция, приводит к пространствам ВМОАа; объединение таких 
пространств, соответствующих всевозможным функциям со (6) = 
= 0(1), б->0-|-, совпадает с VMOA, для функций же со (б) 
типа модуля непрерывности ВМОАа = ААСо (см. [468]). 

Вычисление норм (1.16) может оказаться затруднительным 
даже для сравнительно простых функций / (z): равенство 
|| log (I — z) Ц* =-=—-̂ ——основной результат статьи [227], 
нормы (1Л6) внутренних функций f (z) в U (см. п. 7.3), для 
которых | / (С) | = 1 почти всюду на 7\ вычисляются в [228]. 

Само понятие ограниченного среднего колебания (осцилля­
ции) суммируемой функции /(£), £{in}7\ означающее выполнение 
условия (1.17), было введено Джоном и Ниренбергом [317] 
(термин «исчезающее среднее колебание (осцилляция)» при­
надлежит Сарасону [436]); применительно к аналитическим 
функциям это понятие обстоятельно изложено, например, в мо­
нографиях Гарнетта [19] и Кусиса [57]. 

Пространства ВМОА (Q) для многомерных областей Q в це­
лом определяются не единственным образом, за основу берутся 
различные многомерные варианты условия (1.17) с заменой дуг 
IcT декартовыми произведениями п таких дуг (в случае Q = 
= Un) или «шарами» на сфере Sn, соответствующими различ­
ным метрикам, например, 

{£€-$„; |Е-5о |<г}-
$esn; 11 - (с, ад | < г], z0esn, г > о, 

в случае Q=Bn; подробно специфика ограниченности среднего 
колебания функций на торе и сфере разбирается в статьях 
Феффермана [250] и Кранца [341] (см. также [221, 264]). 

Относительно средних fx (1.18) граничных значений функ­
ций /(2)бЯ- Даникас и Несторидис [228] заметили следующий 
любопытный факт: любое значение, t принимаемое функцией 
f(z)eH1 в круге U, совпадает со средним (1.18) для некоторой 
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дуги IczT; аналогичный результат справедлив и для функций 
i(2)№1(Q) )Q = № , £ n . 

Телесное пространство ВМОА аналитических функций f(z), 
zQU, удовлетворяющих условию 

SUP -£Щ I \f(z)~fs\dG> (z) < °°' 
•где 

s 
,а 5 пробегает совокупность всевозможных кругов в U или их 
пересечений с U, рассматривали Койфман, Рохберг и Вейс 
[221], а также Кауфман [321], у которого вместо U берется 
произвольная плоская область W, но используются лишь круги 
SczW. Аналогичное последнему определение телесных прост­
ранств BMOA(Q), QczCn, дают Чима и Грэхэм [207]; оказа­
лось, что независимо от указанного различия в определениях 
телесные пространства ВМОА(Вп), п—\, 2 совпадают с 
соответствующими пространствами функций Блоха $(Вп) 
.(см. [207, 227]). 

§ 2. ГРАНИЧНЫЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ 

2.1. Классическая теорема Фату [248] утверждает, что для 
.любой ограниченной аналитической в круге U функции / (z) 
граничные значения по некасательным направлениям (или угловые 
граничные значения), т. е. / * (£)=Пт/(-г), когда z прибли-
жается к точке Сб7\ оставаясь в пределах любой фиксированной 
•области вида 

{|г |<1; | z _ £ | < ! - ( l — | z P ) } , а > 1 , (2.1) 

(при a{le}l множество (2.1) пусто), или, что то же самое, внутри 
.любого фиксированного угла с вершиной в точке £, вписанного в 
окружность Г, существуют для почти всех точек ££Т относитель­
но м~еры Лебега на Т. Неванлинна [388] и Островский [397] 
независимо друг от друга доказали, что факт существования 
-граничных значений по некасательным направлениям почти 
всюду на единичной окружности на самом деле справедлив и 
для более широкого класса N. С учетом полученного Неванлин-
ной [388] представления произвольной функции класса N в 
виде отношения двух ограниченных аналитических функций в U 
этот факт является прямым следствием теоремы Фату и теоре­
мы братьев Ф. и М. Рисе [417] (см. также [356]), утверждаю­
щей, что граничные значения ограниченной аналитической в U 
.функции f(z)=£Q не могут обращаться в нуль на подмножестве 
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EczT положительной меры. Известно, что сформулированные 
результаты Фату, Ф, и М. Риссов, Неванлинны и Островского 
являются неулучшаемыми в следующем смысле: любые ослаб­
ления условий ограниченности аналитической функции f(z) или 
ее принадлежности классу N, имеющие вид \f(z) \<y>(\z\), где 
ф(г) /^оо при г—*-1—, или 

supf |x( log+ | / ( r£) | ) | | i i r < о о , 
0<г<1 v ' 

где %(и)=о(и) при и-*-оо, вообще говоря, приводят к потере у 
функции f(z) как свойства существования (даже радиальных) 
граничных значений, так и граничного свойства единственности 
(см. [151, 357, 382, 400]). 

Хотя для поликруга и для шара представление произволь­
ной функции класса Неванлинны в виде отношения двух огра­
ниченных аналитических функций уже несправедливо (классы 
N(Q) и H°°(Q) для многомерных областей Q имеют раз­
личный запас нулевых множеств), сами утверждения о сущест­
вовании граничных значений почти всюду на 2 и их необраще­
нии в нуль почти всюду являются, как и в случае круга, общи­
ми для классов N(Q) и #°°(Q), а следовательно, и для всех 
промежуточных классов N*(Q) и HP(Q), 0<p<oo. 

2.2. Стремление точки z£Un к точке £{in}Tn по некасательному 
пути означает, что каждая координата точки z остается в пре­
делах одномерной области вида (2.1). Для функций f(z) eN(Un) 
существование предельных значений f*(£) по некасательным 
путям почти во всех точках £{in}rn, но в дополнительном предпо­
ложении, что z ограниченно стремится к £, т. е. 

\~\ZJ\ < С < о о , y,ft = l f . . . , u 
(в этом случае f*(£) называют ограниченными некасательными 
предельными значениями), было установлено Кальдероном 
и Зигмундом [179]. В более ранней работе Зигмунд [528] до­
казал существование граничных значений по некасательным на­
правлениям почти во всех точках Тп для аналитических функций 
f(z), z£U1\ удовлетворяющих несколько более жесткому, чем 
(1.2), требованию 

sup f log+1 / (rC) | (log+ log+1 / (rQ I)""1 da (£) < со, (2.2) 
0<г<1 fn 

и, в частности, для функций всех классов №(£/л), р > 0 ; для 
функций же /(z)QN (Un) им было установлено существование 
лишь повторных пределов 

/d ( г* • • • > гв)=l lm/(2 l s z2, . . . , z„), . . . , Д1...Е„-= 
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соответствующих стремлению каждого переменного zk в отдель­
ности к £й€7\ А = 1, . . . , я, по любому некасательному пути 
в U. При выполнении условия (2.2) повторные пределы fit...in 
совпадают с некасательными ограниченными предельными значе­
ниями / * (£-, . . . , £„) почти всюду на Тп, в частности, повторный 
предел /ci...g„ не зависит от порядка перехода к пределу. 
Позднее Дэвис [232] доказал совпадение повторных пределов 
/ь...сй

 с некасательными граничными значениями / * (Si, . . . , £„) 
(и в частности существование последних) почти всюду на Тп 

при более слабом, чем (2.2), ограничении / (z)eN^. (Un). 
2.3. Существование граничных значений у функций f(z) б 

GN(Bn) почти всюду на единичной сфере Sn было установлено 
для некасательных направлений Зигмундом [529], а затем Ко-
раньи [333] и Стейном [471], которые расширили понятие гра­
ничного значения по некасательному направлению, заменив его 
так называемым допустимым граничным значением — пределом 
функции f(z), когда z£Bn стремится к граничной точке t{in}5M, 
оставаясь внутри так называемой допустимой области 

{ztBn', | l _ ( 2 , £ ) | < - | - ( l _ | 2 | 2 ) j (2.3) 

при любом фиксированном а > 1 . В одномерном случае понятия 
допустимого граничного значения и граничного значения по не­
касательным направлениям совпадают, поскольку при м=1 об­
ласть (2.3) переходит в (2.1). В многомерном же случае это не 
так: первое понятие оказывается более широким, допуская 
стремление z£Bn к граничной точке £&Sn как по всем некаса­
тельным, так и по некоторым касательным направлениям к сфе­
ре Sn; проще всего это заметить на примере точки £= (1, 0 
. . . , 0): переходя к вещественным координатам z— (zi,..., zn) = 
= (JCI- ji xn, Уп), легко видеть, что пересечением области 
(2.3) с вещественной гиперплоскостью {у 1 = 0} в Cn = R2n являет­
ся вещественный (2л—1)-мерный шар, лежащий в Вп и каса­
ющийся сферы Sn в выбранной точке £. 

Применительно к случаю шара понятие допустимой сходи­
мости является более естественным, чем сходимость по некаса­
тельным направлениям: в то время как первое понятие инва­
риантно относительно аналитических автоморфизмов шара ВПу 
второе при п>\ этим свойством не обладает (см. [331]). Более 
подробно понятие допустимой сходимости обсуждается в обзо­
ре Г. М. Хенкина и Е. М. Чирки [108]. 

Недавний результат Хаким и Сибони [274] показывает, что' 
понятие допустимой сходимости является неулучшаемым в сле­
дующем смысле: попытка усиления этого понятия, состоящая в. 
переходе от допустимых областей (2.3) к более широким в 
комплексных касательных направлениях к сфере Sn в точках 
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£{in}Sn областям вида 

{zQBn; | 1 - ( г , £)[<а(1 — |(г, £)|), 

\l-(z, C ) | < A < | l - ( s , Q|)( l - |^ | )2 } , 

где а > 1 , a положительная функция h(u)-+oo при w->-0 + , приво­
дит, вообще говоря, к потере свойства существования таких 
модифицированных граничных значений почти всюду на Sw 
даже у ограниченных аналитических функций в Вп. 

Сформулированный в предыдущем пункте результат Каль-
дерона и Зигмунда о существовании почти всюду на Тп огра­
ниченных некасательных предельных значений у функций клас­
са N(Un) Кораньи [331, 333] распространил на случай облас­
тей в Сп, являющихся декартовыми произведениями шаров лю­
бой размерности, и соответствующего понятия ограниченного 
допустимого предельного значения. 

Необходимо подчеркнуть, что наличие у функций / (z)Q 
£N (Bn), л > 1 , граничных значений почти всюду на Sn как по 
всем некасательным, так и по некоторым касательным направ­
лениям к Sn, является принципиально новым фактом по сравне­
нию с одномерным случаем: Литлвуд [350] показал, что для 
любого пути IQ в U, касательного к окружности Т в точке 
£ = 1, существует функция f (z)Q№° (в частности произведение 
Бляшке, см. [46]), для которой lim / (z) не существует для 

почти всех точек e-0{in}7\ где IQ обозначает путь, получающийся 
из IQ поворотом вокруг начала координат на угол 6. 

2.4. В связи с только что сформулированным результатом: 
Литлвуда, следует сделать добавление относительно граничных 
свойств аналитических функций f(z), zBU, имеющих конечный 
интеграл Дирихле, f(z)BD (см. п. 1.3). Такие функции f(z) при­
надлежат всем классам Я-3, р<оо, но необязательно ограниче­
ны в U (см. {240]); Бьёрлинг [163] доказал существование у 
функций f(z)BD радиальных предельных значений приблизи­
тельно всюду на Т, т. е. за исключением, быть может, подмно­
жества ЕаТ нулевой логарифмической емкости (распростра­
нение этого результата на случай функций классов Da, 0 < a < - - -
(см. п. 1.3) с заменой логарифмической емкости емкостью, по­
рождаемой ядром r2a_I, можно найти в книге Карлесона [52]).. 
По утверждению Крузейро [224] функции f(z)W имеют прит 
близительно всюду на Т предельные значения \\mf(z), -когда г 
стремится к точке £{in}7, оставаясь в пределах любой фиксиро­
ванной области вида 

{zeU; | a r g 2 . - a r g q < ( l - - | z | ) Y } , y > 0 . 
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[Нагель, Рудин и Шапиро [383] рассмотрели весьма общий слу­
чай аналитических функций / (z), z&f, представимых в виде 

'&-&]]&$*• г< ,̂ (2-4) 
с g(G)&p{T), l < / ? < оо, и 0 < о < 1 ; при р=2 классы таких 
функций f{z) совпадают с классами Д . , в частности, при а = 
—-—, с классом D. Ими было установлено следующее: если 
« - = 1 , то для почти всех точек S{in}7" существует l im/ ( г ) , 
когда z приближается к точке £>£Т, оставаясь внутри любой 
фиксированной области 

1 - Р jzG-*; exp[̂  5 - , т < 1 - И > с>0, (2.5) 
если же а/?<1, то утверждение сохраняется с заменой областей 
(2.5), имеющих экспоненциальный порядок касания с окруж­
ностью Т в точке £, областями 

ге-*; с £ -
_ i 

Z 
Z 

1—ар <l-\z\ , с>0, 
имеющими конечный порядок касания. Случай а р > 1 интереса 
не представляет, поскольку соответствующие функции f (z) 
(2.4) непрерывны в U. В этой же работе [383] содержится сле­
дующий факт о граничных свойствах интеграла типа Коши 

/ м - fg(£)-*£ -prr 
г 

функции g(£) ограниченной вариации на Т: lim f(z), когда 2 
•z->.t 

стремится к £бГ, оставаясь внутри любой фиксированной области 
(2.5) с /7=2, существует для почти всех £б.Г. 

Граничные свойства аналитических функций f (z), z^JJ, из 
близких к Da классам, определяемым условием / ' {Z)£A% Где 
р (z) — радиальный вес типа стандартного веса (1 — |.г|2)а, рас­
сматривал В. С. Захарян [45]. Дебьяр и Гаво [233] установили 
факт существования радиальных предельных значений у анали­
тических функций с конечным интегралом Дирихле в шаре В2 
приблизительно всюду на S2 по отношению к некоторой специ­
ально определяемой субэллиптической емкости. 

2,5. В теории классов N(Q), Nt(Q) и №(Q), 0 < / ? < o o , 
результаты пунктов 2.1—2.3 обычно используют не по всей 
полноте, чаще понимая под граничными значениями функций этих 
классов радиальные предельные значения / * (Q = lim / (К), 

/ • - + . 1 — 

разумеется, совпадающие почти всюду на 2 с некасательными 
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или допустимыми граничными значениями. Наиболее важные ре­
зультаты, относящиеся к граничному поведению функций ука­
занных классов в терминах семейств {/ (г£)}, 0 < г < 1, функций 
на 2, сводятся к следующему. 

Если f(z)£N{Q), !(г)Ф0, то log|/*(CJ i{in}L1(S) (в частности, 
/*(С)фО почти всюду на 2) , при этом выполняются неравенства 

II log+1 / • © 11|*(2, < sup || log+1 / (г£) I \\LW, (2.6> 
0<r<l 

II log (1 +1 / * (5) |) |fc.(2) < sup || log (1 + | / (rQ |) ||i«(2); (2.7) 
0<r<l 

знак равенства в (2.6) и (2.7) имеет место одновременно и слу­
жит характеристическим свойством функций подкласса N* (Q); 
sup в (2.6) и (2.7) можно заменить на lim . Если / (z)QN# (Q) 

0<Г<1 Гч-1 — 
и Ф (/) — строго выпуклая функция, то / (2)€//Ф (Q) в том и 
только в том случае, когда Ф (log \f* (QD-6^1 (S), при этом 

IIФ (log | / (гО |) (1,42) / II Ф (log I / * (£) I) |li4s>- г-> 1 - ; 
здесь наиболее важен случай Ф(^)==^, /?>0: если /(гОб-Л^Й),, 
то включения / (z)£Hp(Q) и /*(£)6/> (2) эквивалентны, при этом 

Шо]| / (гС) | Ц 2 ) = | | / * (б) | Ц г ) , (2.8) 
0<"<оо; 

l im | | / (K) - /* (S) | | ,P ( 2 ) =0 , (2.9) 
существенность предположения о принадлежности функции / (z) 
классу Смирнова демонстрирует пример f(zj=exp:-J-, zQU. 
Факт совпадения классов Нр, р>0, с подклассами функций 
f(z)GN; для которых f*(£){in}_p(.T), приводится В. И. Смирновым 
[461], предельные же соотношения (2.8) и (2.9), впервые по­
лученные Ф. Риссом [416] для Q = U, относятся к самым пер­
вым результатам теории классов Харди вообше. Для многомер­
ных областей Q соотношения (2.8) и (2.9) были установлены 
Бохнером [166] для Q=Un и Раухом [413] для 
Q = Bn (см. также [167, 414, 529]); случай произвольных огра­
ниченных симметрических областей в С71 разобран в статьях 
Хана и Митчелл [270, 271] и Столла [476, 478]. Более подроб­
ную информацию по этим вопросам можно найти в монографи­
ях [19, 28, 31, 46, 57, 78, 79, 249] - д л я круга, [80] - д л я поли-
круга, [82, 238] —для шара. Относительно интегрируемости 
(по Н. К. Бари) граничных значений функций f(z)£N* см. 

статью А. Б. Александрова [3]. 
Предельное соотношение (2.9) для аналитической функции 

со 

f\z) — ̂ akZ^HP, p>0, можно трактовать как сходимость в 
к—О 
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Хр(.Г) средних Абеля — Пуассона ряда к граничным 
k=-o 

значениям / * (С) функции f(z). Результаты Э. А. Стороженко 
,[91] дают точную' оценку скорости этой сходимости: 

CpVpQ-n f*)<\\f(rt)-f®\\LP{T)<Cpcop(\-r, /*) , 
где <йр (б, g)--интегральный /?-модуль непрерывности на Т (1.15); 
полученное Валашеком [8] распространение этих результатов 
на случай функций / (z)£Hp (Un) изложено также в обзорной 
•статье Э. А. Стороженко и В. Г. Кротова [92]. 

2.6. Результаты предыдущего пункта показывают, что функ­
ции / (z)£Hp(Q), 0 < / ? < со, находятся во взаимно однозначном 
•соответствии со своими граничными значениями /*(£), принад­
лежащими соответствующим пространствам Lp(2). Если 0 < р < оо, 
то множество 

def 

/ / ' < 2 ) Н / * © ; /(*)€#'(Q)} (2.10) 
совпадает с замыканием в Lp (2) многочленов от /t.-=dimfl комп­
лексных переменных (это вытекает из (2.9)), в случае р=оо 
множество (2.10) также является замкнутым подпространством 
в 1°° (2), но утверждение о плотности многочленов в ./7м (2) уже 
неверно, пространство Я°°(2) даже несепарабельно (см. [485]). 

Ввиду взаимно' однозначного соответствия между функциями 
классов Харди и их граничными значениями, включая совпадение 
<(квази-) норм 11/(2)11;, (1-3) и || / * (£) ||;/(S) (последнее вытекает 
из (2.8)), пространства Нр (Q) и Нр (2) обычно отождествляют, 
используя единый символ / для обозначения аналитической 
функции в Q и ее граничных значений, определенных почти 
всюду на 2. Подобное отождествление возможно и для функций 
j (z)£N (Q), однако совпадение метрики (1.4) с соответствующей 
метрикой 

l l / ( ^ - e H l k = l | l o g ( l + | / * ( Q - g * © l ) l k 4 S ) (2.11) 
имеет место лишь для функций f\z)> g(z)£N#(Q) (см. п. 4.5). 

Граничные значения функций f(z)6Hp, 1< /?<со , —это 
в точности те функции / (£)&/> (Г), коэффициенты Фурье которых 

°° 
равны нулю для отрицательных индексов: / ( £ ) ~ ^ _ #k£ft, при 

л=о 
этом коэффициенты Фурье Граничной функции / (С) на Т совпа­
дают с коэффициентами Тейлора исходной аналитической функ­
ции / (z) в U; аналоги этого утверждения справедливы и 
в отношении граничных значений функций из Нр (Un) и Нр (Вп), 
1</?< оо, при переходе соответственно к кратным рядам Фурье 
на Тп (см. [80]) и сферическим разложениям—и(д)-рядам Фурье 
(см. [238]); во всех случаях функции f(z)£Hp(Q), l{le}/><co, 
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восстанавливаются по своим граничным значениям посредством 
как интеграла Пуассона f(z)==Р [/] (z) (см. п. 4.4), так и 
интеграла Коши — Сегё f(z) = C[f](z) (см. п. п. 3.2, 3.4) [271]. 

Описание граничных значений функций классов N, N* и Нр, 
р>0, может быть дано и в терминах поточечных пределов на Т 
последовательностей многочленов, удовлетворяющих специаль­
ным требованиям сходимости (см. монографию И. И. Прива­
лова [79]). 

В ряде вопросов (см., например, [32, 93]) существенно знать» 
является ли данная неотрицательная функция к (О, £{in}7\ модулем 
граничных значений аналитической функции / (z), принадлежа­
щей некоторому классу. Полная характеристика функций h (£) = 
-Н/(£).» гДе f {z)£N илц f (Z)£HP, p>0, Дается соответ­
ственно условием log А (С)б/,1 (7") и этим же условием в совокуп­
ности с h(t,)£LP(T) (см. п. 7.2). При переходе к другим классам 
аналитических функций в U, а также к многомерному случаю 
сформулированный вопрос решается далеко не так просто. Так, 
например, естественные условия log/г (С)6_Х(Г) и h (С)бЛа оказы­
ваются недостаточными для существования функции f (z)£AAa, 
«>0 , такой, что й (С)-== | / (£) | (см. [126]); дополнительных усло­
вий гладкости требует, вообще говоря, и неотрицательная функ­
ция h (С)6 П LP (Г) с log h (QGZ,1 (Г), чтобы можно было утверждать 
ее совпадение почти всюду на Г с граничными значениями 
модуля аналитической функции / (z), zQU, имеющей конечный 
интеграл Дирихле (см. п. 1.3) f(z)eDc(~)HP (см. [204,5121). 
Некоторые характеристики граничных значений на 2 модулей 
ограниченных аналитических функций в Q можно найти в работах 
J5, 152, 275, 308, 352]. 

2.7. Классический результат Ф. Рисса [416] утверждает, что 
//(г)бЯ1 в том и только в том случае, когда аналитическая 
функция f(z) непрерывно продолжается в U, и граничная функ­
ция /(£) абсолютно непрерывна на Г, при этом производная 
граничной функции совпадает почти всюду на Г с граничными 
значениями производной ff{z)\ включение /'(2) {in}#-°, р>1 , обес­
печивает дополнительные условия гладкости граничной функ­
ции (см., например, [56,409]). 

В случае f(z){in}#3>, 0<р<1 , производная граничной функции 
/(£) может не существовать ни в одной точке £67\ тем не менее, 
результаты В. Г. Кротова [56] показывают, что в некотором 
обобщенном смысле дифференцируемость граничной функции 
все же имеет место и в этом случае. Именно, справедлив сле­
дующий результат: если fw(z)£Hv. 0</?<1, &=1, 2 , . . . , то гра­
ничная функция f(£) имеет почти в каждой точке £,£Т k-ъш ло­
кальный L-P-дифференциал Пеано и &-ую локальную 1>-произ-
водную Римана—Шварца, т. е. при переходе к 2-х-периодической 
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функции (p(/)ssf(.g--) выполняются соотношения 

—б 1 _/=-0 
tfx-=0(6*p), 6~>0, 

с некоторыми (зависящими от t) константами а0, . . . , ak, послед­
няя из которых называется А-ой локальной /-/'-производной Пеано 
функции ф(2) в точке t, и 

б-

~ jj |А^(0-атй |/ 'с?т-=о(б^), 6->0, 
- б 

k 

где Д*ф(0=2 {—l)*~j[k
f\4(t + jt)* a число а называется £-ой 

локальной .̂ -производной Римана —Шварца функции Ф(̂ ) в 
точке t. Кроме того, условие /W(Z)£HP, p>0, оказывается 
эквивалентным существованию у граничной функции f{£) соот­
ветствующим образом определяемых &-го глобального 1>-диф-
ференциала Пеано и k-oh глобальной 1>-производной Римана— 
Шварца. 

2.8. Ввиду граничной теоремы единственности (см. п. 2.1), 
существует принципиальная возможность восстановления функ­
ций класса N (и его подклассов) по их граничным значениям 
на любом подмножестве EczT положительной меры. Примени­
тельно к функциям f(г){in}Я1 соответствующая задача была ре­
шена Г. М. Голузиным и В. И. Крыловым [29], из результатов 
которых, относящихся к более общим, чем круг, областям, вы­
текает формула 

/(2)-=itae^wi Д--—л, zeu, 
П.ч-00 г т • > Ь * 

Е 
где Ф {г) — аналитическая функция в U, вещественная часть 
которой есть интеграл Пуассона характеристической функции 
Х£(С) подмножества ЕаТ; обоснование этой формулы можно 
найти в монографии [79]. Спустя почти 40 лет решение этой же 
задачи дал Патил [402], показавший, что если / (-г)бЯ-5, 1 < р < 
< оо, то в обозначениях 

Ax(«) = exp{- l - log( l+* , )5- |±f |dC |} , zeU, X>0, 
Е 

/•(*) .-XAx(*)-sr$ c. 

Е 

Е 

fb(z)-+f(.z) ПРИ -̂ -*" °° равномерно на компактах в U, а также 
(если 1 < р < оо) по норме пространства НР. Основную роль 
в рассуждениях Патила играют операторы Теплица Т%Е с симво-
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лами зс-ДС); фактически /я(С)=Х(И+ Я7\--)--/ (С), где I d -
тождественный оператор, a /(C) —продолжение граничных 
значений /(£) функции f(z)€H* нулем вне множества £. 
В более поздней работе [403J Патил, основываясь на тех же 
соображениях, получил алгоритм восстановления функций 
f(z)£H2{Un) по их граничным значениям на любом подмножест­
ве EczTn с (т(_)>0. 

2.9. Развитие идеи Патила привело Царантонелло [524] к 
способу восстановления функций f(z)£Hv по граничным значе­
ниям на подмножествах ЕсТ также и в случае 0 < - < 1 , однако 
при этом в качестве _ приходится брать уже дугу окружности 
Т, а не произвольное подмножество положительной меры, и гра­
ничные значения функций f(z)£Hi> понимать в смысле обобщен­
ных функций, т. е. как распределения на Т. Подход к гранич­
ным значениям функций классов Нр и особенно к граничным 
значениям вещественных частей функций этих классов при 0< 
<p{le}:l как к распределениям в настоящее время является 
преобладающим и основывается на следующих рассуждениях. 
Пусть С°°(Т) обозначает пространство бесконечно дифференци­
руемых комплексных функций на Г, и для открытой дуги EczT 
пусть С0

оо(£')—совокупность бесконечно дифференцируемых 
функций ср(£) с supp cpczE; топология в С°°(Т) и С0°° (Е) вводит­
ся обычным образом (см., например, [81]). Пусть (f, ф)Е Обо­
значает значение линейного непрерывного функционала1 

fGD(E) = (С0°° (-))*, т. е. обобщенной функции, или распределе­
ния на (пробной) функции ф(£)бСоте(.£); обычные (интегриру­
емые) функции /(£) соответствуют распределениям f с 

(/, <Р)* = ^ ^ / ® П 5 do (С), <Р (Q6CT (Е). 
Е 

Коэффициенты Фурье распределения fGD(T) = (Cco (Т))* опре­
деляются равенством 

/ ( £ ) = ( / . **)r. eft(0-=:C*- A6Z, 

и полностью характеризуются не более чем степенной ско­
ростью роста при | k|-> оо: \f(k)\ = 0(\k\m) для некоторого 
натурального m = mf. Поскольку последнему условию удовлет­
воряют коэффициенты Тейлора функций всех классов Харди 

00 

(см. п. 9-2 то любой функции / (.г)-—2 <zk~--fe6#p> р>0* 
отвечает единственное распределение (обобщенная функция) 

00 

-^~_d f lA^ н а ^' ^ с л и совокупность НР (Г) всех таких распре-
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делений / снабдить топологией пространства НР=НР (U), 
положив || /11=11/(2)11/- (1.3), то последняя оказывается силь­
нее топологии, индуцированной вложением Hp(T)c:D(T), a 
поэтому^ ввиду (2.9), / ( г ) = (/, CZ)T, z$J, где С,(£) = 
= (1 — С2)"1 — ядро Коши-Сегё (см. п.3.2). Совершенно ясно, 
что эти рассуждения полностью переносятся на случай функции 
в поликруге, некоторую информацию об этом приводит Рудин [81]. 

Центральную роль в подходе Царантонелло [524] играет 
•следующий факт: если % (£)GC°° (.Г), то соответствующий опе­
ратор Теплица 7\, действие которого в терминах рядов Фурье 
состоит в сопоставлении каждому распределению / «аналити-

ОО 00 

ческой части» 2 № Р я д а фУРье распределения %/~ 2 **£*» 
£=-0 *-=--оо 

•оказывается непрерывным в пространстве Нр (Г) даже в случае 
•О < р < 1 (при 1 < р < со этот факт вытекает из теоремы 
М. Рисса, см. п.3.1). Если взять любую функцию %(5)еС~(.Я), 
удовлетворяющую условиям 0<%(£)<1 и о ({% (£) = 1J) > О 
(здесь и используется то, что Е есть дуга окружности), и 
положить 

^ ^ l - U f D ' Х > 0 ' 
AA,(«) = exp|-j5|±flog(14-Xx(Q).rfo(e), гб£/, 

/ я (г) —--я. (г) (/л, %xh%Cz)E, 
•где /£—сужение распределения / на дугу ЕсТ, то 

/я (г) =/гя (г) (/, ХьАяС,)г = ((И+Г%Я)-- 7 \ / , С > 
и 

||Д.(2) — / ( г ) | | р ^ 0 , W 1 , / ( г ) б Я ' 
Как оказалось (см. [526]), изложенный подход допускает 

.модификацию, делающую его применимым для гораздо более 
широких, чем Я-0, классов аналитических функций в [/, а имен-
.но для классов Fp, р>0, определяемых условием 

—с / И к с - -Моо(г, /)ехр. , 
(1—Г)Р 

< 00, С > 0 , 
^-(0,1) 

или, эквивалентно, 
со со 

m/(«)iiip.e-s2ia*iexp(--c-%a)<°°» / и = 2 а ^ , 
fe=0 k.=0 

еде a=---̂ —j; такие классы подробно изучались Столлом [480] и 
:Янагихарой [517, 518], в частности, в связи с вложениями 
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N^ciFii JVCLF^- ДЛЯ того, чтобы вышеприведенные рассужде 
ния оставались в силе, вместо распределений /6(С°°(Г))* (рас­
пределений Шварца) приходится использовать так называемые 
распределения Бьёрлинга —линейные непрерывные функционалы 
иа более узких, чем С°°(Г), пространствах пробных функций 

со 

<Р(9= 2 № с |£*| — 0 (ехр ( - с | £[«)), | А К о о - 0 « х < 1 ; 
k = —оо 

топология в этих пространствах вводится заданием фундамен­
тальных систем окрестностей нуля 

* (С) = 2 № : 1^1 = 0 (ехр ( - К | k |«))L Л*\0. 
{ А-=_оо J 

В смысле этих распределений функции классов / > §>0, имеют 
граничные значения, при этом даже имеет место следующая 
граничная теорема единственности: если граничные значения / 
аналитической функции f(z)QF^ р >0, „ рассматриваемые как 
обобщенная функция (распределение Бьёрлинга), обращаются 
в нуль на некоторой дуге ЕаТ, то / (z)==0. Процедура вос­
становления функций / (£)бР(з по их граничным значениям — рас­
пределениям / - н а любой дуге ЕаТ вполне аналогична приве­
денной выше для функций классов № , 0 < р < 1, подробно об 
этом см. [526J Разумеется, об обычных граничных значениях 
/ (С) = lim / (r£) функций/ (z)£F$, {3>0, и о классической гра-

Г - И -
ничной теореме единственности говорить не приходится. 

2.10. Относительно существования граничных значений 
(в обычном смысле) у функций классов Бергмана, включая весо­
вые классы Бергмана и близкие к ним пространства, опреде­
ляемые условиями вида (1.9), нельзя сделать каких-либо общих 
положительных суждений: существуют, например, функции 
jf(z){in}f]/4p, не имеющие даже радиальных предельных значений 
ни на каком подмножестве EczT положительной меры. (см. 
[84]); построение подобных примеров использует установлен­
ный Мак-Лейном [357] факт существования сколь угодно мед­
ленно растущих аналитических функций в U без радиальных 
предельных значений почти всюду на Т. Некоторые специаль­
ные условия на функции f(z){in}Ap, при которых угловые гранич­
ные значения этих функций все же существуют на подмножест­
ве EczT, <у(Е)>0, получил Г. А. Ониани [69]; перенесение этих 
условий на случай весовых классов Бергмана в поликруге со­
держится в его статье [701. 

Функции Блоха являются нормальными (в смысле Лехто и 
Виртанена [346]), а поэтому наследуют известные граничные 
свойства нормальных функций, подробно изложенные, напри­
мер, у Носиро [66]; можно утверждать также, что угловые 
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граничные значения функции f(z)6$ заведомо существуют на 
подмножестве EczT, пересечение которого с любой дугой 
окружности Т имеет мощность континуума, однако это множест­
во _ может иметь меру нуль, а угловые граничные значения 
функции f(z) на Е могут быть бесконечными (подробно об 
этом — у Андерсона, Клуни, Поммеренке [144], Мак-Миллана 
и Поммеренке [373"], Поммеренке [408]). 

§ 3. ОПЕРАТОРЫ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ПРОЕКЦИИ 

3.1. Отправным моментом для многочисленных исследований» 
приведших к ряду фундаментальных результатов о проекциях 
на подпространства аналитических функций, послужил следующий 
элементарный факт: если функция g(QQL2(T) имеет разложение 

оо оо 

Фурье g- (C) —- 2 ck£,k, то «аналитическая часть» 2 cf&k этого 
Й---—-Ю fe=0 

разложения служит рядом Фурье граничных значений на Т неко­
торой функции / (г) ==(/-g) (z)&H2, при этом | | / (2 ) | | 2 < 
<!!.§• (Qlk-(-> Распространение этого факта на пространства 
Lp (Т), 1 < / ? < о о , дается знаменитой теоремой М. Рисса: 
отображение Р, ^определяемое через разложения Фурье равен-

/ ~ \ ~ 
ством Р 2^ c^k = Xu Ck^k' я в л яется ограниченным линейным 

\ft---_oo / k-=0 
оператором, проектирующим пространство Lp (T) на подпрост­
ранство Нр (с учетом отождествления функций / (z)£Hp с их 
граничными значениями / (£) на Т) при любом 1 < р < оо: 

\\{Pg){z)\\p<Ap\\g{i)\\LP(T), ё(№ЧП (3.1) 
Как и в оригинале [418], теорему М. Рисса чаще формулируют 
как теорему о сопряженных гармонических функциях в U или 
о сопряженных функциях на Т: если и (г) — вещественная гармо­
ническая функция в U, удовлетворяющая условию 1|'И(г)||р = 
== sup Мр(г, # ) < оо (обозначение a(z)ehp), и если v{z) — 

0<г<1 
сопряженная гармоническая функция с обычной нормировкой 
v(0)= О, то v(z)£hP и 
Mp(r, v)<Bp.Mp(r, м), u(z)£hp, 1 < р < о о , 0 < г < 1 ; (3.2> 

формулировка в терминах сопряженных функций на Т полу­
чается при переходе от функций a(z), v(z) к их фаничным 
значениям (см., например, [19,46,240]). Эквивалентность утвер­
ждений (3.1) и (3.2) вытекает из соотношений 2(Pg)(z) = 
=u(z)+iv(z)+u(0), iv{z)==(Pg)(z)-(Pg)(z), где з а ­
граничные значения функции u(z), при этом, как известно 
(см., например, [19, 28, 31, 46, 240]), u{z) есть интеграл Пуас­
сона (4.2) функции g © и \\tt{z)\\p=\\g{l)\\Lp{Ty 
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Различным доказательствам теоремы М. Рисса посвящено 
значительное число работ, довольно подробную библиографию 
можно найти у Гарнетта [19]. Как показал Пикоридес [405], 
наилучшими значениями константы Вр в (3.2) являются соответ­
ственно t g ~ при ~ < 2 и ctg^-- при р>2, это иллюстрирует 
тот факт, что при ~ — 1-, со утверждение теоремы М. Рисса 
неверно, и имеют место лишь неулучшаемые имплика­
ции: 1) g (Q&1 (Г) => (Pg) (г)вНр, 0<Р<1 (теорема А. И- Кол­
могорова [329]); 2) g(Qlog+\g(^)\el1(T):=>(Pg)(z)eH1 (теорема 
Зигмунда [527]); 3) g (£)е£°° (Т) => (Pg) (z)eBMOA (теорема 
Стейна [470]). Фактически теорема А. Н. Колмогорова утверж­
дает, что оператор сопряжения есть оператор слабого 
типа в _!(Г), а уже отсюда вытекает импликация u(z)£hl=> 
*V(Z)&IP, 0 < / ? < l , эквивалентная приведенной выше; 
утверждение теоремы Зигмунда обратимо для вещес­
твенных неотрицательных функций g(£); образом 
пространства £°° (Т) при действии оператора Р является все 
пространство ВМОА, содержащее и неограниченные аналити­
ческие функции, например, log (1 — z) (исчерпывающие подроб­
ности можно найти в монографиях Зигмунда [46], Гарнетта [19], 
Кусиса [57], Дьюрена [240]). Еще несколько замечаний о сопря­
женных гармонических функциях в U: a) ti(z)£hp, 0 < - - < l , 
-=>-» (z)£hq ни при каком <7>0; б) пусть ЬР, 0 < / ? < 1 , —классы 
вещественных гармонических функций в U, удовлетворяющих 
условию (1.8); справедливы следующие утверждения: u(z)£bP<=> 
ov(z)£bP, ti(z)£hP=>v (z)£bq для любого q<p, но не для q=p 
(см. [242]), в частности 1ЬР<£ЬР, хотя HPCZBP, 0 < / ? < 1 (см. п. 
1.3); обобщения и аналоги этих утверждений для других прост­
ранств гармонических функций можно найти у Флетта [255], 
Ф. А. Шамояна [113] и Столла [475, 482]. 

В силу теоремы М. Рисса, для любой вещественной функции 
g{WLp(T), 1 < р < о о , существует функция f (Z)£HP 
с limRe/(r£)==g(£) почти всюду на Г; этот факт неверен при 

r-t-l — 
~ = 1, но опять же справедлив при 0 < / ? < 1 (см. [2]). Следует, 
однако, иметь в виду, что топологически вещественные прост­
ранства Lp(T), и Re.HP(T) при 0 < / ? < 1 совершенно различны 
(см. [223]). 

Действующий тождественно в НР, l{le}p{le}oo, и осуществля­
ющий ортогональное проектирование гильбертова пространства 
L2(T) на подпространство Я2 оператор Р обычно называют ана­
литическим проектором, точнее естественным аналитическим 
проектором в пространствах LP(T). При р=-1, со он, как уже 
отмечалось, не является ограниченным, более того, в простран­
ствах Ll(T) и Ь°°(Т), вообще, не существует ограниченных ли­
нейных проекторов на соответствующие подпространства Я1 и 
Я00 (см., например, [31]). Следует отметить, что примером ог-
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раничеиного, но не являющегося линейным проектора из Ll(T) 
на Я1 служит так называемая метрическая проекция, сопостав­
ляющая функции g(£) 611(7) единственный (см. п. 11.1) эле­
мент наилучшего приближения в Я1. Метрическая проекция 
Ll(T)-*~Hl переводит каждое пространство LP(T), 1<р<оо, на 
НР, пространства Липшица Лк, 0<a{le}l, в АЛр, p < a , а Л« при 
а > 1 — в АЛа, сохраняет свойство бесконечной дифференцируе­
мое™ в U, однако образ непрерывной функции в Я не обяза­
тельно является ограниченной аналитической функцией в Я; 
подробно свойства метрической проекции разбираются в стать­
ях Карлесона [188], Кахана [318], В. П. Хавина [103]. 

3.2. Действие проектора Р может быть выражено в терминах 
интеграла типа Коши или (с целью дальнейших многомерных 
обобщений) в виде интегрального оператора с ядром Коши —Сеге 
C(2,{xi}) = ( l—^)- 1 : 

(Pg) (z) = С [g] ( г ) е ± «j С (г, I) g © du (g), z£U. (3.3) 
т 

Отображение (3.3), являющееся ограниченным линейным опе­
ратором из 2>(Г) на Я Р , 1<р<со, действует тождественно в 
Я1,, более того, равенство f (z) — C[f] (z), а также равенство 
f (z)>=JP[f] (z), где P[f] (z)—интеграл Пуассона *(см. п. 4.4), 
служит характеристическим свойством функций f(z)£Hl (по 
поводу этого факта, установленного Г. М. Фихтенгольцем [253], 
см., например, [31, 240]). 

Интегральный оператор Коши—Сегё (3.3) естественно рас­
пространяется на пространство М(Т) комплексных борелевских 
мер на Т: 

С М (z) = 1- ^ С (г, I) ф (I), ^М (Г); (3.4) 
т 

(3.4) является эквивалентной записью интеграла типа Коши — 
Стилтьеса меры \i. Класс К, образованный функциями f(z) = 
= C[\i}(z), \JL£M(T), является собственным подклассом в Г|Я-°; 

0</7<1 
утверждение С [\х] (z)£ П Н? не может быть усилено, даже если 

0<р<1 
ограничиться лишь абсолютно непрерывными (относительно меры 
Лебега на Т) мерами \ь£М{Т). Свойства и признаки функций 
/ (z)£K подробно изучались В. П. Хавиным [100, 101] и другими 
авторами (см., например, [3, 30, 88, 135, 306]). 

Чтобы представление (3.4) охватывало более широкие, чем 
сравнительно узкий класс Я" с П Яр> классы аналитических функ-

0<..Р<1 

ций в U, от мер |лбМ(Г) переходят к распределениям v£D(T) = 
= (С°° (Г))*, понимая C[v](z), z£lf, как действие обобщенной 
функции (распределения) v на ядро Коши—Сеге С2(£) = С(2, £) = 
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= (1 — Iz)-1 no переменному 1вТ при фиксированном z£U: 
оо 

C[v](z) = (v, C 2 ) r ~ 2 v ( £ ) z * , 
k=0 

где v(&)-коэффициенты Фурье распределения v (см. 2.9). Если 
носитель suppv распределения v есть конечное множество, то,. 
как хорошо известно, распределение v представляет собой ко­
нечную линейную комбинацию прозводных б-функции, сосредото­
ченных в точках множества suppv, в силу чего, очевидно, 
С [v] (Z)£HP при всех достаточно малых р>0. В общем же 
случае C[v](z)$N, т. е. не является аналитической функцией 
ограниченной характеристики: Щапиро [450] показал, что для. 
замкнутого подмножества ЕаТ импликация 

v6D(r), supp vczE=>C[v](z)£N (3.5) 
справедлива в том и только в ..том случае, когда Е является 
множеством Карлесона (или Вьерлинга — Карлесона) [163, 183],. 
т. е. 

2 " (/«) -=2я. 2 а (7^) l o£ g (7«) > ~ °°• (3-6> 
m m 

где I\, h,... — непересекающиеся открытые дуги окружности 
Т, составляющие дополнение множества Е. Оказалось, что усло­
вие Карлесона (3.6) также полностью характеризует и те замк­
нутые подмножества ЕаТ, для которых справедлива имплика­
ция 

№М(Т), supp [хсЯ-^С М<я> (г)бЛГ. л=---0, 1, . . . . (3.7) 
В обеих импликациях (3.5) и (3.7) класс Неванлинны /V может 
быть заменен классом Смирнова /V*. 

3.3. С проектором Р тесно связаны два важных вида линей­
ных непрерывных операторов в Я2 . К первому относятся опера­
торы Теплица 

Г Ф / = Р ( Ф / ) , /фея 3 , 
с индексом Ф(£)б£°°(Г). Ввиду теоремы М. Рисса, естественное-
расширение (или сужение при р>2) оператора Ту является 
ограниченным линейным оператором из пространства № в себя 
при любом 1 < р < оо. В отличие от проектора Р, оператор 
Теплица Тф в зависимости от выбора индекса Ф (£)б£°° СО может 
оказаться ограниченным и в пространстве Н1: кроме тривиаль­
ного случая ф(£)е#°°, когда оператор Гф есть_просто мульти­
пликатор / ^ Ф / , можно указать пример Ф (£)==£•, в последнем 
случае 7Ф совпадает с оператором обратного сдвига (Гф/) (z) = 
=z-1(f(z)~f(0)); более содержательные утверждения об огра-

31 



ниченности операторов Тц, в пространстве Н1 были получены 
Стегенгой [464]. Как уже отмечалось в пункте 2.9, операторы 
Теплица Гф с бесконечно дифференцируемыми индексами про­
должаются до ограниченных линейных операторов в простран­
ствах Н*{Т) граничных значений (в смысле распределений) 
функций из НР при 0</?<1. С вопросом об ограниченности опе­
раторов Теплица в ряде других пространств (в частности в 
пространствах Липшица и Бесова) можно ознакомиться по 
обзорной статье В. В. Пеллера и С. В. Хрущева '[77], где ука­
заны также приложения тёплицевых операторов; следует упо­
мянуть и статью Ф. А. Шамояна [116]. Об эффективности при-. 
менения операторов Теплица к задаче восстановления функций 
из Я-3 по их граничным значениям уже говорилось в пунктах 
2.8 и 2.9. В настоящее время тематика тёплицевых операторов 
и ее литературные источники практически ' неисчерпаемы и 
сколько-нибудь подробное их обсуждение выходит за рамки 
настоящего обзора; с элементарной частью теории можно по­
знакомиться, например, по книге Халмоша [105], более подроб­
ное и обстоятельное изложение!—у Дугласа [235], современное 
состояние (одномерной части) теории освещено в уже упоми­
навшейся обзорной статье В. В. Пеллера и С. В. Хрущева [77]. 
Краткие литературные указания об операторах Теплица в мно­
гомерном случае будут даны ниже (см. п. 3.5). 

Второй вид связанных с проектором Р линейных непрерыв­
ных операторов в Я2 составляют операторы Ганкеля 

где Id — тождественный оператор, а индекс 'ф(|)бЬ°°(Г); значе­
ния HJ лежат в ортогональном дополнении Ь2(Т)®Нг подпро­
странства Я2 в L2(T). Начальные сведения об операторах Ган­
келя, включая структуру матриц этих операторов в степенном 
'базисе и классическую теорему Нехари, характеризующую нор­
му оператора Я, как расстояние от индекса <р(.|) до подпрост­
ранства Я°°с:1оа(Г) приведены в монографии Н. К. Никольско­
го [65]. Обстоятельному изучению ганкелевых операторов и их 
различным приложениям, в частности в теории стационарных 
тауссовских процессов посвящен цикл статей В. В. Пеллера 
[74, 75], а также цитированная выше его статья в соавторстве 
с С. В. Хрущевым [77]. 

3.4. Основные свойства интегрального оператора Коши—Се­
те (3.3), (3.4) имеют прямые аналоги для многомерных облас­
тей Й. Ядро Коши—Сегё для Q==C/n, Bn имеет вид 

п 

C(z, £)=(i-(z, £))-«, zeBn, tesn 
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(см. [80, 82]). Как и в случае круга, имеет место разложение 

k=o y=i 
где 

Ф<*>(г), й=0 , 1 , . . . ; / = 1 , . , . , mk, т , = ( й + ^ ) 

—полная ортонормированыая (относительно скалярного произве­
дения -J—-J /(Qg(£)--to(£)) система однородных многочленов 
переменных «!,..., zB, degcp<*>(;.-)=£ (см. [109, 270, 271]). 

Действие интегрального оператора Коши — Сегё на функции 
g (С)в̂ 1 (.S) или борелевские меры \л£М (2) определяется вполне 
аналогичными (3.3) и (3.4) формулами 

G И (*) -=^7-) J с («. 0 g (Q tf a (£) (3.30 

С М (г) = - ! « J С (z, С) ^ (5) ' (3.40 

Равенство f (г) = С [/] (z), являющееся характеристическим 
свойством функций f (z)£Hl (Q) (см. [82, 271]), можно рассмат­
ривать как /1-кратный вариант обычной интегральной формулы 
Коши, если Q = Un

1 и как специальный случай интегральной 
формулы Коши —Лере —Фантапье, если Q—Bn (см. [324]). 

Непрерывность оператора -P:g(Q{cdot}-*C [g] (z) в пространствах 
Lp(Sn), 1</?<оо, установили Кораньи и Вадь [334], показав, 
что если g(Qelp(Sri), 1 < /7< со, то выражение 

W W - j g f f l + l l - n - ^ y J С(£, £)g (£)-<>(£)- (3.8) 

где 
f'1-^ 5)' Re(r ?)>0 
I 1, Re(£, g)<0,. 

представляет граничные значения на Sn интеграла С [g] (z), при 
этом отображение g (£)^(Pg) (Q есть ограниченная проекция из 
L>(Sn) на подпространство (граничных значений функций из) 
НР{ВП). Особый интеграл в (3.8) можно рассматривать как 
прямой многомерный аналог особого интеграла, сыгравшего 
центральную роль в основополагающих исследованиях 
И. И. Привалова по граничным свойствам интеграла типа Коши 
(см. [78, 79]). 

Непосредственные многомерные аналоги (для шара) теорем 
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Колмогорова и Зигмунда из пункта 3.1 (включая утверждения 
о неулучшаемости этих теорем) имеются в книге Рудина [82], 
а теоремы Стейна — у Кранца [341]. 

Необходимо отметить следующую специфику многомерных 
случаев: 

а) на сфере Sn, п > 1, существуют сингулярные (по отноше­
нию к мере Лебега) меры \х, для которых С [\х] (z)£Hl (Bn); 
таким свойством обладают меры, сконцентрированные на кривых 
у: J{-*-Sn, не являющихся нигде комплексно-касательными, 
т. е. (Y'(Z-). Y(^))~-=0' ^6R (CM- монографию Рудина [82]); 

б) на торе Т2 существуют (даже абсолютно непрерывные) 
меры, соответствующие которым интегралы Коши — Сегё 
С щ (z) не имеют граничных значений даже в самом слабом 
смысле ограниченной радиальной сходимости 2 = (/•£-, г£2) >-

>-(£-, £2) почти всюду на Т2 (см. статью Стейна [469]). 
3.5. Тёплицевы операторы в пространствах граничных значе­

ний на 2 функций из Н2(И) изучались в работах: [217, 310, 
315, 316]—для Q=Un и [218, 229, 310,315, 316] - для &=-_„. 
Дуглас и Хоу [236] получили критерии фредгольмовости опера­
торов 7"ф в случае Q = U2 и исследовали условия их обрати­
мости. Коберн [217] разобрал случай теплицевых операторов 
Ту с непрерывным символом Ф (С) на Sn. Дэйви и Джуел [229] 
перенесли на многомерный случай известные утверждения о 
принадлежности спектра оператора Теплица Гф существенной 
области значений индекса Ф (£) и о равенстве ||7\р|| = 
=||Ф.(9||.£оо(5 у весьма подробно ими быди изучены операторы 
Тер с Ф (С)ЕН°° (5„)+ С (5„); близкие вопросы рассматривал Янас 
[309]. Дэйви и Джуел [229] установили также, что характе­
ристическим свойством теплицевых операторов 7\ выделяющим 
их из алгебры всех ограниченных линейных операторов в Н2(Вп)> 

, „ , «„„р.. . - « , . i-i.-r,.,- ..„„.„.„ 
результата для теплицевых операторов в Н2 (Un) служит 
система равенств T*zTTg = 7\ А = 1 , . . . , л . Действие пар 
теплицевых операторов с символами zx и 22 в H2{U2) и Н2(В2) 
рассматривал Джуел [315]. Алгебраические аспекты теории 
теплицевых операторов в случае произвольных ограниченных 
симметрических областей в Сп разбираются в статье Упмейера 
[49.3]. 

Ганкелевы операторы в пространстве граничных значений 
функций из Н2(Вп) рассматривали Койфман, Рохберг и Вейс 
[221], установившие для них, в частности, аналог теоремы Не­
хари. 

3.6. Несколько слов о действии проектора Р в простран­
ствах липшицевых функций. Утверждение о том, что отображе-
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ние g(£)**C[g\(z) действует из пространства Ла» 0 < а < 1 . » 
в ААа, принадлежит И. И. Привалову [412]; ограниченность 
этого отображения в пространствах Л«, 1 < / ? < о о , 0 < а < 1 и: 
Л«, 0 < а < 1 , отмечали Харди и Литлвуд [280]; случай классов 
Бесова В*,р% 0 < / ? < о Ь , а > 0 рассмотрен В. В. Пеллером: 
[74, 75]. Действие проектора Р в пространствах Липшица для 
многомерных областей имеет свои особенности: Ёррике [41] 
установил следующее: если g{£,)&Aa(T

n), 0 < a < 1, п> 1, то 
функция С [g] (z) имеет в Un модуль непрерывности не хуже,. 
но, вообще говоря, и не лучше, чем c*ba\ogn-1 ^; действие one-
ратора g(Q->C [g] (Q, £>£Sn, из пространства Aa(Sn) в себя 
утверждается в [334] лишь-при 0<ос<—. 

3.7. Оператор Q аналитической проекции пространства L2 (Q} 
на соответствующее подпространство Бергмана A2 (Q) ((Qf)(z) -= 
= f(z),(Qf)(z)==f(0) для / (z)&A2 (Q)), имеет интегральное 
представление 

(Qg) I » == CQ j Ka {z, w) g (w) d(D (w), zQQ, (3.9> 
£2 

где KQ (Z, W) — ядро Бергмана области Q (1.5), a CQ —константа, 
обеспечивающая нормировку Q l = l . 

В, П. Захарюта и В. И. Юдович [44] на основе построенной 
Кальдероном и Зигмундом теории сингулярных интегралов. 
установили, что продолжение (сужение при р>2) оператора 
(3.9) на пространство L*>(Q) осуществляет его проекцию на 
подпространство AP{Q) и является непрерывным при любом 
1 </?<.°о. Стейн [472] распространил этот результат на случай 

Q = Bn. Более общие операторы 
С (Кг> (г, ш))а+-

(Qag)(z) = cQ,a) ( 4 ( » . « ) ) « g W - * » ( - ) . 26Q. а>0,(3 .10> 

в произвольных ограниченных симметрических областях Q рас­
сматривал Столл [478] (см. также статью Митчелл и Сэмпсона 
[378]); оказалось, что оператор Qx осуществляет ограниченную-
проекцию, пространства L1 (О) на Л1 (Q). Несколько раньше 
Форелли и Рудин [258] установили, что оператор 

<~ <*>- nn+tm,% 5(Ь S*•<*• w)«{w)da {w)' „ , , , 
вп (o.ll) 

zesn, 
с ядром 

Ks (z, w) -= {1_{Z) w))n^+s > 2» w£Bn, s ec , 
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является ограниченным линейным проектором пространства 
1Р(ВП) на подпространство АР(ВП) ((Tsf)(z)^f(z), (Tj)(z) = 
-•—•-./(0) для / (Z)£AP (Вп)), 1 < / > < оо, в том и только в том 
случае, когда ( 1 + - R e s ) - > 1; в L°° (Bn) оператор (3.11) неогра­
ничен. Имеет место также следующее утверждение типа тео­
ремы М. Рисса: если функция f (z)=u(z)-\-iv(z) аналитична 
в й и /(0)==0, то 

J \f(z)\Pd<u(z)<Ap§\u(z)\Pd<s>(z), 1 < / 7 < оо 

(см. [82, 258] для Q = Bn и [478] для любой ограниченной сим­
метрической области )QczCn); применительно к случаю круга 
Флетт [255] и Ф. А. Шамоян [113] приводят следующее более 
сильное утверждение: 

§(\-\z\)«\f(z)\Pd®(z)<APial(l-\z\)«\u,(z)\Pd(o(z) 
и и 

при любых р > 0 и « > — 1 ; распространение последнего неравен­
ства на случай аналитических функций в шаре, однако лишь 
для значений р > 1 , содержится в статье Столла [478]. 

Норма оператора Ts (3.11), Ts:L2(Bn)^A2(Bn), равна 
i_ 

(Г (1-j-2Res))2 J Г (1+-s) |-1, поэтому осуществляемая им проек­
ция 'гильбертова пространства L2{Bn) на подпространство 
А2(Вп) не является ортогональной при $-£0; как показал 
Коласки [327], при переходе в (3.11) к весовой мере 
ра (-) <-?- (-)> где per (w) = (\ — \w I2)0, a — R e s > — 1 , оператор Г, 
становится ограниченной проекцией пространства Lp (Bn, pff) на 
подпространство АР(ВП) при любом 1</?< со, причем в случае 
р=2, s=o эта проекция является ортогональной. Беколле [154] 
получил полное описание тех борелевских мер (д, в Вп, для ко-
торых оператор Qa (3.10) с Q=Bn и а= . , или, что то же 
самое, оператор Тs (3.11) с s==a — l, a > - l , при переходе 
от элемента меры (1 — | w |2)«-- d® (w) к dp (w) оказывается не­
прерывным в соответствующих пространствах Lp (Вю d\i), 
1 < р < со (и слабо непрерывным в L1 (Bn, d\i))\ абсолютно не­
прерывные (относительно меры Лебега) меры \х с таким свойст­
вом—это в точности меры, удовлетворяющие (Л ̂ -условию 
Ханта— Макенхаупта — Уидена, по поводу которого см. [39]. 

Утверждение о совпадении классов _4«, l{le}~<co, —1< 
< а < оо, с классами тех аналитических функций f (z), z£(J, 
для которых справедливо интегральное представление 

/ W - ^ P ' o - g y ^ W . г&, (3.12) 
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принадлежит М. М. Джрбашяну [35]; распространение этого» 
утверждения на классы A^(Un) дано в статье Г. А. Ониани [70]; 
Г. А. Ониани [69] приводит также следующий факт относительно 
функций в U, имеющих интегральное представление (3.9): если 
glz^L1^), то (Qg) (z)Q П АР. Частные случаи представления 

2 

(3.12) соответственно при а = 0 и а,=-2 имеются у В. Кабайлы 
[51] и Альфорса [134]; кстати, статья Альфорса [134] является 
одной из первых, где установлено существование ограниченной 
проекции из Ll(U) на А1, фактически в ней дано доказательство 
специального случая теоремы Форелли и Рудина, соответству­
ющего п — \. и s = 2. Ограниченность в Ll(U) операторов (3.11) 
с 5>0 отмечалась также Щилдсом и Вильямсом [452], устано­
вившими более общий результат об ограниченности оператора 

g ( z ) ~ i l ± i С --WP-W d(a{w) (злз) 
& v ' {pi} j e l — wz)2+a 

из Ll (U) на подпространство A\z аналитических функций из 
- 1 (--j"» Рг). где весовые функции pi {z) =pt (\z I), i = 1,2, образу­
ют так называемую нормальную пару, т. е-

(1— rf (1— rf 
для некоторых е > 6 > 0 , и р-(г) р2(г) =(1 —г2)а, 0 < г < 1 , где 
а>е— 1; кроме того оказывается, что при замене в (3.13) веса 
р-('ш) на p2(~0 отображение (3.13) определит ограниченный 
линейный оператор из L°° {(J) на пространство -Д^ тех аналити­
ческих функций f(z), Z&U, для которых рх (z) f (2.)б£°° (U). 

Тёплицевы операторы rjf) с символами Ф (z)£L°° (U), дейст­
вующие в весовых пространствах Бергмана Л2,, £ = 0 , 1, ..... 
и определяемые соотношением Tip)f(z)=Tk(4>f)(z), где Tk — 
оператор (3.11) для £.>---=£/, изучал Джуел [316], рассмотревший 
также операторы Теплица Т<р'к) из А) в А%, k>j; оказалось, 
что операторы Т^ тесно связаны с теплиц евыми операторами 
в пространствах граничных значений функций из И2(Вп) (см. 
п. 3.5). Причина такой связи, также как и определенной аналогии 
свойств нулевых множеств классов А„ и ИР (Вп) (см. п. 6.4)> 
просматривается уже в ходе следующего элементарного наблю­
дения: если аналитическая в Вп функция f(z) = f(Zi, ..., zn) 
не зависит от переменных zk, . •. > zai то условия / (Z)QHP (Bn) 
и / (z^A^kiBk-i) равносильны. Относительно общих функцио­
нально-аналитических свойств операторов Теплица Тq,f==Q{^f) 
с символами ф (z)£L°° (Lf) см. работы [353, 372]. 

Как уже отмечалось в пункте 1.4, функции / (z)eAAa(Bn)* 
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П>\, удовлетворяют вдоль некоторых направлений условию 
•Липшица с большим, чем а, показателем, и этот факт, замечен­
ный Стейном, послужил основой для данного им в [472] опре­
деления неизотропных пространств Липшица Та(Вп), отражающих 
указанное свойство аналитических функций: АТа(Вп) = ААа(Вп); 
•одновременно с этим Стейн доказал, что проектор Q (3.9) дейст­
вует непрерывно из Га(Вп) в АГа(Вп); в упрощенной формули­
ровке этот результат Стейна означает, что если g (.г)6Ла {Вп), 
то (Qg){z)eAA^(Bn). 

2 

§ 4. ГАРМОНИЧЕСКИЕ МАЖОРАНТЫ И ИНТЕГРАЛ ПУАССОНА 

4.1. Как известно, понятие вещественной гармонической 
•функции переменного z — x + iy имеет несколько различных рас­
пространений на случай многих комплексных переменных. Так 
в областях QczCn, я > 1 , наряду с классом 

а) гармонических, т. е. удовлетворяющих уравнению Лапласа 
п 

Аи = \ Д,Й==0, где Д ;й,=4 --=—, функций tt(z) pac-
jSi dzjdzi 

•сматривают также классы: 
б) /г-гармонических функций u(z), z£Un, т. е. удовлетворяю­

щих системе уравнений Ду.#=-0, у—-1, . . . , ft; 
в) .^-гармонических (в терминологии Рудина [82]) функций 

u(z), z£Bn, являющихся решениями уравнения Аи=0 для опера­
тора Лапласа —Бельтрами 

frmV-wfe^-iz&J^-), (4.1) 
\ji teltej kfjti dzjdzk J 

называемого также инвариантным оператором Лапласа в силу 
равенства A(t»o-.|)) = (A.o)o-.]) для любой гладкой функции v(z) 
и любого аналитического автоморфизма гр (.е) шара Д.; 

г) плюригармонических функций и (z), z£Q, определяемых 
системой уравнений 

———-===0, /,.-г = 1 , . . . , ft; 
OZjOZk 

д) функций u(z), являющихся вещественными частями ана­
литических функций в Q. 

В случае круга все эти определения, очевидно, эквивалент­
ны; для поликруга и шара, ввиду их односвязности, совпадают 
классы, определяемые пунктами г) и д ) , причем для шара эти 
классы состоят в точности из функций, являющихся одновре­
менно гармоническими и ^-гармоническими (см. [82]), 

4.2. Роль гармонических функций и их перечисленных разно­
видностей в теории классов Харди проявляется уже в том, что 
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в терминах этих функций могут быть даны другие, но для рас­
сматриваемых областей Q эквивалентные определения классов 
N (Q), HP(Q) и ВМОА (Q). Именно, аналитическая функция 
/ ( г ) , 26Й, принадлежит классу 7/ф(Й) (в частности, классу 
N (&) при Ф(*) = *+ и классу №(Q), р>0, при Ф(^)=^) , если 
функция Ф (leg | /(.г) |) имеет в области Q мажоранту U(z) (т. е. 
Ф (log | / (2) |) < и (z), z£L), являющуюся я-гармонической, если 
Q = Un и гармонической или ^-гармонической, если Q=Bn 
(см. [80, 82]). Следует подчеркнуть, что в смысле этого опре­
деления классов Н^(Вп) требования существования у функции 
*(-og \fiz) I) гармонической или ^-гармонической мажоранты 
являются взаимозаменяемыми, однако использование ^-гармони­
ческой мажоранты предпочтительнее, поскольку оно автомати­
чески обеспечивает свойство инвариантности классов //Ф(В„) 
относительно автоморфизмов шара Вп: /(.г)€//ф(Бл)^-/оф(.г)б 
€#Ф(.Б„), ty(z)£AutBn; требование же существования у функции 
<p(log|f(z)|) мажоранты u(z), которая являлась бы одновре­
менно гармонической и -^-гармонической в Вп, т. е. плюригар-
монической, оказывается существенно более обременительным и 
приводит к иным классам, обладающим весьма специфическими 
свойствами; эти классы будут рассмотрены в пункте 11.2. 

В аналогичных терминах могут быть даны и определения 
класса ВМОА, эквивалентные приведенным в пункте 1.4. Имен­
но, для аналитической функции f(z), z&Ut включение f(z){in} 
еВМОА равносильно условию 

sup и„ (w) < оо, 
wQU 

где для фиксированной точки wGU uw(z) обозначает гармониче­
скую мажоранту в U либо функции \f(z)—f(w)\* при любом 
(или при некотором) р>0, либо функции log+|f(z)—f(w)\ 
(см. [325]). 

4.3. Приведенные в предыдущем пункте определения клас­
сов Неванлинны, Харди и ВМОА с использованием понятия 
(п-, Ж-) гармонической мажоранты хорошо приспособлены для 
их перенесения на случай гораздо более общих, чем рассмат­
риваемые в этом обзоре, одно- и многомерных областей Й; 
здесь это будет проиллюстрировано лишь применительно к во­
просу об устранимых особенностях функций перечисленных 
классов (вопрос об устранимых особенностях ограниченных 
аналитических функций полностью решается известной теоре­
мой Римана о продолжении). 

Первый результат в этом направлении был получен Парро 
[401], установившим следующее: если компакт KaU имеет ну­
левую логарифмическую емкость, то любая аналитическая 
функция f(z), z£U\K, такая что |f(z)|* имеет при некотором 
р>0 гармоническую мажоранту в U\K (обозначение f(z){in} 
BHP(U\K)), продолжается до аналитической в U функции 
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класса HP = HP(U); применительно к функциям класса Неван-
линны в [401] был получен более слабый результат, а именно, 
если log + | / ( z ) | имеет гармоническую мажоранту в U\K, то 
аналитическая функция f(z), z&U\K, имеет мероморфное про­
должение в U, принадлежащее аналогу класса ..V мероморфных 
функций в U ограниченной характеристики. 

Следует отметить, что у Парро [401] приведенные резуль­
таты формулируются в более общей ситуации классов Харди на 
римановых поверхностях, в связи с этим см. также монографию 
Хейнса [294]. 

В многомерном случае Чима и Грэхэм [206] установили, 
что множеством устранимых особенностей для функций классов 
Харди является любое аналитическое подмногообразие VczQ, 
другими словами, справедлив следующий результат: если ана­
литическая функция f{z), z£Q\V, такова, что \f(z) \v имеет при 
некотором р > 0 гармоническую или «-гармоническую (соответ­
ственно случаям Q = Bn и Q — Un) мажоранту в Q \ F , т. е. если 
f(z)£HP(Q\V), то функция f(z) продолжается до аналитиче­
ской функции в Q класса Hv(Q); как и у Парро [401], для 
функций класса Неванлинны в [206] содержится более слабое 
утверждение: если log+|f(;e)| имеет в Bn\V плюригармониче-
скую мажоранту, то аналитическая в i 5 n \ V функция f(z) до­
пускает мероморфное продолжение в Вп, принадлежащее клас­
су Неванлинны мероморфных функций в Вп, удовлетворяющих 
условию (1.3). Усиление результатов Чимы и Грэхэма дал Яр-
ви [311], показавший ,что в сформулированных выше утверждени­
ях для функций классов Hv(Q), p>0, вместо аналитического 
подмногообразия l/czQ может быть взято любое относи­
тельно замкнутое полярное (n-полярное, если Q = Un) подмно­
жество в Й, т. е. множество вида {z6Q; u(z)—— oo} для неко­
торой субгармонической (^-субгармонической, если Q = Un) 
функции u(z), 2{in}Q; любое аналитическое подмногообразие яв­
ляется (п.-) полярным. Применительно к случаю поликруга 
Сингман [456] и Сегрел [196] установили, что требование п-ио-
лярности подмножества VczUn для того, чтобы оно было мно­
жеством устранимых особенностей для функций классов 
Hp(Un), p>0 , и даже более общих классов #Ф(/7П), соответст­
вующих произвольным строго выпуклым функциям <p(zf) 
(см. п. 1.2), допускает дальнейшее ослабление путем замены его 
специально определяемым понятием п.-пренебрежимого подмно­
жества. 

Ямасита [515] показал, что любое подмножество KczU, яв­
ляющееся множеством устранимых особенностей для функций 
класса Я2 (в частности, любой компакт KczU нулевой лога­
рифмической емкости), является также множеством устрани­
мых особенностей и для функций класса ВМОА. Чима и Грэ­
хэм [207] получили некоторые достаточные характеристики 
множеств устранимых' особенностей для функций Блоха, или, 
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что то же самое (см. п. 1.4), аналитических функций, удовлет­
воряющих телесному -ЗЛЮ-условию, в единичном круге и шаре;. 
этот же вопрос рассматривается в статье Кауфмана [321]. 

4.4. Как и в случае гармонических функций в круге, имеется 
тесная связь между перечисленными в пункте 4.1 многомерными 
разновидностями гармонических функций и интегральным опе­
ратором (интегралом) Пуассона 

Р И (*) = ^ р ) \ Р (*• ^ В (£)do (Q, гбО, (4.2) 

или, более общо, 

P[\i](z) = ~^P(z, g)d|i(£), z£Q, (4.3> 
2 

определенном на пространстве Iх (2). или М (2) (вещественных 
или комплексных в зависимости от контекста) суммируемых 
функций g (С) или борелевских мер (х на 2 . Ядро Р (z, Q этого 
оператора (ядро Пуассона) определяется соответственно случаям 
а), б), в) из пункта 4.1 формулами: 

-°(2- £) = г £ - т р ' zeBn> Se5r" (4'4) 

л 

-?(*• 9 - П т т р Щ - - «6С/», СеГ\ (4.5). 

?{*> 9 - ,1—^1! o r '• z G S ! " С 6 5 Л " ( 4 , 6 ) ' 
Интеграл Пуассона (4.2) с ядром (4.4), (4.5), (4.6) дает реше­
ние задачи Дирихле в Un или Вп соответственно для обычного 
оператора Лапласа А, п одномерных (комплексных) операто­
ров Лапласа Ait / = 1 , . . . , п, и оператора Лапласа—Бельтрами 
А (4.1). Ядра (4.5) и (4.6) чаще называют ядрами Пуассона— 
Сегё соответственно для Оп и Вп, их связь с ядрами Коши— 
Сегё' (см. п. 3.4) для Un и Вп определяется соотношением 

P(z, О - 1 с(
(г, Ci)J'' *eQ' S62-

В ряде вопросов теории классов Харди в единичном шаре Вп 
ядро Пуассона—Сегё (4.6), называемое также инвариантным 
ядром Пуассона [82], и классическое ядро Пуассона (4.4) яв­
ляются взаимозаменяемыми, однако последнее все же лучше 
приспособлено к задачам вещественного, а не комплексного 
анализа. 

4.5. Если функция f(z)£N(Q) и f ( z ) ^ 0 , то среди совокуп­
ности всех /г-гармонических в случае Q = Un и гармонических-
или ^-гармонических, если Q = Bn, мажорант функции \og\f(z) \ 
(см. п. 4.2) существует наименьшая, являющаяся интегралом 
Пуассона (4.3) некоторой вещественной борелевской меры 
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"V/ на .2. Разложение меры v/ на абсолютно непрерывную (отно­
сительно меры Лебега) и сингулярную составляющие имеет вид 

*>,(£) = log |/(C)|rfff(Q+tf*/(9. 
где /(£) — граничные значения функции / ( г ) на 2, причем, как 
уже отмечалось в пункте 2.5, log I /(£) |G_-(2); мера v̂c назы­
вается граничной мерой по отношению к log | / (z) |, при этом 

J d v ^ O - l l m flog|/(rC)|flfa(C). 

•Условие / (2)6iV* (Q) равносильно равенству нулю положитель­
ного изменения nf

+ меры ту. log | / (z) | < P [log | / \] (z), 2.6Q; 
если /(г)б//ф(й) Для строго выпуклой функции ф(£) (см. 
п. 1.2), то 

Ф (log | У («)|) </> [Ф (log | /1)] (г), z£Q, 
« частности, если /(2)еЯ-°(й), р > 0 , то 

| /(2) |"<PD/IP1(2). *6Q.' 
Как следствие отсюда вытекает, что в данном в пункте 4.2 оп­
ределении классов ЯФ(Й) можно дополнительно ч потребовать 
(как, например, это делают Хан и Митчелл [270]), чтобы {п-, 
Ж-) гармоническая мажоранта функции ,<p(log|/:(z) |) в Q была 
интегралом Пуассона (4.2) некоторой суммируемой функции на 
.2; подробности можно найти у Рудина [80, 82], Столла [476, 
477], Хана и Митчелл [2701. 

Наличие ненулевой положительной составляющей т/+ у 
•сингулярной части т/ граничной меры v/ функции log|jf(2.)| в 
•случае, когда f (z){in}JV(iQ)\iv"*(Q), как раз и объясняет указан­
ное в пункте 2.6 несогласование метрик (1.4) и (2.11) в классе 
Неванлинны iV(Q), поскольку 

!l/HIW=||/©lk-f^т;(2), -/<z)e-v(Q), 
при этом следует отметить, что положительные изменения син­
гулярных составляющих граничных мер функций log|/(.z)| 
и log(l +1/(2)1) для f(z)6N{Q) совпадают (см. *[232, 385, 473]). 
•Относительно метрики (1.4) класс 7V(Q) является полным метри­
ческим, но не линейным метрическим пространством, поскольку 
умножение на константы в нем не обладает свойством непре-
рывности: Д1т1|а/(2)||лг=-=-4г-т/(2) (см. [385, 422,451]), вве-
дение же метрики (2.11) превращает класс N(Q) в линейное 
метрическое пространство, которое, однако, не является полным 
(см. [519]). Подробно весьма специфические топологические 
свойства класса Неванлинны обсуждаются в статьях Шапиро и 
Шилдса [451], Робертса [422], Неслроуда и Столла [385]. 
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В отношении сингулярных составляющих граничных мер 
функций log |,f(z)| в предположении, что f (z) 6/V*(Q), справед­
ливы утверждения типа теоремы Фростмана [261]: а) т/-а — 0, 
или, что то же самое, граничная мера функции log|f(z)—а| яв­
ляется абсолютно непрерывной для всех a{in}C, за исключением, 
быть может, подмножества EczC нулевой логарифмической ем­
кости; б) для любого компакта Л с С положительной емкости 
существует а=а^К такое, что т/_а—0 (подробно об этом см. 
статью Столла [476]). 

§ 5, МАКСИМАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ И АТОМИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ 
5.1. Для любой функции f(z), определенной в области Q, не­

касательная максимальная функция Maf(t,), £62, точнее макси­
мальная функция по некасательным направлениям определяет­
ся для каждого а > 1 равенством 

М а / ( 9 = sup | / (2) | , £{in}2, (5.1) 

где -s#a(£) обозначает одно- или многомерную область вида (2.1), 
если Q==_„, /г>1, или прямое произведение п таких одномерных 
областей, если Q = Un. При определении некасательной макси­
мальной функции вместо s&a (£) можно брать области и другого 
вида, важно лишь, чтобы при всех возможных подходах точки z 
в (5.1) к граничной точке £ выполнялось условие т^-п—гг<Са<оо 
(см., например, [281]). 

Замена в (5.1) в случае Q=Bn «некасательной» области (2.1) 
«допустимой» областью (2.3) приводит к понятию допустимой 
максимальной функции, совпадающей при п — \ с некасательной 
максимальной функцией. Более простой разновидностью является 
радиальная максимальная функция Mrad/(C) = sup |/(rC)|, S6-S, 

0<г<1 
которой можно обойтись во многих,* но не во всех (см., напри­
мер, .[178], теорема 2', [341] случаях. 

5.2. Первые результаты о максимальных функциях для ана­
литических и гармонических функций в круге были опубликова­
ны Харди и Литлвудом в [281]. Применительно к аналитиче­
ским функциям f(z), zQU, ими было установлено, что для лю­
бых а > 1 и 0</?<оо 

' . (M*f (5))'tfa (C) < Аа, р sup \\f (rQ\Pdo (£), 
•1 0<л<1 jJ 

другими словами, справедлива импликация 
f (z)Wp=>Maf ®eLP (Т), а > 0 , 0 < / 7 < о о ; 

для гармонических функций это верно лишь при р > 1 . 
Для многомерных областей Q аналоги теоремы Харди— 

Литлвуда (преимущественно для радиальнЪй максимальной 
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функции) были установлены: Бохнером [166, 167], Зигмундом 
[528], Раухом [413, 414]—для поликруга и Раухом [414], 
Бохнером [ 1 6 7 ] - для шара. Основной момент доказательства 
Рауха [414], типичный и для последующих работ, состоит в 
установлении неравенства 

$ (g. {Wdo © < Ср ^ | g (Q j Pdc (С), g © G ^ (S„), /7 > 1, 

где 
& ( е ) = = 8 Л ^ т Ь ) ) S I*©'*0©' -*sB, 

5(r , 9—{|eS„; | g - £ | < r } , .{in}5„ (5.2) 
в свою очередь функция g^ (£) мажорирует максимальную функ­
цию гармонического продолжения в Вп функции g(£). Этот же 
прием встречается у Кораньи [330-332] при доказательстве 
неравенства 

l(MaP[g\&)pdv®<Aa,p^\g(i)\Pdo(t>), а > 1 , - > 1 , (5.3) 

для допустимой максимальной функции интеграла Пуассона 
Р[§](г) Функции g(t,)£Lp(Sn); неравенство (5.3) с заменой 
интеграла Пуассона P[g] (z) интегралом Коши—Сегё C[g] (z) 
было получено Кораньи и Вадем [334] (см. также [82§). 

5.3. Сформулированная выше теорема Харди—Литлвуда о 
максимальной функции может быть представлена в следующей 
эквивалентной форме: если функция f(z)=u(z)+iv(z) анали-
тична в U, то для любых а > 1 и 0</?<°° выполняется нера­
венство 

J (Matt QW do (C\<са,Р sup J | / (rQ\P do (Q, (5.4) 
j 0<r<l f 

другими словами, f (z)£HP=>Mati((,)£Lp(T). Чрезвычайно важную 
роль в современной теории классов Харди сыграло данное Бурк-
хольдером, Ганди и Сильверстейном [178] доказательство обрат­
ного по отношению к (5.4) неравенства 

sup J | / (rQ\p do (С) < Ca>p f (Maa (W do (С) (5.5) 
0<г<1 f f 

(при обычной нормировке •з(0)=0); интерес здесь представляет 
лишь случай ~ < 1 , поскольку при 1</?<оо неравенство (5.5) 
вытекает из теоремы М. Рисса о сопряженных гармонических 
функциях (см. п. 3.1). Таким образом, f (z)&fP<=*Maa (Q&P (T), 
0 < / ? < ° ° . Данное в [178] доказательство неравенства (5.5) па 
своей природе является вероятностным и основывается на пере­
ходе от максимальной функции .Ма#(С) к другой максимальной 
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функции Mzti — случайной величине, значения которой определя­
ются (случайными) траекториями двумерного броуновского дви­
жения {Zi}, начинающегося в точке z = 0 в момент времени 
t==0: 

Mzti = sup | и (Zt)\, где nr = inf {t > 0; | Zi | = 1} (5.6) 
0 < * < T 

— (случайный) момент первого выхода броуновской частицы 
(ее траектория с вероятностью 1 есть непрерывная кривая в С) 
на границу круга U. Самое существенное — это то, что распре­
деления максимальных функций Mau(t,) (5.1) и Mzu (5.6) поч­
ти совпадают: 

са Prob {Mzti > X} < о ({Matt > Ц) < Са Prob {Mzu > Ц; 
случайный же процесс {/(Zf)} с точностью до замены времен­
ного переменного t 

t 

^PpW- P/W--Jl/ ,(^)l2^, 0<*<т, (5.7) 
о 

опять является стандартным броуновским движением, при этом 
математические ожидания величин (MztCf и (Mzv)p, где, как 
и выше, f{z) =-и(z)-\-iv(z), связаны неравенствами 

срЕ \{MZU)P\ <Е \(MzvY\ < СрЕ [{Mztt)p\. 
Попутно устанавливается следущее вероятностное описание 
классов Харди: / (Z)£HP^E [(р \х))р12\ < со, где р (t) опреде­
ляется из ф-7), а г - и з (5.6). 

Результат Буркхольдера, Ганди и Сильверстейна широко об­
суждался и продолжает обсуждаться в литературе (см., напри­
мер, [175, 223, 230, 231, 492]), его расширенному изложению 
специально посвящена монография Петерсена [404]. Распрост­
ранение этого результата на бикруг, также являющееся вероят­
ностным в своей основе, было дано Ганди и Стейном [269]. 

5.4. Развитие результатов и методов, кратко изложенных в 
предыдущих двух пунктах, привело также к следующим эквива­
лентным описаниям классов НР(ВП), p{le}l, в каком-то смысле 
служащих аналогами характеристики классов Я-°(_п) при 
1<р<<х> как аналитических проекций пространств LP(Sn) 

Первое из этих описаний дается в терминах допустимой 
максимальной функции и состоит в следующем. Пусть •#£ах(-5л) 
обозначает совокупность всех тех распределений (обобщенных 
функций) v на Sn, действие которых на ядро Пуассона —Сегё 
(4.6) P[v](z) = (v, Pz)Sn, Pz(Q = P(z, С), zeBn, C€S„, обладает 
тем свойством, что соответствующая допустимая максимальная. 
функция принадлежит пространству LP(Sn): 

Я£а х (Sn) ={v6£> (S„); MaP [v] (C)&> (Sn)} 
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(от значения а > 1 эта совокупность не зависит). Ортогональная 
проекция Р: L2(Sn)-^H2(Bn), которую осуществляет интеграль­
ный оператор Коши — Сегё (3.3), продолжается до ограниченного 
оператора в пространстве обобщенных функций H^(Sn) с ква­
зинормой 

| ^ В « . р = | | Ж в Р М ( С ) | | ^ я ) (5.8) 

(конкретное значение а роли не играет), причем образ эт'ого 
оператора как раз совпадает с Нр (Вп): 

№ {Bn)={f (г) = С [v] (г); v{in}#£ax (Sn)}. 

При рУ\ это описание не содержит ничего нового, поскольку 
в этом случае ^ax(5„)=L"-°(Sre). 

Второе описание классов НР (Вп), ~ < 1 , связано с так назы­
ваемым атомическим разложением. Именно, /7-атомом, /?{le}l, на 

_i_ 
Sn называют либо постоянную функцию а0 (С) = (с (2)) Р , либо 
функцию а (С), Сб5„, равную нулю вне некоторого «шара» 

5 (Л С) =№Sn; 11 - (£, С)| < г}, leSn, (5.9) 
—L 

и удовлетворяющую условиям: а) |а(£) |<(а(5(г, £))) р, l&Sn, 
б) ja(C)^a(C)=0 (с заменой при / ? < - - т - условия б) более 

общим условием обращения в нуль всех моментов функции <z(Q 
порядков не выше я[ 1)1. Пусть Hit(Sn) обозначает сово­
купность всех распределений v{in}-D (Sn) (обобщенных функций 
на Sn), допускающих разложение вида 

оо оо 

v = 2 M k , xft6c, 21я*и< °°- (5л0> 
где ak = ak(Z>), k—0, I, . . . , — "-атомы, а сходимость в (5.10) 
понимается в смысле слабой топологии пространства D (Sn) = 
= (C°°(Sn))*. Основной результат Гарнетта и Лэттера [264] 
утверждает, что •#&(^.«)=-^ш.х (Sn), причем имеет место экви­
валентность соответствующих квазинорм (5.8) и 

|

о о оо •* 

Классы Нр (Вп), ~-<1, можно, таким образом, рассматривать и 
как аналитические проекции пространств Hit (Sn): 

1 00 ОО 

/ (2)-2^CM(2) :2IMP< °° 
k=0 k—Q 
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где ak=ak(Z,), . £ = - 0 , 1 , . . . , — --атомы; «проекции» C[ak](z) 
этих атомов, которые являются аналитическими функциями 
в Вп, называют аналитическими (голоморфными) /?-атомами-
Подробное изложение вопросов, затронутых в этом пункте, 
можно найти в работах [220, 221, 223, 264, 341], здесь же еще 
следует отметить лишь следующий факт, установленный 
в статье Кранца [341]: при описании классов НР (Вп), / ?<1 , . 
через пространства //max (Sn) и //ft (Sn) максимальную функцию. 
интеграла Пуассона Р [v] (z) распределений v£D (Sn) сущест­
венно понимать именно как допустимую, а не некасательную-
максимальную функцию, а «шары» (5.9) при определении р-ато-
мов нельзя заменить «шарами» (5.2): пространства распределений 
//max' {Sn) и //ft' (S„), определяемые по изложенной выше схеме,. 
но через некасательную максимальную функцию и с использо­
ванием «шаров» (5.2) по-прежнему совпадают между собой, 
но их аналитическая проекция уже не есть Н$(Вп). 

На случай классов Харди в поликруге изложенные в этом 
пункте результаты распространяются лишь частично (см. 
[221]). 

5.5 Роль атомических разложений, о которых кратко гово­
рилось в предыдущем пункте, заключается прежде всего в том., 
что они в ряде случаев позволяют свести вывод весьма глубоких 
результатов к относительно простым действиям с элементарны­
ми блоками — атомами. По своей сути, однако, атомическое 
разложение является аппаратом исключительно «вещественно­
го» анализа, и упоминавшиеся выше голоморфные атомы от­
нюдь не есть атомы в строгом смысле слова. В определенном 
отношении подходящей заменой атомов как элементарных бло­
ков применительно к пространствам аналитических (и гармони­
ческих) функций могут служить так называемые молекулы, 
введенные в [223], сами имеющие атомическое разложение. 
Характерным примером молекулярного разложения является 
полученное Койфманом и Рохбергом [222] представление функ­
ций классов Бергмана AP(Q), имеющее наиболее простой вид в 
случае 0 < р < 2 : существуют последовательности точек {zi}, 2.,6Q, 
и постоянные С\ и С2, зависящие лишь от р и {zi}, такие, что-
для любой функции f(z)£Av(Q) справедливо разложение 

со J _ 

i-i 

где Kq(z, w), г, .м>6Й»—ядро Бергмана области О, (п. 1.3), а 
XfiC, £==1,2, . . . , при этом 

оо 

2l4p<CiJ|/(«)|M©(*); 
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обратно, если комплексные Xv к2, . . . таковы, что ^ | Л£ |<° < оо, 
£ = = 1 

то функция f (z), z{in}Q, определяемая равенством (5.11), при­
надлежит классу Ар(й) и 

со 

j l /(z)|-*^2)<C22U
i | ' . 

й г - 1 
С соответствующими модификациями/разложения (5.11) резуль­
тат верен также для р>2 и для весовых классов Бергмана 
Aa(Q), 0 < - < со, а > — 1 , подробности можно найти в статье 
Койфмана и Рохберга [222]. 

§ 6. ХАРАКТЕРИСТИКА НУЛЕВЫХ МНОЖЕСТВ 

6.1. Пусть Zf обозначает множество всех нулей (нулевое 
множество) аналитической функции /^)ф0 в области Q; если 
при этом / (z) принадлежит некоторому классу аналитических 
•функций в Q, то соответствующее множество Zf называют 
нулевым множеством этого класса. Понятие нулевого множества 
•требует следующего уточнения: говорят, что аналитические 
функции / (z) и g (z) имеют одни и те же нули в Q, если обе 

f (2) £(z) 
функции ~— и --—-у являются аналитическими в Q; последнее 
означает большее, чем просто совпадение множеств Zf и Zg, 
поскольку одновременно учитывает и совпадение кратностеи 
нулей (см., например, [82]). 

В случае аналитических функций одного переменного учет 
.кратностеи нулей проще всего осуществить, представляя нуле­
вые множества Zf в виде (конечных или бесконечных) последо­
вательностей {Zfe}, считая, что каждый нуль функции f(z) вхо­
дит в эту последовательность столько раз, какова его кратность. 
При переходе к многомерному случаю, когда нули аналитических 
•функций уже не являются изолированными, на смену 
последовательностям приходит понятие дивизора — аналити­
ческого подмногообразия ZczQ единичной (комплексной) ко­
размерности, рассматриваемого вместе с целочисленной функ­
цией m(z), сохраняющей постоянное значение на каждой связ­
ной компоненте подмножества регулярных точек в Z. Если 
Z=Zf для аналитической функции f\z), z£Q, а яг(.г) есть крат­
ность нуля этой функции в точке 2{in}Z, то дивизор (Z, т) назы­
вают ассоциированным с функцией f(z). Следуя Лелону 
(см., например, [347)], каждому такому дивизору (Z,m) можно 

п 

поставить в соответствие (1,1)-поток 0 z = 2* §kjdzk/\dz3 (т. е. 

.дифференциальную форму бистепени (1, 1) с коэффициентами — 
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распределениями 0ftj€(-o° (Q))* или, точнее, линейный непрерыв­
ный функционал на пространстве дифференциальных форм 
дополнительной бистепени {п— 1, п—1) с коэффициентами 
из CS°(Q) (/г=dimQ) — ада лог обобщенной функции (распределе­
ния), когда в качестве пробных выступают не бесконечно диф­
ференцируемые функции с компактными носителями KczQ, a 
(п— 1, п— 1)-дифференциальные формы, имеющие коэффициен­
тами такие функции); именно, Bz=~ddlog\ f(z)\. Этот поток 
является замкнутым (d®z=0, т. е. @z аннулирует точные формы), 

сосредоточенным на Z и положительным 2 Qbjan&] е с т ь поло-
жительная мера для любого ненулевого вектора (&., . . . , aw){in}Cra). 
Характеристика дивизора (Z, т) выражается через условия на 
коэффициенты потока @z- например, элемент поверхностной меры 
на Z с весом m(z) дается выражением ®z/\{r>dd \z\2)n~1/(n—1)!. 
Отыскание аналитической функции / (z), z£Q, ассоциирован­
ной с данным дивизором (Z, т) и к тому же принадлежащей 
требуемому классу, сводится к нахождению решения с соответ­
ствующими оценками ^-уравнения да=со, где со —(0, ^-диффе­
ренциальная форма такая, что - dcu=©z, поскольку любое реше­
ние уравнения ~ddu=®z представимо в виде ti (z) =•= log | / (z) |, 
где / (z) — аналитическая функция в Q, ассоциированная с диви­
зором (Z, т). Подробно об этом см., например, [107, 162, 
457, 495]. 

6.2. Фундаментальным фактом теории классов Харди и 
Неванлинны в единичном круге является совпадение совокуп­
ностей нулевых множеств классов /V и Н°°, а следовательно, 
и всех промежуточных классов N*, //ф, № . Этот факт не­
посредственно вытекает из следующих двух утверждений, 
принадлежащих соответственно Бляшке [165] и Неванлинне 
[389]: а) если последовательность {zk}, 0 < | zk | < 1, удовлетво­
ряет условию Бляшке 

2 ( l — |z f t | )<oo, (6.1) 
k 

то соответствующее произведение Бляшке 
B(z)^B(z;zk)=Ill-^^^~ (6.2) 

является ограниченной аналитической функцией в U, нули ко­
торой с учетом кратностей есть в точности точки последова­
тельности {г/ч}; б) если f(z)£N и $(г)Ф0, то нули {zk} функции 
f{z), выписанные с учетом их кратностей, удовлетворяют усло­
вию (6.1). 

4-3477 22 49 



Очевидным следствием этих утверждений является и другое 
свойство нулевых множеств классов Харди и Неванлинны в еди­
ничном круге: совокупности нулевых множеств каждого из этих 
классов замкнуты относительно операции конечного объедине­
ния. Как показал Горовиц [303], оба перечисленных свойства 
теряют силу при переходе к классам Бергмана ЛР И ИХ обобще­
ниям— весовым классам Бергмана Л£ (см. п. 1.3), именно, 
справедливы следующие утверждения: а) каковы бы ни были 
0<p<<7{le}oo, классы АР и Ач обладают различным запасом ну­
левых множеств; б) объединение двух нулевых множеств клас-

са Л-3, 0<p{le}oo, является нулевым множеством класа Л 2 , но не 
обязано быть таковым для любого класса Л<- с q> §• (нулевые 
множества весовых классов Л« обладают аналогичными свой­
ствами). Приведенные утверждения Шапиро [449] распространил 
как на классы аналитических функций /(.г), zW, удовлетворя­
ющих условию 9(log!f(z) |)6L1(..7, d\i), где <р(0—строго вы­
пуклая функция (см. п. 1.2), a {mu} — неотрицательная радиальная 
мера (т. е. d\i{z) —d\k(\z\), zW), так и на весовые классы 
Бергмана в областях QczCn. 

Судя уже по этим утверждениям, задача полного описания 
нулей функций классов Бергмана даже в одномерном случае 
является весьма сложной (и до сих пор нерешенной). Подобное 
описание, в отличие от характеристики (6.1) нулей функций 
классов Харди в единичном круге, заведомо не может быть да­
но в терминах лишь модулей нулей: М. М. Джрбашян [35] за­
метил, что если аналитическая функция f{z), zW, имеет огра­
ничение на рост вида 

l/(2)|«0((i-.|z|)-p), p>o, zeu, (б.з> 
в частности, если /{г)£А%, р>0, а > — 1 , то те ее нули, 
которые лежат внутри фиксированного угла, вписанного в еди­
ничную окружность, необходимо удовлетворяют условию Бляшке 
(6.1) (последнее отнюдь не обязано выполняться при произволь­
ном расположении нулей); Шапиро и Шилдс [445] установили 
этот же факт при более слабом, чем (6.3), ограничении 

| / ( « ) | = 0(ехр(1-1г|)-Р), p < i - zW. 

В связи с этим следует отметить, что если аналитическая функ­
ция f(z) является нормальной в U (в смысле Лехто и Вирта-
нена [346]) и {zk} есть последовательность ее нулей, то 

(1 — ] Zk \) < - для любого круга £/-, касающегося изнутри 

окружности Т. Ясно, таким образом, что приведенные в [35] и 
[303] необходимые характеристики нулей {zk} функций / (£)6-A£ ,_ 

2 
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имеющие вид 
1 

5( l - r )«exp ip^^dt \dr< oo, 
о \ о / 

где и (t) — число нулей функции f (z), /(())=•£0,-в круге {|.г|<^} 
п 

111 2*| 
й=1 

- 1 . = 0 
/ 1+а\ 

l « ' J 

2 ( l - | 2 * D P 0 g ( l - | e A | ) ] - l - e < o o , 8 > 0 , 

(некоторое усиление последнего условия дано в [86]), не могут 
быть достаточными. Полное, хотя и малообозримое описание 
нулевых множеств функций f (z)Q{j АР, или, что то же самое, 

р>0 
удовлетворяющих условию (6.3) при некотором р==-Р/>0, было-
получено Коренблюмом [337, 338]. Описание, нулевых множеств 
классов Неванлинны — Джрбашяна Jfa (см. п. 1.3), объемлющих 
по отношению к классам А^, /?>0, а > — 1 , напротив, имеет 
весьма простой и сходный с (6.1) вид 

2 ( 1 _ | 2 , | ) 2 + а < 0 о (6.4> 
k 

(переходя в (6.1) при аг->—1 и иллюстрируя тем самым уже 
отмечавшийся в пункте 1.3 факт о возможности, по крайней. 
мере формально, рассматривать класс /V" как предельный слу­
чай классов Jfa). Доказательство необходимости условия (6.4) 
можно найти у Неванлинны [64]; конструктивное доказательст­
во достаточности этого условия получил Ф. А. Шамоян [112]» 
показав, что известные произведения М. М. Джрбашяна [35] '; 

т 

сходящиеся в U при любом целом т~>а, принадлежат классу 
Л . если ту а; следует заметить, что этим же свойством. 
обладают и гораздо более простые произведения 

Р р ( г , г й ) = П ( 1 - ( - ^ ) 2 + р ) , Р>». <б.в> 
(см. [119]). Несколько раньше достаточность условия (6.4) 
была установлена Ш. А. Даутовым и Г. М. Хенкиным [33] с 
помощью оценок решения ^-уравнения, о котором говорилось в 
конце предыдущего пункта; фактически в [33] установлен сле­
дующий многомерный результат, формулируемый здесь для 
шара, но справедливый для любой ограниченной строго псев-
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довыпуклой области в Сп с гладкой границей1: если (п—1)-
мерное аналитическое подмногообразие ZaBn таково, что 

\ (diet (z, дВп))*+«с1Н2п„2 (z) < оо, (6.7) 
z 

где dH2n-2 — элемент хаусдорфовой (2гс—2) -меры, TOZ является 
нулевым множеством класса Jfa(Bn) (обратное тоже верно); 
поскольку #io (А) есть число точек множества Лег С71, условие 
(6.7) в одномерном случае совпадает с (6.4), Характеристика 
нулевых множеств несколько более общих, чем JPa, классов 
•аналитических функций в U дана в статье Ф. А. Шамояна 
'[115]; там же и в [112] содержится характеристика нулей ана­
литических функций f(z), zBU, удовлетворяющих условию 

log+1 / (z) | < Af% {Bt (1 — | г])"-), zeU, 
где h(x) —возрастающая положительная функция на 0<x<oo, 
a Aj, Bf>0, при этом случаи, когда Ця) имеет конечный степен­
ной или бесконечный порядок роста на бесконечности оказыва­
ются существенно различными. 

Йевтич [312] рассматривал свойства нулевых множеств ана­
литических функций f(z), zW, удовлетворяющих условию 

С Р-
J (1 - r2)« {S (г))2 dr < оо, р > 0, а > О, 
о 

где S(r)= J J | / ' (z) fdxdy\ они оказались близки к свойствам 
\г\<г 

нулевых множеств классов Бергмана, о которых говорилось 
выше; то же самое можно сказать и в отношении множеств 
нулей классов Лф с 4>(t) = (t"-)p, р>\ (см. [155]). 

Нули аналитических функций f{z), z£U, имеющих конечный 
интеграл Дирихле (см. п. 1.3), были охарактеризованы в работах 
Карлесона [184], Шапиро и Шилдса [445] и Когрена [189]: а) для 
того, чтобы последовательность {zk} образовывала нулевое мно­
жество функции f(z)£D, достаточно выполнения' условия 

(log(l—\zk | )) -1 > - оо, причем результат неулучшаем в том 
k 

смысле, что для любой положительной функции h{f)=*o (t) при 
i->0-f условие 

2 a o g ( l - | 2 * | ) ) - 1 A ( l - | 2 * | ) > - o o 
k 

улсе не является достаточным [445]; В. С. Захарян [45] и А. Э. 
Джрбашяк [34] распространили этот результат на случай ана­
литических функций с конечным весовым интегралом Дирихле 

Случай бикруга рассмотрен в недавней статье Г. М. Хеикина• и 
IX Л. Полякова [2961. 
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j P(~) I /' (2) I d& {z), где радиальный вес p (z) = p ([ z |) близок 
.V 
к обычному весу (1— | z | 2 ) a (см. п. 1.3). б) условие Бляшке 
(6.1) необходимо и достаточно для того, чтобы последователь­
ность {zk} при некотором выборе argzh образовывала нулевое 
множество класса D (см. [184]); в) существуют последователь­
ности {zk}, удовлетворяющие условию (6.1), а также дополни­
тельному условию Zft—>-1, и при том являющиеся множествами 
единственности (т. е. f{zh) =0, k=\, 2 , . . . = » f ( z ) s 0 ) для 
класса D (см. [189]). А. А. Вагаршакян [7] получил необходи­
мую характеристику нулей {zk} аналитических функций /(г) б 
GDa, 0<ai{le}2", учитывающую не только модули, но и аргументы 
этих нулей: 

6.3. Применительно к аналитическим функциям f(z), z£U9 
гладким в том или ином смысле в U, условие Бляшке (6.1) яв­
ляется лишь необходимой характеристикой внутренней части 
Zf(]U нулевого множества Zf. легко построить последователь­
ность {zk}, удовлетворяющую условию (6.1) и являющуюся мно­
жеством единственности для_алгебры А функций, аналитиче­
ских в U и непрерывных в U. Существенную роль в данном 
случае играет описание граничных частей Ef = Zff\T нулевых 
множеств Zf. Для классов ААа, 0<a{le}l, липшицевых функций 
соответствующая задача была решена Бьёрлингом [163] и Кар-
лесоном [183]: граничные множества нулей таких функций — 
это в точности замкнутые подмножества ЕаТ, удовлетворяю­
щие уже встречавшемуся в пункте 3.2 условию Карлесона (3.6). 
Этому же условию удовлетворяют и граничные множества ну­
лей функций f{z), zeU, с f'{z)£Hl (см. [16, 190, 195]), при этом 
для любого множества Карлесона ЕаТ можно по­
строить аналитическую функцию f(z) в U, бесконечно диф­
ференцируемую в U, для которой Ef=E (см. [53, 384, 486]). 
Н. А. Широков [122] показал, что условию Карле­
сона (3.6) удовлетворяют граничные множества нулей функций 
классов Бесова AB%,q, 0 < а < 1 , (см. п. 1.3) не только при 

1 1 
- > — и1<<7<с©, когда ABp,qczAX&, p < a — —-, но также 

ОН Р 

и при р=—, <7 = 1; Для остальных значений р и q функции 
/ (z)£A3%>q не обязаны быть непрерывными в U. Н. А. Широ­
ков [124] получил также окончательное описание нулевых мно­
жеств Zf аналитических функций f (z) в U, имеющих в U 
произвольный модуль непрерывности со (6): внутренняя часть 
Z / n - 7 — 3T0 последовательность {zk}, удовлетворяющая условию 
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Бляшке (6.1), а граничная часть Я —--Zfг\Т — замкнутое подмно­
жество нулевой меры Лебега на 7", удовлетворяющее условию 

jlog((o(dist(C,£)))|^C|> — oo 
т 

(разумеется, достаточность этих условий надо понимать с учетом 
зависимости между внутренней и граничной частями множест­
ва Zf); следует заметить, что с некоторым ослаблением доста­
точной части приведенное описание встречается в более ранних 
работах Штегбухнера [462, 463]; в случае со (б) ==ба, 0<а<1, 
этот результат приводят Тейлор и Вильяме [486]. Характерис­
тика внутренних частей нулевых множеств аналитических функ­
ций в U, бесконечно дифференцируемых в U или с производной, 
.принадлежащей классам Харди, дана в работах Когрена [191], 
Тейлора и Вильямса [486], Уэлса [501]. 

Следующий результат о распределении нулей функций Бло­
ха содержится в статье Андерсона, Клуни, Поммеренке [144]: 
лусть 

r ^=iH l o g + | / ( K ) l r f a ( i : ) ' ° < г < 1 ' 
—неванлинновская характеристика аналитической функции f{z), 
z£U, n. (t) — число нулей этой функции в круге {!;г|<^} и 

г 

N{r)=ti(0)\ogr-\-^ п ^ - п ^ dt, 0 < г < 1 ; 
о 

для любой функции f (z)Qffi выполняются неравенства 
N (г) Т (г) 1 

lim sup -—---——-<lim sup L___ ^ 
r - - - lOg 10g-"—-Г r - - - lOglOg——7 

переходящие в равенства для некоторых функций f(z)£&. Функ­
ции Блоха являются нормальными в U (см. [66]), поэтому к 
ним также относится утверждение из пункта 6.2 о нулях нор­
мальных функций. 

Некоторые результаты, относящиеся к структуре внутренних 
и граничных частей нулевых множеств аналитических функций 

со 

/(2)= 2 ^ ' Z^U' c К № Р>1 (обозначение /(z)6^), при-
ведены в статьях С. А. Виноградова [12] и Кауфмана [320]: 
нули-Хйб--/. £ = 1,2, . . . , функций f{z)£lp

A при р > 2 не обязаны 
удовлетворять условию Бляшке (6.1) (в отличие от случая #<2 , 
когда 7лсЯ а) [12]; граничные множества нулей класса l\ 
не являются устойчивыми по отношению к отличным от враще­
ний конформным автоморфизмам круга U [320]. 

6.4. .При переходе к многомерному случаю вопросы, связан­
ные с нулевыми множествами аналитических функций, стано-
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вятся значительно более сложными. По отношению к классам 
Неванлинны и Харди в областях QczCn, n>\, это проявляется 
в том, что указанные классы обладают уже различным запасом 
нулевых множеств, причем описание последних довольно за­
труднительно. Конструктивное доказательство несовпадения 
нулевых множеств классов #°°(£/п) и Hv(Un) для любой строго 
выпуклой функции <p(t) содержится в книге Рудина [80], Майлз 
[376] дополнил этот результат, показав, что если строго выпук­
лые функции <p(t) и -.])(*) связаны соотношением 

•ф(*—a)><p{t)(\ogq(t))tl
/
2, t>t0(a), a > 0 , 

то для любого п>\ существует функция f(z)^H(f{Un), нулевое 
множество Zj которой является множеством единственности для 
класса H^(Un)\ как следствие отсюда вытекает, что при любом 
р>0 нулевые множества классов Hi(Un), q>p, не исчерпывают 
запаса нулевых множеств класса HP(Un). Горовиц и Оберлин 
[305] (см, также [316]) показали, что этот же факт (правда, 
в предположении р-^1) может быть выведен из аналогичного 
свойства нулевых множеств классов Бергмана в единичном 
круге (см. п. 6.2); ограничение р->1 может быть снято, ввиду 
результата Ф. А. Шамояна [111]. Вполне аналогичные утвержде­
ния справедливы и по отношению к нулевым множествам клас­
сов ЯФ(ВП), п>\ (см. [82, 316]). 

Что касается конкретных описаний нулевых множеств клас­
сов Неванлинны и Харди в областях Й с С п , то они, как прави­
ло, носят исключительно необходимый или достаточный харак­
тер. Исключение составляет лишь клас N(Bn). Пак Сун Ши 
[199J показал, что если дивизор (Z, т) ассоциирован с функ­
цией f(z)£N(Q) (см. п. 6.1), то выполняется следующий много­
мерный вариант условия Бляшке (6.1): 

Jd i s t {z, dQ)m (z)dH2n_2(z)< -». (6-8) 
z 

где под dQ в случае Q = Un понимается полная граница поли-
круга, а не его остов Тп, a dH2n„2, как и выше, обозначает 
элемент хаусдорфовой (2л.~2)-меры; условие (6.8) может быть 
представлено и в следующем эквивалентном виде 

J dr I m (z) dH2n.2 (*)< oo, (6.8') 

где rQ— поликруг или шар радиуса г. Фундаментальный ре­
зультат, установленный независимо и почти одновременно 
Г. М. Хенкиным [107] и Скодбй [457] (см. также обзорную 
статью Маллявеиа [358], где, как впрочем, и в [107], приведена 
подробная библиография), утверждает, что условие (6.8) с 
Q—Bn является также и достаточным для того, чтобы дивизор 
(Z, пг) был ассоциирован с функцией f(z)£N(Bn) (и даже 
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f(z)6N*(Bn)), причем результат верен для любой ограниченной 
строго псевдовыпуклой области QczCn. В случае поликруга (не 
являющегося строго псевдовыпуклой областью) условие (6.8), 
как показал Шарпантье [197], уже не обеспечивает существо­
вания функции f(z)eN(Un), n>\, для которой Zf=Z, при этом 
условие (6.8) оказывается необходимой характеристикой нуле­
вых множеств более широкого, чем N(Un), класса Ni(Un), оп­
ределяемого условием 

sup J log + | / ( rC) | f iHQ<co 
0<г<1 шп 

(dUn — полная граница поликруга Un с мерой Лебега а), для 
класса же N(Un) условие (6.8) можно заменить несколько бо­
лее сильным необходимым условием. Достаточное условие то­
го, что {п—1)-мерное аналитическое подмногообразие ZczUn 

образует нулевое множество класса N(Un), предложил Царан-
тонелло [523]; оно состоит в том, что неравенство 

i * . i < i f l ' , l + - " T ! * - 1 ) (6-9> п — \ 
выполняется для некоторой непрерывной функции ц : [г, 1)-*-
[г, 1) сразу для всех точек (z i , . . . 2n)6.Z, лежащих вне поли-
круга rUn. 

Описание необходимого характера нулевых множеств клас­
сов Яф.(й), включая класс N(Q) =H<S,(Q) при <p(t)=t+, получил 
Вейланд [499, 500]: если f(0)4-=0 и nf{t, £) обозначает число 
нулей (с учетом кратиостей) функции h(w)=f{£,w) в круге 
{\w\ ^.t} при фиксированном £62., то 

При ф(*) = £+ это условие фактически переходит в многомерное 
условие Бляшке (6.8), а при q*(t) = ept, 0 < / ? < со, принимает вид 

^exJp^nf(t,q~f-)da(q< оо (6,10) 

и также может рассматриваться как многомерный вариант 
классического условия'.Бляшке (6.1). Условие (6.10), однако, 
не является достаточной характеристикой нулевых множеств 
классов #-°(Q), 0<p<oo, соответствующие контрпримеры стро­
ятся в [500]; там же дано построение аналитического подмно­
гообразия ZczBn, п ^ З , имеющего конечный объем (точнее, ха-
усдорфову {2п—2)-меру), но не удовлетворяющего условию 
(6.10), а следовательно, не являющегося нулевым множеством 
ни для какой функции из Нр(Вп), 0<р<оо. Пример имеющего-
конечный объем множества единственности для любого класса 
НР{ВП), 0 < р < о о , П > 3 , приводит и Пак Сун Ши [201], 
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Ограничение п^З существенно: Берндтссон [162] по­
казал, что любое одномерное аналитическое подмного­
образие ZaB2, имеющее конечную площадь (хаусдор-
фову 2-меру), образует нулевое множество некоторой ограни­
ченной аналитической функции в В2. Этот результат необращаем,, 
более того, Амар [140] указал способ построения аналитиче­
ского подмногообразия ZczBn, n^2, со следующими свойства­
ми: a) Z имеет бесконечный объем, б) существует функция 
f(z)£H°°(Bn) с Zj=Z, причем от функции можно дополнительно 
потребовать условие гладкости в Вп любого фиксированного1 

порядка, в) после удаления из Z связной компоненты оставше­
еся подмногообразие уже не является нулевым множеством ни 
для какой ограниченной аналитической функции в Вп. 

В многомерном случае условие Бляшке (6.8) не обеспечива­
ет существования функции f(z)£HP(Q), ассоциированной с ди­
визором (Z, т). Варопулос [495] установил, что более сильное 
условие 

sup \dist(z,Sn)m(z)dH2n_2(z)<oo (6.11> 

достаточно для того, чтобы дивизор (Z, т) был ассоциирован с 
некоторой функцией f(z)£Hv(Bn) при некотором р > 0 (точное 
значение р неизвестно). Условие (6.11), точнее, эквивалентное 
ему, о котором будет сказано чуть ниже, Варопулос назвал рав­
номерным условием Бляшке, объясняя это тем, что при л = I-
условие (6.11) принимает вид 

2 (1 - 1 Ф (2*)|) < С < <*> • Ф (2)6Aut U, 
k 

и эквивалентно известному условию Карлесона 
Ш | Д | _ i r z £ i _ l > 0 5 (6.12> 

называемому также условием равномерной разделенности точек 
последовательности {zk}, zk£U, или равномерным условием. 
Бляшке. Условие (6.11) равносильно тому, что мера Маллявена 
дивизора (Z, т) 

dvz (z) = (dist (z, Sn)f m (z) dH2n^2 (z) 
является мерой Карлесона в Вп, последнее означает справед­
ливость оценки 

vz{B((,0,t))<C-t* 
с константой С, не зависящей от С06->-- и £ > 0 , где В (Co. t) 
обозначает псевдошар Хёрмандера —Кораньи (си. [141, 301, 457, 
494]) с центром в точке io&Sn радиуса t: 

JL 
-5(Со, t) = {z£Bn; acerf.; \z~Z>\<t, j C - C 0 | < * 2 } > 
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другими словами, если обозначить через b (Co, t) евклидов шар 
в комплексной касательной плоскости Т[а к_сфере Sn в точке Со, 
имеющий центром точку С0 и радиус Yt, то В (С0, t) есть 
•совокупность всех тех точек шара Вп, которые удалены от 
---(So» t) меньше, чем на t Следует подчеркнуть, что понятие 
меры Карлесона, играющее фундаментальную роль во многих 
вопросах современного анализа, возникло как раз в связи с 
условием (6.12), точнее, в связи с данным Карлесоном в [185] до­
казательством эквивалентности этого условия требованию сов­
ладения пространств последовательностей {{f(Zh)} : f (2){in}#°°} 
-и /~; подробную информацию об этом можно найти у Гарнетта 
[19]. Равномерное условие Бляшке (6.11) отнюдь не является 
необходимым: как показал Мацугу [367], ему не обязаны удов­
летворять даже нулевые множества ограниченных аналитиче­
ских функций в Вп, п>1. 

Одним из первых достаточных условий на (п—1)-мерное 
.аналитическое подмногообразие ZczUn, при котором Z=Zf для 
некоторой функции f (z) {in}#°° (Un), явилось условие Рудина [80], 
состоящее в требовании отграниченности Z от остова поликру­
га Un\ как установил Пак Сун Ши [200], другим достаточным 
условием может служить условие Царантонелло (6.9) в сово­
купности со следующим условием Александера [136]: сущест­
вуют Й>-0 и 0 < г < 1 такие, что для любого т = 1 л выпол­
няется импликация: r < | z j | < l , j=l,...,n, ]фпг, | 2 т

{ | < 1 , 
•t— 1, --, Zm

 =r=Zm , (.21, . - • , Zni—i, 2.п ., 2 m + i , . . . , Zn) cZ , 1= 1, ^>,=^~ 
\zm

l—zm
2\>8. Позднее Пак Сун Ши [202] доказал, что для ма­

лых размерностей (п=2, 3) одного лишь условия Александера 
•оказывается достаточно, чтобы (п—1)-мерное аналитическое 
подмногообразие ZczUn являлось множеством нулей некоторой 
-функции f(z)£H°°(Un). 

Источниками дополнительной информации и библиографи­
ческих сведений о нулевых множествах классов Харди и Не-
ванлинны в многомерных областях могут служить обзорные 
статьи Маллявена [358], Скоды [458], Грэхэма [268], моногра­
фии Рудина [80, 82] и Кранца [342]. 

§ 7. ФАКТОРИЗАЦИЯ ФУНКЦИЙ 

7.1. В уже упоминавшейся во введении статье Ф. Рисса 
[416] приводится следующий результат: любая функция 
f(z)&Hp, p>0, f(z) Ф0, представима в виде 

f(z)=z™B(z)f0(z), (7.1) 
где т = 0 , 1 . . . . , B(z)—произведение Бляшке (6.2), построен­
ное по нулям гкФ0 функции f(z), a f0{z) —функция того же 
класса # Р , не имеющая нулей в U; аналогичный факт справед­
лив и для функций f(z)£N. Разложение (7.1) обычно называют 
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факторизацией Ф. Рисса, хотя сам Ф. Рисе в той же статье 
[416] ссылается на свою переписку с Сегё и на более раннюю 
статью Бляшке [165], где был рассмотрен случай ограниченных 
аналитических функций в U. 

Дальнейшая факторизация функции fo(z) из (7.1) тесно 
связана с разложением граничной меры vf функции log I / (z) | 
(см. п.4.5) на абсолютно непрерывную и сингулярную составляю­
щие и выделением положительного и отрицательного изменения 
последней, именно, если f (z)£N и /(г)фО, то 
/о (z) = F (z) Sx~ {z) X (Sx+ (г))"1, где 

F(z) = expf±^^Jog\f(Q\do(q+al Я-eR, (7.2) 

Sx- (z) = exp | - ± I | ± f dxf (Q 1 (7.3) 

(S--+(2) определяется аналогично (7.3)), причем неотрицательные 
сингулярные меры ту и ту*" являются также сингулярными по 
отношению друг к другу; как уже отмечалось в пункте 4.5, 
если /(г)бА.7'*, то Ту+=0 и 5т+(2:) = 1. 

В полученном с учетом (7.1) представлении 

f{z)=F (z) S {z) zmB {z), (7Л) 

где S(z) = Sx-(z), нетривиальных функций классов Нр и N* 
сомножитель F(z) называется внешней частью, а произведение 
G{z)=S{z)zmB{z)—внутренней частью функции f{z). Подроб­
ности можно найти в любой монографии, хотя бы частично по­
священной классам #-°, например, [19, 28, 31, 46, 79, 240], а 
также в стаьях [385, 422, 451, 473]. Факторизацию (7.4) иног­
да приписывают Бьёрлингу [164] хотя ему по существу принад­
лежит лишь терминология, поскольку разложение (7.4) встре­
чается уже у В. И. Смирнова [460] и, с учетом (7.1), восходит 
к Герглотцу [298], 

7.2. Функции f(z) вида (7.2) с заменой log |/(•!;) | произволь­
ной неотрицательной функцией k{t,)^Ll(T) (соответственно 
удовлетворяющей дополнительно условию ехр&(£)б1>(Г)) на­
зывают, следуя Бьёрлингу [164], внешними функциями класса 
/V, или, что то же самое, N* (соответственно Я--\ р>0). Эти 
функции полностью решают задачу описания граничных значе­
ний модулей функций классов N и Я», поскольку \F{£) | —&(£) 
почти всюду на Т. Как уже отмечалось в пункте 2.6, соответст­
вующая задача для более узких классов аналитических функ­
ций, например, ЛЛа, D, оказывается труднее, так как более 
сложными становятся, характеристики внешних функций этих 
классов в терминах порождающих F(z) функций &(£) (см. [128, 
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512]). Одно из характеристических свойств 
log\F(0)\ = ±^log\F(Q\do(q 

т 
внешних функций F (z), z£(J, служит их определением в много­
мерном случае, именно, функция F (z)^N^.(Q) называется внеш­
ней, если 

1°Ш\1" (0)\=^-^log\F (Q\da (q-
s 

последнее эквивалентно тому, что для почти всех £62 функция 
Ft(w) =F{t>w) является внешней функцией переменного wW> 
кроме того, внешние функции — это в точности обратимые эле­
менты класса N*(Q) (см. [80, 477]). 

Ставшие классическими теоремы Бьёрлинга [164] и де 
Леу—Рудина [345] утверждают: а) внешние функции класса 
Я-3, 0</?<оо, — это в точности те функции F(z)£Hv, для кото­
рых замыкание в Ш линейной оболочки системы zmF(z), m= 
= 0, 1 , совпадает c № (см. [19, 31, 164, 240]); б) внешние 
функции единичной нормы банахова пространства Н1 — это в. 
точности крайние (экстремальные) точки единичной сферы в 
Я1 (см. [19, 31, 240, 345]). При переходе к многомерному слу­
чаю сформулированные характеристические свойства внешних 
функций становятся соответственно лишь достаточным и лишь. 
необходимым (см. [80, 287]), в связи с чем для областей Й—Сп 

(а иногда и для круга, см. [339, 481]) вводят определенные 
модификации понятия внешней функции (см. [287, 428]). Не­
которые признаки внешних функций в Qc:Cn и связанные с 
ними теоремы единственности содержатся в статьях Ябуты. 
[505,506]. 

7.3. Внутренние функции G(z), z£U, не являющиеся посто­
янными, определяются условиями | G ( z ) | < l , z&U, и |G(£ ) |= 1 
почти всюду на Т и полностью характеризуются разложением 

G{z)~S(z)zmB(z), zeU, (7.5) 
где S(z)—некоторая сингулярная внутренняя функция, т. е.: 
имеющая вид (7.3), т = 0, 1 , . . . , a B(z)—некоторое произве­
дение Бляшке (6.2); представление (7.5), являющееся частным 
случаем (7.4), было независимо получено Зейделем [444] и 
Фростманом [261]. 

Тематика и, соответственно, библиография исследований,, 
связанных с внутренними функциями, слишком обширны, чтобы 
быть хоть сколько-нибудь подробно отражены в настоящем об­
зоре. При этом значение внутренних функций в современном 
анализе отнюдь не ограничивается приложениями в теории 
классов Харди. Так, например, они представляют классический. 
объект теории предельных множеств, где их иногда называют 
функциями класса (U) в смысле Зейделя (см., например, [66;, 
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349]), играют центральную роль при описании инвариантных 
подпространств оператора сдвига (см. [65, 235]) и при изуче­
нии структуры идеалов алгебр аналитических функций в U 
(см. [19, 31, 123]), имеют применения в задачах теории прибли­
жений (см. [19, 240]). Из сравнительно недавних работ, учи­
тывая общий характер обзора, следует упомянуть хотя бы 
следующие, Ахерн [129] изучал связь между структурой внут­
ренних функций G(z) и скоростью стремления к 1 средних 
M2{r, G) (0.1) при г->1—, а также получил дополнительную 
информацию об исключительном множестве Е тех значений 
а6<-Л Для которых внутренняя функция—_~~а не сводится к 

1—aG (z) 
произведению Бляшке (по теореме Фростмана [261] логарифми" 
ческая емкость сар(£")=0 для любой непостоянной внутренней 
функции G (z)). Иесторидис [386, 387] вслед за Герреро [299] рас­
сматривал совокупность SF всех внутренних функций в U с 
топологией равномерной сходимости; как оказалось, если функции 
Gi(z) и G2(z) принадлежат одной связной компоненте множества & 
(обозначение G1(z)^G2{z)), то G(z)Gl(z)~*G(z)G2(z) для любой 
функции G (2.)б#". Обратное верно, если G (z) — конечное произ­
ведение Бляшке, вместе с тем ехр —-—-—r -~ G (z) exp ..., ; -

с и \z)—1 v с U (г)—1 
для любой функции G (2){in}#\ Несколько иной подход к пере­
численным вопросам у Стефенсона [474]. И. Э. Вербицкий [11] 
дал описание внутренних функций из классов Бесова AB%q 
при 0<а/?<1 (если. ар > 1, то таковыми являются лишь конеч­
ные произведения Бляшке, ввиду непрерывности функций соот­
ветствующих классов Бесова в U). Внутренние функции — 
мультипликаторы интегралов типа Коши (см. п. 10.4) охаракте­
ризованы С. В. Хрущевым и С. А. Виноградовым [306]. Даникас 
и Несторидис [228] вычислили нормы внутренних функций как 
элементов пространства ВМОА. См. также пункт 9.2. 

Ввиду разрывности внутренних функций (не являющихся 
конечными произведениями Бляшке) на границе круга £/, фактори­
зация (7.4) по сути плохо приспособлена для классов аналити­
ческих функций в U, регулярных в U\ одновременная принад-

f (z) лежность таким классам функций ——-< и / (z), где G (z) — дели-
(_Г (Z) 

! f (z) \ 
тель внутренней части функции f (z) IT. е. тг-г-тб.Л/'.* , совсем 
не очевидна; тем не менее последняя имеет место для боль­
шинства классов регулярных функций в U, но, например, не для 
класса 1А

Х функций с коэффициентами Тейлора из I1. 
Подробный обзор результатов и библиографию по данному воп­
росу можно найти у Н. А. Широкова [121, 125, 454] (см. также 
[366]). 

Внутренние функции G(z) в областях Qc_Cn также опреде-61 



ляются условиями G(z)BH°°(Q) и | (?(.!;) | =1 почти всюду на 2, 
однако их структура и классификация, естественно, становятся 
более сложными (см. [80, 336, 429, 437]). Некоторый аналог 
факторизации (7.5) для внутренних функций в поликруге по­
лучили Ахерн и Рудин '[133, 429]: любая такая функция пред­
ставляется в виде произведения внутренней функции без нулей 
и счетного числа неприводимых (т. е. не разлагающихся в про­
изведение двух непостоянных) внутренних функций, однако, в 
отличие от одномерного случая, это представление, вообще 
говоря, не является единственным. Некоторые достаточные ус­
ловия единственности указанного представления получил Сойер 
[437], развивший также методы построения неприводимых и 
хороших (в терминологии Рудина [80]) внутренних функций — 
аналогов произведений Бляшке. Кроме того, Сойеру принадле­
жит многомерный вариант упомянутой выше теоремы Фрост-
мана, отличный от приведенного у Рудина [80]. Вопрос о су­
ществовании непостоянных внутренних функций в шаре долгое 
время оставался открытым, положительное его решение было 
дано независимо и почти одновременно несколькими авторами, 
в частности, А. Б. Александровым [4] и Ловом [352]. Хотя 
среди непостоянных внутренних функций в Вп, п>\, нет ни 
рациональных, ни непрерывных в Ъп (см. [336]), их все-таки 
достаточно много для того, чтобы выполнялись аналоги некото­
рых аппроксимационных свойств внутренних функций в U и Un; 
подробно об этом — у А. Б. Александрова [4]. 

7.4. Следующий аналог факторизации Ф. Рисса (7.1) для 
функций весовых классов Бергмана в единичном круге получил 
Горовиц [303]: если функция f(z)eAa> 0<p<oo, 0{le}a<oo, и 
{zh}— последовательность ее (отличных от начала координат) 
нулей в U, то 

f(z)=z"Ii(l^l^-l2-^-^-])Mz), (7.6) 
k \ *k \-rzkz \ *k \—zkz J) 

где функция f0(z)dAa и /о (г)Ф 0 в U. Несмотря на несом­
ненный интерес этого результата, при его оценке надо учиты­
вать то обстоятельство, что произведения в (7.6) имеют по су­
ществу неконтролируемый рост при стремлении точки z к гра­
нице круга U, так что трудно сделать какие-либо суждения об их 
принадлежности тому или иному классу; аналогично обстоит 
дело и с произведениями 

г*П---=--L-— ехр{«* + ;**!* log —U, 
k I - z k z *k v\zk-\zk\z s\zk\\' 

которые использовал Коренблюм [337] для факторизации функ­
ций / (2)6 U АР, или, что то же самое, удовлетворяющих 
условию (6.3) при некотором (J = р. >0'; в связи с этим заслу­
живает внимания статья Гейлпера [293]. Что же касается 
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обычных произведений Бляшке (6.2), то они при факторизации 
функций классов Бергмана могут иметь лишь ограниченную-
сферу применения, подробно об этом см. статью Горовица [304]. 

Как и описание нулевых множеств (см. п. 6.2), факторизация 
функций классов Неванлинны — Джрбашяна Жа , по сравнению 
с классами Бергмана Ар

а, оказывается более естественной. Так, 
например, для функций /(.г)б^=-/Г0 , /(г)ф0, справедливо 
представление, 

/(г)=г«Рг(г,гк)/0{г), (7.7> 
где Яр (z, zk) — каноническое произведение (6.6), построенное 
по нулям 2k =?-0 функции f (z) и принадлежащее классу JV при 
любом §>0, а /о (z) — функция класса «У, не имеющая нулей 
в U (см. [И9]); отсюда, в частности, вытекает, что отличные 
от тождественного нуля функции класса JT-— это в точности 
функции f (z) вида 

/M-^n(>-(-=^)V«w-
где т=0, 1, . . . , {zк} — (конечная или бесконечная) последова* 
тельность точек таких, что 0 < | г:й|< 1 и 2 ( l ~ l 2;ftl)2< °°- а 

k 
g (z)£Al. Факторизация (7.7) имеет место и для остальных 
классов JVa, а > — 1 , при этом следует брать р> а , учитывая, 
однако, что при (5 > 4 произведения (6.6) могут иметь посторон­
ние нули в U (см. [119]); от последнего недостатка свободны 
произведения М. М. Джрбашяна пт (z, zk) (6.5), которые при 
ту а также могут использоваться в факторизации (7.7). Сле­
дует подчеркнуть, что принадлежность произведений (6.5) и (6.6) 
классу JVa для любой последовательности {zkj, удовлетворяю­
щей условию (6.4), т. е. являющейся нулевым множеством 
класса Жа, можно утверждать соответственно лишь при т>а 
и р > а (см. [112, 119]). Произведения типа (6.6) использовались 
Беллером [156] при факторизации аналитических функций в £/,. 
удовлетворяющих условию (6.3), однако полученные им оценки 
этих произведений слишком грубы, чтобы на их основе делать 
какие-либо содержательные утверждения о принадлежности их 
тем или иным классам. 

7.5. Непосредственным следствием факторизации Ф. Рисса 
(7.1) является тот факт, что для любых 0</?, q, r < оо таких,. 
что —--4-—--=-—, совокупность произведений f{z)g(z), где 
/(Z)£HP и g(z)&Hq, совпадает с классом Нг (кратко ЦРН9 = 
= НГ); Горовиц [304] показал, что А^Аа = Аа для указанных 
значений р, q, г и 0<<х< оо. Для областей Qc:Cn, п>1, эти 
утверждения уже неверны: № (Q) Hq (Q) и Л£ (Q) Aq

a (Q) обра­
зуют множества 1-ой категории соответственно в НГ (Q) и 
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Ar
a(Q) для любых а > — 1 и 0<р, q, r < o o , [ =— 

(см. [266]). Справедлив, однако, следующий более слабый 
результат: любая функция / (-г)бЯ1 (Вп) представима в виде 

/ ^ = 2 fiy (*) ЛУ И- гДе 5j И» Лу (2)e#2 (-«), у = 1 , . . . . и 
7 - 1 

00 

. 2 И Sy (2) Ik II fy С2) Ik < - • II / (^) Ци и аналогично для функций 
• / - - • 

весовых классов Бергмана Ak
J(Bn), k=0, 1, . . . , подробности 

можно найти у Койфмана, Рохберга, Вейса [221]. 

§ 8. ОТОБРАЖАЮЩИЕ СВОЙСТВА 
И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ФУНКЦИЙ 

8.1. Пусть X — некоторый класс аналитических функций в U. 
Область GaC называют Х-областью, если для аналитических 
функций /(г), zGU, справедлива импликация f(U)czG=^-f(z)&X. 
Результат Фростмана [261] (см. также [64]) утверждает, что 
jV-области G полностью характеризуются условием сар(д(5)>0, 
где cap обозначает логарифмическую емкость (многомерный 
аналог этого результата для шара получил Мользон [380]); 

.вместе с требованием регулярности точки оо (соответственно и 
точки 0) по отношению к задаче Дирихле это условие дает 
«описание А^-областей (соответственно Х-областей, где X — 
класс всех внешних функций в U) (см. [131]); утверждения 
такого типа для поликруга имеются у Ябуты [506]. Хансен и 
.Хейман [277] и вслед за ними Эссен [247] получили некоторые 
достаточные характеристики Я-р-областей G в терминах мно­
жеств Gf){|a>| <Cr}, г>0. Ряд достаточных признаков Яр-облас­
тей может быть выведен из принципа подчинения Литлвуда, со­
стоящего в том, что если аналитическая функция f(z), zW,-
имеет однолистную аналитическую мажоранту F (z), в U, 
т . е . f(0)=F(0) и , f(U)aF{U), то \\f(z)\\p<\]F(z)\\p;B 
частности, любой угол раствора а, 0 < а < 2я, является Нр-
областью при любом 0 < / ? < — ; /^-областью для любого 
О < р < оо служит любая полоса конечной -ширины; за подроб­
ностями можно обратиться, например, к Карго [182], Риффу [434], 
а также монографии Поммеренке [409]. В связи с принципом 
подчинения следует упомянуть статьи Чимы и Шобера [211], 
где на его основе были найдены условия принадлежности классу 
ВМОА логарифмов аналитических функций, выпускающих неко­
торые значения, и Стефенсона [474], где было введено понятие 

W 

•слабого подчинения /{z)-^g(z), означающее существование 
1) Многомерные распространения даны в [62, 438, 506], 
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аналитической функции 4>:LF->U и внутренней функции _-(z) 
таких, что f(ty(z))=g(<P(z)), zQ(J; устойчивыми по отношению 
к этому понятию в смысле выполнения импликации g(z)£X, 

w 
/ (^Hg(2)=->/ (z)£X оказались классы N, N*, Нр, ВМОА, 
но не 5В. 

Широкое обсуждение в литературе получило данное Хейма-
ном и Поммеренке [290] необходимое и достаточное описание 
ВМОА -областей G, состоящее в том, что 

cap((C\0)n{ |w-«»o|<r})>6, _ о № (8.1) 
для некоторых положительных г и б ; условие (8.1), как показал 
Метцгер [374], эквивалентно тому, что sup g(w, wQ) dсо (w) < 

•ffi/ogG % 

< oo, где g (w, -w0) —функция Грина области О. На основе 
критерия (8.1) Стегенга [465, 467], Шобер [441], а также Сте-
генга и Стефенсон [468] получили другие описания ВМОА-
областрй (см. [465, 441, 467]), а также достаточные (см. [441, 
467]), и необходимые и достаточные (см. [468]) геометрические 
характеристики функций классов ВМОА, VMOA, й и $?0-

i_ 
В частности, справедлива оценка || / (z) Ц* < с (со ( / (U)))2 

(см. [465, 467]), означающая, что любая область G конечной 
площади является В МО А -областью (а следовательно, и Нр-
областью для любого 0 < - • < оо, поскольку ВМОАа Г) Н?). 

Р<°° 
В связи с последней оценкой стоит упомянуть результат 
Александера [137] и Кобаяси [326], утверждающий, что если 
/ ( z )€# 2 и / ( 0 ) = 0 , то || / (г) | | < —со (/(£/)) (равенство имеет 
место в том и только в том случае, когда f{z) = cG (z), где 
О (г)— внутренняя функция). 

Приведенные выше критерии Х-областей, разумеется, не да­
ют исчерпывающих характеристик образов f(U) круга U для 
конкретных представителей f(z)£X. Так, Стегенга [465] указы­
вает способ построения функции f(z)£BMOA, для которой 
f(U)=C; по этому поводу см, также статью Метцгер а [374], 

8.2. Братьям Ф. и М. Рисе [417] принадлежит следующий 
хорошо известный факт: если аналитическая функция f(z) одно­
листно и конформно отображает круг U на внутренность жор-
дановой кривой Г то спрямляемость последней равносильна 
условию /' (z) BHl (см. [443]), в дополнительных предположени­
ях относительно Г можно утверждать большее и относительно 
производной f (z) подробно об этом — у Г. М. Голузина [28] и 
Поммеренке [409]. В связи с условием /'(z){in}#1 для однолист­
ных функций в U следует упомянуть работы Ямаситы [507] и 
В. Д. Голованя [27]; из результата первой из них (см. ниже) 
вытекает, что 
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Г < * ) € # ^ (1 ™ \ г | ) ^ Щ d < o { z ) < оэ, 

а во второй показано, что / ' {z)<cH\ если ^ jp-@ _© (.г) < оо; 
и 

хотя последнее условие в определенном смысле неулучшаемо, 
оно, тем не менее, не является необходимым (контрпример: 
/(.г)=—(1—z)a, 0 < а < 1 ) . В случае неспрямляемого контура Г, 
вообще говоря, / ' (z)$N; некоторые условия на Г, обеспечи-
вающие включения f'(z)GN и / ' ( . г )е# р , 0 < - < 1 , приводит 
К аллеи [225]. 

Изопериметрическое неравенство L2^4nS, где L — длина 
контура Г, a S — площадь ограничиваемой ею области, исполь­
зовали Йевтич и Мательевич [314, 361, 362] при доказательстве 
ряда утверждений типа неравенств между нормами функций в 
пространствах Н?, Ар

а и D, а также взвешенными суммами 
коэффициентов Тейлора этих функций. 

Признаки принадлежности аналитических функций f(z), 
zGU, формулируемые в виде импликаций 

1 L f (z)eHp => f (л (г))- dr<oo^/ {z)eHp 
Р<2 jf p>2 

(обратимых для конечнолистных в среднем по площади функций)» 
приводят Голланд и Туми 1301]; развитие результата дал Инн-
генбург [246], 

К геометрическим критериям включения f(z)£HP следует 
причислить и известное условие, состоящее в принадлежности 
пространству 1>(0, 2зх) так называемой функции Литлвуда — 

Пэли g ( e ) = | J (1 — г) \f [relty)^dr\ ; подробно об этом— у Зиг­

мунда [47]. Сходного типа результат принадлежит Ямасите [507]: 
р 

в обозначениях / р * (z) = ~ | / (z) j2 | / ' {z) |, г$У, включение 
/ ( г ) 6 # р , 0 < / ? < о о , равносильно выполнению условия 
J (1 — j z [) (fp* (z))2da> (z) < оо; другой содержащийся в [507] 
и 
критерий включения /(z)£Hp, 0 < - < оо, формулируется в тер­
минах /--свойства Лузина: J (fp*(z))4® {z)£Ll (О<0<2я), где 

асе) 
С7 (б)— область, получающаяся поворотом на угол 6 некоторой 

треугольной области в (7с вершиной в точке 1. 
8.3. Имеется цикл работ, посвященных характеристике 

областей / (U) по граничным значениям функций f (Z)^HP, 
в частности, выяснению условий на подмножества 5 с С, при 
которых справедливы импликации вида 
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/(£)€- для почти всех £бГ=>/(U)czS. (8.2) 
Теорема Нейвирта и Ньюмана [392] утверждает, что если ^ 
есть положительная часть вещественной оси, то импликация 
(8.2) справедлива для функций /(z)£H2 (пример / ( г ) = - g 
£Нр, р<~2^ показывает неулучшаемость показателя —). Хансен 
[276] дополнил это утверждение следующим: если 5 есть 
внешность угла раствора —, p>-f5 то импликация (8.2) верна 
для функций /(Z)£HP (при р = 1 —- это теорема В. И. Смирнова 
[460]). Обобщения этих результатов можно найти у Теппера и 
Нейвирта [487]; многомерный вариант теоремы Нейвирта — 
Ньюмана: / (z)eH2 (Q) и / (С)>0 почти всюду на .Е-=>/(г) = 
= const дал Ябута [505]. Статьи Буркхольдера [176, 177J 
содержат условия на подмножества 5 с С , обеспечивающие 
импликацию (8.2) для более широких, чем № (и /V*), классов 
аналитических функций в U, определяемых в терминах массив­
ности множеств \Ма/ (Б) > Ц для больших положительных зна­
чений Я, где Maf (£) —некасательная максимальная функция (5.1). 

8.4. В силу известной теоремы Фейера —Рисса [251], для 
любой функции f (Z)&HP, 0 < / 7 < O O , выполняется неравенство 

1 

\\f{x)\Pdx<\\\f{l)\p\di\ 
- 1 Т 

(с неулучшаемым коэффициентом -г>), означающее, что длина 
образа любого диаметра круга U при отображении функцией 
f(z) не больше половины длины образа окружности Т. Э. К- Ди.~ 
ланян [37] показал, что фактически для функций }(г)Ф0 вы­
полняется более сильное неравенство 

( 1 \ 2 Я 0 

J \/(х)\Ых) <$\f(eiQ)\PdQ J |/(e«0|Me; 
- 1 / 0 - « 

обзор других, весьма многочисленных обобщений теоремы Фей­
ера—Рисса дан в статье О. П. Дзагнидзе [36]. 

Многомерные аналоги теоремы Фейера—Рисса соответствен­
но для шара Вп и поликруга Un даны в статьях [288] и [379]: 
если f(z)£HP(Q), 0</?<oo, то для любой (вещественной) ги­
перплоскости LczCn==R2n, проходящей через начало координат» 
выполняется неравенство 

$ \f(z)\Pdx(z)<\^\f(Q\Pdo®t (8.3) 
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