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Т. XXV , № 2 

СИБИРСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ 
М А Р Т — А П Р Е Л Ь 1984 

, У Д К 513.82 

А. В. КУЗЬМИНЫХ 

О ВОССТАНОВИМОСТИ ВЫПУКЛОГО ТЕЛА 
ПО МНОЖЕСТВУ ЕГО ПРОЕКЦИЙ 

Пусть М<^Еп (где Еп — тг-мёрное евклидово пространство, п>2) — 
выпуклое тело, т. е. выпуклый компакт с непустой внутренностью. За
фиксируем гиперплоскость Р0 сг Еп и, обозначая через р ортогональную 
проекцию р : Еп Р0, а через О(п) — группу вращений Еп вокруг некото
рой точки, рассмотрим множество 

def 
N , ( M ) = { F : F c z P 0 , З р с : 0 Ы , F изометрично p(p(M))L 

Стандартным образом введем на И'Ш) отношение эквивалентности,, 
считая 4 , В^П'Ш) эквивалентными, если А изометрично В. Через 
П(Ж) обозначим фактор множества И'Ш) по этому отношению эквива
лентности. 

Таким образом, ШМ) — это множество классов эквивалентности 
проекций тела М (разумеется, без указания того, при каком именно вра
щении р получается данная проекция). 

О п р е д е л е н и е . Выпуклое тело MczEn будем называть восстань-
вимым, если из того, что для выпуклого тела М'<=Еп ШАГ) = ШЛЯ, 
следует, что М' изометрично М. 

Естественным образом возникает вопрос: насколько «велико» мно
жество восстановимых выпуклых тел? 

В связи с этим имеет место 
Т е о р е м а . Множество n-мерных (п^З) восстановимых 'выпуклых 

тел всюду плотно в метрическом пространстве n-мерных выпуклых тел 
с метрикой Хаусдорфа. . 

Напомним, что метрика Хаусдорфа определяется па множестве 
/г-мерных выпуклых тел следующим образом:. 

d(A, JB) — inf ia: (А, а) = > Д (Я, а)=>4>, 

где А, В с; / ^ — выпуклые* тела, (М, а) — а-окрестность множества М. 
З а м е ч а н и е 1. При п = 2 не существует ни одного восстанови

мого выпуклого тела (т. е. выпуклой фигуры). 
З а м е ч а н и е 2. Для каждого п>3 существует п-мерное выпуклое 

тело, не являющееся восстановимым. 
З а м е ч а н и е 3. Выпуклое тело может быть «довольно сильно не 

восстановимым». Точнее, существует континуум выпуклых тел Mac:E3j, 
ае= (0, 1), таких, что для каждых различных ах р-е (0, 1) ИШа) ^ Ш Ж р ) , 
но объемы тел Ма и Ж р не равны (й, следовательно, Ма и М$ неизомет-
ричны). * 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Зафиксируем п > 3 и под выпук
лым телом будем далее понимать выпуклое тело из Еп. 

Диаметральным отрезком выпуклого тела N будем цазывать отрезок 
[X, Y] cz JV, длина которого равна диаметру N. • 

Пусть Mi — некоторое выпуклое тело, [А\ В] —его диаметральный 
отрезок* Пусть е > 0 таково, что e < 1 / 2 p ( ^ ' i В), где р — метрика в Еп. 

Обозначим через L4, В] такой отрезок, что А ' & L4, В], рС4, А') ==е. 
Положим М 2 2Й con (Мг [} {А}), где. .conX — выпуклая оболочка мно-
10 Сибирский математический журнал Хе 2. 1 9 3 0 . 
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жества X. Покажем, что Ы, В] единственный диаметрадьный отре
зок М2. 

Предположим противное, пусть [С, СП—другой диаметральный от
резок М2. Поскольку С, С е с о п Шх U 1 4 » , по теореме Каратеодори [1] 
существуют такие точки Г х , . . . , r i , . . . , K + i £Е М± [j {А}, что С е 
е сон « Г , , . . . , Г я + 1 » , С ё= c o n ( ( r i , ..., и, поскольку р(С, С ) — 
диаметр Ж2, 

C ^ f f j , . . . , Г п + 1 } , C ' G ( f j , . . . , Г п + 1 ) . 

Следовательно, без ограничения общности можно считать, что С*=*А. 
По предположению С 7 ФВ. Если C ' e U , Д ] , то р(Л, С') < p G 4 , Я) ; про
тиворечие. 

Если же В], то p U , C ' X p U , А') + p U ' , О ^ p U , 4 ' ) + 
+ рЫ' , В) = рЫ, J5); противоречие. 

Итак, [ 4 , В] — единственный диаметральный отрезок М2> 
Очевидно, существует такой замкнутый конус вращения К ([иЬКФ 

Ф0) с вершиной А, ось которого проходит через В, что М2^К. Сущест
вует такая гиперплоскость Р, что Р J- [Л, B]f Р стррго разделяет I и В , 
причем для полупространства Р ' , ограниченного Р и содержащего Аг 

имеем 

inf {Z-BXA : X е ЛТП Р ' } > л/2. 

Пусть б > 0 такое число, что 
inf {t-B'XA : X «г i£ П P' , р Ш \ Я) < 6) > я/2. 

Пусть б 7 > 0 таково, что для каждого отрезка [X, Т ] , для которого 
р(Х, В) <6',Y^M2\P\ имеем р(Х, Y) < рЫ, В ) . 

Пусть б " > 0 таково, что для каждой точки X, для которой 
р(Х, В) < б " , и для каждой гиперплоскости С, проходящей через X ж Af 

ортогональная проекция К на G — (п— 1)-мерный конус вращения, при
чем супремум углов растворов всех таких проекций (супремум берется 
по всем таким X и всем таким G) меньше я (этот супремум обозначим 
через со 0). 

Пусть 6 0 = min(e, б, б ' , 6" ) . Обозначим через S (п— 1)-мерную сфе
ру радиуса рЫ, В) с центром 4 , а через D — открытый шар радиуса 5<> 
с центром В. Положим S' S {] D. 

Пусть D0 — такой замкнутый шар, касательный к S в точке В, что 
Д А Ш ) cz intcon (5" U {А}) (его радиус обозначим через г0). 

Обозначим через Q такое счетное множество, содержащееся в S'\{B)9 

что 
1) для каждого открытого шара F с центром В Q\F конечно; 
2) con « ? U U , 5 » = > Z V , 
3) для каждой гиперплоскости Д = > [ 4 , 2Й и для каждого в ' > 0 су

ществуют такие точки Аи Лп-1б=(), что точки А, Аь ^4 n-i нахо
дятся в общем положении, а угол между нормалями к R и к Аффинной 
оболочке множества Ы, . . . , An-J меньше е'. 

Доказательство существования Q проводится стандартно и не пред
ставляет затруднений. Достаточно заметить, что для каждого натураль
ного к существует такое конечное множество @ Л с=*5"\Ш}, что справед
ливо включение (через Dh обозначен замкнутый шар радиуса боШ:" 

couiQh[){A})^DoO(Dk\Dh+i), ' > 

причем для каждой точки Хе= Qh р(Х, В) < 260/к. 
Ограниченным конусом будем называть выпуклое тело, являющееся 

пересечением конуса вращения с замкнутым полупространством, содер
жащим его вершину, граничная гиперплоскость которого перпендикуляр
на оси конуса. . 

Нам понадобится следующая 
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откуда и следует существование такого Kuk+V что ось его проходит 
через А, , ' . 

^ M - I M ^ M - I ) cz D П int con 5 , 

JfiTC7i cz int i7 f t + l T ^ t 7 f t + 1 <= int 

угол раствора Kuk+1 больше углов растворов конусов Ки% (i^ 
е И, . . . , к)). Лемма доказана. 

Обозначим через М тело con (Af 2 | J ( U Кх\\- Покажем, что если 

ш, , Я 2 ] — диаметральный отрезок М, то одна из точек Ни Н2 совпадает 
с Л, а другая принадлежит Q U {В}. 

Пусть [Ни Н2] —т диаметральный отрезок М. Поскольку для каждого г 
U = l, 2) Hi содержится в выпуклой оболочке п+1 точек из M2\J 
U f U %х\ и вследствие диаметральности [Ни Н2] получаем, чта 

{ # i , # 2 } c z ikf2|J ( (J Кх\. Поскольку, очевидно, Шг, # 2 } <£ О %х, без 
VxeQ j , xsQ 

ограничения общности можно считать, что Н{ е= М2. 
Предположим, что Ши Н2У П (КОР') = 0 . Тогда (вследствие уело-

вия, которому удовлетворяет 60 pC#i, Н2)<р(А, В); противоречие. 
Пусть Hi&K ОР'. Тогда H2^D (вследствие единственности диамет

рального отрезка [А, В] в выпуклом теле М2) и Я , — Л (вследствие усло
вия, которому удовлетворяет 6). Тогда H2^Q\}{B), что и требовалось^ 
10* ; . 

Л е м м а . Для каждой точки Хщ() существует такой ограниченный 
конус Кх с вершиной X, ось которого проходит через А, что 

1) (U Kx)\QczDf)mtconS; 

2) для каждой точки X0^Q М2 [) ( [) Кх\ cz Кхп, где КХп — тог 

(неограциченный) конус, из которого получен KxJ 
3) множество углов растворов конусов Кх (X&Q) дискретно и все 

эти углы больше (о0 + (я — <о0)/2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Занумеруем точки множества Q: Q =* {Uk}k^i» 

Очевидно существование такого Ких, ось которого проходит через А, чта 
/ ^ x \ { ^ i } с= D Л int con S, М2 U (QWUJ) с int Ки±, а его угол рас
твора больше со0 + (я — о) 0)/2 (достаточно заметить, что вследствие един
ственности диаметрального отрезка [А, В] в выпуклом теле М2 и дискрет
ности Q, для каждой точки X^Q 

р(Х, M2[)(Q\{X}))>0). 

Предположим, что для некоторого для каждого £е={1, кУ 
построен такой конус Ки{, ось которого проходит через А, что 

( Д # ^ ) \ { * 7 ц . • •, Uh) cz D fl int con S, 

при i\Ф j (i, j €= {1 , . . . , ft}) Ku. cz int Z ^ . , Для каждого г 

M 2 U ( < ? \ { ^ i } ) c : i n t ^ ^ , 

причем из i < j следует, что угол раствора Ких меньше угла раствора Ки^ 
Из условий, которым удовлетворяют Kuv получаем, что • 

p(Uk+1,M2[} ([) ^ С 7 г ) ) > 0 , 
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Покажем теперь, что выпуклое тело М восстановимо. Пусть выпуклое 
тело Ж' таково, что П(Ж')»=П(Ж). Очевидно, диаметры Ж и Ж' равны. 
Далее, любые два диаметральных отрезка а и Ь тела Ж' имеют общий 
конец. В самом деле, пусть ре=0(/г) таково, что \х(а)//Р0, \x(b)//PQ. Су
ществует такой поворот \xf ^0{п), что р(р ' (Ж)) изометрично ,р(р(Ж')), 
а поскольку любые два диаметральных отрезка р(р ' (Ж)) имеют общий 
конец (это следует из построения Ж и из того, что диаметры Ж и 
р(р ' (Ж)) равны), то р(р(а)) и р(р(Ь)) имеют общий конец, откуда непо
средственно получаем, что а и Ъ имеют общий конец. 

Отсюда следует, что существует точка W ^ М\ являющаяся концом 
всех диаметральных отрезков тела Ж'. 

Пусть IXpY] —некоторый диаметральный отрезок Ж'. Пусть р 0 е 
*=0(п) таково, что 'Р, 0([Х, Y])//P0, пусть Ох — подгруппа группы 0(/г), 
состоящая из вращений Еп вокруг прямой / = > р 0 ( [ Х , У]) . Обозначим че
рез Q множество углов растворов конусов K'z (Ze=(>). Определим ото
бражение : Ох~+- Й U{<°o* п ) следующим образом. 

Из построения Ж следует, что если \л^ОЫ) таково, что [Vu V2] — 
диаметральный отрезок /?(р(Ж)), длина которого равна диаметру Ж, то 
справедливо одно и только одно из следующих трех утверждений: 

1) р(\х(М)) содержит замкнутый Ы — 1)-мерный шар радиуса г0 с 
центром на [Vu F 2 ] , границе которого принадлежит точка У 4; 

2) /?(р(Ж)) содержит такой ограниченный круговой (п — 1)-мерный 
конус К с вершиной Vu ось которого проходит через F 2, угол раствора 
которого принадлежит Q (обозначим этот угол через ш), а круговой 
{п— 1)-мерный конус R', из которого получен К, содержит р(р(Ж)); 

3) Ж содержится в круговом (п — 1)-мерном конусе с вершиной Vu 

угол раствора которого не превосходит а>0. 
Пусть р е Ох\ пуст^э v&Oin) таково,, что ррро(Ж') изометрично 

pv(M); пусть т : р р р 0 ( Ж ' ) p v ( M ) — соответствующая изометрия. 
Обозначим т/?рр 0(Х) 'через Vu тррр 0 (У) — через V2. Если для Vt 

имеет место 1-я из перечисленных выше возможностей, полагаем 
<р*(р) — я, если 2-я — полагаем ф*(р) ^ ш, если 3-я — полагаем ф*(р) — Юо. 

Легко видеть из построения Ж, что если §х{Ох)П&.Ф 0 , то <рх{Ох) 
одноточечно (достаточно воспользоваться непрерывностью отображения 
т$х*Ох-*-% (где %-—метрическое пространство (п— 1)-мерных выпук
лых тел с метрикой Хаусдорфа), для которого я|)х(р) ~ / ? р ( Ж ' ) , где р е 
е а на Ох введена стандартная метрика). 

^Определим отображение \ : & Ж' следующим образом. Положим 
|(СЙ) = Х (где o>e=Q) F если существует такая точка Yx

 6 5 Ж', что 
[X, Yx] — диаметральный отрезок тела Ж' и фх ( О х ) = со. , 

v Из того, что П(Ж') — П(Ж), и из построения Ж следует, что для 
каждого со е= Q существует и притом единственная точка Х ^ ^ с о ) и для 
каждой точки Хе= | ( Q ) У х = PF. 

Определим отображение г): Q Q очевидным образом: rj(co) *=Х (где 
со Q), если угол раствора конуса Кх равен ш. Пусть © l t d ) 2 e Q , o v ^ со2. 
Тогда p(-g(©i), |(-o>J) =p(r|(cDi), ц(ыг)) (это непосредственно следует из 
рассмотрения рроекции Ж' на гиперплоскость, параллельную диаметраль
ным отрезкам с концами -|Сю<) (i = 1, 2) и изометричной ей проекции 
тела Ж). Следовательно, % ° т р 1 : Q-+ | ( Q ) — изометрия. Поскольку не 
лежит в гиперплоскости, существует единственная изометрия j } : 2?п £ ? \ 
сужение которой на совпадает с | ° гр 1 . 

Рассмотрим выпуклые тела §(Ж) и Ж'. Очевидно, p < i l ) « W . Кроме 
того, для любых точек Аи . . . , Л „ - 4

 6 5 (?» таких, что точки Л, Аи . . . , Л П -1 
находятся в общем положении, проекции р(Ж) и Ж' на аффинную обо
лочку множества Ы, Л 4 , . . . , Л „ - 4 } совпадают. 

Из свойства 3 множества (? теперь непосредственно следует, что 
р(Ж) = Ж'. 
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Теперь достаточно заметить, что для каждой точки Y €= М р(Г, MJ ^ 
^ е; следовательно, d{M, MJ ^ е. Теорема доказана. 

Доказательство утверждения замечания 1 непосредственно следует 
из того, что для каждых а, Ъ Ъ > 0) существуют неизометричные 
выпуклые фигуры М, М', каждая из которых имеет диаметр а и ширину 
Ъ (при а = Ъ это неизометричные выпуклее фигуры постоянной шири
ны а, при а> Ь, например, М — выпуклая оболочка эллипса о осями a, bf 

М'hicon (К U {Л}), где КаЕ2 — замкнутый круг диаметра Ь, 4 е £ 2 ~ 
такая точка, что рС4, К) = а — Ь). 

Докажем утверждение замечания 2. Зафиксируем ? г > 3 и некоторую 
точку 0<=Еп. Через Dn{X, г) будем обозначать замкнутый га-мерный шар 
радиуса г с центром в точке X. Пусть S — граница шара Dn(0, 1), а точ
ки Аи 4 n e S ^вляютсй вершинами правильного (га — 1)-мерного симп
лекса с ребром 1. 

Пусть е > 0 столь мало, что, справедливы следующие утверждения 
(через В{ обозначим S 0 Dn(Au е ) ) : 

1) для каждой гиперплоскости Р (на протяжении этого доказатель
ства рассматриваются только щперплоскости, проходящие через (?) су
ществует такое £G= {1, . . . д } , что Р П В{ =* 0 ; 

2) если гиперплоскость Р такова, что для некоторого А: €= {0, 1, . . . 
. . . , га — 1} для каждого £ <= И, . . . , fc, га} при к > 0 и для £ — га в случае 
/с = 0 Р П В* 0 , а для каждого / (k<j < га) Р П 5 ; = 0 , то существует 
такое вращение р пространства Еп вокруг аффинной оболочки множества 
{О, Аи AJ, что р ( Р ) П 5 „ = 0 и для каждого / (k<j<n) р(Р) П 

Положим 

Ar; = Z ) n ( 0 f l ) \ U с о п В ь 

\г=Г 

iV; = J5 n(0, l A V c o n S , . 
\i=l 

ЧерезЛ^т (тга = 1, 2) будем обозначать замыкание i V m . 
Покажем, что n ( iV 4 )=n ( iV 2 ) . 
Пусть Р — гиперплоскость. Если Р (\Вп = 0, то, очевидно, проекций 

ЛГ4 и N2 на Р совпадают. » 
Предположим, что Р П ВпФ 0. На основании свойства 1, которому 

удовлетворяет е, существует такое i {1 , . . . , га — 1), что Р П 2?< = 0 . 
Пусть т — такое вращение 2?Р вокруг О, что xCWi, . . . , Ап)) « . . . , ЛЛ* 
T U , ) = v l n . Тогда проекция Nt на Р изометрична проекции N2 на т (Р) 
(поскольку N{(\P изометрично iV2 П т(Р)) . На основании свойства 2 ана
логично получаем, что проекция N2 на Р изометрична проекции Ny rm 
М-(Р) (где р —вращение, фигурирующее в формулировке свойства 2) . 

Таким образом, П(]У4) = n(iV 2), но Nx не изометрично N2l поскольку 
объемы их не равны. 

Докажем утверждение замечания 3. Пусть S — сфера радиуса 1, 
7 cz s — окружность, радиус которой меньше 1; через «у о обозначим дугу 
окружности f длины 2яг/3, где г —радиус ^; через 0 , 0 ' обозначим 
Центры S и *f соответственно; через ф обозначим поворот пространства 
вокруг прямой,, проходящей через 0 , 0 ' , на угол 2я/3. 

Легко показать существование таких последовательностей 
(8i}£Lb что для каждого i Ai^^b е 4 > 0 , причем справедливы следую
щие утверждения: 

1) каждая плоскость Р (на протяжении этого доказательства рас
сматриваются только плоскости, проходящие через 0 ) пересекает не б о 
лее двух шаров из множества 

D = U { ф й ф ? ( ^ е 0 ) : 1 = 1,2, . . . I ; 



150 А. В. Кузьминых 

2) для каждого шара FeD существует плоскость, строго разделя
ющая F и U 3 e D \ { F } G ; 

3) для каждого i (обозначая через VU объем выпуклого тела U) 
У ооп(5 П ОЧА41 e f )) > 2VconiS П Ds(Ai+l, e i + 1 ) ) . 

Пусть а е (0, 1), тогда # а представляется двоичной дробью вида 
O f а 4 а 2 . . . , где а» = О или а» = 1, причем количество единиц в этом 
представлении бесконечно. , 

Определим Ма следующим образом. Пусть Q — множество всех* на
туральных / , для каждого из которых щ ет 1. Положим 

def 0 0 

# х = U con (5 П 1> 3 (ФЙ0,е 4 ) ) , 

rtpf 0 0 

Я г = U « о п ( 5 П / > 3 ( ф г ( ^ ) , е О ) ( 

def i 

Я 3 = U con(S П # 3 ( ^ s ; ) ) , 

М ; = с о п 5 \ ( Я 0 U Я х U Я 2 ) . 

Обозначим теперь через Ма замыкание Ма. 
Пусть <хФ$ (а, р е ( 0 , 1)). Прежде всего заметим, что VMa\ФУМц 

'(это следует из свойства 3). Для того чтобы убедиться в справедливости 
^равенства ИШа)6X1ПШР), достаточно заметить, что для каждой плоско
с т и Р существует такая плоскость Р', что Ма П Р изометрично М р П Рг 

(это следует из свойств 1 и 2). 
В заключение автор выражает благодарность А. Д. Александрову за 

гзяд ценных замечаний. 

Статья поступила 
30 ноября 1981 г. 
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