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С. А. АЛДАШЕВ 

Пусть Q — конечная односвязная область евклидова пространства 
Em+i переменных (х, t), где x=(xh х2, ..., хт), ограниченная тремя по-
верхностями | я | = £ , | х \ =R—t, t = 0. 

Части этих поверхностей, образующих границу dQ области Q, обозна­
чим через 5, SRy So соответственно. 

В области Q рассмотрим уравнение Эйлера—Дарбу—Пуассона 

k т 

Lk(u)=utt+ — ut— Цих х =0, (1) 
t 1 г 

где k — действительное число. 
Через uk будем обозначать решения уравнения (1) при данном к. 
Известно, что если f — дважды непрерывно дифференцируемая фун­

кция, то среднее значение 

М (х, U f) = — [ f(Xx + Ox*, хт+ aj) d(om (2) 
m 

/ = 1 

этой функции на сфере радиуса t с центром в точке х является решением 
уравнения L m _ i ( t / ) = 0 , удовлетворяющим начальным данным 

М*> 0)=f(x), щ(х, 0 ) = 0 , (3) 
(От — площадь единичной сферической поверхности m-мерного простран-

2Кт/2 
ства, равная , где Г — функция Эйлера. 

Г (т/2) 
При k>m—\ решение уравнения (1), удовлетворяющее условию 

(3), задается формулой [1—4] 

и* t) = i ? i ± i = S L [f(x1+a1t9 . . . , xm+aj)x 
% + i J 

m 

/ = 1 

/ 0\(k-m~\)/2 
X 1 

Пусть теперь & < m — 1, кФ~\, —3, —5, . . . Выберем наименьшее 
целое р^О так, чтобы & + 2 / ? > т — 1 . Хорошо известно [1—4], что если 
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Uh+2P является решением задачи Коши для уравнения Lk+2p(ii) —0 с на­
чальными данными 

/ (*) 
Uh+2P (х, 0) = — , w f t + 2 p (х, 0) = 0 , 

^ > (k+l)(k+3) ... (k+2p-l) 
то функция 

/ 1 д V 
Uk = p-k X'Y'"^) (twv-W+zp) (5) 

есть решение задачи Коши для уравнения (Г) с данными 
и*{х, 0) = / { * ) , и*(х9 0 ) = 0 , f(x)6Cp+ 2 . 

В качестве многомерного аналога задачи Дарбу можно рассмотреть 
следующую задачу. 

З а д а ч а D. Найти решение уравнения (1) в области непрерыв­
ное в замкнутой области Q и удовлетворяющее на S[)S0 краевым усло­
виям 

u\s=o(x), u\So = x(x) (6) 
или 

u\s=o(x), ut\sQ=v{x). (7) 

Для гиперболических уравнений многомерный аналог задачи Дарбу 
рассматривался в работах А. В. Бицадзе [5] и А. М. Нахушева [6]. 

В дальнейшем задачи (1) —(6) и (1) —(7) будем называть первой и 
второй задачами Дарбу соответственно (задача Д 4 и D2). 

В статье рассматривается случай т = 2. При k>\ решение задачи 
Коши, согласно (4), примет вид 

uk{Xjt)=lzlti-k j f(l)(P-\x-l\*)(*-*>*dl (8) 

Пусть 

f(x) = \x\qcosnQ, 6 = a r c t g — , 0 < 6 ^ 2 я , (9) 
xt 

здесь и в дальнейшем п — положительное целое число, a q>Q выбрано 
таким образом, чтобы f(x)6С2(\х\^R). 

Тогда из (8) при t— \ х\ = г имеем 

0 = - ^ ^ S \1\ЦР-\х-1\^-^созп^ 
111 \\-Х\<:Т 

ь 
( p = a r c t g — . (10) 

Положив в (10) x=reiQ, £ = ре*ф с учетом того, что якобиан преобра-
зования = р и 

/ ) ( р , Ф ) 

\x—l\*=(x—l) {x—l) = (reiQ—pe^) (re~iQ—ре~^) = 

= r 2 +p 2 —2rp cos (ф—6), 

найдем 
£ ] Я/2 2r COS ij) 

о(х)= rl~h cos nQ J cosm|>d\f> J p(2g+fe-D/&(2r cos p)( f e-3)/2dp— 
2ft - я / 2 0 
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J л/2 2r c o s 

r ^ s i n n e / sinm|)A|> j p ( 2 ^- i ) /2 (2rcos i | )—p)( f e - 3 ) / 2 dp= 
2я - я / 2 о 

= Ji+h, ф = ф — 6 . 

Так как подынтегральное выражение в / 2 , как функция от -ф нечетная, та 
/ 2 = 0 . Интеграл / 4 с учетом четности подынтегральной функции можно 
переписать в виде 

£ ] Л/2 2 r c o s a | ) 

/ 1 = r 1-^ cos nQ j cos мфс/ф J p(2g+/i-i)/2(2r cos -ф—p)(fe-3)/2rfp = 
Я 0 0 

2<i+h-i(k—\) я/2 1 

= — r^cosne / cos m|) c o s ^ - H ^ J r f g + f e - i ) / ^ ! — т ^ - Э Д ^ 
я 0 0 

где p = 2rcosi |)T). 
Справедливо тождество 

COS Щ|) COS^ + / l " _ i l | } = 

= 2-(«+ft-i) 2 ] ( )cos ( n — f t + 2 / + l ) i | > . (11) 
z = o I 

Пусть 

n—^7—* = 2s—1, s = l , 2, 3, . . . , < 7 + & - 2 > 0 , (12) 

тогда из ( И ) и (12) заключаем, что 
Л/2 

/ cos tity cos^"k~"4|)di|) = 
о 

g+fe-l / + 1 \ 1 
= 2 W S ( , ) — — s i n ( 2 s + 2 0 * | f s 0 . 

Стало быть, при выполнении условия (12) а (я) = 0 . 
Таким образом, доказано, что однородная задача, соответствующая 

задаче D2(k>\), имеет в качестве нетривиальных (регулярных) реше­
ний функции вида 

к—\ I h \ 
Ub(x, t) = К-* J | | | 9 ( < 2 - | х - | | 2 ) ( Л - 3 ) У 2 С 0 8 П 1 a r c t g — 1 dg. 

2я , si 

Для — 1 < & < 1 в силу (5) решение задачи Коши представимо в виде 
ич*> o = - ^ - < - F T - ~ [ J f ( £ ) ( ' 2 - k - 6 i 2 ) ( f c - i ) y 2 d a - ( i 3 ) 

2я at 
Пусть 

/ (x) = I x I я cos /19, 6 = arctg — K 0 ^ 6 ^ 2 я , (14) 

где <7>0, и такова, что f(x)£C3(\x\\^R). С учетом (14), переходя в (13} 
к сферическим координатам я = ге*е, g = pe i ( P, сделав замену переменной 
р—г cos (ф—6) =г ) (>—г 2 sin 2 (ф—6)) и продифференцировав по U 
uk(x, t) при * = | л : | = г , найдем 

9 + 1 * / 2 2 r c o s a | ) Г (р—rcostb) 2 

А ( Х ) = - - — Г " 2 / J Р я [ 1 - Ф

 2

 Ф ; J X 
/ я , L r 2 cos 2 ib J 

- л / 2 0 Y 
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X cos п ('ф+6) cosfe~3\|? (р—г cos ф) dpdty+ 

k */2 2 Г С 0 8 * Г (p-rCOSll?) 2 F " 1 ) / 2 

2я _ я / 2 о r 2 c o s 2 ^ 

xcos f e - 3 i | ) cos м ( \ | ) + е ) ф Л | ) , я [ ) = ф — е . 

Производя замену переменной p = 2rcos^|rr] во внутреннем интеграле, по­
лучим 

Я/2 Я/2 
а (*) = 2М cos я9 / cos м-ф cos« + f e-4fd^—Af sin /гб / sin лдр c o s ^ - ^ A p = 

О - Я / 2 

= / i + / 2 , 
где 

1 

2т f 
= • J;TJ9 [2T| ( < 7 + * + 1 ) ~ (<7+1) ] [ 1 - ( 2л — 1 ) 2 ] ( f e - % 

я о 
Очевидно, что / г = 0 , а при n—q—k = 2s—\) s = l , 2, 3, . . . , <7+fe—2>0 
из ( 1 1 ) следует, что 7 i = 0 . 

Это означает, что функции вида 
uk (х, t) = 

1 а 
= t~k 

2я dt 
IS-* К * 

и ул, IJ 

[ / \1\Ц^-\х-Ц^-тСозп[ a r c t g - | 2 - ) d%] 

являются нетривиальными (регулярными) решениями однородной за­
дачи, соответствующей задаче D2(— 1 < & < 1 ) . 

При k = l, используя (2), аналогично можно доказать, что однород­
ная задача, соответствующая задаче D2i имеет в качестве нетривиальных 
(регулярных) решений функции вида 

и* (х, t) = J--t-* J IБI« cos n (; arctg ^ - ) dt 
2 П \t-x\=t ^ 

где q^5, n—q = 2s+l, s = l , 2, 3, . . . 
Для k<C — 1, кф—Ъ, —5, . . . , также можно построить функции, ко­

торые являются нетривиальными решениями однородной задачи, соот­
ветствующей задаче D2. 

Теперь остановимся на одной корректной постановке задачи Коши 
для уравнения ( 1 ) , которая непосредственно следует из результатов 
Вайнштейна [1—3] (см. также [7]) . Для этого сформулируем некото­
рые свойства ( [ 1 ] ) уравнения ( 1 ) . 

I. Если ик является решением уравнения Lk(u)=Q, то функция 

u2-k = fh-\uh 

будет решением уравнения L2-k(u) = 0 . 
II. Если ик — решение задачи Коши для уравнения Lk(u)=0 с на­

чальными данными 
uh(x,0)=f(x), ик(ху 0 ) = 0 , 

то функция 
1 дик 

, = a f e+ 2 

* dt 



ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ РЕШЕНИЙ СИНГУЛЯРНОЙ ЗАДАЧИ 7 

является решением задачи Коши для уравнения Lk+z(u) = 0 при условии 
т 

иМ-2(х, 0) = V и\ х (X, 0 ) , (х, 0 ) = 0, к ф - \ . 

Пусть р ^ О — наименьшее целое число, удовлетворяющее неравенству 
2 — k - \ - 2 p > m — 1, & = 1 , 3, 5, . . . , и и2-~к+2Р — решение уравнения 
L2-k+2p(u) = 0 , удовлетворяющее условию 

_ ф(х) 

U2-h+2p(X) 0 ) = 0 . 

Тогда в силу (5) 

u2-k = tk-l (J-.JL ) P ( / l - f t + 2 p u 2 - f e + 2 p ) (15) 
\ t dt 1 К 

есть решение задачи Коши с данными 
и 2 - ^ ( ^ о ) = и2~к(х, 0 ) = 0 , Ф ( Х ) 6 С Р + 2 . 

1 k 
Производя в (15) дифференцирование и используя свойства II, по­

лучим 
u2-k=y0u^k+2P+cotuP-h+2P+0 (t2), 

Y o = ( 3 - & ) ( 5 - - £ ) . . . (2р+1—ft), c 0 = c o n s t . 
Отсюда в силу свойства 1 легко видеть, что ик есть решение задачи Коши 
для уравнения Lk(u) = 0 при & < 1 с начальными данными 

иь(ху 0 ) = 0 , \imtkuk=(f(x). 

Из корректности постановки приведенной задачи Коши и примера 
неединственности решений задачи D2 следует неединственность решения 
задачи D i ( & < 1). 

Функции вида 

и*(х, t ) = — | 1 5 1 « С ^ 2 — I-зс—g |2)-(in-i)/2 cos n С a r c t g — ) d\9 

где q таковы что IxHcos а ( a r c t g — ) 6 С 2 ( Ы ^7? ) и n—(q—k)=2S+ 
+ 1, 5 = 1 , 2, 3, . V JCI 7 4 1 1 ; \ч J -r 

B заключение отметим, что на неединственность решения задачи Di 
для двумерного волнового уравнения впервые обратил внимание Дон-
Гуан-Чанг [8]. 

Приношу глубокую благодарность научному руководителю А. М. На-
хушеву за руководство данной работой. 
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