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ГАУССОВСКИЕ СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ 

.8. И. Питербарг 

ВВЕДЕНИЕ 

За последнее время теория гауссовских процессов получила 
значительное развитие. В большой степени это связано с изу­
чением свойств выборочных функций (траекторий) процессов. 
Настоящий обзор посвящен в ОСНОВНОМ работам, вышедшим 
в последние 3—5 лет и относящимся к локальным свойствам 
траекторий, поведению траекторий в равномерной метрике, 
свойствам множеств' уровня гауссовских процессов и полей. 
В нем содержатся также некоторые новые результаты. Более 
ранним (в основном зарубежным) работам по этой тематике 
посвящен сборник [68], Другие вопросы, так или иначе связан­
ные с современным состоянием обширной в настоящее время 
теории гауссовских распределений, освещены в монографиях 
[8, 14, 59, 70, 78]. 

Выражаю благодарность В. P. Фаталову за помощь в со­
ставлении библиографии. 

Гауссовским процессом X(t), t&T, мы будем называть слу­
чайную функцию на произвольном параметрическом множест­
ве Г с гауссовскими конечномерными распределениями. 
В случае, когда Г.=7?„, п>2, будем иногда употреблять термин 
«поле». Обозначим mx(t)=MX(t), rx(t, s )=cov(X ( / ) , X(s)), 
dx(t,s) = (M(X(t)—X{s))2)i/2, cov(-, •)—ковариация. Через 
I(.) будем обозначать индикаторную функцию множества (со­
бытия). 

§ 1. МЕТОД СРАВНЕНИЯ ДЛЯ ГАУССОВСКИХ 
РАСПРЕДЕЛЕНИИ 

Пусть в эвклидовом пространстве рп заданы две действи­
тельные гауссовские меры Я- и P- с нулевыми средними 
и ковариационными матрицами J?o-=||/"i;.o|| и Mi~\\rijX || соот­
ветственно. Матрица ^h = hJ?1 + (\ — h)^Q = \\rijh\\, 0 < A < 1 , 
также является ковариационной. Действительно, если X0 
и Xi — гауссовские независимые векторы с распределениями 
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Р0 и Р,., то вектор У hXi + Vl — hXo также гауссовский с ко­
вариационной матрицей Mh. 

Т о ж д е с т в о сравнения. Если для некоторой функ­
ции • f'-Rn-^Ri существует константа С такая, что 
Mv\'d2f(X)/dxldxJ\<C и M V | / | < C , i, ; —1, .. .,Й,. 
v —0, 1, то 

. 1 • 

M1/ (X) - M0 / (АО = 4 J M;.VT № - ^0) V (/) (X) dh, (1.1). 
и 

где v = h—, . . . , д— ) , M,, —математическое ожидание относи-
\OXi ОХпI 

тельно меры Ph, т_знак транспонирования. 
Это соотношение следует из формулы дифференцирования 

сложных функций и из факта, что гауссовская плотность удов­
летворяет уравнению теплопроводности (В случае отсутствия 
плотности у Pv необходимо приблизить ее распределением с 
плотностью). Подробные' доказательства тождеств, аналогич­
ных (1.1) имеются в нескольких работах. (Например, [73,. 
141]). Впервые же прием дифференцирования гауссовской ПЛОТ­
НОСТИ ПО ковариации с переходом затем к производной по-
пространственным переменным встречается, видимо, у Плэке-
та [133], при оценивании функции многомерного нормально­
го распределения. Позднее появилось довольно много работ 
по оцениванию многомерных нормальных интегралов, исполь­
зующих этот прием (см. обзор [39]). 

Различные способы оценивания правой части (1.1) приводят 
к различным утверждениям относительно соотношения между 
M./nM-f. 

Теорема 1.1. Пусть для функции f-Rn-+R имеет место 
соотношение '—-—-, f(x)>0 для всех xQRn и тех i, j , что 
ri]i>r"i]0- Ест riji = rijQ для остальных г, / , то Mxf (Х)> 
>M0f(X). 
Заметим, что в утверждении теоремы 1.1 не участвуют ни про­

изводные функции / , ни размерность п. Стандартными спосо­
бами приближая множество {inf л; (t)> и} функциями, для кото­
рых имеет место теорема 1.1, получаем следующее утвержде­
ние, носящее название теоремы Слепяна. 

Т е о р е м а L2 [137]. Пусть Xi(t) и X0(t) — гауссовские се-
парабельные' функции с нулевыми средними на некотором 
параметрическом множестве Т. Тогда, если MX- (г.)2 ==MX0(£)2, 
ieT, и rx(t, s)>r0(t,s), (t,s)eTxr,rv{t,s)^MXv{t)Xv(s)»Ta 

P (sup Xl (t) < u) > P (sup X0 (t) < и). 
Впервые факт монотонности вероятности выхода по корреля­

ционной функции гауссовского процесса в .одном частном слу-
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•чае заметил A. Д. Вентцель (см. Беляев! Ю. К., Свойства выбо­
рочных функций гауссО'Вских процессов. Диссертация на соис­
кание уч&ной степени канд. физ.-мат. наук, МИАН СССР, 1959). 

Применяя теорему 1.1 для вогнутой (вначале гладкой) воз­
растающей функции g : R+-+R+, f.-=g(max(xi—xj)), и группи­
руя в правой части (1.1) (/,/)-й, (£,/)-й, (i, i)-ft и (/, 0 -й члены, 
после некоторых преобразований получаем следующее утверж­
дение: 

Теорема 1.3. (Ферник [73]). Если для всех i,} do(i,j)< 
^di(i, /'), то для любой вогнутой возрастающей функции 

M0g (max {X't -X})) < Mxg (max (Xt — X,)). 
l,J i.J 

Нетрудно показать, что отсюда следует, что в условиях 
-теоремы Mo (max XL) < M- (max Xt). 

Естественно попытаться использовать соотношение (1.1) для 
••оценки близости распределений Р{ и Р0 в том или ином смыс­
ле. Первым результатом в этом направлении является нера­
венство Бермана [81]: 

. Теорема 1А Пусть rm-3.rn-.-~A{cdot} rijQ = 0, i^j, [ г г л | < 1 , 
• i=hj. Тогда для любого tt 

| Р1 (max Xk < и) — Р0 (шах Xk < й)| < * к 
1 

' {le}2lr^il j c p ( " ' Й- h''in)dh, 
i>j о 

t 

тде ср (х, у, г) — двумерная гауссовская плотность с нулевыми 
средними, единичными дисперсиями и ковариацией г. 

Это неравенство можно доказать и непосредственно, так же, 
как и (1.1) (такое доказательство содержится в [81]), однако 
оно также является следствием (1.1). 

Более точное использование тождества (1.1) позво­
ляет обобщить неравенство теоремы 1.4 на весьма ши­
рокий класс событий. Пусть имеется' последовательность 
чисел wift, i— 1, 2 , . . . , fe = l , . . . , п, и A — произвольное событие 
из с-алгебры % порожденной событиями вида {Xi^uih}. Обо­
значим через А событие AU (U{Xi---wi,/J). Очевидно, оно имеет 

t, k 
•ту же вероятность (но не обязательно принадлежит Щ. 

Теорем а 1.5 [52, 53]. Если Глн=Гщ)—1» то 
г . 

.Л'(Л)—/МЛ) - 2 (г.*п--•"*/<>) 2 J<P(ttift. tt}l, rm)X 
k>l,k,l='l,...,n I,J—1,2,,.. 0 
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X D (-l)v+№PA(3n((--HX*--«»)>0' 
V=1,H=1 

(-\r(Xl-ujl)>0)\Xll^ulk, Xt = aji)dh. 

В то время как в теоремах 1.2 и 1.3 переход-к непрерывному 
времени, и вообще к произвольному параметрическому мно­
жеству не составляет труда, с теоремами 1.4 и 1.5 дело обсто­
ит иначе. Неравенство из теоремы 1.4 Для этой цели ПОДХОДИТ 
ПЛОХО, так как при увеличении размерности вектора X и воз­
растании зависимости между его'соседними координатами труд­
но ожидать ограниченности правой части этого неравенства. 
Несмотря на это, неравенство Бермана с успехом применялось 
различными авторами и в непрерывном времени. Более точные 
оценки можно извлечь из теоремы 1.5, правда, требуя гладкость 
исходного процесса (или поля). Такие оценки получены в [53,. 
54]. Рассмотрим один из результатов. 

Пусть Xi (0. Xo(t), feR„,.—гауссовские случайные поля с 
нулевыми средними и ковариационными функциями rv(t,s), 
v - 1 , 0. Будем предполагать,, что выполнены следующие усло­
вия: 

(1) г1(г., t)=sr0{t, t) = l, MVXv (V.Xv).T--sft"IA2. A2 —унитар­
ная, не зависящая от t, матрица; 

(2) Поля Xv(t), v-=- 0, 1, трижды дифференцируемы в сред­
нем квадр этическом; 

(3) Все конечномерные распределения полей Xv(t), v--=0, l, 
имеют плотность. 
Не ограничивая общности, нам удобно будет считать, что поля 
Xi и Xo независимы. Обозначим X,—y/iXi+yl—hX0, 0</г<1. 
Очевидно, что для Xh выполнены условия (1), (2), (3). Пусть. 
1ь Ль £г, 112, • • . > Ей, £п — независимые гауссовские величины с 
нулевыми средними и единичными дисперсиями. 
Положим 

п 

С„(0 = 4*!, . . . , tn) = n.-1/^ C*costA + T|*sin^. 
-4 = 1 

Если' X0(t) = {.n(t) и А2.— I — единичная матрица, то для Xh(t} 
выполнены условия (1) —(2), а условие (3) выполнено при 
h > 0 . Индекс h y Xh будем опускать. Если е —вектор, то 
через X/ (t) будем обозначать производную поля X (t) по на­
правлению е. Векторы основного базиса обозначим через 
е1,..., еп. Обозначим Yft = (X(*), X(s), Xei(t), ...,Х'в (t)t 

X'et(s),...,X'ek(s)). 
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Лемма Г1. Если для изотропного поля X(z-) выполнены 
условия (1) —(3), то при £ — s {to} О 

D = detMY?;KF?;0T = 
-=iCi|^-s|(f tA '+3)-2(l + o(l)), ^ — se^(Si,...,s f tA/)*, 
== Ki\t — s|m(l+o(-))> t-s€X{eu..., еш), 

для некоторых A"i>0, ЛГ2>0, /№<2(М* + 3). Здесь k/\l*= 
- дг1п(Ы). 

Схема д о к а з а т е л ь с т в а . Без ограничения общности 
можно считать, что 5 = 0 и k<l. Рассмотрим случай, когда 
2б52(е1, . •., ей). С помощью невырожденного линейного пре­
образования над е1, . . . , еп можно добиться, что t = (tx, 0, . . . , 0),. 
а с помощью невырожденного линейного преобразования над. 
Yl'l—4-vo вид вектора Y'l',ls не изменится. Имеем D - 1 / 2 = 

ft-W+-. 
= (2n) 2 . p(0, 0, . . . , 0), где р — плотность рассматриваемого' 
вектора. Далее, 

p(0,...,0)=-(2rcr-^-2 J MeVKJr>d\1...dXw (1-2> 

Г д е у-координаты вектора Ykt% По формуле Тейлора 

Fl=x(o=^(o)+^jo)^1+iX; i f i/1
2+i(Xi i e ie i+0(i))^ 

(здесь и далее все о (1) понимаются в среднем квадратическом) 
Кз -= x'tl (t)—х; ,(o)+X;iei(o)t1+l(XIlfil,1(o)+о (i))^, 
r2+.=^(o=A-.(o)+(x;ie.(o)+o(i))^, / = 2 , . . , / . 

Вектор (Х(0),Х;1(0),...,Х;1в/ + о(1)) имеет при достаточно 
малых t невырожденное распределение. Подставив получен­
ные выражения для Vj в (1.2), и группируя подобные члены, 
получаем преобразование переменных в интеграле в правой, 
части (1.2), якобиан которого равен ----- ^Л '+ 3 . Случаи, когда 
П£{е!,...,ек), но te£(elt ..., е,), и П£(еи . . . , et) рассматри­
ваются аналогично. Лемма доказана. 

Лемма 1.2. Пусть X{t) — случайный процесс, л = 1 , удов­
летворяющий условиям (1)-(3). Тогда для любых I, А>(> 
найдутся г>0, р>0, C<od такие, что при 0 < * < s 

M ((X' (0)-)* (X' (tr)11X (0) = X (t) -= и) < Ce-e»% 
где a+-=-^-(a+|a|), a - - = - ( | a | - a ) . 

' * Символ % (ей ...,eh) означает линейное подпространство, натянутое на 
векторы еи ... > е*. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся неравенством Шварца, 
и затем оценим М((Х'(0)-)2k\X(0) = X(t) = u). Это выражение 
равно 

• М ((X' (О)-)2* | X (0) = и, X' (0) = - \ t (1 + о (1)) X" (0)) = 

• = = M ( ( ( - i ^ i + o ( 1 ) ) X " ( o ) y f | X ( o ) = - « 

-2i*. (1 + 0(1)) $ P(y)-y2!idy, 

где р(у)-условная нормальная плотность X"(0) при условии 
Х(0) = и. Простой подсчет показывает, что последнее выраже-
ние не превосходит величины С (tttfk exp \ — 'м(х"(Ш—\-~а,П\Г 
<a(t)->0, ^->0, откуда следует требуемое неравенство. 

Лемма 1.3. В условиях леммы 1.1 для любых натураль­
ных k, I, j<n, I найдутся, е > 0 и С<оо такие, что при 
\t — s | < e 

' М((X;.(t)-y |.K*;i---(a,a, JCX, x 2 , . . . ) )< 

< C ( H - + |x1|*+|{cdot}x2|i+.-.). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимо оценить условные дис­

персию и среднее величины X" и воспользоваться нормаль­
ностью условного распределения. Для этого заметим, что 
условная дисперсия не превосходит безусловной, а математи­
ческое ожидание равно m1M + m2xi + /n3.*-2 + • . . , где 

mi = M{X-e]\Y*:' = {\, 1,0....,0)), 
m2 = M(X;;|FW = (0,0,l,0,...,0)), 

m 3 =M(X ; j r^=(o ,o ,o , 1,0,..., о)),..... 
"Применение как и в леммах 1.1, 1.2 формулы Тейлора дает 
•ограниченность величин m1,m2i..., W/.+.+2. 

Лемма 1.4. Пусть поле X(t) удовлетворяет условиям (1), 
{2), (3), е-,;..,е/. и /-,...,./,—-две произвольные'системы, ли-

f с 

нейно независимых векторов и ео^тт Г- Тогда найдутся 
•8>0, К К °° и С < » такие, что 

P(X{i±Let)<tl, i = \,...,k, X(s±kfj)<u, у------1,..., г, 
X(t + he0)<a, X(s — Ae0)<M|X(0-=X(s)-=a)< 

(C№Al\t — 5|-*A/-2.5-p«f для A"A<|t — s |<e , , 
<[СА*Аг для | t —s |>e , 
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где число р>0 зависит только от корреляционной функции 
поля А'(г.). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . С учетом условия X(t) = X(s) = u, 
воспользовавшись формулой Тейлора, имеем 

(X(t±tel)<u) = (±-(X°eiei(t)-{-o(\))<X'ei(t)< 

• < Д -т(К^)+о(\))), 
где о(-) понимается в среднем квадр'атическом. Рассмотрим 
сначала случай, когда е0 не зависит ни от системы {et\, ци от 
системы {ft}. Обозначим через . р(х0, у0, х „ . . „ xk, уи..., ур 
-21,..., zk, -И1,..., vt) условную плотность (при условии X(t) = 
=-X (s) = и) вектора 

(X;o{t), X'_eQ(s), X'et(t) X\k(t), Xh(s),.. .,X'f[(s), 

Оцениваемая вероятность равна 
o(i> o(l) o(A) о(Л) - у ^ + ° ( 1 ) > - f ( ^ + o ( D ) 

J dxo J dyQ J d.2!....] dvt j .dx! . . . J dytp. 
-°° ~~ y(-.+o(D) |-(*,+o(i)> 

Произведем замену переменных лу-=Длг, t = 1, . . . , fe, У/ — 
-== Ду ,̂ У = 1, •••,/• Тогда вышеприведенное выражение имеет 
вид (пишем только изменившиеся интегралы): 

0(1) -.-,/2+0(1) - V 2 + ° ( l ) 

- c o ' г, /2+0(1) -//2+0(1) 

Запишем p в виде 
Р (xo- Уо) p (•--•xi'- • • • > Ax//> A-/i'< • • •. ДУ/1 •*-. Уо) X 

X p (2i, . . . , v, | x0> Уо. Axi', • • •, At//) < 
(detcov.(.y(0, X(s), < ( < ) . - y l , . ( g ) ) ) 1 / 2 

< / ? ( X o ' Уо) (det cov(* (0,. * (s), X'tt(t). Xiet(s), Xh(t), ..., х'и)У<* Х 

Xp(21, . . . , O/lxo, г/0, Ax/, . . . , At//). , (1.4) 
Тогда интеграл в (1.3) не превосходит величины 

о(1) о(1) 0.(1) о(1) 

Dx \ dxo jj dyQp{x0,y0) J ••• yZi---Vi\p(?v •'••.. «z 1-«о. 
-СО — О О - ' О О OQ 

у0, Ax/, . . . , Lyl')dzl',..d'Vl'i 
D1--дробь в (1.4). Пользуясь неравенством 
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I ., « I ^ I *••.,*+-+••.+!-'/1*+-| . г 1 . . . г» / |« ——i 
и тем, что математическое ожидание величины Xe^ 
(или X/Jfy) по плотности /7 (г | л0, t/o» 01 • • • i 0) в интеграле 
равно ^ / га г Ал: /+2»г й + г Ду/ , где числа mt ограничены при 

i i 
| t — s|{to}0, получаем, учитывая условия | х/ | < | г г / 2 ] , | * / / | < 
•<|г);/2| , что последний интеграл не превосходит некоторой 
суммы вида 

2 J . . . J [ s1 j ^ - - .|т?-1 /+fc/7(^!, . . . , - , | J C 0 , i/o. 0 , . . . , 0 ) < 
•—oo — 0 0 

4 
•S.O < Z \ ( | « l | - P(2l |-«0. i/0'°> • • . , 0 ) d Z ; + 

+ I Vj\ !p (Vj\ x0, #0> 0> • • • , °) d^)-
где, как нетрудно подсчитать di, d^n2. Далее пользуемся лем­
мами 1-3, 1.2 и леммой 1.1 для .оценки Di. В случае, когда век­
тор е0 зависит от одной или обеих систем (ei), (fj), оценки ана­
логичны. 

О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что замкнутое мно­
жество Г с ^ л принадлежит классу W, если его граница дТ 
состоит из А1.< <х> п.— 1-мерных многообразий Si._i, / = 1, . . . , ki,.. 
класса С3, kj < оо п—2-мерных многообразий S/._2, j= 1, . • . , k2, 
класса Сз, и так далее, наконец, kn<<^> 0-мерных многообразий 
(вершин) Si, 7 = 1 , . . . , k„. 

Т е о р е м а 1.6. 1. Пусть для гауссовских однородных полей 
Xo(t)> Xi (t), tG-fi?,., выполнены условия (1) —(3). Тогда для 
любого выпуклого замкнутого множества ТсР\п из класса W 
найдутся числа р > 0 и С < со такие, что 

ДР = | Р (max Xo (t) <n) — P (max A'^t) < и)| < 

< C e x p ( - - i « z ( l + p)). 
2. Если, кроме того гг(.sx, s2), r0(su s2)->0, sx — s2{to}°o>. 

TO можно .выбрать число р ]>0 так, что для любого Т, удов­
летворяющего вышеприведенным условиям, и любого е > 0 
найдутся С1, C 2 < o o , что 

Д?<С 1 7(Т)ехр(—5-»- (1 + Р1)) + 

+ С2 2 I | / "0(^S)- - / ' l ( t I S) |d tdSeXp' ( - ( l -8)K 2 ) , 

где V (Т) — сумма всех функционалов Минковского множества Т 
и константы С ь С2 зависят лишь от чисел k., i = l , . . . , п. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем в каждом из многообразий 
5ft

3' естественную метрику. Гауссовские поля X1(/) и XQ(t), су­
женные на каждое из этих многообразий, удовлетворяют всем 
условиям (1) — (3). Введем решетку Зд, состоящую из. вершин 
n-мерной Д-решетки, лежащих внутри, 7, вершин всех А-мер-
ных решеток с шагом А, лежащих внутри многообразий S-Д 
k=--1,..., п.—1, и всех вершин So1, /=1 kn. Точки получен­
ной решетки, расстояния (в .соответствующей метрике) между 
которыми менее О, 1Д выбросим. Далее не будет необходимости 
делать различия между метриками, всегда будет иметься в ви­
ду расстояние в многообразии наименьшей размерности, ко­
торой принадлежат обе рассматриваемые точки. Очевидно, 

\[mP{rnaxXv(t)<u)==P(maxXv{t)<u), v = 0, 1. 

По теореме 1.5 

Л.рЛ< . 2 \ri(t,s) — r0(t,s)\^{u,tt,rh(t,s))X 

ХР {tnuxXh{t)<u\Xh(t)=Xh(s) = u)dh. (1.5) 
Ед 

Сумму в правой части (1.5) разобьем на конечное число сумм 
по следующим множествам: 

t,sGT\dT=*S„; teSn, seSU;...; teS„, seSfc 

tesl-u se5i_i;...; te(-)s*""1, se(-)s'0\ 
В случае, когда |t—s\ >/<A, К — некоторое настолько большое 
число (но фиксированное), чтобы можно было применить лем­
му 1.4, используя эту лемму, получаем, что сумма в правой 
части (1.5) по |t—s\>KA, ..6S-.-, seSf, k<l, не превосходит 
величины 

\ . J J „ i*--{cdot}-|*+! 

sa sb 
к l 

+ j k i ( t . s) — r0(t, 5)|ф(и, и, r(i, s))dtds\, 
TxTf]{\t-s\>e} J 

где r(t, s)=max(\r0(t, s)\,\r1(t, s)\). Первый интеграл в пра­
вой'части сходится для любых k и I, k<t. Для |t—-s|<A"A 
сумма в правой части (1.5) не превосходит величины 

1 

СК\КА\4§ 2 P(™xXh(t)<u\Xh(t)^Xh(s)^u.)dh. 
О Л-^Вд ВА 
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Для оценки вероятности в этом выражении воспользуемся 
выкладками доказательства леммы 1.4, проводя преобразова­
ния только лишь над точками, соседними с t, что даст оценку 
интеграла от суммы в виде интеграла по Sk

a от ограниченной 
функции, умноженной на 2пКп (мажоранта числа точек из Вд, 
удовлетворяющих условию 11 — s|<ATA). Таким образом, сумма 
по \t — s\<_KL стремится к нулю при A{to}0. Оценив плотность 

1+ max r{t,s) 
Ф (и, и, г (t, s)) через в | /_'s|>e , получаем утверждение 1 
теоремы- Взяв оценку вида 

/ к - . к г . е х р / - ,"' U / n - ^ ^ l H , 
\ 1 + max г (г, s) ] 
\ |<--|з»е J 

где Г0 такое, что \{r (г., s)\ <s/4 при | t — .s |> 7"0, получаем 
утверждение 2 теоремы. 

Замечание. Из доказательства лемм и теоремы 1.6 
видно, что условие (3) можно заменить на условие существо­
вания плотностей у всех конечномерных распределений 
достаточно высокого порядка. Таким условиям удовлетворяют 

м 
тригонометрические полиномы вида ( 2 Сл cos (̂ ,, t) -f-

1 

+ %8т(4 , t)),.46Z,j, (.-'л, t) — скалярные произведения. Для 
таких полей можно оценить вероятность Р (max X (t) > и) 

т 
С ТОЧНОСТЬЮ до 'ехр-(—--̂ - (1+6) J, 6>0. Для этого нужно 
перейти к полю на JRM вида Сл {t), t£R.M, и взять TQPM 
•соответствующим образом. 

В случае n==l в [53] при несколько более слабых ограни­
чениях приводится тождество сравнения для вероятностей вы­
хода за уровень, и затем оценивается правая часть тождества. 
Аналогичное! тождество можно выписать и для произвольного 
/г, однако оно будет для произвольного Т СЛИШКОМ громозд­
ким. Но для некоторых Т' оно выглядит достаточно просто. 
Например, если Т — дважды непрерывно дифференцируемое 
замкнутое многообразие размерн-оста п (например, тор, или 
сфера в Rn+i), то для независимых полей Х0 и X! на Г, удов­
летворяющих условиям (1) — (3) и условию: в некоторой ок­
рестности диагонали t=s r1(t, s)>r0(t, s), выполнено: • 

P (max X0 (0 <u) — P (max X- (t) < и) = т г 
l 

=2- 1 jd / i j dtds{rQ(t,s)-r1(t,s))x 
TXT i 

164 



X • J dy j dzx 
!/ = (!H Уп) z=(Zi,...,zn) 
у - < 0 , i - - - l , . . . , n z.<0,i>--l ,п 

XpXrHt),Xh(s),X7Xh(t),S7Xh(S),nxhV),aXh<,s)(U' M ' ° > °> У> - O X 

X P (max XA (0 < a I Xft (0 - XA (s) -= a. VX„ (0 = VX,. (5) = 0, 
T 

nXh{t) = y, nXh{s) = z), 
где OX— (d2X/dti2, i=\,... ,n), и нулю равны VXh. в точках 
t и s, 

Некоторые общие вопросы теории неравенств типа теоре­
мы 1.1 рассмотрены в [51]. 

В дальнейшем мы увидим, что теоремы LI—L6 являются 
основой для доказательства значительного числа различных 
результатов для гауссовских процессов. 

§ 2. СВОЙСТВА РЕГУЛЯРНОСТИ ТРАЕКТОРИЙ 

На протяжении более чем двадцати лет многие исследова­
тели занимались решением следующей задачи, поставленной 
A. Н. Колмогоровым: найти необходимые и достаточные усло­
вия п. н. непрерывности траекторий гауссовского процесса в 
терминах его корреляционной функции. Функция d(t, s) вно­
сит в параметрическое множество Т псевдометрику (она удов­
летворяет неравенству треугольника). Эту псевдометрику ча­
сто называют естественной метрикой пространства Т. Относи­
тельно нее МОЖНО определить сепарабельность, непрерывность 
процесса X(f), и т. п. Естественная метрика d оказалась наи­
более удобным параметром гауссовского процесса при иссле­
довании свойств его регулярности. Обозначим через N(C, e), 
8>0, С^Т наименьшее целое п (возможно, п = оо) такое, что 

п 
существуют множества Аи ..., Ап, С<=, U Л3-, причем для любо-
го / и всех х, y&Ah d(x, r/)--S2s. (-V(C, e) —мощность мини­
мальной Е-сети в метрике d). В этом параграфе будем счи­
тать, что MX(t)=0. Положим H(C, e )=logN(C, e). Следую­
щий результат принадлежит Дельпорту [96], Фернику [73], 
Дадли [99] и В. Н. Судакову [69]. 

Т е о р е м а 2.1. Если для какого-нибудь б > 0 а|>(6) — 
й 

= J Н(Г, х)ЧЫх<, со, то траектории процесса X(t) п. н. ие-
и • • 

прерывны. 
Интеграл в формулировке теоремы называется интегралом 

Дадли. Основываясь на теореме сравнения 1.3, оценках 
B. Н, Судакова [69] и результатах Ю. К. Беляева [1], Фер-
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пику [73] удалось доказать следующее обращение ЭТОЙ тео-
ремы. 

Теорема 2.2. Пусть X(*), feR,,, — однородное гауссов-
ское поле с п. н. непрерывными траекториями, и Т — компакт 
в Rn. Тогда для любого б>0 интеграл Дадли сходится. 

Схема доказательства этого факта следующая. Предполо­
жим, что интеграл Дадли расходится. Строим процесс X0(t) 
такой, что dA-0(t, s)<dx{t, s), относительно которого известно, 
что MsupXo(t)--°°. Тогда по теореме сравнения 1.3 и 
MsupX(z.)= со. А поскольку поле X (i) однородное, то в силу 
альтернативы Ю. К. Беляева [1] траектории поля X(t) раз­
рывны на любом интервале. Нужное поле Xa(t), для которого 
в явном виде считается MsupX0(t) дает следующая теорема, 
обобщающая один результат Судакова: 

Теорема 2.3 [73]. Пусть А — конечное множество, 7 — 
— 8Р {А) •— множество его подмножеств, |л— положительная ко­
нечная мера на А и (К, o,dA)—набор гауссовских независи­
мых стандартных величин (т. е., с нулевыми средними и еди­
ничными дисперсиями). Тогда для гауссовского процесса X на 
Т такого, что 

в6-П-
имеет место равенство 

М sup X (t) == -—= У. УЩа). 

Обозначим, следуя Фсринку [73], через M(S, б), 5«=Г, 
максимальное число непересекающихся в Т d-шаров радиуса б 
(т. е. множеств /i(s,.6) = {/: dx (t, s)<6}, n через K(t,6,n, 
•7), tdT, б>0, q>2, n — целое, обозначим максимальное число 
непересекающихся в Т d-шаров радиуса 8q~n с центрами, ле­
жащими в шаре B(t, bq~(n~l)). Положим K(S, б, п, q) — 
= sup/C(i, 6, п, q). Судаков показал, что если траектории про-

'6s 
цесса Х{1) п. н. ограничены, то все эти числа конечны. Одна­
ко имеет место и более точный результат (Ферник [73]), сле­
дующий из теоремы 2.3. 

Теорема 2.4. Пусть процесс X(t), t&T, п. н. ограничен, 
тогда для любого S<=7, любых б>0 и q>2 

:(j/[log2M(S, 6 )1+2 r"K[log2/C(S, б, /г, </)] J •3] /2п 

:MsupX(t). 

< 

7".. 

В случае, когда T^R„ величины Я, log2M(5, б) и loga-^.S, 
б, п, q) эквивалентны. Поэтому, в силу изложенной выше схе­
мы, утверждение теоремы 2.2 следует из теоремы 2.4. 
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Теоремы 2.1 и 2-2 являются, несомненно, одним из наибо­
лее выдающихся достижений последних лет в теории гауссов-
•ских процессов, Они являются результатом весьма развитой 
теории, основной вклад в которую внесли , Ю. К. Беляев, 
В. Н. Судаков, Дадли, Делыюрт и Ферник. 

Структура пространства (Г, dx) в общем случае может 
•быть весьма сложной, поэтому получение необходимых и до­
статочных условий п. н. непрерывности или ограниченности 
траекторий в нестационарном случае — задача гораздо труд­
нее. В [100] делается попытка решить эту задачу так назы­
ваемым методом мажорирующих мер. Этот метод основан,на 
•методе сравнения. Приведем один из результатов Ферника 
[100]. 

Пусть Г—-польское пространство, ц — вероятностная мера 
на Г, (Q, 31, Р) — вероятностное пространство и ЭД (\i) — семей­
ство случайных вероятностных мер, т=т(а>, dt), такое, что 
{ т (со, dt) dP (со) = [х (dt). Обозначим Ф (X, \ь) = sup м[ X(t)X 

• • -> mggft(H) J 
Xт(со, dt). Если Тс.р и для любых s < s ' < a . ' < f , s, s', t', t&T, 

выполнено dx{s', tr)*Cdx{s, t), то ф (X, jx) < oo тогда и только 
тогда, когда для некоторого б > 0 

Id^Ylog l- du<co. 
т о 

.Для ф ( ^ \х) выписаны также оценки снизу.и сверху. 
Большое число работ посвящено исследованию модулей не­

прерывности гауссовских процессов и полей. Один из методов 
исследования также основан на теореме сравнения. В 1970 го­
ду Маркус и Шепп [122] показали, что если dx(s, t )<d T ( s , t), 
то аналогичное неравенство имеет место в некотором смысле и 
.для модулей непрерывности гауссовских процессов X я- Y. 
В работе [110] дано обобщение этого результата на равно­
мерный модуль непрерывности. В. Ф. Синявский [66] дал 
•описание модулей непрерывности однородного гауссовского 
поля: , 

Пусть X(t)'—непрерывное однородное гауссовское случай­
ное поле, •ф(А)—монотонно неубывающая функция, г|э(0)=0, 
причем для некоторого CQ>0 C-i])2(]/i|) *^dx(t, t-f h)"-=t|3(j/i|), 
••ф-(2~")—•ф2(2""1-1) не возрастает при n{to}oo, и для некоторого 
« < 2 и достаточно больших п ^2(2~п) -sS2ai|)z(2~n""1). Тогда функ­
ция 

9 ( « ) = m a x ^ ( ^ H i o g 1 o g \iufi\ jj -J^L-dh) 

•является модулем непрерывности поля X при условии, что 
•стоящий под знаком максимума интеграл существует. 
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В работах Вебера [141, 142] для исследования модулей не­
прерывности с помощью так называемых верхних и нижних 
равномерных и неравномерных классов применяется энтропий­
ный метод, завоевавший большую популярность после работ 
Дадли, В. Н. Судакова и Ферника. 

Некоторые методы исследования локальных свойств гаус-
совских процессов оказались эффективными и для негауссов-
ских. Здесь стоит отметить метод пространств Орлича, см. 
подробно [129], дальнейшее развитие и уточнение метода Кол­
могорова—Слуцкого. Многие из этих результатов подробно 
изложены' в недавно вышедшей монографии М. И. Ядренко 
[78]. Весьма общий подход изложен в монографии В. В. Бул-
дыгина. [8]. См. также [40, 102, 111]. 

Большой интерес представляют работы, связанные с локаль­
ными свойствами множеств вида {X-I(a)}, и — некоторое число. 
Важными являются вопросы о существовании, свойствах 
локального времени гауссовского процесса, о размерности 
Хаусдорфа и других свойствах множества {X_I(«)}. Напомним, 
что локальным временем процесса X (t), tQ[0, 1] называется 

плотность меры («времени пребывания») р, (.4) == J IA(X(t))dt 
о 

относительно меры Лебега. Ранее было известно, что локаль­
ное время как правило существует либо для процессов с не­
прерывными, но сильно нерегулярными траекториями (напри­
мер, такими, что J d-1(.s, t)ds < оо для почти всех t), либо 

0 
для дифференцируемых в ср. кв. процессов (в этом случае 
локальное время существует тогда и только тогда, когда 
Х/фО при почти всех t). Существовали и некоторые необхо­
димые условия, но лишь для случая процессов с независимыми 
приращениями. М. А. Лифшицу [27, 30] удалось обобщить эти 
результаты на произвольные гауссовские процессы и показать, 
что существует целый класс гауссовских процессов, промежу­
точный между упомянутыми, для которых локальное время 
не существует. 

Теорема 2.5 [30]. Если процесс X(t), tG[0, 1], имеет ло­
кальное время, то при почти, всех t 

dfls, t) 
• l iminf-—_-J>0, s 

где dj-t+, i) —монотонная перестройка функции dji-(., t). 
Теорема 2.6 [30]. Пусть .AT(t). *6[0, 1],' — гауссовский 

стационарный случайный процесс со спектральной мерой F, и. 
Hm fy2E(dy)-oo, 

'-+°° ivi</ 

168 



11m-—£-4 v8 C E(dy)di=0. 
Z->co ,« « . 

0 |v|>< 
Тогда почти все траектории процесса X(-0 отображают меру 
Лебега на [0, 1] в сингулярную меру, и локального времени 
у процесса X(t) не существует. 

Свойства регулярности локального времени изучались в 
[114]. В статье Бермана [134] рассматривается применение 
локального времени к исследованию сходимости интегральных 
функционалов. 

При изучении локального времени большое значение' име­
ет размерность параметрического множества. Некоторые ре­
зультаты однако удается перенести и на случай полей. Так, в. 
работу [131] результаты Бермана обобщаются на векторно-
значные случайные поля. Единый подход для исследования-
локального. времени скалярных случайных полей содержится в 
работах Ю. А. Давыдова (см., например, [16] и другие пред­
шествующие ей работы Ю. А. Давыдова). 

Размерность Хаусдорфа множества Х~1(и) для векторно-
значных случайных полей изучается в работах [90, 91]. 

§ 3. ОЦЕНКИ И АСИМПТОТИКИ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СУПРЕМУМА 

Изучение вероятности i°(sup X(t)>u), а, также распреде-

ления других функционалов, связанных с высоким уровнем, 
занимает заметное место в теории гауссовских процессов. За­
дачи, в которых необходимо оценить такую вероятность встре­
чаются в статистике, теории надежности, в теории приближе­
ния случайных процессов. Особенно большое число работ, по­
священных этой теме, появилось после работы Пикандса [130],. 
во многом прояснившей структуру события (maxX(^)>u) для: 

процессов, у 'которых d(t, s)=C\t—s|a(l + o( l ) ) , t{to}s, a > 0 . 
С другой стороны, широкие исследования локальных свойств 
траекторий (см. § 2) требовали возможно более точных оценок 
для распределения супремума гауссовского процесса на произ­
вольном параметрическом множестве. В этом направлении 
ОДНИМ из последних и наиболее точных результатов является 
следующий. 

Т е о р е м а 3.1 (В. А. Дмитровский [18, 19]). Если для 
гауссовского процесса X{t), .Шф)—0, на произвольном пара­
метрическом множестве Т выполнены условия 

1 

Щ\) = $Н(Т, x)1/2dJC<oo, 
• • > 
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supMX2(^)-=l, и supd2(f, s) — a2, то для всех к > max (и0> 
1 + 9Ц)(ог-)) 

^ Т а ц~9Ф(Ц-'/^е х р(-2+*(4 
тде 

%{а)= lnf (2а2б2 + Я(Г,ба"1) + 4]/"2иг1)(ба-1) + )/"2и6), 
6<1/2 

<6(й) —корень уравнения б — 8Я(Г, ]Кб/исг), и0
 = ---Ф(-Л::'1К-'с~1/2)> 

>К2ог). 
--- + ЙО(1)], 

-и-
,к->'оо, т. е. для весьма широкого класса гауссовских процес­
сов на любом параметрическом множестве, если вероятность 
превышения уровня и не равна 1, то ее главный логарифми­
ческий член равен -• „ мх .i,.-..- + ио(1). В частности, в силу 
теоремы 2.2 эта альтернатива имеет место для произвольного 
тауссовского однородного поля на #„. 

Следует отметить, что имеется большое число работ, в ко­
торых так или иначе оценивается величина log P (max X (t) > к) 
(«грубые асимптотики»). Обзор результатов этих работ содер­
жится в основном в монографии A. Д. Вентцеля и М. И. Фрейд-
лина [10]. См. также работы [71, 109]. В работе [105, 106] изу­

чается функция распределения и плотность нормы последова­
тельности T] = (rh, 112,- • •) гауссовских независимых 'стандартных 
величин. Норма рассматривается двух видов: 

q (х) = sup( | хп | ian) и q (x) = 1 2 xn*n ) • 
n \n{cdot}- l / 

Получены верхние и нижние оценки для меры сдвинутого ша­
ра F(t, a)=P(q(r\—a)<t), а также оценки для приращений 
типа F(t0, 0)—F(tu 0). Эта работа продолжает направление, 
начатое работами Б. С. Цирельсона [77] и Маркуса и Шеппа 
[122]. 

В случае однородного поля на Rn точная асимптотика при 
и-> оо рассматриваемой вероятности найдена сразу несколь­
кими авторами на основе идеи, содержащейся в упомянутой 
уже работе Пикандса. Систематический подход к изучению 
различных вероятностей, зависящих от высокого уровня, для 
гауссовских процессов на прямой T = R1 предложил Берман 
[5, 84, 86]. В его работах основным объектом изучения являет 
370 



1 

ся функционал времени пребывания L = 
о 

Г —[0, 1], где [ G(t/)exp(—cy)dy<_ оо для всех с>0, G(y)>0. 
Такое название определено тем, что в случае G = I\Q,«,) 
L представляет собой время, проведенное процессом X(t) c 
непрерывными траекториями за уровнем и. (Здесь, как и ра­
нее, / — индикаторная функция множества). Заметим, что в 
этом случае Р (L>0)=P(maxX(t)>tt). Положим FU(A) = 

10,1] 
со 

•= j P(vL->x)dx/M(vL), t) = t) (и) — возрастающая функция. 
А 
Т е о р е м а 3.2 [SJ. Если функция 

3d{A;t,y)=hmP{vL>A\u(X(t) — u) = y) 
K-J-co 

существует для почти всех Л>0, 0 < t < 1 и — со<( /< + оо, 
то для всех А>0 существует предел E(.4)-=limEu(A), и 

И-э-оо 
1 + 0 0 

J J Я {A; t, у) Q (у) e-vdydt 
F (А) = -——-- . . 

j G{>j)e-ydij 

Функция F абсолютно непрерывна и ее производная F' по мере 
-Лебега удовлетворяет во всех точках непрерывности х~>0 
равенству UmP(vL> x)/M (vL) = —F'(x). 

Н-усо 
В основе доказательства теоремы 3.2 лежит идея, о слабой 

компактности семейства гауссовских условных мер 
P{u{X(t + siv)—u)e(-)\u(X(t) — u)). 

Эта теорема позволяет вычислить асимптотики различных 
вероятностей, связанных с временем пребывания. Для этого 
необходимо вычислить функцию ^ ( A ; / , у). В [5] приводятся 
некоторые случаи, когда эту функцию можно вычислить, в 
частности 3§(А; t, у) вычислена для локально стационарных 
процессов. Локально стационарным называется процесс X та­
кой, что MX(t) = const, MX(t)2 = const, и для некоторой непре­
рывной функции K(t), /C(0) =0, и непрерывной монотонной 
функции H(s)>0, s>0, имеет место соотношение 

limd2(t + s,t)/2K(\s\) = H(t) 
S-+Q 

равномерно по t. Предполагается, что функция K(s) правиль­
но 'Меняется в нуле с показателем а > 0 , т. е. limK(st)/K(s) = 
= ^а, t>0. Функция ${А\ t, у) вычислена также и в случае, 
когда MX(t)—f(t), f(0)=0, /правильно меняется в нуле и мо-
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котонно растет. В. П. Присяжнюк обобщил большинство ре­
зультатов из [5] на случай Т~ [0, 1 ,]".=#„. См. также статью 
Эдлера [79]. Видимо функцию &(А; t, у) можно вычислить и 
.в' случае непостоянной дисперсии процесса X(t). Асимптотика 
вероятности P(maxX(t)>«) вычислена в • [57] непосредствен­
но, на основе методов работы [3]. В [57] содержится несколько-
неточностей в доказательстве основного результата, влияющих 
на его формулировку. Эти неточности перенесены и в обзор 
[52] (теорема 2.2)., Приведем формулировку этой теоремы в 
исправленном варианте. 

Т е о р е м а 3.3. Пусть для гауссовского сепарабельного 
процесса X(^), /6[0, 1], MX(t) = 0, MX(t)X(s) = r (t, s), 
r (t, t)-=a2(t), p(t, s) = • ff

rA 'as,'s) выполнены следующие условия: 
(1) o(t) достигает абсолютного максимума <j(t.M)>0 в един­

ственной точке ^жб[0, 1], и 

для некоторых [5>0, -4>0; 
(2) p(t,s)=--\-D(t,s)\t~~s\* + o(\t-tM\a), i-+tM, s->tM> 

а > 0 , D (tM, i!.M)=L,>0> D(t,s) непрерывна в точке (tM, tju)', 
(3) существуют сс1>0 и г.0>0 такие, что для всех t, s 

\t~s\<.t0 выполнено d(t, s)<C \ t — s | as C < » , Тогда, 
если |3>a, то 

| Г ( I ) Dx/aA~mo (tM)W tfa, tM&(0, 1), 

"~ ' | r ( I )D I / r a A- 1 / p a (^ ) , / P H K , ^ = 0 или 1. 

Если р==а, то 

l ^ \ ^6(0,1), 
"~W«'2, tM = 0 или 1, 

• K^Ai(o(tM)D). 
Если р < а , то 

llmfTf-—J-T
>)y1P(ffl'axA'(0>«)---l. 

и->« V \ a{fM) J J 10,11 
Здесь 

U2 

^(и)=--4--е~, 0<Я а =Н1й|я! (0 ,П<-=. у 2я и т-><х> -

1 7 2 



Нкал — UrnНК(-Т,Т)<<х>, Hi* = lira Hi (0, Т) < оо, 
Г~Юй Т-УСО 

К>0, Hb
a(AB) = (\ + b)-lMexv((\+b)-1 max x(s)). 

\(l+b)VaA, (l+u)2/aBI 

%(t)~гауссовский процесс, te(— <•», + <•»)• 

•Mx(*)-=-1 *le . -cov(x(t), X(s)) — - | - - - 5 | a + | ^ | a + | 5 | a . 
Используемые в [57] методы можно обобщить на многомер­
ный случай. Необходимость такого обобщения диктуется ре­
альной задачей математической статистики: нахождение 
асимптотики распределения (хотя бы предельного) статистики 
Колмогорова в случае, когда предварительно оцениваются не­
которые параметры. В одномерном случае эта задача решена 
Г. A. Несен-евко н Ю. Н. Тюриным [49] методами дифференци­
альных уравнений, исходя из марковости предела эмпирическо­
го процесса. Такой путь решения в многомерном случае пока 
невозможен. Неясно, как использовать марковское свойство 
предела эмпирического поля для оценивания распределения его 
максимума. В частности, не решена следующая на наш взгляд 
важная задача: найти функцию распределения максимума 
многоцараметрического броуновского движения (т. е., поля 
W(th..., t„) с нулевым средним и структурной функцией 
вида ,.,vj 

л 

k=\ 

В связи с этим представляется важной также задача вычис­
ления констант На и Яа'*,у и их аналогов в многомерном слу­
чае. Заметим, что из нижеприведенной теоремы 3.4 следует, 
ч т о Я м 2 -= r " / 2 . 

Вышеприведенные точные асимптотики и методы их полу­
чения интенсивно применяются Ю. К. Беляевым и его учени­
ками в задаче приближения траекторий гауссовских процес­
сов с непрерывным временем функциями из заданных конеч­
номерных пространств. В обзоре [52] упомянуты работы 
10. К. Беляева и А, X. Симоняна, в которых исследован слу­
чай приближения ломаными. См. также [63, 4]. О. В. Селез­
нев [61, 62] исследовал равномерное приближение траекторий 
г'ауссовского процесса сплайнами и тригонометрическими ряда­
ми. В задачах приближения теоремы типа 3.2 и 3.3 требуют­
ся в схеме серий, когда не только повышается уровень, но ме­
няется и сам процесс. Например, утверждение теоремы 3.3 по-
видимому имеет место, если а = а(и)->-ао, р = P(«){to}Po, D — 
— D(u)-+DQ при w{to}<x>, возможно, при каких-то дополнитель­
ных ограничениях. Теоремы такого типа найдут довольно ши­
рокие применения. 
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Заметим, что в доказательстве теоремы 3.3 широко исполь­
зуется теорема сравнения Слепяна 1.2. Это обычный прием 
при переходе от нестационарного к стационарному процессу. 

Рассмотрим теперь вопрос о поправочных членах в асимп­
тотиках вероятности P(maxX(!.).>w), w{to}{infty}. Возможность 

т 
получения поправочных членов, по крайней мере для достаточ­
но гладких в ср. кв. процессов, открывает теорема сравне­
ния 1.6. Поскольку распределение максимума косинус-процес­
са £0(t) ••--£•, cos ^+ £2sin £, £G[0, Г], 0<Г<п, ^ — независимые-
стандартные величины, хорошо известно, [83], нетрудно вы­
числить и распределение максимума поля £т(0> по паралле­
лепипеду [О, Т , ]Х. . .Х[0 , Tm], 7\>0, k=l , 2 , . . . , т , (см., 
§ 1), Последующее применение замечания к теореме 1.6 дают 
следующие утверждения: 

Теорема 3.4. Пусть для поля X(t) выполнены условия; 
теоремы 1.6 и Лг = / (/—единичная матрица). Тогда для лю­
бых Ti>0, . .., Тп>0 найдется число б>0 такое, что 

а 

р( max X(z,)<M) — \ 9(x)dx — 
y0<tt<Tri=.l а J ^ 

и п п 

Пп 2-1'п г, 
п 

Hh{x) — полиномы Эрмита (с весовой функцией е-*2/2), ср —стан­
дартная нормальная плотность. 

Т е о р е м а 3.5. Если /г — 2, то для любых X и Т, удов­
летворяющих условиям теоремы 1.6 найдется б>0 такое, что 

и 

.P(max.X(.0<a\-— [ ц{х)с1х—Щ-ич>(и.) — 
—-00 

| а п
: Ф ( й ) + 0(ехр(—^(1 + й) 

2 У 2л ч \ 
где |Г | и |дТ\— соответственно площадь и длина, границы 
множества Т. > 

Теорема 3.4 для случая n = l приведена в [53], однако 
условия на процесс там слабее, требуется существование вто­
рой производной в ср. кв. В этой же работе приводится тож­
дество сравнения для вероятности превышения уровня и ста­
ционарным процессом, а также следующий, экспоненциальный 
поправочный член, 
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Существуют и другие способы получения поправочных чле­
нов к асимптотике вероятности: выхода. Один из них основан 
на следующей простой лемме. Пусть NU(T) —число выходов. 
процесса X(^), t&R\, за уровень и на отрезке [О, Т] (т. е. та­
ких случайных точек т, для которых существует 6 = б(т)>0„ 
что X(t)='«, X( s )<w для s6(T—6, т) и X(s)>u для S6(T, тг+ 
+ б)), LU(T) —-число входов процесса X(t) под уровень и 
(вход процесса X(t) — это выход процесса Х(—t)). Обозна­
чим а2(и, Т) =MNU(T) (Nu(T)-l), ра(«. T)=MLU{T) (Lu(T)-l). 

Л е м м а . Если процесс X(t) (не обязательно гауссовский), 
такой, что MNU(T) <{infty} и P(X(0) =u) =0, то 

0<MNu(T) + P (X (0)> а)~Р (maxX (t)> и\< 
\10,Т] } 

<±(a2(u,T)±f>2(ti,T))+P(X(0)>u, Х(Т)>а). 

Оценивание правой части этого неравенства дает следующее 
обобщение теоремы 3.4 в случае л — 1 : 

Т е о р е м а 3.6. ЕСЛИ стационарный гауссовский процесс 
X(t) такой, что MX (О)2 = Ж ' (О)2 = 1 и dx- (t, s)<C\i — s\a/? 
для некоторых С, а > 0 , то найдутся С- и р > 0 такие, что 

со 

0 < С Ф (x) dx + --|-- e-"V2_p jmaxX ( t )> a] < 

( 2а 2 \ 

а 2-a — «V2+exp( — — (1 + p)jJ, 
2oi 

где в случае a = 2 полагаем и --«----О. 
Таким образом, нерешенной осталась задача© получении попра­
вочных членов к асимптотике вероятности выхода в случае не-
дифференцируемых процессов. В случае, когда корреляционная 
функция гауссовского стационарного процесса имеет вид r(t) = 
=1—G|^ |+o( | f | ) , 0 0 , t{to}0, метод, с помощью которого можно 
получить хотя бы скорость приближения к асимптотике, при­
надлежит В. Д. Конакову и содержится в [23]. Этот метод ча­
стично основан на теореме сравнения 1.4. 

В случае ненулевого и непостоянного математического ожи­
дания точные асимптотики для процессов содержатся в работах 
[5, 57]. Если математическое ожидание ведет себя не слишком 
нерегулярно (например, правильно-меняется в точке миниму­
ма), то получение поправочных членов также возможно. 

Заметим, что в случае MX(t)^0 в силу симметрии гаус-
совских распределений имеет место равенство 

P(miix\X(t)\>u\ = 2P/msixX{t)>u\--P(maxX(i)>u, 
т а х ( - X(t))yu). 
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Последний член в правой части не превосходит Р (max (X (t) — 
V Т у. Т 

— X(s))>2ti). Максимум дисперсии поля X(t) — X(s) равен 
max(r (t, t)-\-r (s, s) — 2r (t, s)), и в естественных условиях не-
вырожденности эта величина меньше, чем 2max/-(/, t). Поэто­
му, в силу теоремы 3.1, если для процессов X(t) и X(t) — X(s) 
интегралы Дадли сходятся и для X (t) 0 («)==-<-• (и-), и->оо, 
то найдется 6>0 такое, что 
Р (maxX (t) > и, max (—X (г.)) > и\ = О ter^'P (max X (t) >u\\, 

т. е. асимптотики (и даже со степенными поправочными чле­
нами) для Р (max \X(t) \>и) такие же, как и для 
Р (mi\\X(l)>u).2. 

Продолжаются начатые Ю. К. Беляевым, В. П. Носко и 
Лнндгреиом исследования по изучению поведения траекторий 
случайного процесса вблизи высокого выброса. Пусть А'(0 — 
стационарный процесс ttRu MX(t)=0, r(t)~MX(0)X(t), 
r(0) = l, r{t)~\ + o{la), l\0, a>0, r(s—t)—r(s + t)~oU\ — 
-—r(2/))1/-) равномерно no s. ПОЛОЖИМ Xu(l) ~ur(t) +1(1), 
где 1(1)—гауссовский процесс с пулевым средним и кова-
риацией r(s—t)—r(t)r(s). Тогда процесс X(t), рассматривае­
мый при условии (X(—e)<H<X(B) или X(—-в) >n>X(e)) 
слабо сближается при е->0 с некоторой версией процесса 
Xtt(O) №] • Интересно было бы получить подобные резуль­
таты в более общем случае, а также их уточнения, аналогич­
ные полученным Липдгреном в гладком случае. [(58]. 

Упомянем еще три работы, в которых содержатся весьма 
интересные и перспективные постановки задач. 

В работе А. Пликунаса [58] с. помощью техники семиин­
вариантов даются оценки для вероятностей больших укло­
нений кратных интегралов Ито от гауссовских процессов. 

Дибол в работе [96] изучает распределение максимума 
гауссовского поля на торе. Заметим, что теорема сравнения 
1.6. в случае, когда Г —тор, доказывается гораздо проще, 
легко выписать в этом случае также и тождество сравнения, 
оно выглядит компактнее, чем, скажем, тождество для отрез­
ка, (см. § 1). 

В работе А. А. Русакова [60] изучаются вероятности боль­

ших уклонений интеграла X8(0:=j f(s)n(s)b.(s)ds, где i\(s) 
'o 

и iB(s)—гауссовские независимые случайные процессы, е — 
малый параметр. Полученные результаты применяются к оценке 
вероятности уклонения решений слабо возмущенных линейных 
дифференциальных уравнений. 
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§ 4. ПУАССОНОВСКАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА 
ДЛЯ БОЛЬШИХ ВЫБРОСОВ ГАУССОВСКОГО ПРОЦЕССА 

Первый результат в этом направлении получен В. А. Вол­
конским и Ю. А. Розановым [11]., Одним из требований в 
пуассоновской предельной теореме из [Ц] было требование о 
сильном перемешивании исходного процесса. Естественно бы­
ло предположить, что для гауссовских процессов вместо это­
го требования достаточно ограничений «а скорость убывания 
корреляции стационарного процесса к нулю на бесконечности, 
Первый результат Крамера,и Лидбеттера [26] требовал сте­
пенного убывания, Ю. К. Беляев [2] показал, что достаточно 
скорости о (1/In t). При доказательстве пуассоновской теоре­
мы Крамер и Лидбеттер пользовались методом сравнения. 
С помощью теоремы \А распределение числа выходов срав­
нивалось с распределением, числа выходов процесса с незави­
симыми значениями (естественно, вначале процесс с непре­
рывным временем приближения процессом с дискретным 
временем). Ю- К. Беляев использовал метод моментов, прибли­
жая поток пересечений уровня потоком, у которого сущест-. 
вуют все моментные меры (см. [2]). Оба эти метода полу­
чили в дальнейшем большое развитие. Метод сравнения ока­
зался настолько точным, ЧТО в некоторых случаях удалось 
получить необходимые и достаточные условия для выполне­
ния пуассоновской предельной теоремы (см. ниже). Метод 
моментов оказался хорош для исследования редких событий 
весьма общего вида, не обязательно связанных с одним или 
несколькими уровнями. 

Постепенно ослабление условий для выполнения пуассо­
новской предельной теоремы для пересечений высокого 
уровня привело к следующему результату: 

Т?/-- -TT..Г 
Ji._•l•••._•.^.l.»...l . 

. r(t) = \-C\t\a + o{\t\a), ~{to}0, а, С > 0 , 
и 

Г (2.)1П2.->-0, £{to}oo, 

то в случае а = 2 поток пересечений уровня и слабо сходится 
при «{to}oo в соответствующей нормировке времени к пуассонов-
скому. В случае а < 2 то же верно для потока е-пересечений 
(см. [52]). 

Почти аналогичный результат получен и для стационарных 
случайных полей в JRn. Подробно об этом написано в обзоре 
[52]. После того, как формулировка пуассоновской предель­
ной теоремы приобрела такой достаточно законченный вид, 
естественно возникли следующие задачи: 

1. Описать предельные законы, которые можно получить в 
случае, когда r(t) убывает медленнее, чем о(1/1п£). 
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2. Доказать пуассоновскую предельную теорему для воз­
можно более общего вида «редких» событий. 

3. По аналогии с классической предельной теоремой Пуас­
сона, найти к ней поправочные члены. 

4. Найти необходимые и достаточные условия для выполне­
ния пуассоновской предельной теоремы. 

Все эти задачи были решены в той или иной мере в по­
следние годы.'Рассмотрим их по порядку. 

В [127] Ми—алом и Илвисакером получен следующий ре­
зультат. 

Т е о р е м а 4-1. Пусть X(t), t6Z1, (целочисленная решетка 
на прямой) — стационарная гауссовская последовательность, 
MX(t)-=0, ковариационная функция которой удовлетворяет 
для некоторого -у>0 условиям: для любого е>0 

card(i: |r(t)1n* — v | > e , 0 < ^ < Г ) - = о ( Г ) , 7{to}oo, 
г (t) In t — 0(1), *{to}oo. 

Тогда для любого х 
11m P (ar (max X (t) — bT) < -x) = 

Г->-° [0.Г] 
Л-оо 

= j e x p ( — e - w - w ^ y t y d v . 
—- OQ 

Здесь aT = ( 2 I n T y \ bT ==(2ln?.)•/-- - § у = = . carg (•) - мощ­
ность множества. 

Другими словами,'вероятность отсутствия пересечений на 
отрезке [О, Г] уровня uT = br+xjaT процессом X(t) стремится 
к соответствующей вероятности для процесса Кокса (в данном 
случае — нормальной смеси пуассоновских). Заметим, что в 
случае у = 0 имеется сходимость к пуассоновской вероятности 
отсутствия пересечений (к двойной экспоненте). Б той же ра­
боте этот результат приводится и для непрерывного времени 

Чтобы получить из теоремы 4.1 предельную теорему о 
слабой сходимости точечного процесса пересечений можно ана­
логичным способом доказать теорему 4.1 для набора несколь­
ких отрезков [0, Г1]и[ТьГ2]и .. ., и -воспользоваться теоремой 
Калленберга [ИЗ]. Однако можно этого и не делать, посколь­
ку вместо теоремы сравнения 1.4 можно воспользоваться тео­
ремой 1.5, и сразу получить, что в тех же условиях имеет ме­
сто слабая сходимость процесса выходов (X(t)>uT) (или 
(X(t-~l)-S«T, X(!•)>«--), см. об этом ниже) к процессу Кокса. 
В [52] приводится без доказательства аналог этого результа­
та в непрерывном времени. Доказательство аналогично дока­
зательству Миттала и Илвисакера, но с использованием теоре­
мы 1.5 вместо 1.4. Поскольку в работе [75] Целе получил в 
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этом случае более общий результат, публикация доказатель­
ства утратила смысл. Заметим еще, что условия теоремы 
4.1 в случае 7 = 0 чуть-чуть более слабые, чем сформулиро­
ванные в начале параграфа, однако как будет видно из даль­
нейшего, необходимые и достаточные условия формулируются 
в несколько других терминах. 

М'иттал и Илвиеакер [128] рассмотрели и случай еще бо­
лее медленного убывания корреляции: 

Т е о р е м а 4.2. Если функция r(t) вогнута, для достаточ­
но больших t6Z1 (r (t) log t ) - 1 монотонна, г (t)—-̂ -0, (r(t) log t)-1—>-
-s-0, t~+oo; то для всех х 

x 

lim P (г (Г)-1/-(maxX (t)- (1 - r (T))V4T) <•*.) = (<p (s) ds. 
К-кх, [0,7-] J-^ 

Если же потребовать дополнительно, чтобы (log log z.)2 X 
X(r (0-°§ t)-1'->0 при t->.oo, то можно подобрать последо­

вательность гауссовских величин Сг так, чтобы 

Ига г (Л-1/2 (max X (t) -П - г (Г))1/2 — Сг) = 0 
Г-+СО [О.Г] 

с вероятностью 1. 
Основная идея доказательства теорем 4.1 и 4.2 следующая. 

Для данного Г рассматривается гауссовский вектор У= 
—'(Y-—- yTy{k),-\-iyTZ), где Y(k), k='\,..., Т и Z— стандартные 
независимые величины. Посчитать распределение максимума 
координат вектора У не представляет труда. Далее с по­
мощью теорем \А (для теоремы 4.1) и 1.3 (для теоремы 4.2) 
производится сравнение распределений максимумов координат 
векторов У (со специально подобранными ут) и ( X ( l ) , . . . 
. . . , Х(Т)). В случае теоремы 4.1 доказывается при этом, что 
правая часть в неравенстве из теоремы 1.4 стремится к нулю.' 
Поскольку эта правая часть мажорирует (с точностью до кон­
станты) и правую часть тождества из теоремы 1.5, то утверж­
дения теорем 4.1 и 4.2 можно переформулировать и для любых 
событий (например, число пересечений, момент первого выхо­
да и т. д.), связанных с соответствующим уровнем, и даже с 
несколькими уровнями. Аналогичные методы используются в 
£ 125]v для исследования совместного распределения максиму­
ма гауссовской последовательности и ее подпоследователь­
ности. 

Берман [86] исследовал предельное поведение функциона­
лов времени пребывания 

t ., 

Lt{u)=\I(X[s)>u)ds, Mt(u) = ^I (\x(S)\>uds 



для стационарных процессов с корреляционной функцией г (t) 
такой, что для некоторых а > 0 , 0 < б < 1 

t 

l imr 6 ( r (s ) a ds=-oo, r(t)>0 

для достаточно больших t и lim г (t) — 0.' Используемый им 
метод разложений функционалов по полиномам Эрмита в по­
следнее время довольно популярен. Если а = 2 и u = u(t) 
такая, что, #(t) {to} оо, и2 (г!)— о (log .f), u2(t) = o(l/r (t&)), t{to}co 
0<p"<6, то величины 

Mt(u)—2t(\—U>(a)) 
/< \V2 

2иф(и)1 §(t— s) r*(s)ds 

j(X*(s)~- \)ds 
(4.1) 

/ - \ 1 / 2 

21 J(*—s)r--(-).is] 

-Гф(й)= Jq(S)dsj 
^ CO ' 

имеют одно и то же предельное распределение при £{to}{infty}, т. е. 
если один из пределов существует, то существует и другой 
(равный первому '[86]). В этой же статье этот предел вычис­
лен при более жестких ограничениях на r(t). Методы вычис­
ления предельных распределений для функционалов типа (4.1) 
•от сильно коррелированных процессов рассмотрены в несколь­
ких работах [15, 98, 138, 139 и 140]. 

В статьях [75 и 76] Целе дал общее определение «редко­
го события, порожденного гауссовским векторным -полем», и 
доказал предельную теорему Пуассона для них. 

Пусть X(t), t£T — однородное векторное поле со значе­
ниями в Ri, d^sl, с нулевым средним, причем Т равняется 
либо Z„, либо Rs, s ^ l . Обозначим через r(t) модуль макси­
мального по модулю элемента матрицы взаимных ковариаций 
X(t) и X(0). Пусть (Д„, п — \, 2 , . . . ) —последовательность бо-
релевских подмножеств Rd, mn — измеримые функции из Ап в 
измеримое пространство (G, ©) (пространство .меток). Введем 
маркированный точечный процесс ? „ на Г с метками из G, 
порожденный тройкой (X, Ап, пгп): 

^л — Zi fy-.'V.-'C)))-е.хащАп 
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Если Wn имеет конечную интенсивность Я„ и Хп->0, n{to}{infty}, то 
этот процесс естественно назвать точечным процессом редких 
событий. Целе дал условия на слабую зависимость далеких 
событий из "Ч*,. в терминах последовательности ап

2(|3)-= 
-=-M(|X(0)|2exp(p]X(0)|2)|X(0)eA„), из многочисленных при­
мерах показал, что эти условия слабее имеющихся ранее усло­
вий выполнения предельной теоремы Пуассона, и доказал сла­
бую сходимость полученного из Чт

п естественным нормировани­
ем точечного процесса к маркированному пуассо-новскому. 
Метод доказательства в этих двух работах — метод моментов. 

Однако метод моментов не приспособлен для получения по­
правочных членов в предельной теореме Пуассона. С другой 
стороны, естественный путь для получения поправочных чле­
нов дает теорема сравнения 1.5. В работах [53 и 55] проводит­
ся сравнение произвольной гауссовской стационарной после­
довательности X(t), t&Zt, с последовательностью независимых 
гауссовских величин и оценивание правой части тождества 
теоремы 1.5 в случае, когда событие А имеет вид {число пх(Т, 
и) событий вида «X(t)>u» равно k, jt=l, 2 Т}. 

Т е о р е м а 4.3. [53, 55]. Пусть для стационарного гауссов-
екого процесса X(^), t6Zt с нулевым средним, единичной дис-

- Персией и ковариацией r(t) выполнены условия: 
1. г (2.)->0, t —>- оо; 
2. Я6>0 Ve>0card(t:* = 1-2,...,7\ | r (25)log 11>s) = О(5"1_а)-

7 —>- оо . . 
Тогда 

••Hm--^2(.--f)-<<>=°; 
2. з у > 0 , Vk>0, k — целое, 

к -1-1Г 

Р{пк(Т, «-.)----£).-=££_ + 
г 

+ 2 lx2(%--2^_1 + Jtft.-){sum}(l — f ) r ( 0 ( l + o(l)) + O(r -v) . 
t—\ ' . ' 

Здесь щ — пуассоновская вероятность с параметром р.-, 

Ur = br — (ln]i)/ar, цг = Т \ Ф(s)ds, 
и 

PT-r-^x—^f- ОО 

В [55] приведены асимптотические разложения по степеням 
ft".1."7') для \i''e~liT/k\ Метод 'доказательства этого результа-
та не зависит ни от размерности решетки (r--=Zv), ни от того, 
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один или несколько уровней рассматривается, ни от наличия-
стационарности процесса X(t)- Существенным является лишь. 
дискретность времени, т. е. что 

inf dA-(a.,s)>0. 
t, s:dx(t, s)>Q 

В случае непрерывного времени также возможно получение-
теорем сравнения типа 1.6 для событий вида {Nx(T)=k}. 
Возможная схема доказательства в одномерном случае сле­
дующая. Пусть 7{to}co и w->-oo таким образом, что MNX(T) =(x.. 
Покажем сначала, что Р(Ых(Р-а)^2) = 0(~- в) для а > 0 и 
некоторого 6 = 8 (а) >0. Это можно сделать как методом мо­
ментов, так и методом сравнения. Затем разобьем интервал 
[О, Г] на п интервалов длины Г1-01, и приблизим вероятность 
события {Mx(T)=k} суммой вероятностей событий вида 
В\В2Въ • • • Вп, для каждого из которых нетрудно применить 
теорему 1.6. (Здесь б-—событие, что на /-м. интервале нет пе­
ресечений, В • — ему противоположное, чёрточек — k штук). 
Сравнивать надо, как и в [54] с процессом с финитной корре­
ляционной функцией. На таком пути можно получить следу­
ющее обобщение результатов: из. {25, 54]: 

Т е о р е м а 4.4. Пусть X{t) — гауссовский дважды диффе1» 
ренцируемый в ср. кв. стационарный процесс с нулевым сред-

ним, причем для некоторого # > 0 j \r (t)\adt <C -». Без огра-
- о 

ничения общности мы можем считать, что MX(0)2 = 
= MX'(О)2 — 1. Тогда для любого A > 0 найдутся числа С, 
8 > 0 , зависящие от г(•) и а такие, что равномерно по | x | < A 
и дЛя любого подмножества В натуральных чисел (включая 0) 

р {N* (Т)ев) - 2 %. И < ст~\ 

где K- t t r (x ) = ]/ '2ln(r/2n)+x/]/ '21n(F/2n), 

Константы С и б в принципе можно оценить. Утверждение 
имеет место и для N\x\ (Г) с заменой як (x) на 

V (х) - 2~ exp ( - кх - 4 1 д * ^ 2 я Г ) Х 

Xexp — 2ехр (— х 
v2 

4 1п(Г/2я) 
В. Д. Конаковым [24] получен результат, сходный с тео­

ремой 4.3. В другой работе В. Д. Конаков [23] оценил ско­
рость сходимости в предельной теореме для максимума гаус-
совского процесса с непрерывным временем, корреляционная 

182 



•функция которого имеет вид г (t) -= 1—С | t \ + о (| i \), /{to}0. В [25] 
дан пример применения этих результатов для построения дове­
рительных интервалов для неизвестной плотности при оценива­
нии методом Парзена—Розенблатта. Предлагаемый в [25] ме­
тод построения доверительных полос по выборке объема п дает 
точность ширины полосы порядка п~\ б>0, в то время, как в 
применявшихся ранее способах эта точность имеет порядок 
1/1п п (это также показано в [25]), т. е. абсолютная точность 
примерно одинакова по порядку с самой шириной доверитель­
ной полосы. Эти же методы годятся для построения довери­
тельных областей для многомерных плотностей и регрессион­
ных поверхностей, Для этого можно использовать следующий, 
полученный на основании теорем 1.6 и ЗА, результат: 

Т е о р е м а 4.5. Пусть для X(t), tGRn, выполнены условия 
теоремы 1.6 и найдется а > 0 такое, что J | г (г.) \adt < ос. 

Пусть Т \ Rn таким образом, что для всех Т выполнены 
условия теоремы 1.6 и | дТ |/| Т | = 0 ( | Г | - 9 ) для некоторого 
*7>0, | Т | и | дТ | — м-мерный и и— 1-мерный объемы Т и дТ 
соответственно. Тогда найдется число 6 > 0 такое, что равно­
мерно по х в любом компакте К 

P(maxtT{X(t)-lr)<x)=~ 
т 

Гт-Ч 
- e x p ( - Г ' - ^ г 2 kjr^ (1 + fr"1-1) + 0 (| T |-

Аи = - ( - ! )« <-"=-
m\2m(n — 2m— 1) ' 

-корень уравнения 
сп\Т\ е-'УЧ"'1 = 1, сп --= (2jt)~V2 (2пп)-'^, 

In In | ^ Г Щ Ш О - ' " - 1 ^ ! 1 ? ! ^ 0 +° (1п|П)а 

Приводимые ниже утверждения 4.6 и 4.7 дают решение зада­
чи о необходимых и достаточных условиях для пуассоновости 
высоких выбросов гауссовского процесса на произвольном пара­
метрическом множестве Т в случае дискретного времени 
(Т — счетно). 

Пусть задана последовательность (Xn{t), t&T), n—\, 2, ..., 
гаусеовских процессов на счетном множестве Т и последова­
тельность неотрицательных числовых функций (ип(0. t6-"), п~ 
= 1,2 Обозначим rn(t, s) =MXn{t)Xn(s), rn{t, t)=an

z(t). 
Считаем для удобства, что MXn(t)^6. Предположим, что для 
всех Z.G" un{t)/an(t)-^oo, n-s-оо, тогда события An,t—(\Xn(t)\> 
>un(t)) и Bn,t= (Xn(t)>un(t)) являются редкими. Пусть £ — 
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локально компактное хаусдорфово пространство со второй ак­
сиомой счетности, S3— о-кольцо ограниченных борелевских мно­
жеств на нем, 3" — кольцо конечных подмножеств множества Т. 
Введем класс F измеримых в обе стороны относительно S3 и £ 
отображений множества Т в £. Рассмотрим случайные точеч­
ные процессы на £: 

U-3)- 2 Ч..' 5eSS' /«eF-

n = 1 , 2, Обозначим mn (В) = М\п(В), dn(B) = Dln{B). Обе 
эти величины конечны для любых 56-S и тп является мерой 
на 3£. Без ограничения общности можно считать, что an(t)>0 
для всех п и t. Действительно, если выбросить все _АГ„(£),для 
которых стЛ (t) = 0, то полученный процесс £„ (5) будет являть­
ся версией исходного. Обозначим и,/ (t) = an(t)ian(t), Xn'(t) = 
— Xn(t)jan(t). Для последовательности vn = vn(t, s), |" ,2 |<U-
t, s£T, введем функционалы 

i 

Ф(г>„, S )= 2 *»(-> -0 j Ф (««'(0. un'(s), hvn(t, s))dh, 

1 

.Фе(о„, £)= 2 «»(-' s) 1 Ф(аЛ-). «Л-0. kva(t,'s))dh. 
t 1 g 

'*"Gf" '/P' aJ(|.i.(s)o.((,i)' 
un(t)un{s)vn(t,s)>s «v «v n* 

Теорема 4.6. Пусть л —пуассоновский случайный точеч­
ный процесс на Ж с мерой интенсивности пг на 95 и £{subset}95— 
DC-кольцо (см. [112]) такое, что VLgS n(dL) = 0 п. н. Тогда 
для любой последовательности /„ЕЕ следующие утверждения 
эквивалентны (/•'—ковариация процесса X'): 

W W 

1. £„{to}n (-> слабая сходимость); 
2. vL6Slimm„(Z,) —llmd„(Z,) — m(L); 
3..VLe.81imm„(L) = /»(L) и ИтФ(|/"„'(*, s)|, L)=0; 

/l—TOO /2—>00 

4. VL6£limm„(L) = /?i(L) и Ve>0 11т ФЁ(| rn'(t, s)|, I)-=0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. «3=И». Покажем, что распределение 

величины g,,(I) стремится к пуассоиовскому с параметром 
m(L). Отсюда по теореме Калленберга будет следовать утверж­
дение. Из теоремы L5 следует, что для любого целого А>0 

\P£n(L) = k)-P((,n(L)^k)\<W(\rn>(t, 5)1, L), (4.2) 

где'Сл(1) = 2и j(|z(ol>«' ( 0 ) ' Z ^ ' -"6:Г'— набоРстандартныхгаус-

совских величин. К процессу С„(1) применима классическая 
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предельная теорема Пуассона (см. Боровков A. A-> Теория 
вероятностей. М., Наука, 1976). Для ее выполнимости доста­
точно, чтобы 

VI {Ml, • N\2->0, п-

/Поскольку 2-w- r( | Z ( , ) ] > B ' (0V=OT*(.0-->-/»(L)Y. Так как по ус­
ловию un'(t)-> оо, то это утверждение следует из теоремы 
Лебега о мажорантной сходимости. 

2. «3-=*-4»—очевидно. 
3. «4-->-3». Имеем, обозначая u = un'(t), v == и/ (s), 

r=\rn'(t,s)\, 
1 

—- С 1 / 1 ц- + о2—2uvrh\ \. . 
2пУ1 —/iV2 

< A ~ s ^ e OTri e x p v " 2 — ^ - ^ r A < 

ttvr<e U 

1 

uvr<e, 

^ - £ 2звди е ^ 2-iwu 

Интеграл под суммой равномерно ограничен, поскольку 
г2(и2 + г.2)>0, а иш7г<р,. Последнее выражение не превосхо-̂  
дит величины 2tnn(L)4K' (для достаточно больших /г). Далее, 

1 /E/UVr 1 Ч 

иг/г>в 0 игг>г \ 0 е/иог / 

- 2 '•"'] ^ л + 2 1 Ч**А. 
i[i/r>8,r-5t0 0 uvr>eefuvr 

Вторая сумма есть ФЕ и стремится к нулю по условию. Для 
первой имеем при гФО 

' Т-л^--'(--™^)л-2л J т / i 
о г 

! - L ( H ^ ) В / Г / l A 2 ( ^ + ^ ) r 2 - 2 « t / r M , f t „ 
2mv 

о 

1 _L(„2+i,-) I 1 uW a . I J„ 
_ L _ e - J e x P \ - 2 . - T - i T i - s i — № ' 

О Ч 
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Так как подынтегральная функция равномерно ограничена, то 
суммирование дает оценку 2mn(L)hKl, что и требовалось до­
казать, поскольку Б произвольно. 

4. «2=*>-4». Имеем 
D 2 k , ( - .S 0 4i+2 c o v (4 ( ' -v ) -

=2р(-4".')-2/э(-4'м)2+2^(/лй,„ ч,.). 
t t t=t=s 

Поскольку {sum} P(A,ltt)->m(L), 2 - ° (A,')2-*0, то следовательно, 
• . t 

2 С0^(/лК1>1 -Ч*,.-.)"^0 ПРИ n~* °°- Имеем, Далее, 

-ov( / v . . , /лл,,) — Я(Лг,М„.,)--0(Л^)-°(Дг,,) = 
1 

- J ж - 3 (I X«.»(-) I> -*•-' (')»I Xn-h ( s ) I > -*»' <s)) dh> 
где X„iA(i)-]/AX„'(!.)-t-'j/1 — hZ(t) (предполагается, что Z(t> 
не зависит от (XY (t), t&T)). Последний интеграл равен в силу 
симметрии 

1 

и 

+ P(X,.,,. (0 >", / ( - ) , ~X«,ft(s)>«,/(s)))dA.-
Вышеприведенное выражение не зависит от знака r = r„(t, s)„ 
будем для определенности считать г > 0. Имеем тогда, что 

1 
,т r v 2 f г / 1 u* + vs—2uvhr\K, 

соу(/ля,(. Ч..-)-=--Г^ у т . З - Д е х Р 1 — 2 Г=д^—)Х 
о г 

x(l-e-4>(-S?r))dA>. 
1 2 С г / 1 и* + у*—2иукг\^, 

> ^ Г J "7Т-Ар" е Х р \ " "2 . l-ft*r- j X 

E/Uvr 
1 

x ( l - e x p ( - — ^ r ) ) r f A > 2 ( 1 - e - - - ) J q>(», v, hr)dh. 
B/uvr 

Суммируя по иъг>г, получаем, что <De{to}0. 
5. «1=s*2».. Очевидно, поскольку для всех L6S d„(I)<oo-

и от„ (I) < со. Теорема доказана. 
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Рассмотрим теперь случайные точечные процессы на ЗЕ 

У (В)- 2 1вп>1, 56», Л6Г. 
'б /я1^) 

Соответствующие параметры обозначим тп
1 и d,,1. 

Т е о р е м а 4.7. Пусть 

Тогда справедливо утверждение теоремы 4.3 с заменой £„, 
т„, d„, \r,/{t,s)\ на -У, т,Д d„!, r„'(t, s)+ соответственно 
(a+=max(a, 0)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно доказать лишь утвержде­
ние <2-=>-4>. Имеем, полагая r~rn' (t, s), u — u„'(t), ?>=«„'(.-), 

2- - т (ЧсЧ> 
i 

Последнее слагаемое равно 

cov 
-<o, (V« ( o > o ) ' 7(A> ) :>0))' 

U ( О * И (.!) 

В силу неотрицательной определенности это слагаемое не 
превосходит суммы, 

- | Г (/№>>0), / (->)>0)р(->->-), 
г>0 

а эта сумма в свою очередь равна 
i 

• « 2я .) т/"1—А-г» 

- 2 p j ( ,»>o ) )^ 
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Дисперсии-в вычитаемом не зависят от л. и t, следовательно, 
оно стремится к нулю при n{to} со (Учитываем, что mn(L)-*-
-±m(L)), обозначим его (вычитаемое) через — а-. Итак, 
цепочку (4.3) можно продолжить следующим образом 

>2-j^-2-i—-^*4 < w' .«+ 
r>0 0 г>0 О Z " У 1 П Г 

1 

+«,-2rJ<p-(I-exp(—f(»'+-^+ 

+ив>Цг J ф,(-~ехР ("•§•• ?-Уг» (--?))У/-+°---
ГЭ-.0 0 " . 

где через (7 обозначен верхний предел в формулировке теоре­
мы. Последнее выражение мажорирует для любого е величину 

1 
а« + 2 J 4-(\-e-w-<>))dh>an-\- , 

- > Э Е/ИОГ 

1 

+ (1_е-8(1-<7)) 2 •"• J Ф̂ А-
ruv>e Bjuvr 

Последняя сумма есть в. точности ФЕ(г-/(г., s)*", L). Теорема 
доказана. 

Заметим, что в' случае un(t)==un условие теоремы 5.1.2 
означает, что Urn sup sup r,,'(t, s ) < l . В случае симметричного 

п -••-•=-

события An,t это условие не требуется. Теоремы 5.1.1 и 5.1.2 
говорят о том, что видимо и для более широкого класса ред­
ких событий от гауссовского процесса (возможно, и с непре­
рывным временем) имеет место утверждение: слабая сходи­
мость к пуассоновскому пределу имеет место тогда и только 
тогда, когда тп и d„'сходятся к одной и той же мере (т. е., 
дисперсия и среднее стремятся к одному и тому же числу). 

Класс рассматриваемых в теоремах 5.1.1 и 5.1.2 событий 
можно немедленно расширить на события вида Cn,t(]An,t и 
D,hif\Bn,t потребовав ЛИШЬ, чтобы P{Cn,t\A,l,t) и P{Dnii\Bn,t) 
стремились к единице равномерно по t. (В стационарном слу­
чае это могут быть, например, события вида {Xn{t~tk)<Ctt, 
k = \,...,l, Xn(t)>u), I фиксировано). 

В случае гауссовской стационарной последовательности с 
единичной дисперсией естественным нормировочным отображе­
нием является функция f\t)—t((2л)_1/2й-1ехр(--и'2/2), z.—О, 
±1, . . . ,и —«{to} оо. Тогда tnri(L) = rna(L)-+2V(L), т^Щ — 
= mll

1(L)-+V(L), и-> оо, у — мера Лебега, и для того,- чтобы 
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w w 
£й {to} я2 или £„*->-Jt1 (па — пуассоновский точечный процесс на 
прямой c интенсивностью a) необходимо и достаточно, чтобы 
D£„([0, 1)){to}2 или D|„-([0, l)){to}1 соответственно. В терминах 
корреляционной функции r(t) эти условия выглядят следую­
щим образом: 

/ Щ-

Um^2-^L & Г - 1 -О, (4.4) 
ш 

где pft=|r(/fe) | в первом случае (для сходимости |и---л,2) и p,t = 
-=r(k)+ —во втором (|„1-*-л;1). Заметим, что в работе [56] 
имеется неточность в определении функционалов Ф и Фе, по­
этому в формулировках теоремы 3 и следствия 2 из [56] сле­
дует добавить слова: «и с заменой |г| на г+ в определении 
функционалов Ф и ФЕ». Кроме ТОГО, В утверждении 4 следст­
вия 1 из [56] имеется опечатка: из экспоненты необходимо вы­
честь единицу (подобно соотношению (4.4)). 

В последнее время появилось несколько работ, обобщаю­
щих пуассоновскую предельную теорему для больших выбросов 
и предельную теорему для максимума на нестационарный слу­
чай. К ним относятся работы И. К. Мацака [41] (пуассонов-
ская предельная теорема), Т. Л. Малевич и H. Тошова, [36, 37] 
(предельная теорема для максимума). У последних авторов 
имеются также обобщения на поля, строгие предельные тео­
ремы для максимумов [35, 36]. 

В работах [107, 108] доказана предельная теорема для мо­
мента первого выхода гауссовской стационарной последова­
тельности X(t), t= 1, 2 , . . . , за наклонную прямую—-{$£, |3>0, 
P{to}0. В работах [89, 90] результаты Миттала и- Илвисакера 
обобщаются на максимум относительно выборочного среднего 

I max X(t)—т" 2 X(••))• Метод доказательства —метод 
\l<t<T J fT\- • / 
сравнения. 

Красивыми являются сбсСщенкя на' векторные процессы. 
Они позволяют получать, например, пуассоновскую предельную 
теорему для больших выбросов %--процесс'а ([118, 120, 136]). 
В работе [120] приводится большое число примеров примене­
ния таких теорем. Заметим, что все они укладываются в общую 
схему работ Целе |75, 76]. 

В работе Бермана [87] Продолжается изучение функционала 
времени пребывания v J I{X(s)>u)ds, !.{to}oo, для которого дока-

и 
зана предельная теорема (г» —нормирующий множитель). Для 
предельного закона- вычислено преобразование Лапласа — 
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Стилтьеса (в условиях r(t)1ogi{to}0, t->oo, r(t) правильно 
меняется в нуле с показателем а>0) . 

В работах Ю. К. Беляева, А. X. Симоняна, О. В. Селезнева 
([4, 61, 62]) по приближению траекторий гауссовского про­
цесса процессами, зависящими от конечного числа случайных 
величин, появилась новая постановка задачи о пуассоновости 
больших выбросов: имеется серия гауссовских процессов 
Xn(t), teR\, корреляции которых могут и не стремиться к нулю, 
рассмотрим условный процесс %(t), полученный из исходного 
при условии X(l) =X(2) = . . . =0 (условия могут быть и 
другими). Тогда при очень широких условиях распределение 
числа событии max X(t)>h), k—l,..., n, стремится при 

[k,k + l] 
согласованном изменении h и п к иуассоновскому. 

Как и в случае винеровского процесса, практически любой 
результат по локальному закону повторного логарифма может 
быть переформулирован как закон повторного логарифма на 
бесконечности. Здесь интересными являются работы, посвя­
щенные стационарным процессам, где такое перенесение не­
тривиально (см. [134, 143, 144]). 

§ 5. МОМЕНТЫ ЧИСЛА ПЕРЕСЕЧЕНИЙ, ИХ ПРИМЕНЕНИЕ 

Различные приложения теории случайных процессов доволь­
но часто основаны на вычислении моментов числа пересечений 
процессом некоторого уровня. Например, встречающаяся в 
приложениях вероятность невыхода за некоторый уровень мо­
жет быть аппроксимирована так называемым рядом Раиса, 
членами которого являются факториалы-ше моменты числа 
пересечений. Формулы для факториальных моментов извест­
ны давно (см, монографию [26] н дополнение Ю, К. Беляева 
к ней), однако число работ, в которых рассматриваются зада­
чи существования моментов пли сходимость рядов Раиса, или 
другие, связанные с этими, задачи, продолжает расти. Вопрос 
о существовании моментов числа пересечений сводится к воз­
можно более точному оцениванию сверху и снизу порядка вы­
рождения определителя ковариационной матрицы вектора 
(Х(1{),..., X(tn)) (или вектора (Х(и),..., X(tn), X'(th)), 
когда tt—tf->-0 для некоторых i и /. 

Исследование этого определителя привело к понятию ло­
кальной регулярности гауссовского процесса [43], к исследо­
ванию этого нового класса. Р. Н. Мирошиным и его учениками 
проведено подробное исследование класса локально регуляр­
ных процессов, а также классов марковских и возвратных га­
уссовских стационарных процессов и локально марковских га­
уссовских процессов 44, 45, 46, 12, 13, 74]. Последние два 
класса появились в связи с исследованием условий сходимости 
рядов Раиса. В случае локальной регулярности процесса X(t), 
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условия (даже необходимые и достаточные) конечности мо­
ментов формулируются в терминах корреляционной функции 
h(t) процесса X(n)(/) (если n+1 -я производная не существует). 
В работах [32 и 91] независимо появился другой способ оце­
нивания определителя R(t\,... ,tn) вектора (X(U), - = 1, . . . , n) , 
основанный на следующем соображении: отношение R(tu . . • 
. . . , tn)/R(th ..., t„-i) есть ошибка линейного прогноза в точке 
tn по значениям в точках ti,. . . , tn-1. Полученные неравенства 
для R формулируются поэтому в терминах спектра процесса 
X(0 . Один из полученных результатов следующий: 

Т е о р е м а 5-1. Пусть спектральная функция процесса X(t) 
абсолютно непрерывна, а ее плотность f(X) удовлетворяет 
условиям: 

inf / (А.) > 0 для любого А < оо, 
[{lambda} « л 

/(X)~|-4~3(ln|-4)-2-Y, 7 > 0 , - W o o . 
Тогда для конечности то-го момента числа нулей гауссовского 
процесса, « г > 3 достаточно [32, 91] выполнение неравенства 
•Y> — {m — 2) и необходимо [32] выполнение неравенства 

у > max [0, — (т—2) — 1J. 
Получению неравенств для моментов типа M(Nx{T)~ 

— MNx{T))2n< СТ"1 посвящены работы [33,34]. Такие нера­
венства позволяют оценить скорость сходимости в централь­
ной предельной теореме для числа пересечений. 

В работах [6, 7, 103, 121] выводятся формулы для совмест­
ных моментов пересечений нескольких уровней, или нескольки­
ми процессами, обобщения на нестационарные процессы-

Интересная задача ставится в работе [135]. Как зависит 
дисперсия числа пересечений от высоты уровня? (см. также 
теорему 3.6). К сожалению,. в работе [135] имеются ошибоч­
ные допущения (см. реферат В. П. Носко этой работы). 

Вопросам статистики гауссовских процессов, основанным 
на теории пересечений уровня, посвящены работы [92, 116, 
117, 119]. Эта тематика несомненно будет развиваться и да­
лее, поскольку имеет большое прикладное значение. Например, 
в прикладной литературе нередко используется статистика 
Т~1ЫЛ(Т) для оценивания частоты у=МХ'(Ь)2/МХ(0)2 гаус­
совского стационарного процесса. Поэтому важной является 
задача исследования статистических свойств этой оценки и 
устойчивости этих свойств относительно изменения уровня, 
нарушения, гауссовости, стационарности, и т. п. Обозначим 
через %х{и, Т) время пребывания процесса X(/) выше уровня 
и на отрезке [О, Г] . В работе [92] доказана асимптотическая 
нормальность вектора (T-l/2Nx(T), Т-и*хх(и, Г)) для гаус­
совского стационарного процесса X(t) для которого r(t), 
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r"(OeL2(—oo.+oo), 
i 

jj flM (,V {t) - X'{0))2 dt. < oo 
0 

и l immfDNx{T)/T>0. Там же исследуются свойства оценки 
—-j-oo 

V^ NX(T) 
- У Ф ( Ф - - ( Т - - ^ ( а , Т))) ' Т • 

Доказана .состоятельность этой оценки, вычислено смещение 
(при 7{to}oo). Поскольку величина Ф~1(Т-гхх(и, Т)) является 
состоятельной оценкой для w2/MX(0)2, то эта оценка может 
применяться при неизвестном уровне и. Однако более по­
дробных исследований в [92] не приводится. Важной является 
также задача статистики квантованных процессов, т. е. оцени­
вания различных характеристик процесса, прогноза и фильтра­
ции по наблюдаемым пересечениям нескольких уровней, а 
также аналогичные задачи для случайных полей. 

§ 6. ОЦЕНКИ ВЕРОЯТНОСТИ ВЫХОДА 
ЗА ФИКСИРОВАННЫЙ УРОВЕНЬ. ЗАДАЧА О ПРОТЕКАНИИ 

С, А. Молчановым и А. К. Степановым [47] решена зада­
ча о протекании для линий достаточно высокого уровня гаус-
совского однородного поля. Пусть X{t), t£Rn, — гауссовское 
однородное поле с нулевым средним. Будем говорить, что на 
уровне и имеется протекание, если существует бесконечная 
последовательность, областей Г.--, i—1, 2 , . . ., с гладкими гра­
ницами dFi*, гомеоморфны-ми сфере в Rn, таких, что 

1)0еГ?, г = 1 ,2 , . . . ; 
2) rr{subset}rf{subset}r2"{subset}r2

+-:...,rrtR«. 
3) min | t — s | > C ! > 0 , i — 1 , 2 , . . . ; 

4) Xt<,u для всех t из Si = Ti
i'\Ti~, i = \, 2, . . . . Очевид­

ным образом\аналогично определяется протекание и для полей 
на решетке Z... 

Т е о р е м а 6.1 [47]. Если X.., tGZ„, —гауссовское однород­
ное поле и ^,. | /- (т)| < оо, то для любого с1>0 с вероят­

ие2» 
ностью 1 существует уровень протекания и0>0. Если Xt, 
t£Rni —гауссовское однородное поле с ограниченными траек­
ториями и существует функция h{x), xQ£>+ такая, что | г ( т ) | < 

< Л ( | т | ) , h(x)\0, x | 0 , и \ x" _ 1 h(x)dx< со, то для любого 
и 

с. п. н. существует уровень протекания и1>0. 
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j В [47] приводится еще несколько утверждений относитель­
но структуры множества (X.>«). 

I ОДНИМ ИЗ ОСНОВНЫХ пунктов доказательства теоремы 6.1 яв-
j ляются оценки вида 

I где |A| —число точек в A, или объем A в зависимости от 
| того КХп или t&Rn. Методам получения таких оценок, основан-
1 ных на фундаментальных оценках В. -А. Малышева [38] по-
I свящеиа работа [48]. Видимо, для достаточно широкого клас-
j са гауссовских полей возможно получение точной асимптоти-
| ки при |A]{to}oo приведенной выше вероятности. См. также 
I работы [31, 50]. Отметим, что задача об определении точной 
j нижней грани для уровней протекания «i>Q ,не решена даже 
J для случая независимых значений поля. Имеются лишь число-
i вые эксперименты по определению этого числа. 
I 
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