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Введение

В настоящей работе излагается новый метод установления подобия 
возмущенного оператора Т(к), имеющего вид с невозмущенным
оператором Т. Будут рассматриваться возмущения, «малые» в том 
смысле, что параметр к будет предполагаться достаточно близким 
к нулю. Однако операторы Т и V (они действуют в сепарабельном 
гильбертовом пространстве §3) не предполагаются ни симметрическими, 
ни ограниченными; кроме того, параметр и может принимать и невеще­
ственные значения. Основное предположение состоит в том, что 
спектр Т является подмножеством вещественной оси и что оператор V 
можно представить в виде V=B*A, где оператор А является Г-глад-- 
ким, а оператор В является Г*-гладким (см. определение 1.2); кроме 
того, требуется, чтобы для невещественных £ функция А (Т— Q~lB* 
была равномерно ограниченной. Здесь А и Б — (вообще говоря, неогра­
ниченные) операторы, действующие из гильбертова пространства 
в гильбертово пространство (случай<£> =  £>'не исключается). Уточ­
ним, что фактически мы будем иметь дело с некоторым расширением 
Т (и) оператора Т кВ*А, однозначно определяемым операторами Т, 
А и Б; если А и Б ограничены, то имеет место равенство Т(к) — Т-\- 
-f- кВ*А ^).

Подобие операторов Т(к) и Т устанавливается с помощью явного 
построения волновых операторов №±(>с), преобразующих оператор Т 
в оператор Т{к) :Т(к) =  W ± ( k ) T W ± ( k ) ~ 1. Операторы W ± ( k ) ,  W ± ( k ) ~ 1 
являются голоморфными функциями от х в окрестности точки нуль 
(см. теорему 1.5). Для построения оператора W ± (k ) мы применяем 
стационарный метод; эволюционный (временной) метод нам не подхо­
дит, так как мы не предполагаем, что оператор — iT производит группу 
{ie~itT}. Если предположить, что оператор— .iT является инфинитези­
мальной образующей группы типа нуль, то можно показать, что опе­
ратор — iT (к) также является инфинитезимальной образующей груп­
пы {е-н т(х )}  типа нуль и что наши волновые операторы W ± ( k ) совпа­
дают с волновыми операторами эволюционного метода, именно 
W ± ( k ) =  lim eitTMe-UT (см. теорему 3.9). В частности, если Т — само-

сопряженный оператор, то —iT (х) является инфинитезимальной обра­
зующей ограниченной группы и является спектральным оператором 
в смысле Данфорда (см. теорему 4.1).

В § 5 изучаются свойства Г-гладких операторов в предположении, 
что оператор самосопряжен.

!) Kato Т., Wave operators and similarity for some non-selfadjoint operators. 
Dedicated to professor Gottfried Kothe on his 60th birthday. Math. Ann., 162 (1966), 
258—279. Эта статья может служить дополнением к книге Като Т., Теория возмущений 
линейных операторов, «Мир», М., 1972.— Прим. ред.
, 2) Техника факторизации V вида В*А стала известной недавно. Ее ввел Шварц

[16] и использовал также Проссер ч[ 13]. Другие источники можно чайти в ссылках 
у Вейнберга и Райта [15].
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Хотя ограничения, налагаемые нами на операторы Л и В, являют­
ся довольно стеснительными, имеется много интересных задач для диф­
ференциальных и интегральных уравнений, к которым наши результаты 
применимы.

В § 6 мы рассмотрим приложения к оператору Шредингера L(x) =  
=  —А-\-xf(x) в пространстве $  =  L* 2 (Rn). Будет показано, что при

3 оператор L(%) обладает расширением Т(х) (если функция f(x) 
ограничена, то T (x)= L (x)), подобным оператору Т = — А, при доволь­
но общих условиях. Достаточно, чтобы f £Lv(Rn) f\L i(Rn) для неко­
торых р и q, удовлетворяющих неравенству 1 ^  р <  п/ 2  ^  q <С оо, 
и чтобы |х | был достаточно малым. При п= 3 мы обладаем более 
простым признаком; например, достаточно, чтобы

1х 1 (S S ^ \ х - у ¥ ~  d x d v ) m <  4тс- (1)
Интеграл в (1) конечен, если f£ L 3/2(^ 3)-

В случае п— 1 имеется соответствующее достаточное условие для 
оператора L(%) = —d2/dx2-\- xf(x)BL2 (0 ,oo) с краевым условием 
ц(0) =  0; например, достаточно, чтобы

оо

|* |  ̂ j c | / ( j c > | r f x < l ,  (2)
о

причем числовой множитель является здесь оптимальным.
Хотя в последние годы теория волновых операторов и унитарная 

эквивалентность пары самосопряженных операторов изучались доволь­
но подробно, имеется мало результатов, посвященных несамосопряжен­
ным операторам и аналитической зависимости W±(x) от х. Единст­
венным исключением являются исследования, связанные со слабыми 
возмущениями, начатые Фридрихсом и продолженные Шварцем и Рей- 
т о 1). В этой теории предполагается, что в представлении, в котором 
оператор Т диагонализован, V является интегральным оператором 
с непрерывным по Гёльдеру ядром. Было показано, что развитая тео­
рия применима к многим задачам, связанным <с операторами Шредин­
гера. Тем не менее представляется, что применение гёльдеровских норм 
не очень удобно для получения количественных- результатов; на этом 
пути не удалось получить явных условий типа (1) или (2) 2).

Следует отметить, что метод, основанный на уравнении Фридрихса, 
являющийся основным инструментом теории слабых возмущений, мо­
жет быть использован для построения №±(х) также в наших предпо­
ложениях3). Однако приводимое ниже построение проще и более непо­
средственно приводит к цели.

В этой связи было бы интересно выяснить соотношение между на­
шим условием для V и условием слабости (возмущения). Вряд ли одно

!) См. Фридрихе [3, 4], Шварц [16], Рейто [14], Фаддеев [2].
2) У Шварца [1(3] показано, что при п ^ 2  оператор L(x) подобен оператору Т, 

если только существуют все обобщенные производные D’f порядка / ^  п — 1 и интег­
рал /(1  +  х2) \D*f(x) \dx достаточно мал. Это условие качественно более сильное, чем 
те, которые мы выводим здесь (за исключением случая п =  2, в котором мы не рас­
полагаем соответствующим условием). При п =  1, 0 <  х <  оо, Мозер [12] показал

несколькими методами, что условие |х |^ ‘0  + * 2) |/(* ) |dx <  1/48 достаточно для по­

добия; это сильнее, чем (2). Условие (1) имеется у Скадрона, Вейнберга и Райта [15], 
однако там не показано, что оно достаточно для подобия.

3) Для этой цели следует определить Г-операции,
Фридрихса, в абстрактной форме; см. Като [9, гл. 10].

содержащиеся в уравнении
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из них общее другого, однако верно, что во многих случаях эти условия 
выполняются одновременно.

Излагаемая ниже теория охватывает только случай «малых» воз­
мущений. Однако при некоторых дополнительных предположениях мож­
но охватить'также большие возмущения. Эти вопросы будут рассмотре­
ны в следующих публикациях автора.

§ 1. Основная теорема

Через 45, 45/> ... мы будем обозначать сепарабельные гильбертовы 
пространства. Скалярное произведение и норму мы будем обозначать 
всегда через (...) и 11 • 11; недоразумения при этом возникать не будут.

Совокупность всех замкнутых операторов Т с областью определе­
ния D (Т) с  45 и областью значений Ж (Т) с  45' мы обозначим через 
чв (45, 45')- Символы (45, 45') и !$ (45, <£>') обозначают те подмножества 
множества ^ (45, 45'), для которых соответственно £)(Г) плотно в 45 
и ф (Т) =  45- Мы полагаем % (45) =  % (45, 45), (45)= (45, 45) и (45) =
— &(ф, 45). Если Т £??0(45> 45')> т0 существует Г* £ (45', 45), причем
Т** =  Т. Все операторы Т, принадлежащие & (45, 4з')> ограничены; 
норма оператора Т обозначается через |7’|.

Определение 1.1. Через &{!q) мы будем обозначать мно­
жество всех операторов Т 0(45), спектр которых является  
подмножеством вещественной, оса (так что резольвента R (С) =  
=  (Т — С) 1 голоморфна в каждой из полуплоскостей 2 ± =  
=  {С|1шС^0}).

Для того чтобы Т ^^Ш ), необходимо и достаточно, чтобы 
Т*&£(§). Если /?(£) =  (Г — С)-1, то мы полагаем R* (С)* =  (Т* —С)_1 =
- Я(С)*.

Пусть T^^(^Q)  и A d ’S 0(45> $'), причем 35 (Л) Z) 35(Г). Тогда 
AR({.)cl3PRq, 45') при ImC^O; здесь R(Q = (Т — £)-’. Функция 
AR  (С) голоморфна в каждой из полуплоскостей 2 ±, так как А/?(С) =  
=  AR  (/) [1 +  (С —'/) /?(С)] в силу резольвентного уравнения для /?(С)

О п р е д е л е н и е  1.2. Пусть Т £ 3F (.£>), А С (45, 450 « 25 (А):э55(7’). 
Оператор . А называется гладким относительно оператора Т 
или, короче, Т-гладким оператором, если голоморфная функ­
ция AR{4,) принадлежит классу Харди  / / * 2(2±; 450- Последнее 
означает, что существует такая константа М и, зависящая 
от и, но не от е, что

оо

 ̂ 1 (X Ч- /в) м ||2ofX -< е >  0. (1.1)
—оо

Для каждого Г-гладкого оператора А и каждого е^>0 соотноше­
ние и -» А/?(Х +  т-£)и определяет линейный оператор Д, действующий 
из 45 в ZA(— оо, оо; 450 с областью определения' 45. Нетрудно видеть, 
что оператор Le допускает замыкание, а Следовательно, он ограничен >). 
Из (1.1) вытекает ограниченность нормы || Дй || при изменении е для 
каждого «£45. Следовательно, на основании принципа равномерной 
ограниченности2) мы заключаем, что при е^>0 операторы Ls равномер­

‘) См. Кёте [10, стр. 171]. (См. также Данфорд Н. и Шварц Т., Линейные опе­
раторы, ИЛ, М„ 1962, гл. 11.— Прим, перев.)

2) См. Кёте [10, стр. 172].
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но ограничены. Таким образом, существует такое 7W <oo, что

J (I AR  (X +  it) и |р + 1AR  (X -  U) и ||2) ofX <  4 * Ш 21| и ||2, и € е> 0 . (1.2)

Определение 1.3. Для Т-гладкого оператора А через || А ||г мы 
будем обозначать наименьшее из чисел М, для которых выполняется 
неравенство (1.2). Если оператор А не является Т-гладким, то мы по­
лагаем II А Иг =  ОО.

Замечание 1.4. Пусть А — Г-гладкий оператор и, следовательно, 
AR(£)u £Н2(Й+; ■$')• Тогда для всех вещественных £, за исключением 
множества меры нуль, существует сильный предел AR(Qu, когда £ 
приближается с какой-нибудь стороны к X по некасательному пути5). 
Эти пределы мы обозначаем через AR(Xzt iO)u, хотя символ R{Xdk iO)u 
не имеет смысла. Соотношение AR(X±ie)u^>-AR(X ± Ю)и при е \ 0  
выполняется также в смысле сильной сходимости в Ь2(—оо, +°°'. $0- 
Поэтому при е ^  О

§ (||Л/?(Х +  гв)и||2+ | | Л / ? ( Х -  /£)« ||2) ^ Х < 4 1г2||Л||2г1и |2. (1.3)
— оо ,

Теперь мы можем сформулировать основной результат настоящей работы.
Теорема 1.5. Пусть Т ^ ^ Ф ) ,  R (С) =  (Т — С)-1, и пусть 

А, Вфв0(|), $'). Предположим, что А — Т-гладкий, а В — Т*-глад- 
кий оператор. Предположим также, что существует такая 
константа N ^> 0 , что (отметим, что в силу наших предполо­
жений AR(Q €&  ф , &))

||Л/?(С) W | < i V | K | ,  ImC^O,  и'£Щ В*). (1.4)

Тогда для каждого комплексного числа х, удовлетворяющего 
неравенству | x | < n / i V ,  существует оператор Т (х) £ JF ф), обла­
дающий нижеследующими свойствами (а) — (е). Свойства (а) и (Ь) 
определяют оператор Т (х) однозначно.

(a) Оператор А является Т (х)-гладким, а оператор В явля ­
ется Т (х)*-гладким, причем

1И|г(*)<(1 — Л ^ |х |)-1||Л ||7., ||В ||г(х)*(1 — 7V |x |)-1||5 ||r*. (1.5)

(b) Резольвента R (С, х) =  (Т (х) — С)-1 удовлетворяет „второ­
му резольвентному у равнению* в обобщенном смысле:
tf(C, x ) - t f (С) =  -х[ / ?(С)£*]А/?(С,  х) =  - х [ / ? ( С ,  x)B*]AR(P), (1.6)
где \R{C)В*}£ & ф , .£>') обозначает замыкание R((,)B*; аналогич­
ный смысл имеет [/?(£, х)£*]. (Отметим, что R((,)B*cz
cz(BR* (С))* ф , &), так как оператор В является Т*-глад­
ким; аналогично обстоит дело с R((,, х)В*.)

(c) R (i, х), AR((,, х) и BRit,, х)* голоморфны по совокупности 
переменных С и х .

(d) Т (х) zdT +  хВ*А, Т (х)* о  Т* +  *А*В, Т з  Т (*) -  *В*А 
и Т* о  Т (х)* — хА*В.

') См. Хоффман [7, гл. 8] и Хелсон [5, лекция 7]. (Имеется русский перевод,— 
Прим, перев.)
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(е) Операторы Т и Т (х) подобны. Точнее, формула
, оо

(W±(x)u, v) = (и, - j- 2̂ 7 $ 5 / ? (X^i/O, %)*v)d'ku\ v £!q
—со

(1.7)
определяет волновые операторы W ± (*.)£3ff ($), такие, что 
W± (*)-1 € &  ($) (все четыре оператора голоморфны по *) и

Г (*) =  U7± (*)rU7± (*)-*. (1.8)
. L

С л е д с т в и е  1.6. Пусть выполняются условия теоремы Л.5. 
Пусть Av В 1 ^ ,ё 0 Ш, — такие операторы, что ф Ш э £ ) ( Л ) ,
г ( г , ) э З ) ( 5 )  и

I H ^ K I A k II, и ££)(А), | £ lV| |< |S v | ,  v£D (B ). (1.9)

Вели А, В заменить соответственно на Аи Вь то условия теоремы 1.5 
тоже будут выполняться.

Доказательство теоремы 1.5 будет изложено в следующем пункте. 
Здесь мы докажем следствие 1.6. Прежде всего отметим, что опера­
тор А\ является Г-гладким, так как ||Ai^?(£)m|| ^  ||А#(£)ы||. Точно 
так же оператор Вх является Г*-гладким. Для того чтобы доказать, 
что неравенство (1.4) выполняется после замены А, В на А\, Biy отме­
тим, что оператор Ai/?(£)5* плотно задан (его область определения 
совпадает с 35(5*)) и в  силу соотношений (1.4) и (1.9) ограничен. 
Поэтому оператор BR* (С) Aj с  (AiT? (С) Д*)* тоже плотно задан (его 
областью определения является !D(Ai)) и ограничен. Повторное при­
менение неравенств (1.9) показывает, что оператор 5i7?*(QAi ограни­
чен. Следовательно, ограниченным является также оператор 
A XR  (С) В1 с  (BtR* (С) Ai)*.Очевидно, что все эти ограниченные опера­
торы имеют нормы, не превосходящие N.

Замечание 1.7. Из п. (d) теоремы 1.5 вытекает, что оператор Т(х) 
в точности равен Г +  хД*А, если Д *А 6 33(£>).

Вообще этот факт имеет место в случае, когда оператор Т +  хВ*А 
замкнут и его резольвентное множество содержит точки из верхней 
и нижней полуплоскостей, поскольку такой оператор не может иметь 
нетривиальных расширений, принадлежащих &{%)).

Замечание 1.8. Понятие Г-гладкости существенно связано с непре­
рывным спектром Т, хотя в формальном определении нет ссылок на 
свойства спектра Т. Т-гладкий оператор А является тривиальным (т. е. 
А = 0 ) ,  если Т обладает полной системой собственных векторов. Более 
общо, мы имеем А и = 0, если А — Г-гладкий оператор, и Ти=аи. Для 
того чтобы это показать, заметим, что A R ( K ± h ) u = ( a  — X ± t e ) - 1A« 
и, таким образом, выражение ( 1.1) ограничено относительно е только 
в том случае, когда Аи=0 .  См. также теорему 5.8.

Замечание 1.9. В теореме 1.5 оператор Т может иметь собственные 
значения: в этом случае оператор Т(х) имеет те же собственные зна­
чения, так как он подобен Т. Кроме того, в этом случае оператор Т (х) 
имеет собственные векторы, общие с оператором Т. Действительно, 
в силу замечания 1.8 из равенства Ти — аи вытекает, что Аи — 0, откуда 
в свою очередь следует

' AR  (X +  ДО) и. =  lim AR  (Х +  Ы) и =  О

и. на основании (1.7) W±(v.)u = u. Поэтому из (1.8) заключаем, что 
Т{и)и — аи. '
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Замечание 1.10. Мы рассматриваем операторы Л, В, действующие 
из пространства $  в другое гильбертово пространство по следую­
щим соображениям. Благодаря нашим предположениям класс допусти­
мых возмущений V = В*А оказывается не только достаточно широким, 
но и линейным. Действительно, предположим, что V В \ А Ь К 2 =  
=  BlA2, причем Л„ Вх^ „(<£>, $ ) ,  Л2, В2£ <ё 0($, $ 2), где Аи Л2 
Г-гладкие, a Bv Д, — Т*-гладкие операторы. Тогда мы имеем 1Л +  ^ 2=
=  В*А, A, Bd%о(€, $ ') , где =  & © & ,  Л - А Ф Л г .  Д =  Д 1© Д 2, 
причем ясно, что Л является 7-гладким, а Д является ^ -гладки м  
оператором.

§ 2. Доказательство основной теоремы

1. Построение 7 (ж). Обозначим через Q (С) £ (£?') замыкание
плотно заданного, ограниченного оператора AR  (С) В*:

|Q ( Q | |< # ,  ImC=^0. (2.1)

Оператор BR* (С) Л* тоже плотно задан и имеет замыкание Q* (С) — 
=  Q (С)* (см. доказательство следствия 1.6).

Отметим, что
Л[/?(С)Д*] =  0(С), (С) Л*] ^  Q* (С). (2.2)

Действительно, пусть и' £25(Л*), v ' £$)(В*). Тогда

([/? (С) В*] v', А*и') =  {R (С) Д*я', Л*й') =  (AR (С) Д*т/, и ') =  (Q (С) г»'»').

Последнее равенство по непрерывности распространяется на все v ’ £ 
Отсюда мы заключаем, что Л[/?(С) Д *]^ ' существует и равно Q(Qv'. 
Второе из равенств (2.2) можно доказать такйм же путем.

В силу (2.1) (1 + *Q (С))-1 £ ($') существует при | х | 1/А/-. При
ImC^O,  | х | <  1/iV положим, по определению *),

R  (С, *) =  R (С) -  * [R (С) В*] (1 +  Q (С) х)-1 AR  (С) 6 Я  (£). (2.3)
Тогда (напомним, что [/? (С) Д*] =  (BR* (С))* и т. д.)

R (С, *)* =  R* (С) -  х [R* (С) Л*] (1 +  7Q* (С))~lBR* (С). (2.4)
Умножая (2.3) слева на Л и принимая во внимание (2.2), мы получим 

AR  (С, х) =  (1 +  *Q (С))-»Л/? (С) € Я  Ш, &) (2.5)
и аналогично

BR  (С, х)* =  (1 +  *Q* (С))-1 ДА** (С) € Д (&  €')• (2.6)
Из (2.3) и (2.4) вытекает, что

R (С, х )=  R(Q  — x  [R (С) Д*] ЛЯ (С, х),

а это первое из равенств (1.6). Аналогично из (2.4) и (2.6) вытекает
R (С, *)* =  R* (С) -  Г[Я* (С) Л*] ДЯ (С, х)*.

Переходя здесь к сопряженным операторам, получаем второе равен­
ство (1.6).

Л е м м а  2.1 ..Подпространство нулей оператора А(£, х) состоит из 
одного лишь нулевого элемента, а его область значений плотна в ф.

') Таким образом, мы не даем непосредственного построения Т(к), определяя 
этот оператор с помощью /?(£, х); это неизбежно в случае неограниченных А и В. 
Однако если В*А (ф), то можно положить попросту Т(к) =  Т +  х£*Л; в послед­
нем случае все дальнейшие рассуждения значительно упрощаются.

5 Заказ № Ю9
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из #(£, х )ы = 0 в силу (2.5) вытекает, что 
AR(t)u =  0, откуда в силу (2.3) получаем # (£ )«  =  О и таким образом, 
м = 0 . Из аналогичного утверждения для /?(£, х)* вытекает, что область 
значений #(£, х) плотна в

Л е м м а  2.2. R (£, х) удовлетворяет первому резольвентному 
уравнению

R  (£', х) -  R  (С", х) =  (С' -  С") 7? (С', х) R  (С", х). (2.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ради краткости будем писать 5 '  =  / ? (С7, х), 
5 "  =  /? (С", х), # '  =  £(C'), <С"), Q' — Q(C'), Q" =  Q (С"). В силу
определения (2.3) мы имеем

=  R 'R " -  %R' [Я"Д*](1 +  yQ”)-'A R "  -  х [/?'Д*] (1 +  xQ>)-« X
X AR'R"  +  х2 [/?'£*] (1 +  xQ ')~M /?' \R"B*] (1 +  %Q")-'AR". (2.8)

Однако в силу резольвентного уравнения для R (С)

(Н — С") R 'R" = R ' — R", (С' — С") R' =
s =  (С' -  С") [■/?'/?"£*] =  [(/?' -  R") В*] =  [/?'£*] -  [/?"£*].,

(С' -  С") Л # ' [# "£* ] =  Л [/?'£*] -  A [R"B*] =  Q' -  Q".
Теперь применяя несложное вычисление, нетрудно видеть, что правая 
часть (2.8) равна (£' — £")_1 (S' — S").

Учитывая леммы 2.1 и 2.2, мы видим, что существует единственный 
оператор Т(х) £ $о(Ф), имеющий /?(£, х) своей резольвентой, причем 
всё невещественные числа принадлежат резольвентному множе­
ству Т (х).

2. Доказательство утверждений (a) — (d). Из (2.5) вытекает, 
что 35 (Л) э  91 (/? (С, х)), а из (2.6) вытекает, что 35 (В) з  55 (Т (х)*). Так 
как в силу соотношения (2.5) ||Л/?(С, х )и ||< (1  — N \  х|)—1 |J AR(V)u\, 
то A R ^J, х)и. принадлежит Н 2ф±, § ) (как функция от С), поскольку 
этим свойством обладает AR(i)u. Это показывает, что Л является 
Г(х)-гладким оператором и что выполняется первое неравенство (1.5). 
Аналогично из (2.6) вытекает, что В является Г(х)*-гладким операто­
ром и что выполняется второе неравенство (1.5).

Таким образом, мы доказали (а) и (Ь). Проверим теперь, что эти 
условия однозначно определяет Г(х). Умножая первое из равенств (1.6) 
слева на Л и принимая во внимание (2.2), мы получим

. л/?(С, х) =  д я ( С ) - х д ( о л я ( с ,  *).
Отсюда

Л/?(С, x) =  ( l . +  xQ(C))-M/?(C),

и повторное применение (1.6) показывает, что R(t,, х) совпадаете (2.3). 
Таким образом, оператор Т(%) обязан совпадать с вышеопределенНым 
оператором.

В силу (2.3), (2.5), (2.6) очевидно, что /?(С, х), AR(^, х) и B*R(^, х)* 
голоморфны относительно' t  и х, что доказывает (с).

Для доказательства (d) предположим, что и £35(7,)П£)(Д*Л)> и по­
ложим v  =  (Т — £) и. Тогда R((.)v = u, и, применяя к v  первый и тре­
тий члены равенства (1.6), мы находим R (С, * )v — u ~  — xR((,, у.) В*Ли. 
Отсюда вытекает, что и£%)(Т (х)) и (Т (х) — £) и =  v  +  %В*Аи == 
=  (Т — С +  кВ* А) и или 7’ (x)fa == (Т +  уВ*А)и. Это означает, что 
Г ( х ) з Г  +  уВ*А. Подобным способом доказываются остальные утвер­
ждения, содержащиеся в (d).
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III. Построение W ±(k) и доказательство (е). Сначала докажем 
лемму.

Л е м м а  2.3. Пусть и — фиксированный элемент и /+„(Х) =  
=  AR  (X -f it, х) а. П ри  е > 0  а | х | <  \ /N  функция е, х —► / + х £ £ 2(—оо, 
с о ,  $') является непрерывной; эта функция голоморфна по х 
для каждого 0. То же самое верно для  /^*(Х) =  Л/?(Х— it, х) 
и для  £**(Х) =  B R (l^ fis ., х ) * и .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если е > 0 ,  то в силу (2.5) мы имеем 
/ + х =  (1 + x Q e) - 1/ + 0, где Qt — оператор умножения на Q (X -f- it) в про­
странстве £ 2(— оо.оо; $ ') ; отметим, что ||Q£||< JV . Так как / + 0 зави­
сит непрерывно от е вплоть до е = + 0 ,  то достаточно показать, что 
при надлежащем определении Q+0,. оператор Qs зависит сильно непре­
рывно от s вплоть до s =  +  0.

Ввиду того что Q (С) £ $  (§ ')  голоморфно по С € 2+ и равномерно 
ограничено, некасательный предел Q (X -f Ю) существует почти всюду. 
Из теоремы о мажорируемой сходимости легко вывести, что оператор 
Q£ ^ ^  (Z2 (— оо,оо; |j '))  определен и сильно непрерывен при е!>-рО . 
Это доказывает наши утверждения для / +  . Утверждения, касаю­
щиеся / ~ х и g + x, доказываются аналогично.

Теперь операторы ± (х) ^ ^  (^). могут быть определены посред­
ством соотношения (1.7); Действительно, интеграл в правой части- 
этого соотношения не превосходит

J II AR  (X ±  Ю) и ! • IBR  (X q= Ю, х)* v || <*Х <

<  ( J II a r  (х ±  ю) и |р d x j 12 0 |  b r  (х +  ю, х)* ^  ip са у  /2 <

<  4*2 \\А\\Т-\\В \\г^М  • I N  <  4*2 (1 -  N  И )-1 ||Л||Г \\В\\т4и\\ \\u\\.\\v\\.
Итак, оператор W± (х) £ 98 ($) определен корректно. Полагая

W ± ( * ) = l  +  ** ± 0 0 ,
мы находим

II Х±  (X) || <  2« (1 -  Л71 * |)-1 ||Л||Г \\Щ\Г.. (2.9)
Так как в силу леммы 2.3 BR(X^ ДО, х)* v  £ £ 2(— оо, оо; § ')  зависит 
голоморфно от х, то ^ ± (х) и W ^(х) голоморфны по х при |х |< [  1/JV. 

Л е м м а  2.4. Мы имеем
Г ± (х)^(С) =  /? (С ,х )Г ± (х). (2.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы докажем (2.10) для Н7+(и) при Im £< ;0 . 
Остальные случаи могут быть разобраны аналогично.

Подставим R{l)u  вместо и в (1.7). В силу резольвентного урав­
нения первый множитель в подинтегральном выражении становится 
равным

AR  (X +  ДО) R((,)u = (k — С)-1 (AR (X /0) и — AR  (С) и)
(для полной строгости следует сначала взять X -f it, а затем перейти 
к пределу при е \ 0 ) .  Однако

§ (X -  С)-1 (AR (Q и, BR  (X -  ДО, х)* v) d l  =  О,

так как (X — С)-1 и (AR (С) и, BR  (X — ДО, х)* v), рассматриваемые как 
функции от X, являются граничными значениями функций из Н 2 (2^).

5*
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Поэтому

( * + ( * ) Я К ) » ,®) =  -  $ (* -  С)-1 ( A R (X +  /0) и, 5 /? (X -  го, *)*v)dK

(2.11)
Аналогично

(А+ (ч) и, R  (С, ч)* *;)]= -  5^  (X -  С)-1 (А/? (Х+Ю) и, 5 #  (Х-Ю, ч)*г»)̂ л +

+  2 ^ 5 (Х '-С )-1(А^(Х +  Ю)й , 5 / ? (С, ч) ^ ) ^ ;  (2.12)

рторой член снрава здесь не равен нулю, однако он равен

(АД  (С) и, BR  (С, ч)* г») =  ([/? (С, ч) 5* ] А/? (С)и, г») =
=  — ч- 1 (7? (С, ч) и  — R (С) и, V )

в силу интегральной формулы Коши и в силу (1.6). Сравнение соотно­
шений (2.11) и (2.12) дает ч/?(С, ч) Х+ (ч) =  чА+(ч) R (С) — R (С, ч) +  ̂ (С), 
что равносильно (2.10).

Для того чтобы перейти к доказательству утверждения (е), мы 
определим оператор Z±(t), полагая Z±(x) =  1 чК± (х), где

(F -t(ч)й , v) =  +  (AR  (X +  /0, %)и, B R  (X :р  /0)* v) d l. (2.13)

По-прежнему К-^ч) и Z+(%) принадлежат &(ф), голоморфны по ч 
и оценка вида (2.9) справедлива для F+ (*).

Л е м м а  2.5. U^-j-(4)Zj; (4) =  Z ;j-(4)l^;i;(4) =  l.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы вычислим
(Х + (ч) Y+ (ч) и, v) =  (У+ (ч) и,Х+  (*)* г»),

заменяя v  через X+(*)*v в соотношении (2.13). В результате мы 
получим

(Z+ ( Ч) Y+ (ч) и, v) =  lim J(AA? (f* +  /г>*)«, B R  (;а— is)* X  + (ч)* v) dp,

что можно обосновать с помощью замечания 1.4. Подинтегральная
функция справа равна
(AR  ([A +  is, %)u,BR ((1 — is)* X  + (ч)* v) ==

=  (Z+ (ч) [/? ([a — й)  5*] A/? ([x’+  is, ч) й, v) =

=  — (A R  (X +  Ю) [7? (ji — is) B*] A R  ({a +  is, ч) и, B R  (X — Ю, ч)* v) 7X. 

Однако (см. доказательство соотношения (2.2))

AR  ( X +  i0) [R ((a -  is) B*] w =  A [ (X +  /0)7? (fA -  it) B * \w =
=  (X — {a -f  i t ) - 1 (A [/? (X -f /0) Д*] w — A  [/? ([a — is) B*] w) ==

— (X — [a -f /в) - 1 (Q (X 4- /0) w — Q ([a — is) w)
(для полной строгости следует взять X 4- /8  и перейти к пределу
при 8>*0). Отсюда
(Х+(ч)К + (ч)и,г>) =
=  llm -^ jjj rf(A jj(X-fA +  /e)- , (Q (*+Ю) A R  ([A+/e, ч) и, B R ( \ - i 0 ,  x ) * v ) d l -  

 ̂(X — (a -f Ze) - 1 (Q ([A — it) A R ( [a 4- is, ч) u, B R  (X — /0, ч)* v) 7X j ,
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Интеграл по X во втором члене в фигурных скобках может быть вычис­
лен с помощью интегральной формулы Коши (в Й-), что дает

+  2тс/  ̂Q ((х — it) AR{^  +  h ,  BR(p  — it, x)*n)dp.. (2.14)
В первом члене в фигурных скобках мы изменим порядок интегрирова­
ния; это можно обосновать, замечая, что рассматриваемый повторный 
интеграл допускает представление в виде t

 ̂d* $(Х -  Р +  *'е)-1 ( /  (I*). S  (х))
где / и g принадлежат Ь2(—оо, со, £ ') , а ядро (£ — p +  te)-1 представ­
ляет ограниченный оператор в Ь2(—оо, +  оо), в чем легко убедиться, 
рассматривая его преобразование Фурье.

После изменения порядка интегрирования, интеграл по р можно 
вычислить с помощью формулы Коши (в й+), что дает

-  2«г $<Q (X +  ДО) AR  (X +  2ге, х) и, BR  (X -  ДО, *)* V) dX. (2.15)

Для вычисления пределов выражений (2.14) и (2.15) при е \0  можно 
перейти к пределу под знаком интеграла; обоснованием служит лем­
ма 2.3 и ее доказательство. Таким образом, мы имеем
(Х+ (х) Y+ (х) и, v) =  |J(Q (X +  ДО) AR  (X +  ДО, х) и, BR  (Х-Ю, x)*v)d\~

—-  ̂ (Q (р — ДО) AR  ( р +  ДО, х) и, BR  (р — ДО, х)* v) dp .

Однако в силу (2.5) (1 +  xQ(C)) AR  (С, х) =  AR  (С) и в силу (2.6)
(1 +  xQ (С)*) BR  (С, х)* =  BR  (С)*. Поскольку эти соотношения (в при­
менении к фиксированному вектору из $) верны для предельных значе­
ний С =  X +  ДО, то мы имеем

х (Х+(х) У+ (х) и, v) =  J -  { J (AR (X +  /0) и> BR  (X -  ДО, х)* v) dX -

—  ̂(AR (р +  ДО, х) и, BR  (р — ДО)* г») dp J =  — (Х+ (х) и, v)—(Y + (х)и, vj.
Таким образом, мы доказали, что хХ+(х)К + (х)+ ^+ (к)-(-Т +(и)= 0, 
что эквивалентно равенству W+(x)Z+(x) =  1.

Таким же способом можно доказать, что Z+(x)W+(x) — 1. Однако 
это вытекает из равенства W+(x)Z+(x) =  1 на основании теоремы об 
устойчивости индекса полуфредгольмова оператора1). Действительно, 
из равенства W+(x)Z+(x) — 1 вытекает, что область значений опера­
тора W+{x) совпадает со всем пространством ф, так что W+(x) — 
полуфредгольмов оператор с дефектом 0. Ввиду того что оператор 
W+(x) голоморфен по х, его индекс (равный разности размерности под­
пространства нулей и дефекта) является постоянным. Поскольку опе­
ратор Н7+( 0 ) =  1 имеет индекс 0, то это же верно для W+(x). Таким 
образом, оператор W+(x) имеет подпространство нулей размерности 0, 
так что Z+(x)=  W+(x)~l.

Соотношения W^(x)Z_(x) = Z _ (x )W-(x) — 1 доказываются в точ­
ности так же.

Теперь из (2.10) вытекает, что
^(С ,х) =  Г ± (х )^ (С )Г + (х )-1, (2.16)

что эквивалентно уравнению T(x) =  W±(x)TW±(x)~l. Этим доказано 
утверждение (е), и доказательство теоремы 1.5 закончено.

О См. Като [9, гл. 4].
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§ 3. Образующие групп
Построенные выше волновые операторы №±(х) (см. теорему 1.5), 

вообще говоря, не связаны с теорией рассеяния *), содержащей зави­
симость от времени. Для того чтобы развить эволюционную (времен­
ную) теорию, мы сузим класс операторов Т.

О п р е д е л е н и е  3.1. Через ($)■ мы обозначим множество всех 
операторов Т 6 Fj(4>), таких, что—i t  является бесконечно малой обра­
зующей сильно непрерывной группы {U(t)}_«<<<«> типа нуль* 2) опе­
раторов из Это означает, что
Ише~м<1|| U (t^ — О для всех е^>0 и что резольвента /? (С)=(7' — С)-1 -̂>̂ 00
(с точностью до числового множителя) является преобразова­
нием Лапласа функции U (t ), а именно

оо

7? (С) =  i ^ e Kt U (t)d t при I mC> 0 ,

(3-1)
R(i) = — i ^eivU (t)d t  й /?й ImC<CO.

— oo

Известно, что группа U \t)  определяется оператором T ; мы будем 
обозначать U (t ) через е~ит. Отметим, что при 0 операторы eetU (t ) 
образуют ограниченную полугруппу  класса С0 и существуют неко­
торые явные формулы, выражающие U (t ) через Т. Резольвента R (С) 
удовлетворяет неравенствам

II 'Я (С)"| <  7W6 (| Im С | — е)-л, | Im С | >  е, л =  1 , 2 , . . . .  (3.2)
Отметим также, что е~иТ(̂ )(Т) = Ъ(Г) и

-А е~ит и =  ~  ie~ltT Ти =  — iTe~ltT и, и £ £> (Г). (3.3)

Включение Т £§(!q) имеет место тогда и только тогда, когда (Jq),
причем

е -1‘т*=,(еит)*' (3.4)

Для построения эволюционной теории для операторов Т £ & (.0) 
удобно ввести следующие определения.

О п р е д е л е н и е  3.2. Пусть А ^ ё 0(§, 4?')- Ортонормальный 
базис {ип} в пространстве 4> будем называть А-допустимым, 
если un^D (A) и линейная оболочка JD, натянутая на {и)п, 
являет ся сердцевиной oneратора А, т. е. замыкание сужения А 
на D совпадает с А. (Известно, что для каждого оператора А£ё0(41, 4П 
существуют A-допустимые ортонормальные базисы3).)

О п р е д е л е н и е  3.3. Пусть А ^ ’ё0(4>>4П- Мы расширим опре­
деление нормы, полагая \Аи\ =  оо, если м ^ ,  но и ^ 2 ) (А ) .

Расширенная норма ||Аи|| является лишь символом, поскольку Аи 
не имеет смысла, когда и ^ Ф (А ) ,  а поэтому пользоваться ею нужно 
с известной осторожностью. Так, если 5  — оператор с областью значе­
ний 31(5) с: 4>, то обозначение flAS^I мы используем лишь в том слу­

•) См. Като [9, гл. 10].
2) По поводу используемых ниже результатов теории групп и полугрупп см. 

книгу Хилле и Филипса [6].
3) См. Стоун [17, стр. 166]. Достаточно рассмотреть случай самосопряженного 

оператора А; в общем случае используем оператор |Д | =  (Д М )1/2.
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чае, когда ^  £ £ )(£ ), так что Sv  £ $  имеет смысл; в этом случае 
|Л 5 г > 1 < °°  пРи 5г>€£>(А) и |Д5г»|. =  оо при 5г>^£>(А ). В точности 
так же выражение |A S /? ‘»|| мы употребляем только в том случае, 
когда S R v  существует в обычном смысле.

Л е м м а  3.4. Д л я  расширенной нормы справедливо следую­
щее тождество:

■ W  =  2 1 (и , л * » ; ) !* ,« € $ ; (3.5)
п

здесь {и'п} обозначает произвольный А*-допустимый ортонор- 
мальный базис

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Тождество (3.5) очевидно в случае, когда 
и £Т)(А). Д ля того чтобы доказать его справедливость для всех и £ $ ,  
достаточно показать, что элемент и обязательно принадлежит многооб­
разию 2) (А), если правая часть равенства (3.5) конечна. Обозначим ее 
конечное значение через М 2. Положим и' ~ 'S iinu’n, где Si, . . . ,  %к— про­
извольная конечная последовательность комплексных чисел. Тогда в 
силу неравенства Шварца | (и, А*и') | =  12 £ „ (и, А*ип) | < ( 2 1$я 12)1<гМ  — 
=--М\и'\. Так как и' пробегает линейную оболочку последовательности 
{и'п}, являющейся по условию сердцевиной оператора А*, то отсюда 
вытекает, что й£3)(А**) =  2)(А).

Л е м м а  3.5. Пусть R (С) =  (Т -  С)-1 и А£<ё „ ( & $ ' ) .
Д л я  произвольных u ^Oq и S > 0  справедливы нижеследующие 
тождества (3.6) — (3.8). Все подинтегральные функции измери­
мы1), и все интегралы монотонны, (не убывают) при е чО. 
Встречающиеся ниже нормы следует понимать в расширенном 
смысле, причем интегралы могут принимать значение

оо оо

^ \A R { l  + h)ufd-k =  2Tz^e-2>t \A e - itTu fd t ,  (3.6)
—со О

оо О

jj 1A R (X — is )и |2afX == 2л jj e2̂ \\A e-“Tu\fdt, (3.7)
—оо —ОО

JOG

jj IIA [R (X +  h) -  R (X -  Щ  и ||Ш  =

оо *

=  § (|A/?(X +  /e)a|2 +  | A / ? ( X - « ) « l 2)dX. (3.8)
— оо

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть {и'п} — некоторый А*-ДОпустимый ‘ 
ортонормальный базис в пространстве Тогда в силу соотношения 
(3.5) мы имеем

\ A R { \ ± U ) u f  =  2 | д а  +  /в)н, А*и'п) р.
П

Так как +  является непрерывной функцией от X, то функция 
|Л /?(Х 4 : is) и ||2 измерима. Рассуждая аналогичным образом, убеждаем­
ся, что

IIA [R О +  U) - R ( X  -и )}  u f  =  2 I  ([/? (X +  и) -  R (к ~  /в)] и, А*и'п)\2

1) Здесь измеримость означает измеримость в смысле Лебега.
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является измеримой функцией от X н что

\A e - itTu f  =  ^ \ { e - itTu, А*и’п) |* 2
П

является измеримой функцией от t.
Ввиду того что функция 7?(Х -f U) и является обратным преобра­

зованием Фурье — Планшереля от функции *) (2nyi2ie -£tX+ (t) e~itT, при­
надлежащей пространству £ 2(— оо, оо; ф), мы имеем

ОО оо

jj | (Я(Х +  /£) й , Л*и^) |2flfX =  2тс  ̂е~ш | (e~itTu, A*u'n) \4 t  < о о
— ОО О

и аналогично
СО О

J |{R (X -  /е) я , A*tt'n) |2 flfX =  2п J e™ I (e~itTu, А*и'п) |2 dt < оо,
— оо — оо

J (R (X +  п)  й , А*и'п) (R (X -  и) и, A*u'n) dX =  0.
— оо

Складывая эти равенства, мы приходим к утверждению леммы.

Л е м м а  3.6. Пусть Т£3{% ), (Q =  ( Г - Q - 1 и A€% 0(& &). 
Тогда

оо

J II A e -“TU fd t  < 2«|  Л 1 1 и I2 для всех (3.9)
—оо

при этом норма \\А||г не может быть заменена меньшим числом. Если 
А — Т-гладкий оператор, то все интегралы в соотношениях (3.6) — (3.9) 
конечны, а соотношения (3.6) — (3.8) остаются справедливыми также 
при е =  +0 . При 8 =  + 0  преобразование Фурье — Планшереля выра­
жения AR(X ±  is) и (рассматриваемого как функция от X) равно выра­
жению +  (2чгг)Х+ (t) е~г\1\Ае~ит (рассматриваемому как функция
от t); при этом %+(t) ) — характеристическая функция интервала
(0, 00) ( ( - 0 0  , 0)) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение леммы вытекает непосред­
ственно из определения НЛЦт, из леммы 3.5 и ее доказательства.

Замечание 3.7. Для того чтобы оператор А был 7-гладким, доста­
точно, чтобы интеграл в левой части неравенства (3.9) был конечным 
для всех элементов и € Доказательство этого утверждения подобно 
(или даже может быть сведено к) доказательству аналогичного пред­
ложения относительно неравенства (1.3) и доказанного в § 1.

Замечание 3.8. Пусть А — Г-гладкий оператор. Из неравенства 
(3.9) вытекает, что для каждого элемента и € включение eitTu £ 5) (Л) 
имеет место для почти всех t. Это представляет интерес (особенно 
в случае самосопряженного оператора Т и, следовательно, унитарной 
группы {citT}), поскольку в случае неограниченного оператора Л мно­
гообразие 3) (А) весьма «бедно» (первой категории) 2).

Приступим теперь к построению волновых операторов, следуя эво­
люционной схеме.

>) Х+ (t) обозначает характеристическую функцию интервала.
2) См. Като [10, стр. 170]. Напомним, что существуют неограниченные Г-гладкие 

операторы; см. § 6.
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Т е о р е м а  3.9. Пусть оператор Т удовлетворяет условиям 
теоремы. 1.5, и, кроме того, предположим, что Т €&($). Тогда 
для всех | х | <  1/iy мы имеем Т (■*)£§ (!q) и e~itT(-%) для каждого 
фиксированного t является голоморфной функцией от х; кроме 
того, e~itT(x'> является функцией, зависящей сильно непрерывно 
от совокупности переменных t и х. Более того, мы имеем1)

W ± {x) =  sAimeltT̂ )e-"T^ w  ± (х)~'=  s-\\meitTe - itT̂ .  (3.10)
>rb°° t—> +  оо

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим
U± {t, x) =  W +(x)e-itTW ± (x) - ' £ # ( $ ) ,  - o o < * < o o .  (3.11)

Совершенно очевидно, что каждая из операторных функций U± (t, х) 
образует сильно непрерывную группу типа нуль и что преобразование 
Лапласа U±{t, х) равно ( х ) ( С )  (х)-1 =  (С, х), см. (2.16) и (3.1).
Отсюда вытекает, что оператор — &  (х) является бесконечно малой 
образующей группы {U± (t, х)}, откуда U+ (t, х) =  U -(t,  х) =  е~ит,'х\  
Свойство непрерывности функции е~ит(%) вытекает непосредственно из 
равенства (3.11), так как W7-j-(x) и l^-j-(x)-1 являются голоморфными 
функциями от х.

Для того чтобы доказать равенство (3.10), заметим, что

{W+(*)u,v) =  {u, v) + i* ^ (A e -“Tu, Be~UTW v)d t.  . (3.12)
0

Равенство (3.12) получается в результате применения равенства Парсе- 
валя к соотношению (1.7). Действительно, i (2тс)1/2Х+ (^) Ае~ити явля­
ется преобразованием Фурье — Планшереля функции AR  (А +  Ю) и, 
a BR  (X — /О, х)* имеет своим преобразованием Фурье — Планшереля 
функцию г'(2тс)1/2Х+ (tf) Ве~и1™* (см. лемму 3.6, учитывая при этом ра­
венство (Т (х)* — С)-1 =  R (С, х)*).

Теперь в соотношении (3.12) мы заменим и и' v соответственно на 
е~ити и e~isTi-*)*v. Так как в силу (3.11) выполняется равенство 
W +(%)e~lsT — e~isT<'%W +(x), то при такой замене левая часть в (3.12) 
не изменится (см. также (3.4)). Заменяя t +  х на t в интеграле, возни­
кающем в правой части, мы получим

оо

(W+ (х) и, V) =  {e^We-HTu, v)  +  i% jj (Ae~ltTu , Be~UT̂ * v )d t .  (3.13)

Ради краткости положим W (s) =  eisT̂ x)e~isT. Тогда из (3.13) вытекает, 
что
\(W + (* )u -W  (s)u, * ) K

oo oo

<  (  J 1 Ae~“Tu f d t y 12( J 1 Be~UTW v t fd t y '2\ x |.
S S

Однако второй множитель в правой части не превосходит

(2 ^ 1/2|5 | |п х Н Ь 1 < ( 2 ^ /2(1 -  JV |x |)-4 |£ lH M |;

см. (3.9) и (1.5). Поскольку это верно для всех то мы имеем
оо

! w + (х) и -  W (х) и I <  (2т:)1/2 (1 -  TV IX |- ')  I В |r* (  J I А е -'^и  |w ) 1/2x.

(3.14)
*) s-lim обозначает сильный предел.
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Так как в силу (3.9) интеграл в правой части является конечным, то он 
стремится к нулю при s-voo . Таким образом, мы показали, что 
IF(s) W+(x) при s-+oo в смысле сильной сходимости операторов. 
Это одно из четырех предельных соотношений (3.10). Остальные три 
доказываются таким же способом.

§ 4. Сомосопряженные невозмущенные операторы

Все самосопряженные операторы из пространства ф принадлежат 
множеству 3  (£); если Т — самосопряженный оператор, то {eitT} — 
унитарная группа.

Т е о р е м а  4.1. Пусть Т — самосопряженный оператор, удовлетво­
ряющий условиям теоремы 3.9. Тогда группа {e~itT(x)} является огра­
ниченной: Кроме того, t  (х) является спектральным
оператором 6 смысле Данфорда •). Если, кроме того,

(Аи, Bv) — (Bu, A v) для всех и, г» ^ ^  =  ф(Л)П 35(5). (4.1)
то оператор Г(х) самосопряжен, а оператор W±(x) унитарен для веще­
ственных значений к.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Равномерная ограниченность функции 
е-ит(к) вытекает из равенства (3.11). Оператор Т(к) спектрален, так 
как он подобен самосопряженному оператору1).

Для того чтобы доказать остальные утверждения, мы покажем, что

Я(С, *)* =  /?. (С,*). (4.2)

Поскольку_Д(£, х) * =  (Т* — £)-1, то отсюда будет следовать, что 
Т (х) * = Т(х ). Если оператор Т (х) самосопряжен (для вещественных 
значений х), то оператор (для этих значений х) унитарен. Но
тогда операторы И?±(х) и W±(x) -1 изометричны как сильные пределы 
унитарных операторов (см. (3.10)), а поэтому они унитарны.

Для того чтобы доказать соотношение (4.2), достаточно пока­
зать, что

[/?(С)Я*](1 +*Q (C))-M /?(C)'=[/?(CM *](1 +*Q *(C))-15/?(C); (4.3)
ср. это с соотношениями (2.3) и (2.4), помня о том, что R*(t) = R(t)- 
Поскольку операторы (1 +  xQ(£ ))-1 и ,(1 +  xQ*(£))-1 допускают раз­
ложение в ряды Неймана, то-в свою очередь достаточно показать, что

[R (С) В*] Q (С)М/? (С) и =  [R (С) А *] Q*((.)nBR  (С) и, и <= £  (4.4)

при п =  1, 2 , . . .  . _
Из равенства (4.1) вытекает, что (Аи , B R (C)i>) — (Ви, AR(Q)v) для 

всех и и всех v £ $ ,  так как R (С) v  £ £ )ОО с  £5. Так как (# /?(£))*=  
=  [/?(С)Д*] и т. д., то мы имеем

[/?(С) В*} Аи =  [/?(С) Л*] Ви при и £ 35. (4.5)
Ввиду того что R (С) и Для каждого элемента «££ ), соотноше­
ние (4.4) доказано при п =  0.

Теперь мы можем доказать соотношение (4.4) с помощью индук­
ции. Предположим, что это соотношение доказано (при некотором 
определенном значении п). В силу равенств (2.2) левая часть соот­
ношения (4.4) принадлежит многообразию 55 (А), а правая — многооб-

‘) См. Данфорд [1].
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разню ©(В).  Следовательно, обе эти части принадлежат многообра- 
зию ©. Поэтому мы можем применить к левой части соотношения (4.4) 
оператор [R(t)B*]A, а к правой — оператор [Я(£)Л*]£, причем в силу 
соотношения (4.5) равенство сохранится. Принимая вторично во вни­
мание соотношение (2.2), мы видим, что равенство (4.4) остается спра­
ведливым после замены п на п 4- 1.

§ 5. Относительная гладкость в случае самосопряженного оператора

Понятие гладкости оператора А ^ 0(ф, ф )  по отношению к опе­
ратору Т £ (<£>) было введено в определении 1.2. В случае когда
Т £ §  (.£)), необходимое и достаточное условие Т -гладкости содержится 
в лемме 3.6, причем используются выражения, зависящие от времени. 
Однако в случае самосопряженного оператора мы располагаем другими 
признаками Г-гладкости, более удобными для приложений.

Т е о р е м а  5.1. Пусть Т — самосопряженный оператор в гильбер­
товом пространстве ф, и пусть А € $<)(& 4>')- Тогда каждое из ниже 
определяемых шести чисел аъ ..., а& равно норме ||Л||т2. При этом I про­
бегает множество всех конечных полуинтервалов I =  (а, Ь] длины 
| / 1 = Ь — а; Е(1) = Е(Ь)— Е(а), где (£(А,)}— спектральное семейство, 
отвечающее оператору Т; и пробегает все ненулевые ’) элементы из 
и' пробегает все ненулевые элементы из многообразия 2>(Л*), а £ про­
бегает множество всех невещественных комплексных чисел; наконец, 
R(t,) — (T — £)-1. Для всех выражений, содержащих и, используется
понятие расширенной нормы

=  sup 1Л ,£■ (/)  Й [|2/| / 1 [|« [|2, (5.1)
I,U

а 2 =  sup 1Е ( /)  А*и' ||2/| 1 \\и ' |р, (5.2)
I,U'

* вз =  2^ 8ир |(Г /?(С )-/?(С )]Л *в ', Л*«')’|/ |« Т .  ■ (5.3)С,и'
а 4 =  -L  sup | I m C ||^ (С) А*и' р/1| и 'р , (5.4)

С,а'

а 5 ^  sup | Irn С (IAR (С) и ||2/|| и |2, (5.5)
С, а

а 6 =  -1- sup 11ш q  (I AR  (С) и р + 1| AR (I) и |р)/|| и |р. (5.6)
С,а

Оператор А является Т-гладким тогда и только тогда, когда 
общее значение ||Л |г величин а г, . . . ,  а6 конечно.

Доказательство теоремы 5.1 разбито на ряд лемм.
Л е м м а  5.2. Д л я  всех X  £ (.£>) мы имеем

sup! АХ и ||/1 и II =  sup \X*A *u '\l\u ' Ц. (5.7)
иен и'ез)(л*)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Левую часть равенства (5.7) обозначим через 
а, а правую — через а*. Если а < о о ,  то | (и, Х*А*и') | =  \{АХщ и ' ) | <  
< а | и Ц и ' |  для всех и и' 6®  (Л*). Поэтому |Аг*Л*й, | |< а | |й ' |

.и а * < а .  Если же а * < о о , то \ {Хи, Л *й')| =  !(и > Х*А*и') | <  а* || « ||| И71|, 
а поэтому ЛГи£3)(Л**) =  £)(Л) и |ЛАги ||< а * |и ||,  так что а < а * .

') Мы предполагаем, что пространства $  и ф' имеют ненулевые размерности.
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Л е м м а  5.3. а1 =  а2.
Доказательство очевидно в силу леммы 5.2.

Л е м м а  5.4. а2^>аг.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Полагая С =  $ +  /■»), мы находим

оо

R (С) -  Я (С) =  2i $ dE (X). (5.8)
— оо

Поэтому для всех « '€ £ ) (Л*) мы имеем

([/? (С) -  Я (С)] А*и', А*и') =  2/ 5 d || Е (X) А*и'||2. (5.9)

Мы можем предполагать, что а2 <  оо; но тогда )| Е (/)  А*и' |р <  а21 /  11 и,' ||2, 
а поэтому d lE (l)A * u , f  ^ a 2\u'fd 'k. Таким образом, выражение (5.9) 
по абсолютному значению не превосходит 2*а21| и’ ||2. Это доказывает, 
что а 3-< а 2.

Л е м м а  5.5. а 3> -|Л ||г .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Можно предполагать, что а3 <  оо. Если 

Im£<;0, то, как видно из равенства (5.8),оператор (2зм)-1 [Я(£)—Я(£)] 
симметричен и неотрицателен. Через К(%) мы обозначим неотрица­
тельный кореныквадратный из этого оператора. Мы имеем

I К  (С) А*и’ ||2 =  (2*/)-i ([Я (С) -  Я (I)] А*и', А* и') <  аг | и' ||2.

Из леммы 5.2 вытекает, что для каждого элемента и £ @ существует 
элемент Л/С (С) и € <£>' и выполняется неравенство | АК  (С)и|| =  а ’/2||и||. 
Поэтому

Л /С (С )е^(£ , О ,  II А К  (С) | <  а)/2 <  со. (5.10)

Кроме того, мы имеем
оо

$ |  Л  [Я  (X + /е )  -  £  (X - / s ) ]  и | |Ш  =

=  4*2 | АК  (X +  и)Ч  l2rfX <  4*2а 3 $ || К  (X +  U) и || Ш  =
— оо —оо<

оо

=  4^ а 32 ^ 5 ( [ Я ( Х  +  / е ) - Я ( Х - / г ) ] й ,  и)сП =  4*2а 3|И 2. (5.11)
— оо

Принимая во внимание соотношение (3.8) и определение нормы ||Л||Г, 
мы заключаем, что || Л ||| <  а 3.

Л е м м а  5.6. |j^4Цг-
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Можно предполагать, что ||Л||г < о о .  Как 

хорошо известно, мы имеем

Е ( / ) и =  ъ-. Нш [ [Я (X +  U) — Я (X — /в)] ud\ 
е\0 j

при условии, что концы интервала /  не являются собственными значе­
ниями оператора 7 \ Следовательно, для каждого элемента г>'£©(Л*)



Волновые операторы 77

мы имеем (см. соотношение (3.8))

I (Е ( /) и, Л*®') | =  2я lim К  ([/? (I +  /в) - R ( k -  ге)] и, Л*®') сП
e\iO I J

<

'^ o ^ - l ‘y , | | l i m in f  ^|| Л  [7?(л  +  U) — R ( k  — / е ) ] и | | < А <  
e \ 0  j

<  57 II ®' 11 /  Г  llm ‘nt ( \ IЛ (ft (* +  <«) -  f t (* -  <«)]«

< | / H M I r MIIKI|.
В случае когда один или оба конца интервала /  являются собствен­
ными значениями оператора Т, это же самое неравенство можно полу­
чить с помощью предельного перехода. Поэтому Е ( / ) « £ £ )  (Л) 
и |И £ ( / ) й | | < | / | 1/2||Л||г ||й ||. Этим доказано, что а ^ Ц Л Ц .

Из цепочки доказанных выше лемм вытекает, что а1 = а2 = а3 =  
— || A\fT. Остальные равенства, для величину, а5, а6, доказать нетрудно.
Равенство а4 =  а3 вытекает из того, что R (l)—R(Z,) =  2i(Im £)/?(£)/?(£). 
Равенство as =  a4 очевидно в силу леммы 5.2. Остается доказать, что 
ав равно другим ад. Поскольку неравенство ав ^  as тривиально, то 
достаточно доказать следующее предложение.

Л е м м а  5.7. а 6< ||Л ||г .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 1тС =  т )> 0 , и v ' €® (Л *). Тогда

|(/?(С)и, Л*®')12 =  | ^е1«(е~нти, A*v')dt <

<
оо

\v ' f  {2T])-l ^ \A e -" Tu fd t

в силу соотношения (3.1) и неравенства Шварца. Если ЦЛЦт-^оо, то 
правая часть в последнем неравенстве является конечной, так что 
£  (С) a £3) (Л) и

||Л7?(С)«||2< (2 т1)-1 $ Ae~itTu fd t . (5.12)

Выражение ||Л /?(С)и|2 удовлетворяет подобному неравенству с заменой
ОО о

интеграла \ на интеграл \ . Поэтому

I AR  (С)« |р + 1AR  (С) и |р <  (270-1 $ 1 Ае~и г и fd t  <  (tc/4) || Л fT || и ||2.

Это показывает, что а б< |А ||т - и заключает доказательство теоремы 5.1.
В следующей теореме мы рассмотрим некоторые другие свойства 

Г-гладких операторов.

Т е о р е м а  5.8. Пусть Т — самосопряженный оператор в гильберто­
вом пространстве §, и пусть А £ %о ($, $') является Т-гладким опера­
тором. Тогда

(а) Аи =  0, если элемент и сингулярен относительно оператора Т, 
т. е. если (Е(Х)и, и) — сингулярная функция от X. В частности, Аи =  О, 
если и — собственный элемент оператора Т.
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(Ь) Д л я  всех а^>1/2 оператор А ограничен относительно 
\Т \а; точнее, 2)(Л) з  £>(|Г |*) и

Ц ( Л  +  1 ) - « / * |< я ( 4 - .  а — г ) 1/2»Л 1г; (5.13)

здесь В обозначает бета-функцию.
Д о к а з а т е л ь с т в о ,  (а) Пусть и -—элемент, сингулярный относи­

тельно оператора Т. Для каждого е > 0  существует последователь­
ность непересекающихсй интервалов 1п, таких, что 2 | / „ | < е 2
и 2 ( £ ( /„ ) * ,  й) =  |« ! 2. т- е - 2  Д (/„)и — и- Поэтому для каждого 
v ' £35 (Л*) мы имеем (см. (5.1))

' (в, Л *1> ') |< (21(£(/, |« , Л * « ') |-2 |(Л £ < / ,)> * ,® ') |<

< \А  |г К 1 (21. ! , \ Г  (SIВ (/„)« p)’V • ГЛ |г I«II1!•
Отсюда вытекает,, что Аи существует || Ли | <  г || Л ||Г Jи ||. Так как е > 0  
произвольно, то мы должны иметь Аи =  0,

(Ь) Пусть ■ г>'£!£)(Л*). Так как ^ЦВ^Х) Л*г>'|2 < a 2| n '  ||2rfX (см. до­
казательство леммы (5.4)), то мы имеем

оо

I (Т2 +  1 )-*/V t*v‘' I2 =  '$ (X2 +  1 ) - “яГJ Е (X) A •©' ||2 <
—оо

оо<М1И*'Р$(̂  + 1)-л=-а(4' *—5-)И1?1®'Р-
--ОО

Теперь оценка (5.13) вытекает из леммы 5.2.

§ 6. Применения к уравнению Шредингера
Рассмотрим формальный дифференциальный оператор

£(*) =  -  А +  * /(* )  (6.1)

в пространстве Rn; здесь А обозначает «-мерный лапласиан, а / — 
комплекснозначную измерительную функцию. Пусть $ = L 2(Rn). 
В гильбертовом пространстве ф выражение —А определяет самосопря­
женный оператор Г. Мы представим функцию f(x) в виде произве­
дения fi(x)f2(x), где

/1 W  =  | / W | 1,!. / 2(*).= ( s g n /(* ) ) |/(* )P ;  (6.2)
при этом sgna  =  a / | a |  при а ф  0 и sg n a  =  0 при а — 0. Через Л и В 
мы обозначим операторы умножения соответственно на fx и f2 с макси­
мальной областью определения в ф. Мы имеем

L (*) =  Т +  %В*А. (6.3)
Отметим, что

Л* =  Л > 0 ,  В =  AU =  U А, (6.4)

где U — частично изометричный оператор в ф, именно оператор умно­
жения на sgnf(x) .

Мы намерены воспользоваться теоремами 1.5, 3.9 и 4.1 и показать, 
что при некоторых предположениях относительно функции f существует 
расширение Т(%) оператора Ь(к), подобное оператору Т. Сначала
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рассмотрим случай п = 3; -в этом случае мы получим особенно простой 
и полезный результат.

Т е о р е м а  6.1. Предположим, что интегральный оператор, дей­
ствующий в пространстве L* 2(Rn) с ядром

\ f ( x ) \ ' l2\ f ( y ) \ ll2/ 4 x - y \ ,  (6.5)

ограничен и его норма равна N. Тогда при |х | <  1/jV существует расши­
рение Т{%) оператора L(x), для которого справедливы заключения 
теорем 1.5, 3.9 и 4.1.

В случае когда функция f и параметр х принимают лишь веще­
ственные значения, оператор Г(х) самосопряжен и унитарно эквива­
лентен оператору Т.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно показать, что операторы А и В  
являются Г-гладкими и что || AR  (С) 5*« ||-<  iV |a  | при ImC ф  О, и £ £ (5 * ) =  
=  3) (В) =  3) (А). Поскольку В* = AU* и B = UA, то все эти условия 
выполняются, если

IIЛ /?(С )Л и ||<TVII4  1шС'фО, (6.6)
(что касается Г-гладкости, то см. (5.3)) ') .

Резольвента R(Z,) =  (T — £)-1 является интегральным операто­
ром с ядром ехр(/£1/2|х — г / | ) / 4я | х— у |; здесь значение £1/2 выбрано 
так, что Im £1/2> 0 .  Следовательно, Л7?(^)Л — интегральный оператор 
с ядром, мажорируемым ядром (6.5), и, таким образом, оценка (6.6) 
доказана.

Замечание 6.2. Поскольку норма оператора не превосходит его 
нормы Шмидта, то мы имеем

N  = H \  5 ' У - У  “X t y j ' - N '■ (6-7)
R3 R3

Следовательно, условия N' <  1 достаточно для того, чтобы оператор 
—А +  f(x) допускал расширение Ть подобное оператору Т. Неравен­
ство N' <  1 известно как часть условия, достаточного для сходимости 
борновской аппроксимации S-матрицы2). Оно весьма близко к «опти­
мальному» условию существования оператора Ть подобного опера­
тору Т.

Замечание 6.3. В общем случае оператор Г(х) не совпадает с за­
мыканием оператора L(x).  Однако в случае, когда функция f(x) огра­
ничена, равенство 7’( x ) = L ( x )  выполняется (см. замечание 1.7). Это 
верно и в том случае, когда функция f(x) неограничена, однако опера­
тор L(x) самосопряжен.

При п ф  3 метод, использованный для доказательства теоремы 6.1, 
не применим, поскольку мы не располагаем достаточно простой оцен­
кой для ядра интегрального оператора #(£) ,  равномерной относитель­
но £. Тем н е . менее можно вывести весьма общий качественный при­
знак, хотя не столь удобный, как условие (6.5).

Т е о р е м а  6.4. Пусть я > 3 ,  и пусть / £ Lp{Rn){\L4(Rn), где 
1 < / ? < я / 2 <  q < о о . Положим. a~(n l2p)  — 1 > 0 ,  р =  1 — (я /2 ^ )> 0 .  
Если  (|| • ||р обозначает норму в пространстве Lp (R"))

I ■«I - 1 >  Т Г  ( 4 - +  т ) « /  II /  Ф ’ <6'8>

*) Можно показать, что || А ||£ <  JV/те, | |£ | |£ < # /т е .
2) См. Скадрон, Вейнберг и Райт [15].
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то существует расширение Т (х) оператора Z(x), для которого 
справедливы заключения лемм  1.5, 3.9 и 4.1.

Замечание 6.5. В случае п =  3 включение f £ L3/2 является доста­
точным1), так как в силу неравенства Соболева интеграл (6.7) являет­
ся конечным. Это наводит на мысль, что условие теоремы 6.4 можно 
ослабить, предполагая лишь, что f С Ln 2̂(Rn), однако нам этого не 
удалось доказать.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  6.4. По-прежнему достаточно 
доказать неравенство (6.6), в котором в качестве N взята правая часть 
неравенства(6.8). Сначала мы покажем, что для каждого элемента 
и С® имеет место неравенство

|| Ae~itTAu\\^(AT:t)-n№ \\f\\p^u\\, j f>  0, (6.9)

и что эта оценка остается справедливой после замены р на q.
С этой целью мы воспользуемся следующей формулой2), получае­

мой с помощью функции Грина для оператора e~itT:

(e~itrAu) (х) =  (4тсг7)-"/2 jexp  (— | *  — у |2/4//) f x (у) и (у) dy  =

=  (А-кИ)-^2 е - ^ 1 ш J  e - ix^ 2lf l (y)e-W ‘iutu{y)dy. (6.10)

Так как и £ L2 и f l € L2p, то функция v  (у) =  f x (у) e~Msl4itu (у) при­
надлежит пространству Lr, где г - ’ =  2 - 1 +  (2р)~\ и выполняется не­
равенство |[ г1 flr IА  [|2р IIи II г- Одизко интеграл в последнем члене соот­
ношения (6.10) представляет функцию w(x') от х ' =  х/2t, являющуюся 
преобразованием Фурье функции v. Поскольку v £ L r при 1 < г < 2 ,  
то w принадлежит пространству Lr', г ' - 1 =  1 — г-1 =  2 - 1 — (2/?)-1, 
причем |да||,-/ <(2тс)л"'' Ji»||r (мы применили теорему Хаусдорфа для ин­
тегралов Фурье3)). Так как (e~itTAu\)(д:) =  (4w /)-"/2e-ii r /4i<w(;c/2if), то 
имеет место включение e~itTАи £ Lr\  причем выполняется неравенство 
\e~itTAu\ri -^(4Ttt)-ni2t{2t)?ir'\w \ri ■4l{Aist)-nl2P\,v\r>. Ввиду того что 
f x^ L 2p и (2p)~l +  г '- 1 =  2 - ',  мы видим, что функция (Ae~itTu)(х) =  
= f x (х) (e~itTAu) (х) принадлежит пространству /Д  причем ее /Лнорма 
не превосходит || f \  ||2р! e~itTА ||Г' (4ic0_"/2p || Ух |2р || ^ ||г. Поскольку, как 
отмечалось выше, H r < l l / i U « l >  и, кроме того, | | / i | |2p < | | / | | ] / 2, то 
неравенство (6.9) доказано.

Отметим теперь, что из соотношения (3.1) вытекает, что при Im£ | >o
оо Q, оо

И / ? ( | ; ) Л й ! < р л е-«Гй|<// =  ^ +  j  ,
_ _ _ _ _  0. 0 а

1) Интересно сравнить это условие с результатом Куроды [11], в соответствии 
с которым абсолютно непрерывная часть оператора L (x) унитарно эквивалентна опе­
ратору Г, если .только f — вещественная функция из Ll {]L2, а х  вещественно. По­
скольку такая функция f принадлежит L3/2, то можем утверждать, что в случае, рас­
смотренном Курода, сам оператор L (x) унитарно эквивалентен оператору Т для 
вещественных, достаточно малых х, а это пока не отмечалось. Аналогичное замеча­
ние применимо к потенциалу f(x), рассмотренному Икебе [8], ведущему себя на бес­
конечности так же, как | х | —2— У Проссера [13] рассматривается условие, подобное 
условию (6.8) при п =  3, р = 1 ,  q = oо, однако с лишним множителем 2 в правой 
части.

2) Собственно говоря, интеграл в формуле (6.ГО) следует понимать в смысле 
сходимости в среднем (в L2). Однако это не влияет на законность последующих рас- 
суждений. Относительно функции Грина для оператора е~гХТ см. Проссер [13].

3) См. Титчмарш [18], стр. 36.



Волновые операторы 81

где положительное число а будет определено ниже. Мы применим
оо

неравенство (6.9) для оценки интеграла J и воспользуемся этим же
а

а
неравенством с заменой р на q для оценки интеграла j  , В результате

о
мы получим

о, °°
| |Л /? ( С М и ||< И [ 1 /1 9 ^ ш у ^ я с и  + l f l  j

О а

Если мы выберем число а так, чтобы правая часть в последнем нера­
венстве принимала наименьшее значение, то придем к требуемому нера­
венству ||А^(^)/4«||^Л^||ы|| с числом N, равным правой части неравенст­
ва (6.8). Случай Im£ <  0 рассматривается аналогично.

В заключение мы рассмотрим случай гс=1 и случай п = 2. Цри 
п—2 ни один из предыдущих методов не применим. То же верно для 
п =  1. Однако в последнем случае мы можем рассматривать оператор 
(6.1) в пространстве L 2 ( 0 ,  о о )  (а не в L 2 ( — о о ,  о о ) )  с граничным усло­
вием и ( 0 ) = 0 .  В этом случае получается результат, аналогичный теоре­
ме 6.1.

Т е о р е м а  6.6. Пусть L(x) обозначает формальный дифферен­
циальный оператор —d2/dx2-\-xf(x) в пространстве L2(0, о о )  с  гра­
ничным условием и(0) = 0 .  Если интегральный оператор с ядром

т1п(*, У ) |/ ( х ) 1/2| / ( у ) |1'2 (6.11)

ограничен в пространстве <§ и его норма равна N, то при |х | <С К/N су­
ществует расширение Т (х) оператора L ( x ) ,  для которого верны заклю­
чения теорем 1.5, 3.9 и 4.1. В случае вещественнозначной функции f 
и вещественного параметра к оператор Т (к) самосопряжен и унитарно 
эквивалентен оператору Т; при этом Т обозначает оператор —d2/dx2 
с граничным условием и(0) = 0 .

Замечание 6.7. Так же как и в замечании 6.2, мы имеем
оо оо

7 V < ( j  j mi n( , 2, y 2) | / ( , ) | . | / ( y ) | ^ ) 1/2<
0 0

<  j* x \ f ( x ) \ d x  =  N '. (6.12)
о

Таким образом, неравенство N'<i 1 является условием, достаточным1) 
для того, чтобы оператор —d2/dx2jrf (х) имел расширение Т\, подобное 
оператору Т = —d2/dx2.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  6.6. Резольвента R(t,) =  (T — g)-1 
является интегральным оператором с ядром

1 /2
C_1 2̂sinC1/2̂ /c у при (6.13)

1). Условие N' <  1 является лучшим в том смысле, что единицу нельзя заменить 
в этом неравенстве меньшим числом. Если / ( х) =  (1 +  e )6 (*  — а)/а, причем а >  0, 
то Nr =  I +  в, но оператор L(x) имеет отрицательное собственное число, а поэтому 
не подобен оператору Т. То же самое получится, если сгладить 6-функцию.
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(при у < х  следует поменять местами х и у); здесь Im g,/2> 0 .  Ядро 
(6.13) мажорируется выражением min (л:, у), что легко проверить с по­
мощью элементарного вычисления. Поэтому AR(l)A  является ин­
тегральным оператором с ядром, мажорируемым ядром (6.11). Теперь 
утверждение теорем 6.6 может быть доказано так же, как и утвержде­
ние теоремы 6.1.
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