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УДК 517.929 
М. Т. ТЕРЕХИН 

О Р Е Ш Е Н И Я Х Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 
С О Т К Л О Н Я Ю Щ И М С Я АРГУМЕНТОМ 

В работе изучаются вопросы существования , непрерывной зависи­
мости решения от начальной функции и правой части, существования 
периодического решения системы д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х уравнений с откло­
нением, з а в и с я щ и м от неизвестной функции и ее производной. 

§ 1. СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЯ, НЕПРЕРЫВНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ 

Пусть Еп — я-мерное векторное пространство. 
Рассмотрим систему д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х уравнений вида 

*(*)=/(*, *(*). *(t-A(t, x(t)9x(t)))9 x(t-G(t)))9 (1) 

где х — искомая /г-мерная вектор-функция , Л, f и G — известные конеч­
номерные вектор-функции, под символами x(t—A(t9 x(t)9 x(t))), x(t— 
— G(t)) понимаем вектор-функции соответственно с компонентами 

Хг (t - of* (t9 х (t)9 x (0)), xt (t - (*)), 

1 = 1 , 2, П9 k i = \ 9 2, liu Г * = 1 , 2, . . . Д г , 

Мг> — натуральные числа . 
Пусть b£Eq9 \b\= m a x \bj\9 R9 d — некоторые положительные чис-

n n 
Л a, \1— 2 ] М-г, Я = 2 ] Яг, 

H={(x9z) :х£ЕП9 z£En, \x\^R9 \z\^d}9 

D={(x9y9v) :хеЕП9 yeE^vGEb \x\^R9 \y\^R9 \v\^d} 

и пусть 
(I) существуют числа U9 T, А такие , что — о о < ^ 0 < Г < о о , 0 < Д < о о 

и на множестве [to, Т]хН при любом i выполнены неравенства 

0 < а\к0 (*, х, г) < А, 0 < g</*> (/) < Д; 

(II) на множестве [t^'T]xD вектор-функция f(t9 х9 у9 v) удовлетво­
ряет условиям К а р а т е о д о р и (измерима по t и непрерывна по совокуп­
ности переменных х9 у9 ,v почти при всех /) и Л и п ш и ц а по переменным 
у, v соответственно с постоянными qt, q2\ 

( I I I ) на множестве [t0, Т]хН вектор-функция A(t, х9 г) удовле­
творяет условиям К а р а т е о д о р и (измерима по t и непрерывна по сово­
купности переменных х9 z почти при всех t) и Л и п ш и ц а по переменной z 
с постоянной q3. 

Пусть фо : [^о—A, to]-*~En — некоторая известная абсолютно непре­
р ы в н а я на сегменте [to—А, 'to] вектор-функция и т а к а я , что при любом 

/G[£o—A, U] \(fo(t) | ^Ri<.R и почти всюду на этом сегменте |фо(0 | ^d, 
Rt — число. 

П о д решением системы (1) понимаем абсолютно непрерывную на 
сегменте [ 4 — А , т ] , / о < т ^ Г , вектор-функцию х9 удовлетворяющую 
системе (1) почти всюду на сегменте [t0, т ] и равенству x(t)=<p0(t) на 
сегменте [to—А, *о]. 

Это решение системы (1) д а л е е будем н а з ы в а т ь решением с началь ­
ной вектор-функцией фо. 

Символом L(to9 т) обозначим множество всех измеримых на сегмен­
те [/0, т ] вектор-функций а : [t0i х]^ЕП9 почти при любом t£[U9 т ] 
удовлетворяющих неравенству \a(t) \ ^d. 

597 



П о л о ж и м 

Фа (О = 
ФоОО при t£[t0 — A, t0], 

t 

Фо (t0) + J а (Э dl при f > f0., 

H a множестве L ( 4 , т) определим оператор S равенством (Sa)(t) = 
=f(t,q>a{t),4>a{t—A(t,q)a(t),a(t)))) u(t—G{t))), полагая , что a(t— 

— G(t)) =q>0(t—G(t))y к а к только t—G(t) <£0. 
Очевидно, неподвижные точки оператора 5 и только они я в л я ю т с я 

решениями системы (1 ) . 
Пусть 

IIPII;=(ЛР(ОИ')1/Р' | |Р1 |;=( |\mt)\pdt) i l v, 
to to—А 

P > 1 , \\Hl = sup |р(0|, ||р||;= sup |р(/)| , 

Vh — оператор , определяемый равенством 

/ V R \ m - /Р('+А") П Р И
 Н-А6[*0, т ] , 

Р — вектор-функция , \B(t) \ = m a x \ B ( t ) x \ , \\В\\= sup \B(t)\, при; 

любом t B(i) — л Х / г - м а т р и ц а , me, m*e — соответственно мера , в н е ш н я я 
мера Л е б е г а множества е. 

С п р а в е д л и в а с л е д у ю щ а я 
Л е м м а [1] ( с м . т а к ж е [ 2 ] ) . Пусть a£L(t0, т ) . Тогда вектор-

функция t-+a(t—G(t)) измерима на сегменте [U, т ] , если выполнена 
хотя бы одно из следующих условий: 

1) для любого измеримого множества ecz[to—А, т]> и любого i= 
= 1, 2, п множество у74(Ч)П[*<ь т 1 измеримо, где у~^(е) — прообраз 
множества е при отображении t-+yi(t)=t—g(xJ(t); 

2) вектор-функция t-^t-G(t) измерима на сегменте [t0, т ] и для 
любого б > 0 и любого i = l , 2, п существует такое 6 > 0 , что для 
любого множества ea[to—А, %], m*e<.8, nt*{y~i(e)[\[to, т ] } < е . 

Т е о р е м а 1. Пусть выполнены условия (I), (II), (III) и условия 
леммы. 

Тогда если а) ? 1 ^ + ^ 2 < ; 1 , б) существует число v такое, что для 
любого измеримого множества ea[to, Т] и любого t = l , 2, п me^L 
^vtn*{yi(e)i][to, Т]}, в) для любой точки (t, х, у, v)б [to, T]XD \f(t, х, 
у, v)\ ^Zd, то существует число r£]to, T]t, при котором оператор S имеет 
неподвижную точку на множестве L(to> т ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем тб]U, Т] такое , что при л ю б о м 
td[t0y т ] и любом a£L(t0i т) |q> a(0|^#- И з условий ( I I ) , ( I I I ) , в) и 
л е м м ы следует, что д л я любой вектор-функции a£L(t0, т ) вектор-функ­
ция t->(Sa)(t) и змерима на сегменте [ 4 , т ] и при любом fG[fo, т ] 
\(Sa)(t)\^d. 

Д о к а ж е м , что оператор 5 непрерывен на множестве L ( / 0 , т) по нор­
ме 11-11*. И з условия ( I I I ) следует (см. [ 3 ] ) , что д л я любого а > 0 су­
ществует замкнутое множество Ficz[U, т ] такое , что m([to, %]—Fi) <ог 

на множестве FiXD вектор-функция / непрерывна , и существует з а м к ­
нутое множество F2cz[tof т ] , у д о в л е т в о р я ю щ е е у с л о в и я м : т ( [ 4 , т ] — 
—F2)<.o, на множестве F2XH вектор-функция А непрерывна . 

Пусть (ak) — п р о и з в о л ь н а я последовательность , но т а к а я , что п р и 
любом k ah£L(to, т ) , Нал— а * | | * - > 0 при &-^оо, a*GL(fo, т ) . Тогда е с л и 
положить 



Фо (0 при t£ [t0 — A, f0]t 
Ф " ( 0 = ^ Фо (/о) + J *k (I) dl при t g [/о, * ] , 

'о 

гФо(0 при * € [ * 0 — А, f0L 
. t 

Фо('о) + J a * ( g ) d g при *G[*o, т ] , 
Ф* С О -

то 
I (Sa f t ) (0-«(Sa*) (0 |< \f(t, <fk(t), y*{t-A(U w(t), ak(t))), 

a* ( * - G ( * ) ) ) - / ( ' , Ф*(0> < M * - 4 ( f , Ф Н О , aft(0))> au(t-G(t)))\ + 

+qid\A(t, xpk(t), ak(t))-A(t, Ф*(0> a*(0) | + ^ | а л - ( 0 - « * ( 0 1 + 
+ < 7 i d I Ф * ( t - A ( t , ф*( / ) , a * ( * ) ) ) - ф * ( t - A ( t , ф;*(0, a*(0))l + 

+ 9 2 | a * ( f - G . ( 0 ) - a * ( / - a ( / ) ) | . (2) 
Пусть [fo, 71] — произвольное измеримое множество и пусть изме­

римое множество е° таково , что e°^[to, Т] и при любом 1 = 1 , 2, п 
yi(e)0[to, Т]^е°. Тогда справедливо неравенство 

J \ak(t-G(t))-a*{t-G(t))\*dt^v J |a*(0-a*(0 | р#- (3) 

Действительно (см. [ 4 ] ) , полагая ф(0 = |ал(0— a*(0 l p> e j = 

= в [ a j _ i ^ 1J5(^— G(0) < a j ] > ^ = ^ ° [ а ы ^ < Ф ( 0 < a i ] » учитывая у с л о в и е 
б) теоремы и переходя к пределу в неравенстве д л я соответствующих 
интегральных сумм, получим справедливость неравенства (3 ) . 

Таким образом , непрерывность оператора S следует из неравенств 
(2 ) , (3) и того, что последовательность (ф&) на сегменте [U, т ] сходится 
равномерно к вектор-функции ф*, а вектор-функции f и А соответственно 
на множествах FiXD и FzXH равномерно непрерывны. 

И з равномерной непрерывности вектор-функций f и А соответственно 
на множествах FiXD и F%XH следует, что д л я любого е > 0 существует 
6 = 6 ( e ) такое , что 

II Vh(Sa) - S a i l ; < е + (q±q4+q&V*) II V f c a - a | | ; , (4> 

к а к только 0 < [ f t < 6 ( e ) . 
И з условия а) теоремы следует, что р м о ж н о выбрать так , чтобы 

выполнялось неравенство ^ з ^ + Д О 1 / р < 1 . 
Символом L*(to, т) обозначим множество всех вектор-функций а б 

6 L ( 4 , т ) , удовлетворяющих у с л о в и ю : д л я любого е > 0 II 1 4 а — a l l ; 
= ^ е / 1 — (qiqad+qw1'*),- к а к только 0 < А < 6 ( е ) . Л е г к о убедиться , что 
множество L*(to, т ) замкнутое , выпуклое и, к а к следует из [ 5 ] , ком­
пактное . К р о м е того, из неравенства (4) следует, что д л я любой век­
тор-функции a 6 L * ( 4 , т) S a £ L * ( £ 0 , т ) . А тогда по принципу Ш а у д е р а 
[6] во множестве L*(U, х) существует неподвижная точка оператора 5 . 
Теорема д о к а з а н а . 

М о ж н о убедиться , что решение системы (1) п р о д о л ж и м о до г р а н и ц ы 
множества {•(/, х) : ^б[^о, Т], х£ЕПу \x\^.R}. 

Т е о р е м а 2. Пусть 1) вектор-функции f, А и G удовлетворяют 
условиям теоремы 1, причем выполнено только условие 2) леммы; 

2) система (1) имеет единственное определенное на сегменте [U, т ] 
решение с начальной функцией фо. 

Тогда для любого е > 0 существует такое 6 > 0 , что как только 

a) | | G - G * r c < 6 , | | q * - q > ; | | * < 6 , Пфо—Ф*||* < б ; б) на сегменте [ * 0 - Д „ 
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•*о] |фо(0 | ^ ^ ь почти всюду на сегменте | 7 0 - - Л , о̂] |Ф* (01^^; 6) н а 

множестве Я *>хА FWa[tQ, Т], m([t0, Г ] - Я 1 ) < б , \f*(t, х, у, v)-f(t, 
х у, v)\<6; г) на множестве Я 2 ) Х # , №cz[U9 Г ] , m([*<>, Г ] — № ) < 8 , 
\A*(t, х, z)—A(t, х, z) I < б ; д) система 

x(t)=f*.(t9 x(t)9 x(t-A*(t9 x(t), x(t)))9 x(t-G*(t))) (5) 

удовлетворяет условиям теоремы 1, система (5) на сегменте [to, т ] имеет 
решение х* с начальной функцией ц>*9 удовлетворяющее неравенству 
№—х\\\<г. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П р е д п о л о ж и м , что утверждение теоремы 
не верно. Тогда при любом k система 

x(t)=fk(t9 x(t), x(t-Ah(t, x(t)9 x(t)))9 x(t-Gk(t))) (6) 

имеет решение Xu с начальной функцией ф,̂ ), при некотором 4 6 [/о, т] 
у д о в л е т в о р я ю щ е е неравенству \x{th)—xk(tk) | ^ е , е фиксировано . 

Ч т о б ы не у с л о ж н я т ь обозначения, будем считать, что последова­
тельность (tk) имеет предел и lim tk = t. И з того, что при любом k 

\fk(t9 х9 у9 v) I ̂ d9 следует, что * 0 < ? < т . 

П р и любом k Xh£L*(to9 т ) , поэтому из последовательности (хк) м о ж ­

но извлечь сходящуюся по норме || • | | ; подпоследовательность (для ко­

торой сохраним обозначение (**) ) . Пусть \\хи—а||*-»-0 при k-^oo. Оче­

видно , a G L * ( 4 , т ) . Тогда если положить 
(Фо(0 при f0 — Л < * < * о » 

Фо(*о) + J a ( g ) d g при ^ > ^ о , 
U 

то легко убедиться , что последовательность (x_k) на сегменте [ 4 , т ] 
сходится равномерно к вектор-функции х и \x(t)—x(t) | ^ е . М ы полу­
чим противоречие с условием 2) теоремы, если д о к а ж е м , что х — реше­
ние системы (1) с начальной функцией фо. Н о последнее следует из усло­
вий теоремы и того, что 

\fk(t9 xk(t), xk(t-Ak(t9 xk(t)9 xk(t)))> *h(t-Gk(t)))-f(t9 x(t), 

x(t-A(t9 x(t)9 k{t)))9 k(t-G(t)))\^\fh(*)-f(*)\ + \f(t9 x*(t)9 *)-

-HU x(t)9 *)\+qtd\Ak(*)-A(*)\+qid\A(t, xk(t), *)-

-A(t9 x(t)9 ^)\+qфd\xk(t)-Цt)\+q2\xh(t-Gk(t))-

-Jc(t-Gk(t))\+q2\^(t-Gk(t))-k(t-G(t))\ 

( знаком * отмечены ненаписанные одинаковые д л я к а ж д о й разности 
т х 

в ы р а ж е н и я ) , J \xk(t—Gk(t))—x(t—Gk(t))\dt^v§ \xk(t)—x(t) \dt (см. 
to to 

д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1) , сходимость по норме влечет сходи­
мость по мере на сегменте [ 4 , т ] , по теореме Л у з и н а вектор-функция х 
непрерывна (и, следовательно , равномерно непрерывна) на з амкнутом 
множестве , п р и н а д л е ж а щ е м сегменту [ 4 , т ] и сколь угодно м а л о отли­
ч а ю щ е м с я от него по мере. Теорема д о к а з а н а . 

6 0 0 



§ 2. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ 

Пусть t0=0, Г = с о , f(t, х, у, v)=Q{t)x+ft{t, х, у, v), где Q(t) — 
м а т р и ц а и пусть 

(IV) вектор-функции ft, A, G и матрица Q(t) со-периодичны по t, 
матрица Q(t) измерима , ограничена на сегменте [0, со], вектор-функция 
/•1 на множестве [0, с о ] Х £ удовлетворяет условиям К а р а т е о д о р и (изме­
рима по t и непрерывна по совокупности переменных х, у, v почти при 
всех t) и Л и п ш и ц а по переменным у, v соответственно с постоянными 
di, d2. 

В этом п а р а г р а ф е под решением системы (1) понимаем определен­
ную на интервале ] — оо, оо[ и абсолютно непрерывную на любом ко­
нечном сегменте вектор-функцию, почти всюду на к а ж д о м таком сег­
менте удовлетворяющую системе (1). 

Пусть W — множество всех я -мерных со-периодических абсолютно 
непрерывных на сегменте [0, со] вектор-функций и и таких, что 
при любом / б [ 0 , со] |г/(0|^^> \u(t)\^d почти всюду на сегменте 
[О, со]. 

Н а множестве W определим оператор Г равенством 

со 

(ru)(t)=Y(t)[E-Y{(*)]-! $Y(®)Y-*{t)F{t, u(t))dt+ 
о 

+ $Y(t)Y-4l)F(l,u(l))dl, 
О 

где F(t, u(t))=fi(t, u(t), u(t-A(t, u(t), u(t))), u(t-G(t))), Y(t) -
ф у н д а м е н т а л ь н а я матрица системы y(t)=Q(t)y(t), Y(0)=E, E — еди­
ничная матрица , det (E—У (со)) =7^0. 

Оператор Г любую вектор-функцию u£W о т о б р а ж а е т в ©-периодиче­
скую вектор-функцию. , 

Н е п о д в и ж н ы е точки оператора Г на множестве W и только они 
я в л я ю т с я (о-периодическими решениями ситемы (1), п р и н а д л е ж а щ и м и 
множеству W. 

Т е о р е м а 3. Пусть 1) на множестве [0, c o ] X D \Q(t)x\ + \fi(t, х, 
у, z)\^d, det (Е— Y(<U))=£0; 2) выполнены условия (III), (IV) и усло­
вия леммы; 3) dd\qz-\-d2<i\; 4) существует число v такое, что для лю­
бого измеримого множества еа[0, со] и любого i=l, 2, п пге^. 
^vm*(yi(e)(}[0, со]; 5) | | У | | | | y - i | | p 4 ( | [E-Y(со)]"М |У(со) | + 1 ) < 1, 

со 

P i = m a x J sup \Fi(t, u(t)) \ dt. 

Тогда система (1) имеет ^-периодическое решение. 
Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству теоремы 1. 
Отметим, что рассуждения настоящего п а р а г р а ф а допускают, что 

на множестве [0, со] х Ь при некоторых (или д а ж е при всех) i=\, 2, . . . 
. . . , п a&i)(t, х, z), g^i)(t) могут принимать значения любых знаков . 

Литература 

1. Д а н ф о р д Н., Ш в а р ц Д. Линейные операторы. Общая теория.— М.: ИЛ, 
1962.—895 с. 

2. Д р а х л и н М. Е., П Л Ы Ш е В С К а Я Т. К. К теории функционально-дифферен­
циальных уравнений —Дифференц. уравнения, 1978, т. 14, № 8, с. 1347—4361. 

3. К р а с н о с е л ь с к и й М. А. Топологические методы в теории нелинейных ин­
тегральных уравнений — М . : Гостехиздат, 1956.—392 с. 

4. Дифференциальные уравнения № 4 601 



4. Б а д о е в А. Л., С а д о в с к и й Б. Н. Пример уплотняющего оператора в тео­
рии дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом нейтрального типа.—~ 
Докл. АН СССР, 1969. т. 186, № б, с. 1239—1242. 

5. Л ю с т е р н и к Л. А., С о б о л е в В. И. Элементы функционального анализа.— 
М.: Наука, 1965.—520 с. 

6. К а н т о р о в и ч Л. В., А к и л о в Г. П. Функциональный анализ.— М.: Наука,. 
1977.—.740 с. 

Рязанский государственный 
педагогический институт 

Поступила в редакции? 
7 февраля 1980 г. 


