
В.И.Шубов 

О РАЗЛОЖЕНИИ КВАЗИРЕГУЛЯРНОГО ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУППЫ ЛИ 
С ПОМОЩЬЮ МЕТОДА ОРБИТ . 

I. Каждому однородному пространству группы Ли соответствует 
унитарное представление этой группы, называемое квазирегулярным. 
Конструкция квазирегулярного представления состоит в следующем. 
Пусть d - гладкое многообразие, на котором группа Ли G- тран-
зитивно действует справа. Это значит, что определено гладкое 
отображение ( А Д ) — ^ 0,-й произведения & х Q, в й , которое 
удовлетворяет условию 

При этом каждая точка многообразия (А переводится в любую дру­
гую преобразованиями из группы Ь- . В этом случае на 0, сущест­
вует ровно одна (с точностью до эквивалентности) борелевская ме­
ра JLU , квазиинвариантная относительно действия группы. Квазире­
гулярное представление группы G- . соответствующее однородному 
многообразию d , - это унитарное представление в пространстве 
3i=/-2(Q,j^) , действующее по формуле 

В случае, когда d =&• •, a JU/ - мера Хаара, это представление 
называется регулярным. 

Основная задача гармонического анализа на однородном много­
образии Q, - это задача о разложении представления (I) на непри­
водимые компоненты. Эта задача решена для многих конкретных групп 
и их однородных пространств, а также для отдельных классов групп. 

Решение задачи о разложении представления (I) известно для 
нильпотентных групп Ли. Это решение дано А.А.Кирилловым на основе 
предложенного им метода орбит (см. [I] ). Метод орбит, содержание 
которого будет кратко изложено ниже, позволяет для широкого клас­
са групп Ли строить большой запас неприводимых унитарных представ­
лений. В некоторых случаях, например, для нильпотентных групп Ли, 
он дает все неприводимые унитарные представления. 

В настоящей работе предлагается некоторый подход к решению 
задачи о разложении квазирегулярного представления, основанный 
на методе орбит. Формулируется гипотеза о неприводимых представ­
лениях, которые должны входить в разложение квазирегулярного. Ра­
зумеется, эта гипотеза имеет смысл лишь в тех случаях, когда при­
меним метод орбит. Гипотеза допускает квантовдаеханическую интер­
претацию. Она, в сущности, заключается в том, что для построения 
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представлений, входящих в разложение квазирегулярного, нужно про-
квантовать некоторый набор механических систем со связями. Для 
нилыютентных групп Ли гипотеза эквивалентна ответу А.А.Кирилло­
ва, так что в этом случае она является квантовомеханической пере­
формулировкой известных фактов. Однако, существуют примеры, кото­
рые позволяют надеяться, что предлагаемый подход окажется полез­
ным при построении гармонического анализа в более широком классе 
задач. 

Гипотеза будет сформулирована в пункте 4. До этого в пункте 
2 приведены некоторые необходимые факты из гамильтоновой механи­
ки, а в пункте 3 дано краткое описание метода орбит. В пункте 5 
содержится квантовомеханическое толкование гипотезы. Далее следу­
ет более подробное обсуждение гипотезы. В заключение приводится 
пример: квазирегулярное представление вещественной полупростой 
группы оьОг, fit) , для которого гипотеза оказывается справедливой. 

2. В этом пункте приводятся некоторые факты из гамильтоновой 
механики, необходимые для формулировки гипотезы. Подробное изложе­
ние гамильтоновой механики содержится в [2] , [3] . 

Фазовое пространство механической системы с П/ степенями 
свободы - это гладкое многообразие М размерности %УЬ , на ко­
тором определена дифференциальная 2- -форма со, невырожденная и 
замкнутая: dco=0 ( со называется симплектической формой, а М 
с выделенной формой со называется симплектическим многообразием). 
Форма СО позволяет сопоставить каждой гладкой функции F на М 
векторное поле ^ на М . Это поле однозначно определяется фор­
мулой: 

<u«F,V)-VF (2) 

для любого векторного поля V • э F называется гамильтоновым 
векторным полем, а функция F - гамильтонианом этого поля. Для 
каждой пары гладких функций F, , F2 определяется скобка Пуассо­
на: 

iFi.^j^F, —\Р?\. (з) 
Эта скобка билинейна и антисимметрична. Из замкнутости формы о) 
вытекает товдество Якоби. Таким образом, форма со порождает струк­
туру алгебры Ли в пространстве гладких функций на Щ . .' 

Механическая система - это гамильтоново векторное поле ^р 
на симшгектическом многообразии СМ, со) . Поле | F определяет од-
нопараметрическую группу диффеоморфизмов многообразия М , сохра­
няющих форму со , (Такие диффеоморфизмы называются каноническими 
преобразованиями). Можно сказать, что эта группа определяет дина­
мику системы. 

Возможно более общее определение механической системы. Пусть 
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группа Ли Qr действует на М преобразованиями, сохраняющими фор­
му и) . В этом случае говорят, что задана механическая система. 
G- называется динамической группой системы. Пусть Ov - алгеб­
ра Ли группы G- . Каждому X £- й соответствует гамильтоново век­
торное поле ^ на М • При этом выполняется соотношение 

MvbVvi- (4) 
Каждое поле \^ порождается функцией Fx , гх определяется по­
лем 1Х не однозначно, а лишь с точностью до постоянного слагае­
мого. Функции Fx называют основными наблюдаемыми системы. 

Важным примером симплектического многообразия является кока-
сательный пучок Т*й гладкого многообразия Ц . Ha'T Q, всег­
да существует естественная симплектическая форма to (см. [2] , 
[З] ). Если Т О , - фазовое пространство механической системы, 
то d называется конфигурационным пространством этой системы. 

В заключение этого пункта приведем конструкцию, которая ис­
пользуется при гамильтоновом описании механических систем со свя­
зями. Подробное изложение содержится в U 1 . 

Пусть на гладком многообразии М задана £ -форма <^м t 

замкнутая, но вырожденная. В этом случае существует канонический 
способ перейти от многообразия (М,сОм) к симплектическому много­
образию (Jf CCL.) с невырожденной формой to^ . этот способ со­
стоит в следующем. В касательном пространстве Т М Ж . к многооб­
разию М в точке х е М можно выделить подпространство С х , со­
стоящее из нулевых векторов формы со . Таким образом, на М 
возникает распределение С . Из замкнутости формы ^ м следует, 
что это распределение инволютивно. Поэтому М распадается на 
связные интегральные подмногообразия распределения С . Допустим, 
что это слоение многообразия М является на самом деле гладким 
расслоением. В ситуации, которая будет рассматриваться в дальней­
шем, это условие будет выполнено. Пусть Д| - база этого расслое­
ния. Д/ - это многообразие, точками которого являются интеграль­
ные подмногообразия распределения С . Ясно, что форма сом порож­
дает на многообразии Д/ замкнутую невырожденную 2- -форму со. . 

3. В этом пункте в удобной для дальнейшего форме дается крат­
кое изложение метода орбит. Приводимая формулировка метода не яв­
ляется самой общей. Более подробное изложение содержится в [5] , 
[6] . 

Всюду в дальнейшем сохраняются обозначения, использованные в 
предыдущем пункте при описании гамильтоновой механики. 

Механическая система с фазовым пространством СЛГ,со) и груп­
пой симметрии & называется элементарной, если группа Qr дейст­
вует на многообразии J{ транзитивно. Допустим, что основные на­
блюдаемые F элементарной системы(jf,a), G-) можно выбрать таким 

79 



образом, что 

U x ' ' Y J = ' [X,Y] (5) 
для всех X,V^^| . В общем случае выполняется более слабое соот­
ношение (4). Пусть, кроме того, система является целочисленной. 
Это значит, что интеграл от формы О) по каждому % -мерному 
циклу равен целому числу. Метод орбит позволяет сопоставить каж­
дой такой системе набор унитарных представлений группы От . 

Это сопоставление осуществляется следующим образом. 
Пусть xejf .Через ф(х) обозначим функционал на 01/ , 

задаваемый формулой: 
<0(x),X)=Fx(x). ... (6) 

(Скобка С,У обозначает действие функционала на вектор). Под­
алгебра 1 с (| называется подчиненной точке х- , если Ф(Ж) 
обращается в -0 на С ^ ] .В этом случае соответствие 

X —>iF x(x) (7) 
задает одномерное представление алгебры | . Подалгебра $ , под­
чиненная % , называется допустимой, если dim | =сшп ty - /ч dimjf, 
(В общем случае dim Jf £ йлт ty-% ш*ь Л ) • 

Пусть п - подгруппа (г , соответствующая допустимой под­
алгебре v и порожденная своей связной компонентой единицы 
и стационарной подгруппой (тх точки Х£-л : 

. Н = &„Нв. • (8) 

По представлению (7) алгебры Ли J> построим одномерное уни­
тарное представление Ц группы Н0 и продолжим его до одномер­
ного унитарного представления U группы'Н . (Возможность тако­
го построения необходима для конструкции метода орбит). Ц одре-, 
деляется представлением (7) однозначно, однако продолжение Ц 
до представления \] группы \-\ не единственно. Действительно, ум­
ножая одно продолжение на характер группы НА, =<3̂ (Н) » Щ полу­
чим новое продолжение ( Ж.СН) - это дискретная группа, элемен­
тами которой являются компоненты связности группы Н )• Таким об­
разом, все представления U могут быть перенумерованы характера­
ми группы 9ЦН) .Естественной нумерации, однако, вообще гово­
ря, не существует. 

Представление U подгруппы Н порождает индуцированное 
представление Т группы & . Соглас'но основной гипотезе мето­
да орбит, Т не зависит от выбора точки 1'С/ и допустимой 
подалгебры \ с (X . "j"U - •• и есть представление группы & . 
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соответствующее элементарной механической системе (Jf,ц) ,{?)' . Та­
ким образом, элементарной системе i^jf^oj ,(-г) соответствует набор 
унитарных представлений группы (у , которые можно перенумеровать 
элементами группы характеров Ж, (И). 

Наиболее важные элементарные механические системы, связан­
ные с группой ь- , строятся следующим образом. Фазовые прост­
ранства этих систем - это орбиты группы Qr в пространстве 
относительно представления, сопряженного с присоединенным. 
( U - пространство, сопряженное к алгебре Ли ̂  ). На каждой 
такой орбите C^-Cl инвариантная симплектическая форма задает­
ся формулой 

S(MY)<UX,Y]>,^- (9) 

Основные наблюдаемые задаются формулой 
FXW=<<P,X>, ^&. U0) 

При этом выполняется соотношение (5). С помощью описанной выше 
процедуры каждой орбите сопоставляется набор унитарных представ­
лений группы 6- t который можно занумеровать элементами группы 

%(Я) , Н =&(?Н0 . Согласно основной гипотезе метода орбит, 
эти представления должны быть неприводимы. 

Элементарные механические системы, обладающие свойством (5), 
могут быть расклассифицированы. (На самом деле можно расклассифи­
цировать все элементарные системы (см. [6] ), но эта классифика­
ция нам не потребуется). Пусть (if,ub ,£) такая система. Опреде­
лим отображение ф : Jf-^ C| , которое переводит точку x e J T в 
функционал Ф(х)€.С|* , задаваемый формулой (6). Можно доказать 
(см. [6] ) следующее утверждение: 

Ф - локально взаимно однозначно, перестановочно с дейст­
вием G , преобразует Jf в орбиту Q c^Ov* , а форму cti_ в 
симплектическую форму (А& на б . 

Это утверждение показывает, что фазовое пространство эле­
ментарной системы, обладающей свойством (5), всегда является на­
крывающим многообразием для некоторой орбиты 0'с^!/ . При этом 
накрытие Jf-> Q совпадает с отображением ф . 

4. В этом пункте формулируется гипотеза о представлениях, 
входящих в разложение квазирегулярного представления (I). При 
этом, однако, не предлагается никакого способа для вычисления ме­
ры Планшереля, соответствующей этому разложению. 

Вернемся к ситуации, описанной в пункте I. Группа О- есте­
ственным образом действует на кокасательном пучке Т d однород­
ного многообразия Q, : 
6 „, V%?^ ~Щ>Щ\'?>- сп) 
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Эти преобразования сохраняют естественную симплектическую форму 
и) на Т Ц . Таким образом, мы имеем механическую систему с 
фазовым пространством T * Q и группой симметрии & .Можно 
вычислить основные наблюдаемые этой системы. Они равны 

^.рхр,Х((р,ц,р)ет*а,Х€1(}. (12) 

Здесь X" - векторное поле Ли на многообразии Q, .соответствую­
щее X е й-

Т й распадается на орбиты группы & . Пусть М - одна 
из этих орбит, а % - сужение формы со на М . % - замкну­
тая вырожденная 2-форма на М . 

С помощью процедуры, описанной в конце пункта 2, можно перей­
ти от (М,сОм") к симплектическому многообразию {Jf9 со J) . Это 
можно сделать, поскольку слоение М на связные интегральные под­
многообразия распределения С является гладким расслоением. Дей­
ствительно, форма со & -инвариантна, и значит С также инвари­
антно. Поэтому интегральные подмногообразия С переходят друг в 
друга под действием группы, и на каждом из них транзитивно дейст­
вует некоторая подгруппа группы G . (Если G-̂  - подгруппа, дей­
ствующая на подмногообразии зс , проходящем через точку С^,р)€.М, 
то на подмногообразии ха , проходящем через точку Щ<|,щ)^ р)еМ» 
действует подгруппа &ж„ =9 & х Cj") . Из изложенного ниже будет яс­
но, что Qrx локально изоморфна стационарной подгруппе некоторой 
орбиты группы 6- в GJ* . Поэтому Лы &/G^ является глад­
ким многообразием. 

Ясно, что i.Jf)udjr,&') - элементарная механическая система. 
Покажем, что она обладает свойством (5). 

Функции Fxlty>p) , заданные формулой (12), постоянны на 
слоях расслоения M-*JT . Действительно, пусть V - векторное 
поле на М , принадлежащее распределению С . Тогда 

- YFx = co(V.5x>0 
поскольку С - распределение нулевых векторов формы сом , и по­
ле 1% касательно к М . Таким образом, функции F x0^p). могут 
рассматриваться как функции на Jf : 

Fxtx) = Fxtq,,p), x e i ; с^рнМ, (i3) 
если (•<],, р)ех , то есть точка (fy,p) лежит в слое над точкойх. 

. Ясно, что функции (13) являются основными наблюдаемыми эле­
ментарной системы (ЛГ,0)^,6") и удовлетворяют условию (5), 

Теперь можно, пользуясь методом орбит, сопоставить каждой 
целочисленной элементарной системе iJ(,Ldx,&) набор унитарных пред­
ставлений группы & • Этот набор может быть параметризован ха­
рактерами группы %(W) . (Здесь Н определяется формулой (8)). 

Допустим, что для каждой целочисленной системы (J^u) ,G") вы-
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полняется условие: 
ад» =о. (14) 

В этом случае каждой такой системе соответствует только одно уни­
тарное представление Т ^ группы G- . 

Теперь мы можем сформулировать гипотезу о представлениях, 
входящих в разложение квазирегулярного. Гипотеза состоит в сле­
дующем. 

В разложение квазирегулярного представления (I) входят пред­
ставления Tjf , соответствующие целочисленным элементарным си­
стемам С JT,iGx,Gr). 

Более подробное обсуждение гипотезы содержится в пункте 6. 
Заметим здесь только, что в случае регулярного представле­

ния (то есть когда Q, -От ) условие (14) выполняется для любой 
системы iJT,(A ,0г) . Действительно, в этом случае каждая орбита 
М группы G- в Т*&- отождествляется с самой группой 6- . 
(Это отождествление осуществляется естественной проекцией 
T*G- ~ * & ). Слоение М на связные нуль - подмногообразия фор­
мы со совпадает со слоением группы G- на классы смежности от­
носительно некоторой связной подгруппы К • Поэтому стационарная 
подгруппа G- точки x e j ~ связна. (Она сопряжена с К ). Пос­
кольку Qrx связна, то связна и группа К , определяемая формулой 
(8). Следовательно, 9 Ц Ю = 0 . 

Повидимому, гипотеза имеет смысл и в случае, когда условие 
(14) не выполняется. При этом, вероятно, в качестве Т«- сле­
дует брать какое-либо одно из представлений, соответствующих эле­
ментарной системе (JT,C0 , & ) х . 

5. В этом пункте излагается квантовомеханическое толкование 
предложенной гипотезы. 

Опишем сначала квантовомеханичеекую интерпретацию представ­
ления (I). В предыдущем пункте рассматривалась классическая меха­
ническая система с фазовым пространством Т & , динамической 
группой G- и основными наблюдаемыми (12). Эту систему можно про-
квантовать. Проквантовать - это значит сопоставить^каждой основ­
ной наблюдаемой Fx(C|,,p) самосопряженный оператор Fx в гильбер­
товом пространстве % . При этом должно выполняться соотношение: 

iF x,F Y]=i[F x,F y]. (15) 
Г Г" 

Сравнивая (5) и (15^, мы видим, что квантование Их1-"*FX задает 
представление X *-» Fx алгебры Ли С^ . Тем самым задается унитар­
ное представление группы Q- : 
17 Соответствующие примеры указал автору М.А.Семенов-Тян-Шанский. 
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iFX ^ =expX ^ 6 (I6) 
^ Для квантования механических систем с фазовым пространртвом 

Т (I в квантовой механике используется следующий рецепт. В ка­
честве % берется пространство L2iSl) по какой-нибудь подходя­
щей мере (обычно это мера Лебега). В нашем случае естественно 
взять %-LjJX,f) . Пусть (\'V...,^, р,,...^ - естественные коор­
динатные функции на Т*й • Этим функциям сопоставляются опера­
торы: 

<W=ck> Р * ' = ч ^ к Ck=i, . . . ,n). (I?) 
г— ^ А Л 

Любой функции К^,р) сопоставляется оператор F = F(fy,p)., (Если, 
конечно, этому оператору можно придать какой-либо смысл). 

Применим этот рецепт к нашей системе, В координатной записи 
формула (12) имеет вид " ~к ' • ' ' ' • • 

Fxty,p=0(«ppK.. * ^ . . 
Поэтому естественно сопоставить Fx Щ,$) оператор -iX Ш -S^i-
Этот оператор несамосопряжен в L2{(X,Jl) .Простейший способ ис­
править его - это добавить к нему функцию -4 &bv„ Y . (Здесь 
dic^X - дивергенция поля X по отношению к объему, соответ­
ствующему мере JU/ .).. Таким образом, мы можем написать 

Fx = -iX -%<УЛ- (18) 
Нетрудно проверить, что операторы (18) являются инфинитези-

мальными операторами представления (I). Поэтому, если Fx заданы 
формулой (18), то (16), по существу, совпадает с (I). 

Итак, можно сказать, что квазирегулярное представление (I) -
это квантовомеханическая система, соответствующая классической 
системе (II). 

Известно, (см. [6] ) что построение по методу орбит представ­
ления ljV- , соответствующего элементарной механической систе­
ме {.Jfai ,Qr) » можно интерпретировать как квантование этой систе­
мы. Переход от многообразия СМ, 0)^ к СХ,иО может быть интерпре­
тирован (см. [4] ) как построение гамильтонова описания для меха­
нической системы со связями CM,W ,.(?•) . Поэтому представление 

Х\г можно рассматривать как квантование такой системы. 
Теперь можно дать следующее истолкование гипотезы. Для того, 

чтобы разложить квантовую систему (I) на неприводимые подсистемы, 
нужно взять соответствующую классическую систему, разложить ее 
на элементарные системы со связями CM,u)M,G-) , а затем црокванто-
вать эти системы. 

Отметим здесь, что возможна еще одна квантовомеханическая 
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интерпретация задачи о разложении квазирегулярного представления. 
Для того, чтобы построить разложение представления (I), 

можно искать самосопряженные операторы, перестановочные с опера­
торами представления. Пусть А есть такой оператор: 

[Тф,А]=о Vcj€,G. (i9) 
Перейдем к реализации пространства %~LJU,ii) , в которой опера­
тор А диагоналей. При этом мы получим разложение %• в прямой 
интеграл: оо 

-оо J J 

В пространствах Ж? реализуются унитарные полпредетавления Т 
представления Т • Таким образом мы получаем разложение 

T=J©Tpdvcp). (2i) 
Эта процедура разложения может быть сформулирована на языке 

квантовой механики. 
Рассмотрим механическую систему (II). Интегралом движения 

этой системы называется функция F на Т Q. , инвариантная отно­
сительно G • F удовлетворяет соотношению 

'{Fx,F]=0 для всех X^-ty.' (22) 
Зафиксируем значение функции г : 

F(^,p)-p=0 , р£(-оо,оо). <23> 

(23) - это неголономная связь, наложенная на нашу систему. 
Существует рецепт квантования систем со связями, предложен­

ный Дираком [7] . 6 применении к нашей системе со связью (23) 
этотрецепт состоит в следующем. Нужно построить квантовый опера­
тор F-JD , соответствующий связи (23). Затем нужно наложить 
на волновые функции ijJe/_2(u, и) ограничение: 

(F-p)^=0. (24) 
Согласно Дираку, соотношение (24) определяет пространство волно­
вых функций для системы со связью (23). л 

Если р - точка спектра оператора F , то соотношение (24) 
определяет "собственное подпространство"%р оператора F , 
соответствующее "собственному значению" р . Ясно, ччо%р - это 
те самые пространства, которые входят в разложение (20). 

Из (22) следует, что 
[F x .F ]=0 VX*fl. ,2S, 
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( Fx определяется формулой (18)). Поэтому операторы Fx действу­
ют в Жр . Можно считать, что сужения F „ U - это операторы, 
соответствующие основным наблюдаемым системы со связью (23). Эти 
операторы определяют представление Т р группы G- в пространстве 
Жр . Ясно, что Тр - это представления, входящие в разложение 
(21). 

Эта интерпретация может быть полезна. Может оказаться, что 
легче искать интеграл движения из соотношения (22), чем оператор 
А , удовлетворяющий соотношению (19). 

6. В этом пункте обсуждается сформулированная выше гипотеза. 
Рассмотрим более подробно элементарные механические системы 

Каждое многообразие л является накрывающим для некоторой 
орбиты Cfe A . При этом, накрытие Ф '• Jf -^0 задается фор­
мулой (6): 1 . , 

<Ф(эс),Х> -FX(X) VXefJ, 
где Fx(30) определяется формулой (13). Все орбиты & , соответст­
вующие многообразиям Jf , могут быть точно указаны. 

Заметим следующее. Пусть Ц - стационарная подгруппа точки 
|'€.Ц' ., a GL _ алгебра Ли группы 6-л . Касательное пространст­

во Т Q.0 к многообразию Q, в точке (j, можно отождествить с фак­
тор-пространством (%!(% . Поэтому кокасательное пространство 
Т CL отождествляется с подпространством 

У т1 

Ъш№ •%-<№• 
Функции (12) могут быть записаны в виде: 

Fx<W =<P' X>, # <26) 
где р понимается как элемент из 0L с 01 в смысле только что 
описанного отождествления. 

Теперь отображение Ф-ЛГ-э-Cf можно явно вычислить. Из (26), 
(13) и (6) видно, что 

Фсх)=ре0^, если ( c r e a t e Ж (27) 

Итак, многообразия являются накрывающими для тех и толь­
ко тех орбит &<- 0L , которые пересекаются с подпространством 
01 с ОТ , (Эта характеристика орбиты, конечно, не зависит от 

точки CLeCL . Действительно, ^г^'^Л ' х , поэтому 
% =Щ% й» ЗШЧИТ* 9 * Г W ) " % • Так., что любая 

орбита либо пересекается со всеми подпространствами L, ( ( l e Q , 
либо не пересекается ни с одним из них). 

В случае, когда (у нилыютентная группа, А.А.Кириллов дока­
зал ( [I] У, следующее. В разложение квазирегулярного представле-
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ния (I) входят неприводимые представления соответствующие тем и 
только тем орбитам, которые пересекаются с подпространством 0 . 

Орбиты Сс(| нильпотентных групп Ли односвязны. Накрываю­
щее многообразие Я" односвязной орбиты £Г обязано совпадать с (J. 

. Поэтому для нильпотентных групп Ли предложенная 
гипотеза эквивалентна ответу А.А.Кириллова. х 

Вообще, если все орбиты группы (7 , пересекающиеся с 
односвязны, гипотеза предлагает такой же ответ, как и для случая 
нильпотентных групп. 

Отличие от нильпотентного случая может возникнуть, если сре­
ди орбит, пересекающихся с UL есть неодноевязные. Рассмотрим 
этот общий случай более подробно. 1 

Пусть и - одна из орбит, пересекающихся с 0L , а 
CjV̂ o]1 (у) - соответствующая элементарная механическая система. 
Пусть накрытие ф : Jf->$ неоднолистно. В этом случае представ­
ление Тд- , соответствующее системе [Jf^fe) (считаем, что си­
стема (Х,о) ,&) удовлетворяет условию (14)), не обязательно явля­
ется неприводимым. Орбите С соответствует, вообще говоря, целый 
набор представлений группы 6- . Мы покажем, что Т ^ распадает­
ся в прямую сумму представлений, соответствующих орбите ff . 

Сформулируем утверждение более точно. Представление Т ^ 
индуцировано одномерным унитарным представлением \Jo связной (в 
силу (14)) подгруппы Н0С-& . (Алгебра Ли | этой подгруппы -
это допустимая подалгебра, подчиненная некоторой точке £ £ л ) . 
Пусть Н =6ф ( 0 ОН о • где G-ф - стационарная подгруппа точки 
ф(Х)£0 . Ясно, что Н0 - связная компонента единицы группы 
Н . Орбите б соответствуют представления группы & , индуци­

рованные всевозможными продолжениями представления U 0 с Н0 на 
Н . Все такие продолжения могут быть перенумерованы элементами 

группы характеров Г группы Г = 9ЦН)-7но . Естественной нумера­
ции не существует. Выберем какую-нибудь нумерацию. Для этого возь­
мем какое-либо конкретное продолжение U и будем считать, что оно 
соответствует единичному характеру группы Г • Тогда характеру 
Л е Г будет соответствовать представление группы Н '• 

U x ( b = X U ) U ( f v ) , где иШое.Г. (28) 
Представление группы (э- , индуцированное представлением I X бу­
дем обозначать Т * у 

Предложение. ' 
Если Г - абелева группа, то справедливо разложение: 

l ^ © 1 ^ ^ ' (29) 
Г 
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где d^ - мера Хаара на Г . 
Замечание. 
1) Так как мера w% инвариантна, то разложение (29) не за­

висит от способа нумерации представлений, соответствующих орбите 
б , характерами группы Г . 

2) Для того, чтобы группа Г была абелева, достаточно, что­
бы была абелева фундаментальная группа орбиты 0ц(.О) . Действи­
тельно, ГсЗЦ&фда) . Но группы Ф„(&ф(х) и я; (.0) могут быть 
абелевы только одновременно. Это легко увидеть из отрезка гомото­
пической последовательности расслоения G —*• &/r c±ft 

Группу G мы считаем связной: 9C.(G)=0 . Группа 0ц(&) - абеле­
ва, мы видим, что ^,С&ф1Х^)=^еУд , где А - абелев нормальный 
делитель группы %{.&). 

Доказательство предложения. 
Пусть б/ц = U . Выберем на Ц некоторую меру m , квазиин­

вариантную относительно & . Зафиксируем измеримое сечение 
<3-:U-*& расслоения & —^U, . Представление Т может 
быть реализовано в пространстве Ъ, = L2(tL,m) по формуле: 

(Тхфф)(Ш=иД)Ц/(а-д)\|^м1, (зо) 
где I =б(а)й<э(и-<реНь 1Г 

Пусть G/ц - ll t УЬ - квазиинвариантная мера на U , а 
t ••!/'—-*Gr - измеримое сечение расслоения (? —*• U . Пред­
ставление Т^у действует в лространстве L2(lJ,rv) по формуле; 

Для доказательства будет удобно использовать другую реализа­
цию представления Т^у , Опишем ее. 

Заметим, что группа Г естественным образом действует (сво­
бодно) на многообразии U . При этом U=*^/r • Действие Г на 
И перестановочно с действием & • . • 

Пусть $ с Ц, - фундаментальная область группы Г . Опреде­
лим гильбертово пространство X ^ как пространство функций на 
U , удовлетворяющих условиям: ^ е Ц ^ щ ) , ̂ СХи)=Хи)Фо1) 
для всех Y e Г • Скалярное произведоние в Ъ ^ зададим формулой: 

Покажем теперь, что при фиксированных % и rv можно подоб­
рать сечение<э и меру пг таким образом, что формула (30) будет 
определять унитарное представление группы Q- в пространстве щ- . 
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Причем это представление будет эквивалентно Т ^ ̂  
Пусть %'• U- —*" TJ - естественная проекция. % переста­

новочна с действием группы б- . Отображение Щ<£ устанавливает 
взаимно однозначное соответствие между?' и•"{] , С помощью Щ$ 
перенесем меру гь с Ц на ^ . Продолжим эту меру с 9- на все 
К/ так, чтобы полученная в результате продолжения мера на И 
была инвариантна относительно Г . Построенную таким образом ме­
ру на U выберем в качестве т, . ЭТОТ выбор законен, поскольку 
построенная мера w квазиинвариантна относительно 6- : 

dm-Cu) с1ж$и) 
Теперь выберем сечение б таким образом, чтобы для всех 

\l€,U/ и всех fl^G- выполнялось равенство: 

U0(<5uoc|<5eu,- ф) =U (т ежи)-j х (3ta^)H). (32) 
Убедимся, что это можно сделать. Возьмем произвольную точку 
С0 е у . сг - это класс смежности в G- по подгруппе Н . Так 

как % - сечение расслоения G —*" U . то t t t p e l £ . \Jo являет­
ся объединением классов смежности по подгруппе Н„ » лежащих в 

$(!/ ,) . Следовательно,!; (ДО принадлежит некоторому классу 
смежности ц,- по подгруппе Н. ^(tUeU^ctf # определим сечение 

(з в точке И/.ell : бионщг. ) . это законно, так как мы полу­
чаем бCU/„)eU/0 f что как раз и нужно для того, чтобы # было сече­
нием. Теперь ясно, что (32) выполняется для tt=a0 и всех О/ , 
принадлежащих стационарной подгруппе &„, точки It, : 

Действительно, бСи^Х(Жа.) и U совпадает с Ц, на Н0 . 
Пусть теперь tyf-fe^ . Нужно определить^Cu^a) так, чтобы вы­
полнялось равенство: 

Это можно сделать. Действительно, когда <э(и.0-<р пробегает класс 
смежности И0С| , Uĵ Ctt̂ Q^dL.Q)"1) пробегает все множество 

Щ.Ю » которое совпадает с единичной окружностью. ( ЩН„) -
связная нетривиальная подгруппа окружности). Проверим, что б(ц„-Ср 
зависит только от точки Itл. , а не от й . Пусть 4„£(?-а • Мы 
имеем 

=Utt(9iu^^CKa5)U(xcxiLe)^OKue^') = 
= U седш^.д % (%м,ф • 

89 



Таким образом, сечение б определено во всех точках многообразия 
И . Остается проверить, что (32) выполняется для любой точки 
u e li/ , Пусть ^ - какой-нибудь элемент, переводящий точку 
а0 в Ш : U^=U/ . Шеем: 

Итак, доказано, что сечение б можно выбрать так, чтобы выполня­
лось равенство (32). 

Теперь, когда б и ттъ выбраны только что описанным способом, 
легко видеть, что формула (30) определяет унитарное представле­
ние группы 6- в пространстве Щ,, . Нетрудно убедиться, что это 
представление эквивалентно цредставлению Г~у • (Эквивалент­
ность осуществляется изоморфизмом %. — > L a '(l/, TV) "• ty — И Ь '^ чЧ 

Итак, описана новая реализация представления Т ^ ̂  .Те­
перь формула (29) легко может быть доказана. 

Проверим сначала, что 

4=J®7^' (33) 
г 

Этот факт является следствием теории преобразования Фурье на абе-
левой группе Г . Каждой функции ty&V соответствует набор функ-

г 
или просто 

\^\^mtWih. (34) 
ние дается формулой г Обратное преобразование дается формулой 

^ ^ i V 1 0 ^ •' (з5) 
Г 

Согласно формуле Планшереля для преобразования Фурье на группе Г : 
/lWu/)to=j[l^tU/)f(il- Об) 

Покажем, что соответствие ^ ^ Щ / . Х 6 - ' } является изоморфизмом 
между % и [ ©l ib • Д ° с т а т о ч н о проверить, что это соответствие 
сохраняет скалярное произведение. Учитывая (36) и вспоминая, что 
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мера ITV инвариантна относительно Г , имеем 

\\^\\ =f |^ca)l4nJ(a)=f(ivJl^(ii)fWi)=j(ixJWCXU/)l8dmcu)= 
^ it г tf г г 

г £ X £ % ty 
Таким образом, формула (33) доказана. 

Теперь формула (29) становится очевидной. Действительно, 
каждое представление T#v (в новой реализации) действует в 
пространстве "к* по формуле (30). Тем самым определяется уни­
тарное представление группы @- в пространстве j © V d$ • Из 
формулы (35) видно, что это представление совпадает с представ­
лением | г в пространстве 

г Предложение доказано. 
7. В этом пункте приводится пример квазирегулярного представ­

ления, для Которого гипотеза оказывается справедливой. 
Пусть Qr = bL{ji,R) - группа вещественных матриц % - поряд­

ка с определителем I, Ее алгебра Ли- 0|/=$tO,R) состоит из мат­
риц с нулевым следом, G- транзитивнЬ действует на многообразии 

Q«R\(P5 ••<} •%~^(\\-
В пространстве Ж=Ь!1(Я ) возникает квазирегулярное представление 
группы & : 

(37) 
Т унитарно, так как del a И . 

Построим разложение Т на неприводимые компоненты. Для 
того, чтобы проиллюстрировать общие рассуждения, приведенные в 
конце пункта 5, сделаем это построение по описанной там схеме. 

У нас есть механическая система с фазовым пространством 
действует на Т Q, по формуле (II), 

которая в нашем случае имеет вид 
J:ty.p)^Kf4,f p) V ^ & V(pf<peT Q. 

В дальнейшем векторы из первого слагаемого St ч ° будут 
обозначаться | , а и з второго p.Cfyo--"tyn,> Р п - " Р * ) - это ли­
нейные канонические координаты в T*Q, • Введем также обозначе-
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н и е с ^ р н ^ р . . 
Формулы (12) и (18) принимают вид: 

FAty-,p)=A^-p VAe(j, (38) 

^А = ч /ЧЛ (39) 
( F. - самосопряжен в , так как 

Наша система имеет один интеграл движения F(Cj,,p)=CJ,-p .При 
квантовании, этой функции сопоставляется оператор 

А 

F =-i(j/-v-|Kl-
Ясно, что [F A j F]=0 , для всех А « ^ «л Перейдем к реализации пространства X^LCfv) в которой опе­
ратор р диагоналей: оо 

1=/©^-
-оо Л 

(Интеграл имеет такой вид, поскольку F обладает непрерывным^ 
спектром, заполняющим всю ось С-00,00) , и спектральный тип F 
есть тип меры Лебега). В пространствах %~ действуют унитарные 
подпредставленияТр представления Т • М& получаем разложение: 

жс 

T " J ®\^P (40) 
Ьр может быть реализовано как пространство функций, удов­

летворяющих уравнению 

Нетрудно видеть, что это в точности все функции, удовлетворяющие 
УСЛОВИЮ ip-% 

t<%)4 Щ) Vtel, t>0. 
Скалярное произведение задается формулой 

__ R . . 
I р действует в ЭД, по формуле 

Представления Тр приводимы. Действительно Jip распадается 
в прямую сумму двух подпространств, инвариантных относительно 

t 9 состоит из четных функций: ^Ц)=ИГЧир VUR, 
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% состоит из нечетных функций: 

р и Д р реализуются представления Т «. \ 

тР=т>т;. («J 
Формулы ('40) и (41) дают разложение Т на неприводимые ком­

поненты. 
Покажем теперь, что гипотеза, сформулированная в пункте 4, 

приводит к такому же разложению представления Т . Л 
Пусть МрСр^О) - подмногообразие в T U = ( R A O ) X R , t оп­

ределяемое условием 
<{•?-? -О- (42) 

Нетрудно убедиться, что Ь транзитивно действует на Мр . 
Каждому многообразию 14, соответствует элементарная механи­

ческая система СЖр, ̂ р,&) . Опишем многообразие JC . 
Пусть Шщ - сужение естественной симплектической формы 

ц) , существующей на Т Ц , на подмногообразие М р • Форма 
U) вырождена. Действительно, для любого векторного поля V , 
касательного к Мр , 

=О.Х-Г>1= 
V^V)=0' 

где 1 = И ж ~ Р ^ р ~ гамильтоново векторное поле, соответст­
вующее связи (42). if - представляет собой многообразие интег­
ральных кривых поля Л . Эти кривые задаются формулами: VteR, 
CJXtXLe , p(t)=pee . Поэтому, X , - это множество классов 
эквивалентности точек поверхности Мр , таких, что в один класс 
входят точки вида (XQ , X" р) , Хе. R , l >0. 

Теперь с помощью метода орбит построим представления Т^- , 
соответствующие элементарным системам (Л^,Фр,&) , и убедимся, 
что эти представления эквивалентны Тр . (Все вычисления будут 
проделаны для случая рФО . Для того, чтобы построить представ­
ление 7^. , необходимо отдельное вычисление. Так как Т^ вхо­
дит в разложение представления Т с нулевым весом, то это вычис­
ление не приводится). 

x=[U(|/)X,p),xeC0,c>o)] , где 

^=Av>ft = ̂  СЫ---^)- (43) 
Стационарная подгруппа Ь этой точки состоит из матриц CjeG- » 

Выберем точку х е л р следующим образом: 

удовлетворяющих условиям: 
^=0 j = l-.,M (44) 



9i,v=0,t=1,...,TH (45) 

1 ^ > ° • (46) 
Ясно, что &х, связна. 

Из (38) и (43) видно, что функционал ф(х) , определенный 
формулами (6) и (13), имеет вид: 

<фех),А>=рА_УАе(}. 
В качестве допустимой подалгебры, подчиненной ф(х) , можно взять 
подалгебру | , состоящую из матриц Ае-^ , удовлетворяющих ус­
ловию (45). Связная подгруппа R0 , соответствующая подалгебре 

I , состоит из матриц f̂ efi- , удовлетворяющих условиям (45) и 
(46). Одномерное представление (7) алгебры £• имеет вид: 

Ему соответствует одномерное унитарное представление U 0 группы 
Н< : lM>ckJ. 

Так как G- ' связна, то группа (8) совпадает с И0 . Поэтому, 
Ту- - это представление группы б- , индуцированное U 0 . Вы­
числим его. 

Однородное многообразие 6/ц,о эквивалентно единичной сфере 
U = [u,£lRT; 1 и Ы ] , на которой группа G- действует по прави­

лу: а -*• £ щ . Действительно, стационарная подгруппа точки 
(О,.. .ДО€-11 совпадает с И0 . 

Пусть m - естественная мера на сфере it , инвариантная от­
носительно вращений. Мера nv квазиинвариантна относительно дейст­
вия группы G" • Можно проверить, что 

a n4iq-4u/ . ч -п, 
_а — л 11 |f, Щ dm, (а) 

Выберем сечение б. И—*" G- расслоения t *W/ таким 
образом, чтобы б(М е SO О) для всех ueU-. 

Представление Т г действует в пространстве L2CU,m) по 
формуле: Ур . ;„ , /,-(.. ч . ."/, 

где ^ = б й ) А б Ц ) . Поскольку б си) е. SO CTV> , то, как легко про-
( 

верить, (%,„,= lfHU,| . Поэтому формула для 1^- принимает вид: 

СТ гф+)№-19 'ЧГЧ^. 
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Сравнивая эту формулу с формулами определяющими представление 
Тр » нетрудно убедиться, что 1Л- и Т р эквивалентны. 

Таким образом, в рассмотренном примере гипотеза оказалась 
справедливой. С ее помощью было получено правильное разложение 
(40). 

В заключение выясним как выглядит в этом примере разложе­
ние (29). ^ 

Многообразия JL не являются орбитами группы G- в § , а 
являются накрывающими многообразиями для некоторых орбит Ц, . 
Укажем эти орбиты. + 

Пространство Ч' отождествляется с n=st(n/,lv) с помощью не­
вырожденной билинейной формы t/t/CA В) . Группа G- действует в 
(| по правилу: А - ^ йAQ . При указанном отождествлении 

функционал Ф(Х) (где х- задана формулой (43)) совпадает с мат­
рицей :-^Р°^+foi(v 5^ , О'р - это орбита, проходящая через эту 
матрицу. 

Нетрудно проверить, что стационарная подгруппа ( г ^ со­
стоит из матриц §£-&• , удовлетворяющих условиям (44) и (45). 
Поэтому Ог^х) состоит из двух компонент связности, одна из ко­
торых совпадает с & х . Мы видим, что многообразие }[„ двулист­
но накрывает орбиту бр . 

Подгруппа Н =(7<р№)Н0 состоит из матриц h-eG , удовлетво­
ряющих условию (45). Видно, что Н име̂ ет две компоненты связнос­
ти: Г =1Т0(Н) = Zj . Группа характеров T = Z 2 . Поэтому разложе­
ние (29) принимает вид: 

VV4- т. 
Можно проверить, что представления Т^ и L эквивалентны пред­
ставлениям Т. и X, . Р Р 

Таким образом в рассмотренном примере разложение (29) дает­
ся формулой (41). 

8. В заключение автор хотел бы поблагодарить Л.Д.Фаддеева 
за внимание к работе и ценные советы, а также В.С.Буслаева и 
М.А.Семенова-Тян-Шанского за обсуждение работы. Автор признате­
лен А.А.Кириллову за ценные советы. 

После того, как настоящая работа была написана, автор узнал, 
что изложенная в пункте 4 процедура разложения кокасательного 
пучка Т*й на элементарные механические системы iJf,w£, &) извест­
на А.М.Вершику. Эта процедура рассматривалась А.М.Вершиком в свя­
зи с другой задачей. Соответствующие результаты, однако, не бы­
ли опубликованы. 

Автор хотел бы выразить А.М.Вершику свою признательность за 
обсуждение работы. 
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