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ВВЕДЕНИЕ Wi 

0.1. Настоящий обзор посвящен работам по асимптотически 
подобным критериям для проверки сложных статистических 
гипотез с мешающими параметрами. Пусть на измеримом 
пространстве (X, 95) задано семейство вероятностных мер Рш, 
зависящих от параметра ffl("Qcz./?m. По наблюдению х над слу­
чайной величиной (ел. в.) X, имеющей распределение Рш, 
проверяется гипотеза Н0 (нулевая гипотеза), заключающаяся 
в том, что параметр со принадлежит некоторому подмножестзу 
20—Q; альтернативная гипотеза Нх заключается в том,, что 
а>621 = 2 \ 9 0 . Обычно множество G0 имеет следующую струк­
туру: 

Q0 — {(oe2:hj,(w) = a;, /-=-1, . . . , г } , (1) 
где .^i(-) Лг(')> г<fli-известные вещественные функции, 
a a], . . . . аг — заданные константы. Частным, но наиболее рас­
пространенным случаем (l) является случай, когда h{ hT — 
координатные функции, т.е. Лу (ш) — Ш; —/-я координата век­
тора w —(coj, ...,com)', j — \, .-!.,r. Для этого случая введем 
обозначения: £;=--©;, £0y=-a_., _/ — \ г; 8v.-=<-v+v> v = 1, ..., s, 
где $ — m — г. Тем самым, ю — ̂ .б) ' , где £==(.--,..., £Г)'6Е. 
в -=- (01 94)'6®. и будем предполагать, что 2 = Ех®. Гипо­
тезы Я , и Я] в этом частном случае относятся только 
к части компонент параметра to, а именно-к параметру £, 
и заключаются, соответственно, в том, что £ •= So и <;бЕ\£о. 
где £0 —известный вектор. Параметр S в этой задаче называют 
основным, или информативным, а параметр 6, значение кото­
рого не задается ни при нулевой, ни при альтернативной 
гипотезах-мешающим (это определение введено Хотеллингом 
в [151]). 

В большей части обзора будет рассматриваться задача 
проверки гипотезы о параметре to по последовательности 
x, хп п наблюдений над последовательностью X-, . . . . Хп 
независимых ел. в., каждая из которых имеет распределение 
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Pa,. В этом случае будем говорить о наблюдении х<п1 ••— 
-=(.xi, . . . . хп) над ел. вектором Х{п) = (ХХ, ...., X„) с распре­
делением Р^К и называть я объемом выборки. 

0.2. Пусть ф(л:) —критерий для проверки гипотезы Н0, он 
характеризуется своей функцией мощности 

P(<B)-=p(cu|qi) = J?(x)dPCo 
(в дальнейшем, если область интегрирования не указана, то это 
означает, что она совпадает со всем .пространством). Эта функ­
ция имеет различный статистический смысл в зависимости от 
того, принадлежит ли ш подмножествам Й0 или fii. При ©6Q0 
величина р (со) есть вероятность отвергнуть гипотезу Но, когда 
она истинна; в этом случае величину (3(со|ф) называют уровнем 
значимости, a sup {р (со [ ф). юбйо}—гарантированным уровнем 
значимости (или размером) критерия <р. При со-ЗЙ! величина 
Э(ю|ф) есть вероятность отвергнуть Я0, когда она неверна (вер­
на альтернативная гипотеза); в этом случае значения (3(ю|ф) 
называют .мощностью критерия ф. В (классических постановках 
проблема проверки гипотезы заключается в отыскании такого 
критерия, который бы имел малый размер критерия (например, 
не превышающий заданного числа а) и возможно большую 
мощность. 

Q.3. Так как значение неизвестного мешающего параметра 0 
не задается ни при Я0, ни при Н\, мы, вообще говоря, не можем 
вычислить ни уровня значимости j3(go, в | ср), ни мощности 
р( | , 0|ф) -критерия ф, и судить о качестве этого критерия. По­
этому, естественно, попытаться рассматривать только такие кри­
терии ф, у которых функция мощности р( | , Э|ф) не зависит от 
мешающего параметра 0; они были названы в монографии 
10. В. Линника [43] «критериями с инвариантной мощностью» 
(понимая при этом инвариантность относительно мешающего 
параметра). Примеры таких критериев приведены в § 3 гл. Ill 
этой монографии. Критерии с инвариантной мощностью сущест­
вуют всегда, например, тривиальный критерий фо-а, где 
аб[0, 1]—некоторое число. Однако во многих статистических 
задачах этим критерием ограничиваются все критерии с инва­
риантной мощностью. В частности, таких критериев не сущест­
вует (за исключением ф0) для простейшей статистической зада­
чи— задачи Стыодента: .по выборке хЫ) из нормального распре­
деления N(a, а2) проверить гипотезу а = а0 о среднем значении, 
когда дисперсия о2—• неизвестный мешающий параметр; см. 
Дантциг [118], 10. В. Линник [43]. 

0.4. Поэтому требование независимости функции мощности 
от мешающего мараметра заменяется более слабым требованием 
независимости {_.(!, 0|ф) от 0, хотя бы при нулевой гипотезе, 
т. е. при всех 06в. 

• р(1о,0|ф)=-а, (2) 
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где а — размер критерия. Впервые такие критерии, имеющие 
постоянный уровень значимости при всех значениях мешающего 
параметра, были рассмотрены в работах Неймана и Пирсона 
[220, 221] (см., также, [208]); и они были названы подобными 
критериями. 

Нетривиальные подобные критерии существуют уже в более 
широком классе задач проверки гипотез (например, в задачах 
проверки гипотез о параметрах экспоненциальных семейств 
распределений). Отметим, что хотя подобные критерии «исполь­
зуют весь» размер критерия а, могут существовать неподобные 
критерии, имеющие тот же размер а и мощность большую, чем 
мощность наилучшего подобного критерия. Пример такого кри­
терия, лучшего, чем наилучший подобный критерий (критерий 
Стьюдента) в задаче Стьюдента при а < 1 / 2 , построен в работе 
Лемана и Стейна [184]. 

0.5. Однако нетривиальные подобные критерии существуют 
лишь для семейств распределений, обладающих определенной 
структурой (см. § 1 обзора). Более того, если нетривиальный 
критерий и существует в задачах о параметрах некоторого се­
мейства распределений Р%, е, то обычно существуют сколь угодно 
близкие (в некоторой топологии) семейства, для которых не 
существует нетривиальных подобных критериев. Поэтому в та­
ких случаях рассматривают критерии (точнее, последователь­
ность критериев) {фп}, y которых соотношение (2) выполняется 
асимптотически при неограниченном возрастании объема выбор­
ки n, т. е- при всех Вбв 

lim Р„ (Е0, 9 | Ф„) •=. lim f Фл (х<")) dPg]e = «. (3) 
Я—>со Я—>-оо 

Последовательность критериев {фп}, удовлетворяющая условию 
(3), называется асимптотически подобной (АП), это определе­
ние было введено Вадьдом в работе. [262]. Асимптотическая 
задача проверки сложной гипотезы будет заключаться в отыска­
нии в классе АП критериев заданного уровня а критериев, обла­
дающих теми или иными оптимальными асимптотическими свой­
ствами. 

0.6. Настоящий обзор касается, в основном, работ, в которых 
рассматриваются АП-критерии; исключение составляет § 1, в ко­
тором критерии являются подобными при конечных объемах 
выборки. Целью этого параграфа не является обзор всех работ 
по подобным критериям. Хотя, конечно, подобные при каждом 
п критерии являются и АП-критериями, идеи и методы, лежащие 
в основе построения подобных критериев, существенно отличают­
ся от идей и методов, используемых в асимптотической статис­
тике. Однако многие понятия и результаты, встречающиеся в 
теории АП-критериев, тесно связаны с основными классически­
ми результатами о подобных критериях. Например, наиболее 
развита теория подобных критериев для проверки гипотез о па-
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раметрах экспоненциальных семейств; в этих задачах сущест­
вуют равномерно наиболее мощные подобные .критерии (или 
полный класс таких критериев в многомерном случае). В теории 
же АН-критериев класса С (.а) или асимптотически эквивалент­
ных им критериев существование асимптотически наилучших 
критериев связано с тем, что .при больших объемах выборки п 
семейство распределений Рь в

(п) удается аппроксимировать экс-
потенциальным семейством распределений, и дальше использо­
вать классические результаты о подобных критериях для пара­
метров этих семейств. Эти критерии основаны на статистиках, 
являющихся достаточными для предельных экспоненциальных 
семейств и «асимптотически достаточными» для исходных се­
мейств. В § 1 и описаны, в основном, только те результаты, 
которые имеют аналоги в асимптотической теории и могут сде­
лать более ясными и наглядными асимптотические результаты. 

В § 2 рассмотрены работы по АП-критериям, построенным 
при помощи принципа отношения правдоподобия (ОП) и тесно 
связанных с ними критериев, основанных на оценках парамет­
ров. В § 3 рассмотрены АН-критерии для проверки сложной 
гипотезы согласия с заданным параметрическим семейством, а 
также основанные на критериях согласия АП-критерйи для 
проверки сложных гипотез с мешающими параметрами. В § 4 
рассмотрены работы по так называемым АН-критериям класса 
С (а). 

Отдельные разделы обзора .написаны с разной степенью под­
робности. Кратко рассмотрены работы, представляющие в на­
стоящий момент лишь исторический интерес или подробно опи­
санные в существующих монографиях и учебниках по матема­
тической статистике (напр., .классические результаты о крите­
риях 011). В то же время дается подробный обзор работ, 
отражающих современное состояние вопроса. Для некоторых 
классов АН-критериев, «e вошедших в монографии и учебники 
на русском языке и описанных, в основном, в зарубежных пе­
риодических изданиях (например, класс С (а)- критериев), в об­
зоре .приведены и основные результаты о таких критериях. При­
водятся также работы, в которых описано применение АН-кри­
териев для решения статистических и естественно-научных задач. 

§ 1. ПОДОБНЫЕ КРИТЕРИИ 

1.1. В большинстве работ, посвященных подобным крите­
риям, предполагается существование достаточной статистики 
Т(х) для мешающего параметра 0. В этом случае условное 
распределение Р$,в(- It) ел. в. X при условии Т = t не зависит 
от 6 и, построив области, условная Pi0,e(-1 ^-вероятность 
которых равна а при всех t, мы в итоге получим подобную 
бкритическую область (см. Нейман [210], Бартлетт [84]). 
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.Используя это замечание, можно для одномерного параметра <£ 
при каждом значении T—t построить, как это делается в [220] 
(см.. также, например, монографии [58], пункт 7.а.4, или [74], 
§ 6, гл. III), локально наиболее мощный (ЛНМ) критерий 
<pi(x\t) (при односторонних альтернативах) или (при двусторон­
них альтернативах) ЛНМ несмещенный (Л.-Н1МН) критерий 
-4>2(x|0- Э т и критерии .максимизируют первую или, соответствен­
но, вторую (при нулевой первой) производную функции мощ­
ности в точке | = 1о> отвечающей нулевой гипотезе. 13 дальней­
шем критерии 9 i (x | 0 и Ф2(*|0 рассматриваются как безуслов­
ные (зависящие от х я Т(х)), и они будут ЛНМ и, соответствен­
но, ЛНМН подобными критериями (см. статью Неймана [210]). 
Зти результаты в дальнейшем обобщались Леманом [180] и 
Шеффе [252]. Связь между достаточными статистиками и по­
добными критериями изучалась Ватсоном [264], Нолле [230], 
Фрэзером [137], Нейманом [212], Чандой [107]. В статьях Басу 
[92, 93] содержится обзор методов по исключению мешающих 
параметров и связанных с ними вопросов о частичной достаточ­
ности статистик. 

1.2. Оба рассмотренных критерия cpi(x|i) и q>2(x|i) обладают 
свойством: их условный уровень значимости постоянен при всех 
В и всех значениях t достаточной статистики Т: 

Е и 9 { ф ( * ) | Г ( Х ) - - } = - а . (4) 
Про критерии, удовлетворяющие соотношению (4) для всех 
66® и п. в. t (по мерам PI„,Q, индуцированным ел. в. Т для 
различных 6), говорят, что они обладает структурой Неймана 
,[209]. Естественно, такие критерии являются подобными. Важ­
ную роль в построении подобных критериев играет теорема 
.Лемана и Шеффе [182]: для того чтобы все подобные крите­
рии обладали структурой Неймана относительно достаточной 
(при нулевой гипотезе) статистики Т, необходимо и достаточно, 
чтобы семейство распределений Р$„в было ограниченно полным. 
Структуры Неймана являются классическим методом постро­
ения подобных критериев. 

Наиболее простое и легко проверяемое условие ограниченной 
•полноты достаточной статистики имеется для экспоненциального 
семейства мер, обладающих относительно некоторой а-конечной 
меры |х плотностями 

- Й т 1 = е х Р 2 hUJ № + 2 0v-"v (x) + с (6, 0)}. (5) 
* U-l v-1 J 

Статистика T(x)== (Г-(x) Ts(x))' будет достаточной для 
•в, семейство мер Р\,ъ также является экспоненциальным 
семейством, и условие ограниченной полноты семейства 
{Pzt,e. 06©} заключается в том, что множество 8с:./?* имеет 
непустую внутренность (см. [183]). 
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1.3. Для семейств (5) в одномерном случае г=\ ЛНМ иг 
ЛНМН подобные критерии ЯВЛЯЮТСЯ, соответственно, равномер­
но НМ (РНМ) и РНМН подобными критериями, т. е. свойства 
оптимальности для этих критериев уже носят нелокальный ха­
рактер. Эти критерии были построены в статье Лемана и 
Шеффе [183] (см. также статью Свердрупэ [261]) и они 
содержатся во многих учебниках и монографиях по математи­
ческой статистике (напр., в [3, 27, 33]). Леман в работе [181] 
рассмотрел (при г-=1 и односторонней альтернативе 1>%а) 
функции потерь общего вида и показал, что класс критериев,. 
принимающих Н0 на множествах вида {U<C(T)}, является 
полным. 

В многомерном случае г > 1 РНМ критериев, как правило, 
не существует даже при отсутствии мешающих параметров, но 
в этой ситуации иногда удается указать полный класс крите­
риев. Это и сделали Мэйтс и Трюакс в работе [189] в задаче 
проверки гипотезы g = 0 (к этому легко сводится общий случай 
£ = £о) при альтернативе £,¥=0 о многомерном параметре | из 
семейства (5): они показали, что полный класс подобных кри­
териев образуют критерии, принимающие Я0 при U6G(T), где 
U ='(£/1 (лг)...., Ur(x))', а С(Т) —выпуклое множество в Rr,. 
имеющее при каждом T = t условную вероятность (при £=-0) 
(1—а). Как показал Стейн [257], при определенных условиях 
класс критериев, введенных в [189], является минимальным пол­
ным классом. 

Если рассматриваются только «односторонние» альтернати­
вы: %¥*0 и %6К, где KcRr — выпуклый конус (например, из­
вестно, что часть компонент вектора £ неотрицательны), то пол­
ный класс образуют критерии, у которых выпуклые множества 
С(Т) рецессивны в направлениях из Ко, где Ко — поляра конуса 
К. Это показал Итон [127]; на эту тему см. также статьи Ито­
на [128] и Ледвиной [179]. 

1.4. В работе Спитвола [256] результаты работ [183, 261} 
обобщаются на случай неэкспоненциальных семейств (при усло­
вии, что при нулевой гипотезе существует ограниченно полная-
достаточная статистика для мешающего параметра). Приведены 
теоремы о существовании ЛНМ подобных и ЛНМН критериев. 
Кроме того, в этой статье содержится обзор работ по ЛНМ по­
добным критериям. Другими работами, в которых строятся по­
добные критерии для неэкспоненциальных семейств (без ис­
пользования структур Неймана), являются работы Ю. В. Лин-
ника и A. (M. Кагана. В этих работах рассматривается семейство 
распределений, имеющих при нулевой гипотезе плотности 

k 

/> (* . е ) -2 ял*--)•**(••*). 
. • - I 

тем самым, это семейство распределений Р& может рассматри" 
ваться (при H 0) как конечная смесь распределений: 
8 



к 

l—t 

В работах Ю. В. Линника и А. М. Кагана [41, 185, 24 —261 
рассматривался случай, когда Pt(x, 6) = Ог(Т (x), 6), тогда 
статистика Т (х) достаточна для каждого из семейств Р^ • 
Рассмотрим условные вероятности Р^1) {• \ Т (х) = t), i = l k, 
они не зависят от 0. Используя теораму A. A. Ляпунова [45] о 
том, что для конечного семейства непрерывных вероятностных. 
мер при любом а существует множество А, все меры которого 
равны а (т. е. в ней фактически строятся подобные области в 
случае, когда мешающий параметр принимает .конечное число 
значений), можно для каждого t построить множество A(t} 
такое, что 

Р&° {А (t) | Г (*).-.*}.-a, i = l к. 

Критерий, принимающий Я0 при XM(~(X) ) , будет подобным 
критерием уровня а. В работе А. М, Кагана [24] рассмотрена 
(более общая ситуация, когда для каждой меры Рй

Н) существует 
своя достаточная сг-подалгебра; в этой ситуации также строятся 
подобные области. Построение этих областей основано на обоб­
щении результатов И. В. Романовского и В. Н. Судакова [59], 
(которые, в свою очередь, обобщают работу [45]. 

Имеется большое количество работ по так называемой про­
блеме Беренса —Фишера: по двум независимым выборкам x(n>> = 
-= (х 1 , . . . , х,.,) и у(">) = (г/i, . . . , y„t) из нормальных распределе­
ний N (аи af) и N(a<i,o%), соответственно, надо построить 
подобный критерий для проверки гипотезы a. = a2. Существен­
ный прогресс в этой задаче был достигнут благодаря работам 
Ю. В. Линника и его учеников. В частности, в работе [44] было 
доказано существование нерандомизированного подобного крите­
рия в задаче Беренса —Фишера в случае, когда П\ и щ имеют 
разную четность. Обзор работ по этой проблеме содержит­
ся в монографиях Ю. В. Линника [43, 186]. Обобщение за­
дачи Беренса — Фишера и построение для нее АП-крите-
рия, основанного на критерии Вилкоксона, содержится в ра­
боте [238]. 

В монографиях Ю. В. Линника [43, 186], а также в статьях 
Ю. В. Линника [187, 42], Вийсмана [269], В. П. Паламодова 
[56] изучаются различные вопросы аналитической статистики, 
возникающие в проблеме построения подобных критериев. Ара-
то [79] применил эти методы для построения подобных крите­
риев в задаче проверки гипотез о параметрах случайных про­
цессов. В [145] изучаютя подобные критерии для семейств с 
параметрами сдвига. 

9. 



§ 2. КРИТЕРИИ ОТНОШЕНИЯ ПРАВДОПОДОБИЯ 

2.1. Критерии ОП впервые были введены в работах Неймана 
и Пирсона [220, 221]; они основаны на статистике 

SUp 1 /7(Л' (" )
> И) 

•№">)— а е В ,
/ , w , • (6) 

•где Ln (x(n), <в) = I I p (Л;, о»)-функция правдоподобия, а р(х, со)— 

.плотность распределения Ра относительно некоторой --конечной 
меры (в работе Фабиана [130], sup в (6) заменен на ess sup). 
Критерии ОП отвергают нулевую гипотезу при малых значениях 

•статистики Хп, порог определяется уровнем значимости. Крите­
рий ОП в старых работах называют иногда Я-критериам. 

2.2. Распределение статистики ОП при нулевой гипотезе. 
В некоторых случаях оказывается, что критерии ОП, используе­
мые для проверки сложных гипотез с мешающими параметрами, 
•оказываются подобными, и распределение статистики Яп либо 
имеет простую аналитическую форму, либо табулировано в таб-
.лицах. В основном такие примеры связаны с нормальным рас­
пределением, см., например, [138—140, 233, 234], и критерии ОП 
обладали в этом случае некоторыми оптимальными свойствами. 
В общем же случае критерий ОП не является подобным. Одна­
ко, как показал Уил-кс в [270], распределение (при нулевой ги­
потезе) статистики (—2lnA,n) при п-*-<х> слабо сходится к у/ — 
центральному хи-квадрат распределению с г степенями свободы. 
Следовательно, критерий, отвергающий Нй при 

-2ЫХп(х("))>%1,а, 
где Хг,„ —верхняя а-квантиль ^-распределения, будет АН-кри­
терием уровня а. 

Простой и строгий вывод предельного распределения статис­
тики ОП при более слабых, чем у Уилжса, предположениях, дан 
Роем [251]. Это доказательство вошло во многие монографии 
(например, Уил.кс [63], Кендалл и Стьюарт [27]). Отметим, что 
результаты Уилкса и Роя получены в предположении, что суще­
ствуют асимптотически нормальные и эффективные оценки мак­
симального правдоподобия (ОМП) для мешающего параметра. 

В ряде работ рассмотрено предельное распределение статис­
тики ОП в случаях, когда ,не выполняются те или иные условия 
работ Уилкса — Роя. Прежде всего отметим работу Хогга [148], 
.в которой носитель распределения Рш зависит от параметра ш; 
:в этом случае распределение ОМП уже не будет асимптотически 
.нормальным. Как показал Хогг, при 'сложной нулевой гипотезе 
для некоторых плотностей статистика (—2 ln Яп) распределена 
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как %2г2- Близкие результаты содержатся также в работах [149, 
150, 153, 154, 161, 162]; часть этих результатов (в основном, ран­
них) приведена в монографии Кендалла и Стьюарта [27]. Чер­
нов в работах [111, 112] обобщил результаты Уилкса на случай, 
когда области, в которых лежит параметр со при нулевой и аль­
тернативной гипотезах, не являются, соответственно, гипер­
плоскостью и дополнением ж ней, а являются некоторыми произ­
вольными множествами Q0 и Qi с общей границей; в частности, 
рассмотрен случай, когда Q0 и Q\ являются выпуклыми конуса­
ми с общей граничной точкой СО----0. В этом случае, конечно, 
неверна классическая хи-квадрат аппроксимация распределения 
статистики ОП, и Чернов в своей работе получил предельные 
распределения (при На) статистик (—21пЯп) и (—21пХп*)', где 

.(Л)^ _ S U p { I n ( j . ( " ) , СО), СОб&о} 
.sup{Ln.:>(,,),.-u), a>6£2.} 

эти предельные распределения не зависят от мешающих пара­
метров. Аналогичные задачи описаны также в монографии 
Кокса и Хинкли [28], см. п. 4 § 9.3. 

В работе Мак-Дональда и Крана [191] нулевая гипотеза за­
ключается в том, что /n-мерный параметр to лежит на s-мерном 
многообразии 

">y-=-gy(Pi P.). j — 1 , . . . , / » . (8) 
Пусть р —ОМП параметра р =(р- , . . . , | : у . Тогда при нулевой 
гипотезе распределение статистики (— 2 InX„) сходится при 
л-> оо к центральному хи-квадрат распределению с числом 

->g/(P) 
dp, 

Рассмотрен так-степеней свободы т — Rank M, М — \ 
же вопрос о подходящих методах вычисления ранга матрицы М. 

Андерсен в работе [78] рассмотрел пример, когда при нали­
чии мешающего параметра статистика (—21пХп) не имеет в 
пределе хи-квадрат распределения. Для этого случая вводится 
понятие «условного ОП» и строится некоторый аналог статисти­
ки (—2lnA,„), который в пределе (при Я0) имеет хи-квадрат 
распределение. 

2.3. Предельное распределение статистики ОП при альтер­
нативе. Прежде чем перейти ;к обзору работ, сделаем одно за­
мечание общего характера. Если мы зафиксируем значение ин­
формативного параметра |/55-=|0 и будем рассматривать возрас­
тающие объемы выборок, то для большинства разумных крите­
риев {фп} мощность рп(Е', Э|фп) при п—>-{infty} будет стремиться к 1 
(свойство состоятельности критериев, введенное Вальдом и Вол-
фовицем в статье [263]), и мы не можем сравнивать различные 
критерии. В частности, при весьма слабых предположениях, 
свойством состоятельности обладают и критерии ОП. Поэтому 
для [Получения более точной информации о поведении функции 
мощности последовательности критериев при больших объемах 
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выборки рассматривают так называемые «сближающиеся аль­
тернативы», т. е. рассматривается не фиксированное значение Y 
параметра g, а последовательность значений gi, I2 СХОДЯ­
ЩИХСЯ к go при п-*-оо, причем последовательность {gn} выби­
рается таким образом, чтобы значения функции мощности 
Pn(in> 6|фп) при n{to}oo сходились к нетривиальному пределу 
(т. е. пределу, отличному от 0 и 1). Обычно в регулярном случае-

^ — •io + y^p (9> 
где Я — некоторый параметр, и функцию 

р(Л ) , е |{ Ф в }) -=Нтр я / 7 ^ , 6|Ф„) 

называют предельной функцией мощности. Впервые такой под­
ход был предложен Нейманом в [211] и Эйзенхартом в [129]; 
он обсуждается также в работах [216, 242]. 

Предельная функция мощности критерия ОП при альтерна­
тивах вида (9) 'была получена Вальдом в работе [262]. Им по­
казано, что предельное распределение статистики (—21пА.п) 
есть нецентральное хи-квадрат распределение с г степенями сво­
боды и параметром нецентральности б (X, 0)---X'V(go, 8)^, где 
V(g, 6)—блок матрицы, обратной фишеровской информацион­
ной матрице, относящийся к параметру g. 

Результат Вальда в дальнейшем уточнялся и обобщался во 
многих работах. Прежде всего отметим работу Строуда [259], 
где указаны некоторые неточности и ошибки, содержащиеся в 
статье Вальда, и приведены соответствующие контрпримеры и 
исправления. Дэвидсон и Левер [120] получили предельное рас­
пределение статистики ОП (при альтернативах вида (9)) при 
существенно менее жестких, чем у Вальда, условиях: в [120] на 
плотность наложены условия крамеровского типа. Несколько 
другим способом результаты Вальда получены (с использова­
нием множителей Лагранжа) в статье Силви [254]. Федер и 
[132] получил предельное распределение статистик (—21пЯп) и 
(—2 In кп*) (см. (7)) при альтернативах (9) в условиях работы 
Чернова [112]. В этой работе изучается также случай, когда gn 
сходится к go со скоростью большей, чем п~и2. 

Джейсвелл и Кхатри [153] получили предельное распределе­
ние статистики ОП при локальных альтернативах (9) в условиях 
работы Хогга [148] (когда носитель плотности зависит от пара­
метра); см. также работы [154, 161, 162]. Строуд [260] в пред-
положении, что исходное семейство распределений принадлежит 
экспоненциальному типу, удалось существенно ослабить условия 
регулярности Вальда. 

Вейс в работе [267] нашел асимптотическое распределение 
ОП при некоторых отклонениях от стандартной ситуации, глав­
ным из которых является то, что ел. в. Xi , . . . , Хп не являются; 
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независимыми и одинаково распределенными. Кроме того, в свя­
зи с тем, что вычисление статистики ОП часто вызывает вычис­
лительные трудности (особенно при наличии мешающих пара­
метров), в цитируемой статье приводится некоторый легко вы­
числимый эквивалент статистики \пкп, т. е. такая статистика, 
разность между которой и ln^n сходится при n{to}{infty} по вероят­
ности к нулю. 

Эйтчисон в работе [75] рассмотрел некоторые параметриче­
ские задачи с ограничениями, приводящие к проверке СЛОЖНЫХ 
гипотез с мешающими параметрами. Для проверки этих гипотез 
использованы критерии ОП, а также критерии Вальда, основан-
.ные на ОМП, и критерии с использованием множителей Лагран-
жа (см. п. .2.5 этого параграфа). Доказана асимптотическая 
эквивалентность этих критериев и получено их предельное рас­
пределение. Статью Эйтчисона дополняет статья [119]. В рабо­
те [253] изучается связь между асимптотической теорией ОП и 
.линейной теорией проверки гипотез: для данной задачи проверки 
гипотезы CU6Q0 (ом. (1)) строится асимптотически эквивалентная 
•ей задача проверки линейной гипотезы о векторе средних нор­
мального распределения. Гупта [141] рассмотрел распределение 
критерия ОП в комплексном случае. О получении распределения 
•статистики критерия ОП, основанном на современном асимпто­
тическом подходе, ем. п. 2.7 этого параграфа. 

2.4. Оптимальные свойства критериев ОП. Первой работой, 
в которой исследовались оптимальные свойства критерия ОП, 
является работа Вальда [262]. Рассмотрим семейство эллип­
соидов 

En.c(Q)=*{lneRr-n£№V(0, 6) ?„-=с} (10) 
^(предполагается, что £0 = 0)- Пусть v„)e — мера на эллипсоиде 
(10), индуцируемая из равномерного распределения на сфере 

лЬ'„1п = с линейным преобразованием, переводящим эту сферу 
в эллипсоид. Тогда, как показал Вальд, для любой АП по­
следовательности критериев {г|з„} при альтернативах (9) имеет 
место предельное неравенство 

lira inf f [ M l . e|<pB)-P-(S. 6H>„)]v„,e(d£)>0; 
n-+~ 0<c< 6 £•„_,, (0) 

здесь {ф„}—последовательность критериев ОП, а Ь>0 — произ­
вольная константа. Заметим, что и эллипсоиды (10), и априор­
ные меры vn, в ( ' ) , но которым происходит усреднение функций 
мощности, зависят от мешающего параметра 0. Кроме того, там 
же показано, что критерий ОП является асимптотически ЛНМ 
(АЛНМ) при альтернативах (9) среди всех АП критериев, пре­

дельная функция мощности которых зависит от параметров А, 
я 9 только через б (Я, G) (параметр нецентральности у предель­
ного распределения статистики критерия ОП при альтернативах 
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(9)). Критерий ОП имеет асимптотически наименьший супремум 
отклонения функции мощности от огибающей функции мощности 
всех АП критериев, когда параметр .•= лежит на эллипсоидах 
вида (10), т. е. критерий ОП является асимптотически локально 
наиболее строгим критерием. Фактически, имеют место аналоги 
теорем 2.1, 2.2 и 6.1 главы VI монографии Русаса [60] с есте­
ственной модификацией на случай распределений с мешающими 
параметрами. 

Другие оптимальные свойства критериев ОП изучал Бахадур, 
он рассматривал следующую конструкцию. Пусть критерий 
для проверки сложной гипотезы шбЙ0 основан на статистике 
Тп (Хи ..., Хп)- Fn (Тп)-1 - Gn (Тп), где Оп (t) = inf {Pa (Tn < i), 
юбй0}, и критерий отвергает Н0 при Fn(Tn)<Ca (т. е. при боль­
ших значениях статистики Г.,). Величина а, очевидно, является 
размером критерия (если QQ состоит из одной точки, то ел. в. 
Fn(Tn) при Н0 распределена равномерно на [0; 1]). Бахадур 
показал, что для любой точки fi>G.21-==.2\20 с Рш-вероятностыо 1 

lim i l n f „ > - / H = - m { l-UnElfe^dPA (11) 
Я-J-oo 

здесь под знаком inf стоит информация Кульбака. Критерий ОП 
(с Гп = —/г-1 In An) обладает следующим оптимальным свойст­
вом: предел (11) существует и равен в точности [—/(и)], т. е. 
скорость стремления к нулю (при альтернативе) статистики Fn 
наибольшая у критерия ОП. Если обозначить N(a) наименьшее 
из чисел k таких, что при n^k выполняется соотношение /r„{le}a. 
(если такого числа /г не существует, то N(a)=oo), то при (вбй1 
с /"„-вероятностью 1 для любого критерия Тп 

l i m - - ^ - > -Ц- , (12) 
— l o g l / a / ( с о ) ' v ' 

причем для критерия ОП предел (12) существует и равен 
(•/(со))-1. Так как N(a) —наименьший объем выборки, начиная 
с которого принимается альтернативная гипотеза, то у критерия 
ОП этот объем асимптотически (при a{to}0) минимален (при 
истинности альтернативной гипотезы). Эти свойства Бахадур 
получил в работе [80]. В работе [81] рассматривается класс 
критериев, у которых при ш£'Й1 с Pa-вероятностью 1 существует 
предел (11) и равен — с(ш)/2 (величина с (со) названа точным 
наклоном). Пусть для данного числа рб(0, 1) и coGQi существует 
последовательность kn = kn(a) такая, что Pw(rnj2--£n) — Р (т. е. 
зафиксирована мощность критерия). Пусть 

а- = а„ (о)) = sup {Ро)0 [Т« > ka], й-0б20} 

— размер критерия. Тогда имеет место сходимость п~х In а„ (со) {to} 
{to} — с((и)/2. Если М (е, ю) —наименьшее целое к такое,. 
что при n>k и.,(й))<е1 то 
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Так как всегда c(co){le}2./(co) (ем. (11)) и для критерия ОП 
с(со) -—2/(со), то отсюда следуют следующие оптимальные свой­
ства критериев 0П: при фиксированной, отграниченной от 0 и 1 
МОЩНОСТИ критерия наибольшую скорость стремления к нулю-
размера критерия имеет критерий ОП, и для него асимптотиче­
ски (e{to}0) минимален объем выборки, начиная с которого этот 
размер станет меньше е. Результаты работ [80] и [81] обобща­
ются в работе [83] на случай более широкого класса выбороч­
ных пространств. Описанные выше результаты Бахадура содер­
жатся также в его монографии [82]. 

Оптимальные свойства критерия ОП, связанные с байесов­
ской постановкой, получил A. A. Боровков в [11]. Пусть при 
©= (•!, 0) ' заданы априорное распределение aj(9) мешающего 
параметра 8 при #о:£ =-lo; а2(ю)—априорное распределение на 
множестве Я при альтернативе; априорные вероятности п и 1—л. 
гипотез и функции потерь /?2(О) и Ri(co) при ошибках I и II 
рода. Рассматривается класс критериев тф с фиксированным зна­
чением потерь I рода: 

j " /?а (0) р (go, в | Ч>) Л1 (в) с?в = а (13) 
(при i?2—' 1 величина (13) выражает средний уровень значимости 
критерия). При ЭТОМ в явном виде МОЖНО выписать критерий, 
имеющий наименьшие .потери среди всех критериев, удовлет­
воряющих (13). Основной результат, приведенный в работе-
[11] без доказательства, заключается в ТОМ, ЧТО критерий ОП 
асимптотического уровня а обладает потерями, отношение кото­
рых к минимально возможным (для произвольных функций 
<-*(•), -#г(-)> аг,а задающих потери — они должны ЛИШЬ удовлет­
ворять некоторым условиям регулярности) стремится при п-*-оо 
к некоторой конечной постоянной. Эта постоянная стремится к 1 
при a{to}0. Эти результаты являются следствием общего факта, 
заключающегося, грубо говоря, в том, что если мы рассмотрим 
множество байесовских критериев (с произвольными априорны­
ми распределениями и функциями потерь), и среди них выде­
лим подкласс критериев, удовлетворяющих (13), то все критерии 
этого подкласса асимптотически эквивалентны одному крите­
рию, не зависящему от априорных распределений и функций по­
терь и определяемому в явном виде по числу а. 

Отметим, что в работе '[11] описан лишь общий подход, и 
доказательства даны лишь для случая, когда нулевая гипотеза 
является простой. 

Браун [103] доказал, что критерии типа критериев ОП" 
обладают" оптимальными нелокальными свойствами (т. е. альтер­
нативы не сближаются с нулевой гипотезой). Браун рассмотрел 
некоторые специально подобранные расширения 2*-^Q0 и 8*13.21 
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класса распределений Рш , и критерий .\* вида (7), где вместо 
12-, и 2. рассмотрены Й* и S*. Если {tyn} — произвольная после­
довательность критериев, для размеров un(tyn) которых выпол­
нено соотношение lim an (tyn) < 1, a срл —критерий, отвергающий 
H 0 при Я*>с„, где c„ = inf {с:ал(фл)<ал(г|зл)}, то для любой 
точки aQQi 

Ит /г1 [In р„ (СО | ср„) - In р„ (ш | %)] > 0. 

2.5. АП критерии, использующие оценки параметров. Вычис­
ление статистики (6) требует вычисления ОМП для всех пара­
метров, причем для мешающего параметра 0 дважды—при ну­
левой гипотезе и при альтернативе. Поэтому о ряде работ стро­
ились статистики, асимптотически эквивалентные статистике 
(—2lnA,n), построение которых связано с меньшими вычисли­

тельными трудностями. Прежде всего отметим уже цитирован­
ную работу Вальда [262], где нулевая гипотеза рассматрива­
лась в виде co6Q0; £-o определено в (1). Критерий Вальда основан 
на статистике 

Тп (ХЫ) -=/Ж' ( О [Н> (а,*) Е-- К ) / / (со*)]-' h (со;), (14) 

где 
h(co) = (Al<a>) АГ(с:о))', Я(ш) = dhj (со) 

да/ 

- ( - ) = - Е д" In р (X, со) 

— фишеровская информационная матрица, а соп* — ОМП па­
раметра со, построенная без ограничений (1) (для простоты по­
лагаем, что константы аи ...,атъ (1) равны нулю). Статисти­
ка (14) асимптотически имеет хи-квадрат распределение с г 
степенями свободы, центральное .при нулевой гипотезе и нецент­
ральное при альтернативе. В частности, вывод предельного рас­
пределения статистики ОП при альтернативах (9) и заключался 
в [262] в доказательстве асимптотической эквивалентности ста­
тистик (—21пЯп) и Тп, а для последней статистики предельное 
распределение вычисляется стандартными методами. 

Критерий, предложенный Рао в [239], основан на статистике 

V 
rn Z 

д In p (xi, со) 
ди> _ "-(--• w i •v1 -• In P(xi, СО) 

..—1 

(15) 

где AJL -, • — I - - — ' • • • ' ~ д т ~ ) ' а шп —ОМП для ш, вычисленная при 
нулевой гипотезе (которая задается в виде (1) или (8)). Ста­
тистика (IS) асимптотически эквивалентна статисткам (—21пХп) 
и Тп- Критерий Рао обобщался на случай зависимых 
величин, образующих случайный процесс, в работе К. О. Джапа-
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ридзе '[19]. По этому поводу см. также л. 2.7. настоящего пара­
графа. 

Другая форма статистики, асимптотически эквивалентная 
статистике ОП и основанная на статистике множителей Лагран-
жа, получена Силви {254] и Эйтчисоном и Силви [76]. Эта фор­
ма критерия особенно удобна, когда Н0 задается в виде (1). 
Предложенный в этих работах критерий также основан на ОМП 
<on параметра ш при нулевой гипотезе, для отыскания которой 
используется система уравнений 

' l у д In p (xi, ш) , у р ->ftv_Q. 
п -—J да "'"-У v дш ' 

l=\ v=i 
.h(co) = 0, 

где R i , . . , , R r — множители Лагранжа. В работе [77] изучают­
ся вычислительные аспекты построения критериев c использова­
нием множителей Лагранжа и критериев Вальда; этой тематике 
посвящена также работа [190]. 

Строуд [258] построил критерий, обобщающий критерий Валь­
да я а случай, когда 'вместо ОМП используется некоторая дру­
гая У.п-состоятельная оценка параметров; при этом удалось 
несколько ослабить условия регулярности, содержащиеся в 
статье Вальда. Мур [199] обобщил результаты Вальда и Строу-
да на случай, когда ОМП имеет вырожденное предельное рас­
пределение (например, оцениваются вероятности в мультиноми­
альной схеме): для построения критерия в этом случае исполь­
зуется обобщенная обратная матрица (которая может 
выбираться неоднозначно). Показано, что асимптотическое рас­
пределение критерия не зависит от выбора этой матрицы. 

В работе Бхапкара [96] статистика критерия Вальда стро­
ится для проверки сложных гипотез для категоризованных дан­
ных: показано, что эта статистика асимптотически эквивалентна 
%12-статистике Неймаяа [213], и обе они эквивалентны статис­
тике ОП. 

В работе [159] рассмотрен случай одномерных параметров | 
и 0. Пусть G(6) — априорное распределение мешающего пара­
метра 9 и 

/(x,.l)-jp(x,i,e)dG(e). (16) 
Рассматривая x1."-1 как повторную выборку из распределения с 
плотностью (16), автор строит ОМП |„ и обычный критерий, 
основанный на |„ . Естественно, и Е..,, и этот критерий зависят 
от априорного распределения Q. Однако в некоторых случаях 
удается построить оценку Ц., зависящую только от выборки 
х{п) и асимптотически эквивалентную %п. При этом критерий, 
основанный на 1*П1 будет АЛНМ подобным критерием. 
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2.6. Асимптотическое разложение распределения статистики; 
О П. Как указывалось выше, в общем случае известно ЛИШЬ пре­
дельное распределение статистики ОП, что затрудняет использо­
вание критериев ОП при конечных объемах выборки. Существу­
ют .работы, в которых предлагается использовать для распреде­
ления статистики (—2\пкп) при конечных п не обычную. 
хи-квадрат аппроксимацию, а вводить дополнительные попра­
вочные множители. Этот прием, в частности, описан в моногра­
фии Кендалла и Стьюарта [27]. 

В нескольких работах рассмотрено разложение распределе­
ния статистики ( — 2 In Xn) по степеням 1/|/л при нулевой ги­
потезе и альтернативах вида (9). Хайякава [146] нашел разло­
жение функции мощности критерия ОП и распределения стати­
стики Валь да Тп до порядка 1/J//T при альтернативах (9) (при 
простой гипотезе аналогичное разложение получил Пирс [232]). 
В следующей работе [147] Хайякава получил разложение до. 
порядка — при нулевой гипотезе и до порядка l/Уп для. 
произвольных питменовских альтернатив. 

В работах Ли Хоанг Ту [34—36] показано, что точность 
оптимальных свойств критерия Вальда имеет порядок 0{п.~1^+в)„ 
где е — произвольное положительное число. 

2.7. В 60-х годах появилась серия работ, в которых при до­
статочно общих условиях (налагаемых и а многомерные распре­
деления вероятностей) исследуется асимптотическое поведение 
широкого класса статистических оценок и критериев. Эти работы 
вскрыли глубокую связь между асимптотическим поведением: 
отношения правдоподобия и существованием (и нахождением) 
тех или иных оптимальных статистических процедур- В этих ра­
ботах вскрыта также связь между асимптотически оптимальными 
процедурами для исходных семейств с оптимальными проце­
дурами для экспоненциальных семейств, асимптотически аппрок­
симирующих исходные. Элементы такого подхода прослежива­
ются в работе Вальда [262], где введено понятие «асимптоти­
чески достаточной» статистики Тп. Это означает, что в простран­
стве выборок Х<п) существует плотность дп(хш, а) (по мере |лп) 
распределения вектора Х(п\ представимая в виде 

?„(x<">. ®) = g«(Tn(xW), o>)-r„(.*.»>), 
такая, что для любого компакта KczRm 

limsup [ |L„(x("\ со) — qn{x^, co)|d[i" = 0. 

Тем самым, Тп — статистика, достаточная для семейства с 
плотностью qn, которое асимптотически близко к исходному. 
В частности, там же показано, что такой асимптотически до­
статочной статистикой является ОМП шп = ап (Х(л)), и имеет 
место асимптотическое представление 
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MX<fl,.->)=MX(B). »i-)x 

Xexp{- - - -K-co) 'E-»(«o)(S e - to) + op(1)}, (17) 

где здесь и далее ор(1) обозначает ел. в., сходящуюся к нулю по 
вероятности Ра при n{to}oo. Представление (17) делает понятным, 
почему асимптотически эквивалентны критерий ОП и критерий 
Вальда (14), основанный на ОМП. Эти результаты в дальней­
шем уточнялись и дополнялись Ле Камом {172, 173], Михелем 
и Пфанцаглем [192]. Попутно отметим, что при весьма общих 
условиях для ОМП имеет место представление 

] / n ( ( o „ _ c o ) - = E - 4 c o ) - — ^ i — — ^ — — - + C„. 

Во многих работах показывалось, что £n== Oj,(l) (например, 
[28], стр. 330). И. A. Ибрагимов и Р. 3. Хасьминский показали, 
что с P „--вероятностью 1 равномерно по компактам t,n = 0{n~*) 
для некоторого е > 0 (см. монографию [23], § 8 гл. I). Отсюда 
нетрудно заметить, что критерии Вальда (14) и Рао (15) асимп­
тотически эквив ал.ентны. 

Рассмотрение этих частных вопросов привело Ле Кама [174] 
к введению одного общего понятия, которое оказало глубокое 
влияние на все развитие асимптотической статистики •— понятие 
локальной асимптотической нормальности (ЛАН) семейства 
мер. Семейство мер Рш называется ЛАН в точке соо, если имеет 
место следующее представление логарифма ОП: 

1п , ,w.) . — /z'• - L r 2 А(X;, ш0)-,-i- h'B Ы h + С„, Ln(X[n>, а>„) У п i-\ l 

здесь Д(лг) = (А1 (л;) Дт(х))'—• вектор-функция такая, что 

Ai(x)dP(J.0 = 0. i = \,...,m; 

biJ = \i6.l{x)k](x)dPlSio<oo, i, j = \,...,m; B = \\ bu | |; -

и ел. в. С„-->0 равномерно no hQK, где KczRm — произвольный 
n 

компакт. При этом, очевидно,' вектор F„ ——--—^ Д(ЛГг) распре­
делен (при распределении Р^) асимптотически нормально c па­
раметрами (0, 5) . При обычных условиях регулярности в каче-

. Гаек [142] в 

S 

•„,_„.,,. здесь про-

стве Д(х) обычно можно выбрать — -v —'-
качестве Дг(х) рассматривал (2 Y p (х> to) )'щ. 
изводная понимается в среднеквадратичном смысле. Так по­
строенные A.(x), t = l , . ..,tn, не зависят от выбора варианта 
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плотности. Условия, при которых имеет место ЛАН, впервые бы­
ли получены Ле Камом [174], а затем уточнялись и дополнялись 
во многих работах, см., например, работы Д. М. Чибисова [67], 
теорему 5.1; Ле Кама [175—178]; Гаека [143, 144]; Русаса [248]; 
Н. А. Ибрагимова и Р. 3. Хасьминского (см. [23] и имеющуюся 
там библиографию). Условия ЛАН для неодинаково распреде­
ленных наблюдений получали Ле Кам [174], А. Ф. Кушиир £30], 
Филлипоу и Русас [237]; И. А. Ибрагимов и Р. 3. Хасьминский 
[23], § 3 гл. II; условия ЛАН для наблюдений, связанных в 
марковскую цепь, впервые получил Русас [247] (см. также его 
монографию [60], гл. 2, и статью А. Ф. Кушнира и А. И. Пин­
ского [31]). 

Если семейство вероятностных мер обладает в данной точке 
соо свойством ЛАН, то, как будет показано ниже, его можно в 
окрестности данной точки аппроксимировать экспоненциальным 
семейством. Пусть N(n) —некоторая последовательность, Sn — 
= {yeR™: \y\^N(n)} -сфера в /г«\ а Yn* = Yn.%{Yn- 5П), где 
Х(-; A)—индикатор множества А. Определим семейство (веро­
ятностных мер 

Rn,k(A) = Cn(h)^xv(h'Vn)dPM, 
А 

здесь С„ (А) —нормирующий множитель. Существует последова­
тельность Л/(/г)->оо такая, что для любого компакта KczRm 

равномерно по fiQK при «-> оо 
| |P . ( ."U/--r-^.*| |-*0; P£+h/ V- {У*п ФУП}^0, 

здесь || -1| — расстояние по вариации. Статистика У* является 
достаточной для экспоненциального семейства R„,/i, аппрокси­
мирующего семейство'PW в окрестности точки со-=ш0, и являет­
ся (так же, как и асимптотически эквивалентная ей статистика 
Уп) асимптотически достаточной для исходного семейства. Пусть 
Qn.k—распределение ел. вектора Уп при распределении 
-°ШН-А/ V7r,aQ*n,h~ распределение ел. вектора У*, когда выборка 
Xi Хп распределена в соответствии с Rnih. Другими сло­
вами, Q* к — экспоненциальное семейство 

^ =Ся(А)ехр(А^). yGR"'. (18) 

Тогда для любого компакта KczRm 

' • .lim sup || Qn,h-Q*llk ||=-0-
/I-+0O HfiK 

• Пусть Ф„ (Xi...,'.., . ^ — произвольный критерий. Обозначим 
.ф„(Уп)~Еп,ш,(<1>п\Уп) — условное математическое ожидание при 
|; фиксированном Уп (выбирается . такой вариант условного мат. 
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ожидания, чтобы было 0<cp,.(Y„)<1). Тогда равномерно по мно­
жеству всех критических функций {<?} 

sup II [ Фл (xW) dPl£+h/ у - — U „ (у) dQ*„lh (у) {to}0 

при n{to}oo. Следовательно, с точки зрения асимптотической мощ­
ности, в статистической задаче проверки гипотез можно заме­
нить исходное вероятностное семейство соответствующим экспо­
ненциальным семейством (18) и рассматривать лишь критерии, 
основанные на асимптотически достаточной статистике У„. Эти 
результаты Ле Кама приведены в работе Д. М. Чибисова [67], 
теор. 2.1 и 2.2; в монографии Русаса [60] гл. Ш; их уточнения и 
дополнения содержатся в статьях Гаека [144], Русаса и Сом-
са [249]. 

Как указывалось выше, распределение вектора Yn при рас­
пределении Р£~> — асимптотически нормально; оказывается, оно 
асимптотически нормально и при распределении -°1"+Л/-А^-но уже 
с параметрами (Bh, В). 

В работе К. О. Джапаридзе [19] этот асимптотический под­
ход применен >к построению критериев для проверки сложных 
гипотез о параметрах случайных процессов. В частном случае 
повторной выборки, который в основном и рассматривается в 
обзоре, предложенный в [19] критерий принимает гипотезу 
Я о : | = 0 (рассматривается случай, когда со=( | , 0)') при 

£„=(к-( .х™. ee))'V--(o, §„)(?„(X<»>. ё„))<х2
г,а. (19) 

здесь К„ — подвектор вектора Ya, содержащий его первые г 
компонент (относящихся к параметру £); V (0, 6) = Вп—-В^В^ВЦ, 
где Btj—-блоки матрицы 

ВпВп 
Вч\ Byi 

соответствующие разбиению вектора со на компоненты g и 0, а 
0П — эффективная оценка 0 при нулевой гипотезе (например/ 
ОМП). Сл. в. Zn, стоящая в .левой части (19), асимптотически 
имеет при альтернативах (9) нецентральное хи-квадрат распре­
деление с г степенями свободы и параметром нецентр а льиости 
A/V(0, 8)Я. Критерий (19) асимптотически эквивалентен крите­
рию ОН и критерию Раю (15) и является их обобщением для 
случая сл. в., образующих сл. процесс. К критерию (19), а так­
же к некоторой его модификации, когда вместо 0„ может ис­
пользоваться произвольная У «-состоятельная оценка, мы еще 
вернемся т п. 3.7 и п. 4.5. 

В заключение этого пункта заметим следующее. Рассмотрим 
.экспоненциальную аппроксимацию исходного семейства. Как 
отмечалось выше, семейство мер {Q*n,h} слабо сходится при 
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п—>-оо к .нормальному распределению с параметрами (М, Л). 
Естественно' ожидать, что если для предельного нормального 
семейства (построить оптимальный в каком-либо смысле крите­
рий ф(г/), то последовательность {фп}, где уп(у) =ф(#) для всех 
п, будет асимптотически оптимальной в этом же смысле. Под­
робно этот вопрос был исследован Д. М. Чибисовым в [67] 
(при отсутствии мешающих параметров). Поэтому результаты 
Вальда об асимптотической оптимальности критериев ОП не­
трудно получить из известных результатов об оптимальных 
свойствах критерия ОП для проверки гипотезы о среднем зна­
чении .нормально распределенного ел. вектора по одному на­
блюдению (см., например, [60], теорему 4.4. П). 

Работа [102] посвящена проверке сложной гипотезы о пара­
метрах диффузионного случайного процесса. Рассматриваются 
критерии ОП, статистика которых, как и в случае повторной 
выборки, .имеет предельное хи-квадрат распределение. Все ре­
зультаты получены как следствие центральной предельной тео­
ремы для стохастических интегралов. 

§ 3 . АСИМПТОТИЧЕСКИ ПОДОБНЫЕ КРИТЕРИИ СОГЛАСИЯ 
И ОСНОВАННЫЕ НА НИХ КРИТЕРИИ 
ДЛЯ ПРОВЕРКИ СЛОЖНЫХ ГИПОТЕЗ 

3.1. Обычные критерии согласия отри определенных условиях 
могут быть использованы для построения АП критериев для 
проверки сложных гипотез с мешающими параметрами, хотя. 
так построенные критерии -не будут, как правило, обладать ка­
кими-либо оптимальными свойствами и иметь низкую асимпто­
тическую эффективность. Ввиду того, что обзор посвящен не 
критериям согласия вообще, а лишь критериям согласия, асимп­
тотически сохраняющим постоянный уровень значимости при 
всех значениях мешающего параметра, в этот параграф не во­
шли .критерии, являющиеся АП-критериями лишь для некоторых 
специальных случаев. Так, например, распределение статистики 
Крамера—-Мизеса—Смирнова со2, в которую вместо неизвестно­
го параметра подставлена его оценка, в общем случае зависит 
от этого неизвестного параметра, хотя для некоторых частных 
случаев, когда распределение зависит только от параметров 
сдвига—масштаба, можно надлежащим образом выбрать оцен­
ки, чтобы предельное распределение не зависело от мешающих 
параметров (см. [46], § 2 гл. I). То же относится и к критерию 
Колмогорова—Смирнова. Ниже, в п. 3.7 этого параграфа, мы 
еще «коснемся этого вопроса. 

3.2. Критерии типа хи-квадрат. Критерии, основанные на 
классическом хи-квадрат критерии Пирсона ]231], сводят ис­
ходную задачу к задаче проверки сложной гипотезы для 
мультиномиального распределения. Пусть выборочное прост-

22 



уанство SC разбито на k непересекающихся подмножеств: £С = 
-= 2Е\ U . • • U SCk• Пу сть л, (|, 6) = Pi, e (.27г) — вероятности этих 

•областей, а .V,. —число наблюдений из выборки X1, . . . . Хп, 
попавших в $7-, i = 1, . . . , k. 

Пусть ©„ — оценка мешающего параметра 6. Критерии типа 
та-квадрат основаны на статистике 

•A-(B„){cdot}--=2, я Я / ( Б „ в Д ) • ( 2 ° ) 

Классический результат о критериях типа хи-квадрат был по­
лучен Фишером в работах [133, 134] и заключается в следую­
щем (см. также монографию Крамера [29]). Если в качестве 
0„ взять ОМП 6П для 9 при нулевой гипотезе 1 — 1о> основан­
ную только на величинах Nv . . . , Nk (в работе [69] она 
названа мультиномиальной ОМП), или какую-либо асимптоти­
чески эквивалентную ей оценку (напр., оценку минимума 
хи-квадрат), то распределение статистики X2 (0„) будет СХО­
ДИТЬСЯ (при //о) при n->oo к центральному хи-квадрат рас­
пределению с (k — s — \) степенями свободы. Следовательно, 
•критерий, принимающий Я 0 при X2 (%) <%\_s_ii0.> будет АП 
критерием уровня а. 

Строгий вывод предельного распределения был получен Бёр-
чем [99]; см. также теорему 4.1 в статье Д. М. Чибисова [69]. 
'Состоятельность хи-квадрат критерия исследовалась Нейманом в 
1213]. 

Функция мощности рассматриваемого критерия при альтер-
и агав ах вида (9) впервые была получена Эйзенхартом [129] 
для простой гипотезы, а для сложной гипотезы — Митрой [195]. 
Подробное и строгое исследование статистики (20) три 0n-=9n 
при альтернативах (9) содержится в п. 6 уже цитированной 
.статьи Д. М. Чибисова [69] (см., также [68]); предельное рас­
пределение будет уже нецентральным хи-квадрат распределени-
•ем с (k—s—1) степенями свободы и некоторым параметрам не-
централыгости (он выписан,-например, в [69]). 

3.3. Задача отыскания мультиномиальной ОМП обычно вы­
зывает большие вычислительные трудности, и во многих рабо­
тах исследовалась статистика (20) с другими оценками мешаю­
щего параметра. 

Стали уже классическими результаты Чернова— Лемана 
Г113] о распределении статистики X2(8„). где 0Л-обычная 
ОМП параметра 0, построенная по всей выборке X- Хп. 
Ha многомерный случай этот результат обобщил Мур [198]. 
Вывод распределения X2 (0„) при близких альтернативах содер­
жится в [69]. Оказывается, даже при Н0 предельное распре­
деление статистики X-(9„) отлично от хи-квадрат распреде-
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ления: оно зависит в общем случае от мешающего парамет­
ра 0, и, следовательно, критерий, основанный на X2(8„), не бу­
дет АП-критерием. Отметим, что, как показал Л. Г. Гванце-
ладзе [13], распределения статистик X2(6„) и X2(8„) при нуле­
вой гипотезе и близких альтернативах сближаются при уве­
личении числа классов k. 

Молинэри [197] нашел предельное [распределение статистики 
(20) (при пулевой гипотезе), когда в качестве 9П взята оценка 
метода моментов. Так же, как и в работе Чернова—Лемана, 
предельное распределение отлично от хи-квадрат распределения 
и .ОНО зависит от мешающих параметров. 

3.4. В ряде работ рассматривалась модификация статисти­
ки (20), когда области й?1, ...,£Ск выбирались случайными, 
зависящими от наблюдений. Рассмотрим частный случай такой 
конструкции; W^=Rl. Пусть заданы вероятности pl,...,pk, 

{sum} pi = 1 классов и пусть av(8) = E_1 {sum}p;, 0 , где E(x, 8) — 
функция распределения (ф. р.) ел. в. X-, a E~-(x,8) = 
= inf {u:F(u, 8)>x}. Пусть N} — число наблюдений, попав­
ших в интервал (ay_i(8„), a;(0n))> где 8„ —некоторая оценка, а 
Pi (8-. 8) — F {aj (0„), б)—/7 (анх (0„), 6). Рассматривается статис­
тика 

л»."..од-| " ^ - у 8 > ' <-» 
ИЛИ некоторая ее модификация (с заменой npi в знаменателе 
(21) на tiPi(Qn,Q'n)). В частности, если F(x, 8) = 
=-G t T" -j, т. e. F зависит только от параметров сдвига — 

масштаба, то а} (8) —02лЛ/ + 81л, где ai/==G~11 2 ^ ' • а 9i« и 

02„ — оценки. В последнем случае, как показали Рой [250], 
Ватсон ]265, 266], при использовании в качестве оценок 91я, 
82„ ОМП, предельное распределение статистики (21) не зави­
сит от параметров 8., 82, хотя и не является хи-квадрат рас­
пределением. Этот факт сохранится, если в качестве 81л и 82„ 
выбрать, соответственно, выборочное среднее и корень из вы­
борочной дисперсии (Дехия и Гурлянд, [117]). Виттйнг ]271] 
обобщил эти результаты на многомерный случай, а также 
рассмотрел случай, когда в качестве границ выбирались выбо­
рочные квантили. В последнем случае, при использовании 
оценки минимума хи-квадрат, предельное распределение будет 
%l-s-i (CM- также работу [100]). В общем случае критерии 
типа (21) рассмотрели Д. М. Чибисов [69] и Myp [198]. Они 
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независимо показали, что если в качестве Э„ выбрать состоя­
тельную, а в качестве 8,',—-]//г-состоятельную оценки, то раз­
ность ХЦЬп, Q'n)—X2(Q'n) стремится по вероятности к нулю; 
это же верно и для модификации статистики (21). Мур обоб­
щил этот результат на многомерный случай, когда в качестве 
Q'n выбирается ОМП, а в качестве областей £Е\, ...,3)k-~ 
прямоугольники. Если рассмотреть статистики (20) и (21) при 
альтернативе, когда Хи ... , Хп имеют распределения Р^.е , 
где £Л —-so + V K n , и семейство Р-,е обладает свойством 
ЛАН в точке ?, — i-0 (см. п. 2.7 § 2), то факт асимптотической 
эквивалентности статистик (20) и (21) сохранится, это следует 
из общих результатов Ле Кама [174] (см. также [60], предло­
жение 6.1 гл. 2 и определение 2.1 гл. 1). 

Статистики (20) и (21) соответствуют разным статистичес­
ким процедурам. Статистика (20) возникает в случае, когда 
границы классов фиксированы заранее (независимо от наблю­
дений); вероятности щ классов в этом случае неизвестны. В слу­
чае же (21) заданы сами вероятности классов, а границы клас­
сов неизвестны. 

Для выборок из дискретных распределений (биномиально­
го, иуассоновск-ого, отрицательного геометрического) критерии 
типа хи .-квадрат исследовались Л. Н. Большевым и М. Мирва-
лиевым [10]. Б этой работе рассматривалась достаточная ста­
тистика; группировка производилась при .помощи условного 
распределения (не зависящего от мешающих параметров), а 
оценка параметров вычислялась в терминах достаточной ста­
тистики (по «сгруппированным данным). 

Л. Н. Болыиев в [101] предложил критерий, использующий 
расстояния между выборочными квантилями. Этот критерий 
исследовался также в работе Д. М. Чибисова [69]; при некото­
рых предположениях этот критерий асимптотически эквивален­
тен критерию типа (20). 

3.5. Л. Н. Большев предложил некоторое видоизменение 
Yn(-) статистики (21) такое, что предельное распределение 
статистики F2(9„) (0„ — ОМП) не зависит ни от 8, ни от s. 
и есть уД_1- Эта статистика исследовалась М. С Никулиным 
в [48,49]. Рассматривается случай со ел. границами а-(6п) 
. . . , as_i(9„), как это описано в предыдущем пункте. Пусть 
jV = (N1 JVft)—BeKTOp частот, попавших в эти интервалы.. 
Как показал Мур [198]. вектор (N - пр) (У~п)~1 распределен 
асимптотически нормально с параметрами (0, 5(9)), где матрица 
5(8) явио выписывается и имеет ранг (k—1). здесь 
р = (рх, . . . , pk)' — вектор из вероятностей класс-интервалов. 
П у с т ь ^ ~ ( N i ЛГА_,)', p = (pi p*_i)'> и В — подматрица, 
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У- (9„)=«-- (v — лру (В (6л))-1 (7-tip). (22) 
В [48] показано-, что при альтернативах (9) статистика (22) 
имеет нецентральное хи-квадрат распределение с k—1 степенью 
•свободы и некоторым параметром нецентральности. В [49] ис­
следовался частный случай (22) для семейства с параметрами 
сдвига-масштаба. Матрица В в этом случае не зависит от 0. 
Для 'Случая проверки нормальности в [49] в явном виде найде-
.на статистика (22) и табулированы ее коэффициенты. Напом­
ним, что в критерии (22) была использована вполне определен­
ная оценка (ОМП). Если же мы хотим, чтобы критерий был АП 
при использовании любой yn-состоятельной оценки, то в общем 
случае 'произойдет потеря числа степеней свободы. В частности, 
в работе {20] К. О. Джапаридзе и М. С. Никулин рассмотрели 
.другое видоизменение W2(Вп) статистики (22) (рассмотрен слу­
чай фиксированных границ) такое, что W2(Bn) распределена 
асимптотически как %\-s-i для любой Утг-соетоятельной оценки 
•6П. Рао и Робсон [241] строили аналог статистики (22) для 
случая, когда выборка берется из экспоненциального семейства 
распределений. На тех же идеях строится и предложенная Камб-
хампати в '[160] статистика; ее асимптотическое распределение 
лри нулевой гипотезе и близких альтернативах найдено .в [200]. 

В работе [152] рассматриваются статистики типа (22), когда 
•в качестве оценки берутся оценки метода моментов (или обоб­
щенного метода моментов). Найдено асимптотическое распреде­
ление .нормированного вектора частот, как для случая случай­
ных, так и для случая фиксированных границ. Так же, как и в 
1(22), строятся статистики Qn и Qn* (для первого и второго слу­
чая), асимптотически распределенные как %2к-\- В работе Де-
хия и Гурлянда [116] для двумерного случая предложен так 
называемый Q-критерий, являющийся квадратичной формой от 
выборочных моментов; статистика minQ(0) имеет асимптоти-

е 
ческое хинквадрат распределение, центральное при Я0 и нецент­
ральное три альтернативе. 

Отметим, что критерий (22) получается как частный случай 
•в работе К. О. Джапаридзе [19]. М. С. Никулин в [50] предло­
жил некоторое видоизменение квантильного критерия такое, 
что статистика этого критерия имеет хи-квадрат распределение. 
В частном случае семейств сдвига и масштаба это было сдела­
ло им в [49]. 

В нескольких работах изучались статистики типа хи-квадрат, 
когда неизвестные параметры оцениваются но дополнительной, 
•независимой выборке. В [110] получено распределение стати­
стики типа (20), когда ОМП или МОМП найдены по незаввси-
.мой выборке Xn+i,. . . , Хп+т, где т = т(п)-*-оо при п-*-оо и. 
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фиксированных границ, и распределения полученных и [ u u j a 
[206] статистик не были в пределе ХИ-квадрат распределениями и 
зависели в общем случае от неизвестных параметров. М. С. Ни­
кулин и И. Юсас в работах [51] и [52] построили видоизмене­
ния типа (22) статистик, предложенных в статьях [110] и [206], 
•соответственно, которые имели в пределе распределение x2ft-i. 
В качестве оценок использовались ОМП и оценки минимума хи-
-квадрат в >[52], и оценки минимума хи-квадрат в [51]. 

Некоторый аналог критерия хи-квадрат для проверки слож­
ных гипотез предложен Ли Шинь-Линем в [37]; в [39] была 
найдена мощность этого критерия для сближающихся альтер­
натив; применение полученного критерия к задаче проверки 
однородности содержится в [40]. 

Рао [240] рассмотрел критерий для проверки гипотезы о том, 
что параметр о распределения РШ лежит на многообразии (8). 
ЕСЛИ ^„—эффективная оценка параметра р, а <в„ — эффектив­
ная оценка параметра со (без всяких ограничений), то критерий 
Pao основан на статистике 

ft 
•у {пщ (а>п)—пщ (со фп))Т 
J™ пщ (са (рв)) 

которая асимптотически распределена как %-А Критериям типа 
хи-квадрат для проверки сложных гипотез посвящены также 
работы i[ 106, 135]. 

A. Г. Осидзе в работах [53—55] рассмотрел критерии типа 
хи-квадрат для проверки 'Сложной гипотезы относительно спект­
ральной плотности стационарного гауссовского 'Случайного про­
цесса (эта плотность зависит от неизвестных параметров). 
В {53] получен аналог теоремы Чернова—Лемана; в [55] в ка­
честве оценки неизвестных параметров используется опенка ми­
нимума хи-квадрат и предельное распределение статистики кри­
терия не зависит от мешающего параметра. В [55] предлагает­
ся видоизменить статистику критерия таким образом, чтобы 
свойство асимптотического подобия имело место и при использо­
вании ОМП для мешающих параметров. 

В ряде работ [49, 69, 198, 200, 241, 266] содержится обзор 
работ по критериям согласия типа хи-квадрат. В работах Лан­
кастера [170, 171] содержится исторический обзор по этим кри­
териям. 

3.6. «Гладкие» критерии Неймана. Критерии типа хи-квадрат 
не рассматривают, как правило, возможных альтернатив, вслед­
ствие чего основанные на них АП критерии имеют низкую эф­
фективность и даже могут оказаться несостоятельными. Нейман 
в работе [211] ввел, так называемые «гладкие» критерии согла­
сия. Рассматривается задача проверки согласия выборки с се-
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мейством, обладающим плотностями p(x, 8), зависящими от не­
известного параметра 6. Это семейства (распределений вклады­
вается в семейство с плотностями 

/ (х , 6, й) = с(е, Ъ)р(х, 0)exp 2 *jPj(*>Q)> (23> 

для которого проверяется гипотеза i ) i= . - , =^---0. Семейство 
(23) может «гладко» изменяться, отклоняясь от нулевого рас­
пределения. Нейман рассматривал случай простой гипотезы,. 
нулевое распределение предполагалось равномерным на [0, 1],. 
а в качестве pj(x) выбирались полиномы Лежандра nj(x). /=-. 
= 1, ..., k. Критерий Неймана основан на статистике 

y=i V=i / 
которая имеет предельное хи-квадрат распределение с k 
степенями свободы, центральное при //- и нецентральное при 
альтернативах Ь} •=—=•, у — 1 к, с параметром нецентраль-

k 

ности 2 ^ - Аналогичные критерии ввел Бартон [87]. 
В работах Бартона [88, 89] (см. также статью Ватсона [266]) 

ч?А-критерии Неймана обобщались на случай сложных гипотез. 
Рассматривались сгруппированные наблюдения, и вместо мешаю­
щего паоаметра 8 подставлялась его мультиномиальная ОМП. 
Предельное распределение статистики критерия при Н0 было 
Kits' 

В общем случае применение ЧР"|-критерия Неймана для про­
верки гипотезы £ = 0 (| — одномерный параметр) из распределе­
ния Pg,e с плотностью р(х,1,8) (не обязательно вида (23)) 
рассмотрел Д. М. Чибисов в работе [66]. Пусть 

1%(х, 8) = ц |=0, Z0/(x, 9) = -— | |и0> (24) 

/ •—1. . . . , 5 ; 
и функции ф-. (х, 8), . . . , фй (х, 6) удовлетворяют условиям 

Еоеф/(Х1,е)-0; Eoe{?i (XV 8) 9v(Xb 8)}—6iv; (25) 
Em{^i(XvQ)lej(X1, 8)} = 0; i ,v — l , . . . , k ; y = l s; (26) 

где Eo9--символ математического ожидания, отвечающего рас­
пределению Рое- Критерий, предложенный Д. М. Чибисовым» 
основан на статистике 

k / n \ а 

Ф* {XW)=^ 1 ^ <?j <X,. §») . (27) 
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где §„ —произвольная ^«.-состоятельная оценка параметра 0. 
•Статистика (27) имеет при альтернативах Х/Уп хи-квадрат 
распределение с k степенями свободы и параметром нецентраль-

h 

ноеги 
^ 2 2 (--oe{9;(Xi. 9)MX i , б)})2. В [66] тарке обсуждается 

выбор функций {ф,- (x, 9)} и числа k. Применяя критерий (19), 
предложенный К. О. Джапаридзе, к семейству (23) при условии, 
что функции р,(х, 9), / = 1, . . . , k, удовлетворяют условиям (25), 
получаем критерий, имеющий тот же вид, что и критерий 
Д. М. Чибисова (27). Но при этом, вообще говоря, в качестве 
50п можно брать не любую - / «.-состоятельную оценку (как в 
работе Д. M. Чибисова), а ОМП (или асимптотически эквива­
лентную ей оценку). Для того, чтобы в качестве 9П можно было 
бы брать любую У «-состоятельную оценку, либо функции 
pj(x, 9) должны удовлетворять дополнительному условию (26), 
либо надо несколько видоизменить критерий (19) — «спроекти­
ровать» функции pj(xy 0) на некоторое подпространство. Такая 
модификация также содержится в работе [19], и она будет об­
суждена ниже, в § 4; см. также п. 3.7 § 3. Рассмотрим лишь один 
частный случай критерия (19), когда Pj(x, 0) = (n,j(9))_1/2X 
Хх(-; [Oj-1. cij]), / = 1, . . . , k\ здесь - o o = flfl<ai< . . . <a/,_1< 
<ah = oo — разбиение R1, %(-, A) —индикатор множества А, а 
•щ{$) —вероятность попадания в [ai_b ai] при Я0. В этом слу­
чае критерий (19) совпадает с критерием (22), предложенным в 
[48]. Небольшим видоизменением функций pj(x, 0), / = 1, . . . , k, 
легко получить аналог критерия (22) для ел. границ. 

3.7, При изучении критериев согласия в последние годы все 
чаще стали применяться методы, связанные с построением и ис­
следованием эмпирических процессов (мер). В этом пункте бу­
дут кратко рассмотрены идеи, связанные с таким подходом. 

Пусть проверяется гипотеза Н0 согласия выборки (Хи .. . 
..., Хп) с семейством вероятностных мер 5Э={Р(- ( 8)}, завися­
щим от неизвестного параметра 666ci/?s. Построим по выборке 
эмпирическую меру Рп, «ставящую» в каждую точку Xi массу 
1/п, и рассмотрим ел. меру 

Ч{-'Щ=*УЪ[РП(.)-Р(-,Щ. (28) 
Бели Go — истинное значение параметра 9 — известно, то естест­
венно проверку гипотезы основывать на том, насколько мера 
vn(-, во) отличается от нулевой меры, т. е. меры, тождественно 
равной нулю. Если 8- неизвестно, то выводы основываются «а 
отличии от нулевой ел. меры vn( . , 9n) , где 9П — некоторая оцен­
ка 90. Рассмотренные выше критерии согласия основаны на ста­
тистиках, которые являются функциями некоторых линейных 

• функционалов от меры (28). Например, критерии типа хи-квад-
; рат используют линейные функционалы 

29 



^ K ( - . 8 ) ) = v „ ( ^ . 8 ) . i — 1 . . - . . .£ . (29) 

где й?1, . . .,SCk-~разбиение пространства SC, и основаны на 
статистиках типа 

которая, как нетрудно видеть, есть просто статистика (20). При 
определенных условиях регулярности на семейство 2Р и оценку 
6П мера (28) будет слабо сходиться к некоторой гауссовекой 
мере v, зависящей, вообще говоря, от 0о. Следовательно, статис­
тика (30) будет сходиться по распределению к ел. в. 

у [-.М-.~У»]г 

ZA Р № . в.) • 
i—i 

Естественно стараться подобрать статистику так, чтобы предель­
ное распределение не зависело от параметра 0О. В частности,. 
статистика критерия (22) есть просто l(vn(-, 0n))2_I(0„) X 
XI (v„ (•, 6n)), где / (v) = \h (v), . . . , /й (v))', а 2 (8) — ковариаци­
онная матрица гауссовского ел. вектора i(v(-,6)) ' . Исследова­
ние статистик типа хи-квадрат в работах Мура [198, 200] осно­
вано на исследовании эмпирических процессов. Доказательства 
(для одномерного случая) слабой сходимости эмпирических 
процессов типа (28) (после соответствующей замены времени) к 
гауссО'Вским процессам ,в пространствах С[0, 1] непрерывных 
функций и D[0, 1] — функций без разрывов второго рода (с мет­
рикой Скорохода) —содержатся в работах Дурбина [125, 126]; 
в них явно выписана корреляционная функция предельных про­
цессов для случая, когда On — yn-состоятельная оценка, допус­
кающая некоторое стохастическое разложение. 

Э. Б. Хмаладзе ов [65] исследовал слабую сходимость в про­
странстве L2[0, 1]; он, в частности, показал, что подставление в 
эмпирический процесс вместо 0- оценки 0n приводит к проекти­
рованию броуновского моста на некоторое подпространство 
(если 0п — ОМП, это будет ортопроекция). 

Рассматриваются и функционалы более общего типа, напри­
мер, 

f<(v(- .-))—J9i№(tfjc,e) , i-=-i k. (3i> 
(Ha функционалах такого типа основаны гладкие критерии 
согласия Неймана). Если 2 (6) - ковариационная матрица ел. 
вектора i(v).= (i1(v), . . . , ift(v))', где v-предельная мера, к кото­
рой слабо сходится последовательность vn(.-6„), то статистика 

1'(чп{.,Вп))Ъ-1(Ъп)1Ы.,Ъп)) (32> 
распределена асимптотически как хь2- Отметим, что в общем слу­
чае ковариационная матрица 2(0) и, следовательно, статистика 
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(32), зависят от вида оценки 0n (так же, как и критерии вида: 
(22)). Если же мы хотим .получить статистики, в которые вместо 
6о можно подставлять любую У/г-состоятельную оценку, мы дол­
жны наложить .некоторые дополнительные ограничения на функ­
ционалы (31). В частности, если функции cpi зависят и от пара­
метра 8 : q>i=q>i(x, 8), и удовлетворяют условиям (26), то матри­
ца 2(0) от вида оценки не зависит и предельное распределение 
статистики (32) одинаково для всех yn-состоятельных оценок 
(см. Д. М. Чибисов [66]). Ю. Н. Тюрин в работе [62], пользу­
ясь геометрическими .представлениями, подробно и наглядно 
пояснил естественность условий типа (26) для построения МГ 
критериев согласия. 

Рассмотрим семейство Ж = {Н} мер, ПЛОТНОСТИ которых; 
h(x) ———- относительно некоторой выделенной меры Р0 при­
надлежат L2 (-°о). Введем в Ж скалярное произведение (ск. п.) 
< Я - , # 2 } — \ — 2 Р " • Пусть по выборке Xv...,Xn прове­

ряется согласие с семейством 
.дб-={р(.,в),ее0<=-/?*}с.г35Р, и p0-=P(-.-o). 

Пусть Р*п — проекция эмпирической меры Рп на Т (Ра) — каса--
тельное линейное многообразие к ЗР в точке Р0 ; в качестве 
базиса в Т (Р0) можно выбрать меры Ог, ..., О/. 

оЛА)-{^1)(А)^[Щ^.аР0. (зз) 
А 

где p(x,0) = — у ' (мера \х доминирует SF). Нетрудно видеть, 
что Р* — Р ( . , §.,), где 0 - -ОМП, Сл. мера vn(-, (5*л) слабо схо­
дится к мере -V, которая есть проекция стандартной гауссовской 
меры м0 (с Ev0(A) = 0, Ev0(A.)v0(5)--=P0(A8)) на подпростран­
ство, ортогональное L = {P0, Qv . . . , Qs}. Поэтому естественно, 
проверяя гипотезу согласия c 5s с помощью функционалов вида 
(31), выбирать <Pi(x) в виде q>t(x)= .р1-, i —1,2, . . . , а меры 
Ht выбирать ортогональными L. Рассмотрим в LL конечномерное 
подпространство, натянутое «а Ни ..., Hh, и построим критерий 
вида (32). Этот критерий зависит от 8о (проекции строились при 
помощи ск. п., определяемого во), но предельно^распределение 
не изменится, если заменить 90 произвольной Ум-состоятельной 
оценкой. Таким образом строился критерий для 'проверки слож­
ней гипотезы согласия в работе Ю. Н. Тюрина [61]. 

Э. В. Хмаладзе в [64, 65] рассмотрел класс билинейных 
функционалов от эмпирических процессов и показал, как стро- -
ить основанные на таких функционалах критерии согласия, име­
ющие заданные предельные распределения (например, %2 или 
(О 2 ) . 
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Другой подход, также связанный с геометрическими сооб­
ражениями и в частных случаях приводящий к критериям типа 
хи-квадрат, предложен в работах А. М. Кагана ]157] и 
.О. В. Герлейна и Р. Пинкуса [14]. Пусть <р1 <?k — заданные 
функции. Я — {ф1,.. .,фА} — натянутое на них линейное прост­
ранство (предполагается, что функция ер0(х)==1 принадлежит 
H ) , и .З5 — {Р:<fv...,<f„k£L2(-°)} — семейство мер. Пусть Pv P2eSF>, 
введем ск. п. (•, >)-,"а = 1,2, определяемое матрицей Aa — 
= || aff | j , где afj = \% (х) ф,- (x) dP a - Функции ф1 Ф* можно 
рассматривать в качестве ортонормированного базиса с неко­
торым ск. п. (•, •), тогда (ф, г|з)а-=(ф, Aail)). За меру расхожде­
ния между Ру и Р2 принята некоторая мера ш(1:2) расхожде­
ния между ск. п. (., .)- и (•, .)2: 

со (1:2) ̂  со (Л1: Л2) = Ц ЛГ1 (А2 — Лх) ср011 ?, 
норма || • || 1 соответствует ск. п. (-, •).. Пусть теперь Рй& — 
распределение, заданное с точностью до а°— \ ?,. (x) <py (x)dP0. 

Определим на £Р линейные функционалы u;(P) = j %dP, 
i = 1 , . . . ,k, и пусть по выборке X,,...,X.. проверяется простая 
гипотеза 1гг(Р0) —"го> * — l k. Пусть A0 = \\а°и\\ и A„ = 

= \\atj || — операторы, отвечающие гипотетическому распреде­

лению Р0 и эмпирическому Рп \aij = \ <?i(PjdPn = 
п \ 

= — 2и ф( (X;) фу (Xt) I. За статистику критерия в [157] предла­

гается принять расхождение 
т (А0: Ап) - п || V (Ao - Л ) Фо II о (34) 

между векторами A-ф- и .А„<р0, имеющими в базисе ср1,.,.,фА 
представления 

•Aq?o — ("io>---> •%>)'> тсго = (Ф/> сРо)о- - — - -^ 
и 

А,Фо — (ф1.. ••>¥*)• " i — j r S - M X / ) ' ----- А-

•Статистика (34) имеет при гипотезе предельное распределение 
%l_v В частности, если cp((x) — %(•, 3)L), i = l k,— индика­
торы множеств SOi SUk, образующих разбиение «27, то кри­
терий (34) есть обычный хи-квадрат критерий (см. (20)). В [14] 
этот подход применен к проверке согласия выборки с парамет­
рическим семейством распределений {P( . , Э), GgQcr.---?-}; гипоте­
за заключается в принадлежности значений функционалов 
-с, (Р), j = l k, заданному семейству: тс. (P) =-с((9), 
.г --= 1 , . . . , k. В качестве статистики критерия предлагается ста-

32 



тистика /iJ)(Aa„;A«). где Ав-= | |^- | |= U <fypydP(-, 6) | , a 9„ — 
оценка 9 по выборке X1,..., Хп. Наложив некоторые условия 
регулярности на семейство Р (•, 6) и оценку Э„, в [14] получено 
предельное распределение этой статистики, в частности, полу­
чены аналоги результатов Чернова-—-Лемана. Предлагаются 
стандартные видоизменения этой статистики, предельные рас­
пределения которых (при гипотезе) есть x|_i ИЛИ l\-s-v Пред­
лагается также использовать этот подход для проверки гипо­
тезы ш6Й0 о параметре ш распределения Ра, где й0 определено 
в (1). Найдена мощность полученного критерия и обсуждается 
связь между ним и критериями ^ и ОП. 

§ 4. АСИМПТОТИЧЕСКИ ПОДОБНЫЕ С(а)-КРИТЕРИИ 

4.1. Построение статистик большинства из рассмотренных АП 
критериев, основанных на принципе ОН, связано с вычислени­
ем ОМП как ДЛЯ информативных, так и для мешающих пара­
метров. Кроме вычислительных трудностей, связанных с необхо­
димостью вычисления ОМП, для возможности применения опи­
санных результатов распределение Р-,0 должно удовлетворять 
сильным условиям регулярности, обеспечивающих существова­
ние, l/n-состоятельность, асимптотическую нормальность и эф­
фективность ОМП. В 50-х годах появились работы, в которых 
АП критерии строились другим, более простым способом — так 
называемые С (а)-критерии. Методы получения этих критериев 
связаны с идеей подстановки оценок мешающих параметров в 
критерии для проверки гипотез, полученные в -предположении, 
что значения мешающих параметров известны. Естественно, ис­
ходные критерии должны «выдерживать» эту подстановку, т. е. 
не должно меняться асимптотическое распределение статистик 
этих критериев. Общие результаты о том, когда статистики 
«выдерживают» подстановку оценки, содержатся в работе Ле 
Кама [174, стр. 88—93]. 

Первыми работами, где применялись эти методы, являются 
работы Бартлетта [85, 86]; в них предложен критерий, близкий 
критерию С (а), и указана его связь с критерием ОП. В работе 
Неймана [214] рассмотрены условия, которым должны удовлет­
ворять критические области АП критериев. В статье Ле Кама 
[173] фактически строится С(а)-критерий для случая когда и 
информативный и мешающий параметры — одномерные (Ле Кам 
указывает, что эти результаты ему сообщены Нейманом). 
В окончательном виде С (а)-критерии (для одномерного инфор­
мативного параметра и произвольной размерности мешающего 
параметра) были введены Нейманом в [215]. 

4.2. Результаты Неймана. Пусть f(x,Q) — некоторая функция 
такая, что ел. в. f(X1, В) имеет при распределении Р0в нулевое 
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математическое ожидание и единичную дисперсию. В силу цент­
ральной предельной теоремы при нулевой гипотезе £ = 0 ел. в.. 

п 

z„(X<*>> е, / ) = = y , V ] £ / ( X i ' е) (35> 

г = 1 
распределена асимптотически нормально с параметрами (0. 1).. 
Нейман получил следующий результат: 

Пусть 0„=--(8ln,.... Qsn)' — Vn -состоятельная оценка 0 при 
нулевой гипотезе такая, что никакая невырожденная линейная 

комбинация Уп 2 а*>Ф™ — 0v) не сходится па вероятности Р$ 
v=-l 

к нулю. Тогда для того чтобы ел. в. (35) «выдерживала» под­
становку оценки 6„, т. е. чтобы разность Zn(X("), Э„> / ) — 
-Z„(X("), 6, / ) сходилась по вероятности Р^ к нулю, необ­
ходимо и достаточно, чтобы 

Еое{/№, -OMXi. в)}— 0, J =••!,..., s, (36> 
(функции IQJ введены в (2-4)). Рассмотрен также случай, когда 
часть компонент 0у„— 0у сходится к нулю со скоростью о(/г-1/2). 

Функции, удовлетворяющие (36), могут быть построены из. 
любой функции g(-) с конечной Дисперсией следующим образом. 
Пусть при а - ay (8), /=- l s, минимизируется дисперсия 

E09lg(X1)-E0Qg(Xl)~ 2--..MX-. 0)1 • 

и ""(О, g) равно этому минимальному значению. Пусть ~(0,g)>O 
для всех 0бв. Тогда функция 

/ (х. е) = - ^ (37> 

имеет при //0 нулевое среднее, единичную дисперсию и удов­
летворяет (36). Такие функции названы в [215] крамеровскими. 

Следовательно, если / —крамеровская функция, а 9„ —про­
извольная У~п -состоятельная оценка 0 при Нй, критерий, при­
нимающий Ho ПРИ 

Z„(X<"),§„,/) 6-5 (а) (38) 
будет АП критерием уровня а; здесь .В (а) {subset}/?1 — измеримое-
множество, N(0, 1)-мера которого равна (l—a), a лебегова ме­
ра границы равна 0. Класс критериев вида (38) .назван в [215] 
классом С (а)-критериев; критерии этого класса задаются-парой» 
(f.-S(a)). 
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Наложив условия на функцию / (х, 9) и оценку 9„ (условие 
локальной Уп -состоятельности) при близких альтернативах 
£ — £„ — ——, Нейман показал, что статистика Z„(X("), 8„, / ) 

У п 
имеет при таких альтернативах асимптотически нормальное рас­
пределение с параметрами (Xa(Q, / ) , 1), где a (6, / ) = 
=-EO0{/(Xi. Q)k(Xv 6)} (см. (24)). 

Пусть 1^(х, 0)—-функция, получаемая из 1^{х, 8) при помо­
щи конструкции (37). Нейман показал, что |a(8, / ) | < a ( 8 , Zp, 
и, следовательно, для односторонних альтернатив | > 0 наиболь­
шую асимптотическую мощность имеет С (а)-критерий (^, (— оо , 
v(a)), где v (а)-=Ф~1 (1-—а) —верхняя а-кваитиль распределения 
N (0, l). При двухсторонних альтернативах наибольшую асимпто­
тическую мощность (среди асимптотически несмещенных С (а)-
критериев) имеет критерий (/|, (—-v(y) ' v(^"))- ^ т и -Фи т еРи и 

были названы Нейманом АЛНМ и, соответственно, АЛНМН 
критериями. 

Общая теория С (а)-критериев (с некоторыми обобщениями) 
излагается также в работах Неймана и Скотт [222, 223], Барту 
и Пури [90], А, В. Бернштейна [5], а также во вступительном 
докладе Бартозжинского и Клонецкого [91] на симпозиуме в 
честь Неймана. 

4.3. В работе Неймана [215] оптимальность АЛНМ и АЛНМН 
критериев доказана только в классе критериев С (а). Ле Кам в 
работе [174] (а для частного случая s = l — в [173]) доказал, 
что эти асимптотически оптимальные критерии являются тако­
выми и в более широком классе всех дифференциально АП 
критериев, т. е. таких критериев cpn(x<n)), У которых сходимость 
(3) уровня значимости к заданному предельному значению рав­
номерна по сужающимся множествам вида (б+'у-;-^), где К — 
произвольный компакт в Rs: для .наилучшего С (а)-критерия 
cpn* и произвольного дифференциально АП критерия фп имеет 
место неравенство 

ljm_5[cP;(x(»))_ai,„(x<»))]^i';V„-o>0-
Л-х» 

Этот факт впоследствии был получен также в работах В. М. Ба-
ронкина, А. Ф. Кушнира, А. И. Пинского [1, 2] и А. В. Берн­
штейна [5]. 

В краткой заметке Ли Ши-лина [38] утверждается, что при 
некоторых условиях критерии, наилучшие в классе С (а) -крите­
риев, являются таковыми в классе всех АП критериев. Однако 
доказательства в [38] отсутствуют, и в дальнейшем более под­
робных публикаций автора не появилось. 
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Д. М. Чибисов в работе [115] доказал более сильный факт о 
совпадении функции мощности наилучшего С (а)-критерия с 
огибающей функцией мощности всех дифференциально АП кри­
териев до порядка 1/yn-

4.4. Обобщение на многомерный случай впервые появилось 
независимо в работе Бхата и Нагпура [98] и Бюлера и Пури 
[105]. В [105] рассматривался вектор f(x,B) = (fl(x,Q),... 
...,fr(x, 0 ) ) ' (г—размерность параметра £) из крамеровских 
функций. Пусть 2(0, f)—ковариационная матрица вектора 
f(Xi, В) при Я0 — невыр-ождена при всех 0 и непрерывно зависит 
от 0. Статистика 

Tn{xw, §„, f)-=-(zn(X<">. e„, f)y(2(§*. \))-чл(хм, Ь„, f), 
где 0„—- произвольная У п. -состоятельная оценка 0, асимптоти­
чески имеет хи-квадрат распределение с г степенями свободы, 
центральное при Н0 и нецентральное, с некоторым параметром 
нецентральности 8 (к, 0, f) (он выписан в [105]) при альтернати­
вах (9). Показано, что Ь(%, 0, f)<8(,\, 0, 1!), где компоненты 
вектора 1* строится при помощи конструкции (37) из функций 
/ | / (х , 8)-=—" .Л' _ . у = 1 , . . . , г. Следовательно, среди 
всех критериев, принимающих Н0 при 

Tn(XW, §n, i)<x2
r,a (39) 

(они были названы в [105] С (а)-критериями), наибольшую асимп­
тотическую мощность имеет критерий", основанный на статисти­
ке r„(X<"), 0„, 1*), он назван в [105] АЛНМ критерием. 

В [98J рассматривался такой же класс многомерных С(а)-
критериев, и в ,нем отыскивались АЛ НС (наиболее строгие) кри­
терии на некотором семействе эллипсоидов, зависящих от меша­
ющего параметра 9. Естественно, АЛНМ и АЛНС С (а)-крите­
рии совпадают; это легко углядеть из работы Вальда [262] 
(см., также, монографию Русаса [60], теоремы 2.1, 2.2 и 6.1 
гл. VI и п. 2.4, 4.5 настоящего обзора). 

С (а)-критерии вида (39) подробно описаны в работах Кал-
карни [166], Натура [207], Беавера [94]; их состоятельность ис­
следовалась е [244, 136]. 

Более широкий класс С (а)-критериев для многомерного па­
раметра введен в работах А. В. Бернштейна [8, 9]. Пусть 
С (B)cRr — выпуклое множество, имеющее Л/(0, /)-меру, равную 
(1 -—сх), и непрерывно зависящее от 0 (топология в пространстве 
выпуклых множеств определяется метрикой Хаусдорфа). Если 
Q(0, f) —квадратный корень из матрицы 2(0,f), то обобщенный 
С (а)-критерий <p,..(x<") |f, С(-)) определяется парой (f, C(-)) и 
принимает //-. при 

(Q(0„, f))-iZre(X(«». 0„> f)6C(9„), (40) 
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где §„—-произвольная Yn-состоятельная оценка 0 при нулевой 
гипотезе. 

Критерии работ [98, 105] ЯВЛЯЮТСЯ частным случаем (40) 
при C(e)sC0-={Jc6^' ' : |x|<x? j ( X}- Отметим, что в [8, 9] все 
результаты получены при существенно более слабых условиях, 
чем в [98, 105]; в частности, в [8, 9] не накладываются усло­
вия ча поведение функции f и оценки 9„ при альтернативе. 

Если рассматривать только «односторонние» альтернативы 
(в условиях работ Итона [127, 128]; см. также п. 1.3 настоя­
щего обзора), то даже наилучшие С (а)-критерии работ [98, 
105] оказываются асимптотически недопустимыми: найдется 
С (а)-критерий вида (40) с равномерно большей асимптотической 
мощностью. 

В некоторых случаях среди всех критериев вида (40) асимп­
тотически полный класс составляют критерии .<pn(x<n)|lj*, C(-)), 
отсюда, в частности, следуют результаты работы [105]. 

4.5. Результаты, полученные Нейманом, могут быть легко по­
няты, если мы обратимся к асимптотическим методам, связан­
ным с аппроксимацией данного семейства экспоненциальным се­
мейством мер, см. п. 2.7 § 2. Асимптотически достаточной ста­
тистикой для исходного семейства будет вектор (Un, Т1п , . . . 
. . . . Теп)', где 

Un--=Zn(X{n),Q, h); Tjn~Zn(Xin),Q,lQj), ; = 1 s. 
Рассмотрим для экспоненциального семейства (18) с плот­
ностью 

^ — с „ ( х , &, е)еХр1шя+_*,г J, 
"VO.O [ j = 1 J 

аппроксимирующего семейство P^yjr.e+^i VF в т 0 ч к е (0> -О» ГНМ 
подобный критерий, описанный в п. 1.2; он принимает гипотезу 
на множества вида Un^.Cn{Tin, ...,Tsn). Так как вектор 
(Un, Tu Tstl)' асимптотически нормален (при Н0) с пара­
метрами (0, В), это множество асимптотически эквивалентно 
множеству вида 

U(0,/s-{sum}^.(e)/9/)j X ( U „ - _ ^ ( e ) : r ; - ) < v ( a ) ' (4 l) 

при этом коэффициенты (а;. (9)} выбраны так, чтобы для 
S 

функции h — 2^CLj{Q)lQi выполнялось соотношение ортогональ-
./-.1 

ности (36). Подставив в (41) вместо 0 произвольную 
Yn, -состоятельную оценку 0„, получим область принятия наи­
лучшего С (а)-критерия. В многомерном случае асимптотически 
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достаточной статистикой будет вектор (U„, Т„)', где Un = 
= (Uln Urny, Tn = (Tln Tsn)', U;„.= Z„ (*<»>. 9, hi). 
Используя асимптотическую нормальность вектора (с7„, Т„)', 
рассмотрим кпитерий ОП для проверки критерия Х — 0 для 
семейства N(B(^J, В J, являющегося предельным для распре­
деления вектора (Un,Tny при распределении Р-.//..Г.е+в/УТГ 
Этот критерий принимает гипотезу при 

(U„ — А (9) Тп)> (Вп - АВюА'Г1 (-Л - А (9) Г„) < х?>в, (42) 
здесь матрица A(0) 'Вы-брана так, чтобы компоненты вектора 
Un—A(6)rn удовлетворяли соотношению ортогональности (36). 
Подставив в (42) вместо G любую yn-состоятельную оценку, 
получаем наилучший С (а)-критерий вида (39). Используя тот 
факт, что в задаче проверки гипотезы о среднем значении мно­
гомерного нормального вектора не существует . наилучшего 
критерия, а существует лишь полный класс допустимых крите­
риев (см. п. 1.3 обзора, а также работу Д. М. Чибисова [67]), 
в этой задаче естественно рассмотреть более общий класс 
критериев вида (40). 

Заметим, что если бы мы рассматривали статистики критери­
ев С (а) как статистики, основанные «а линейных функционалах 
вида (31), то условие ортогональности мер # . , . . . , # - подпро-
стралству, L(P0e, Gi> •. . , Gs) эквивалентно условиям (36). Вы­
брав в качестве Hu...,Hh) k = r, меры, имеющие относительно 
Рое ПЛОТНОСТИ ^j(x,8), | = 1 г, и спроектировав их на Lx 

(это эквивалентно конструкции (37)), мы получим критерий 
(32), совпадающий с критериями (39) и (42). 

4.6. Различные обобщения. В нескольких работах рассматри­
вался случай, когда наблюдения Хи . . . , Хп являются независи­
мыми, но разноропределенными ел. в. Впервые такой случай 
рассмотрен Барту и Пури [90], где наблюдения связаны в схему 
серий (-Y1-.,... ,Хпп), и ел. в. Xhn имеет плотность phn(x,l,d). 
На плотности .наложены условия крамеровского типа, которые 
обеспечивают условия выполнения закона больших чисел и цен­
тральной предельной теоремы для последовательностей незави­
симых, яо разнораспределенных ел. в. В. М. Баронкин, 
A. Ф. Кушнир и А. И. Пинский в [1, 2] рассмотрели частный 
случай phn(x, I, 8) = р(х, ahnl, 9), где {ahn} — известная после­
довательность; в цитируемых статьях это названо «нестационар­
ной альтернативой» (разнораспределенность имеет место только 
при альтернативе). Отметим, что результаты этих статей осно­
ваны на современном асимптотическом подходе. 

В работах [98, 105] многомерные С (а)-критерии вводились 
также для случая независимых разнораспределенных слагаемых. 

Ряд работ посвящен обобщению С (а)-критериев на случай, 
уогда не выполнены те или иные условия регулярности, носящие 
принципиальный характер. Нейман [218] рассмотрел случай, 
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.когда плотность p(x,l,Q) не дифференцируема по | при .5---0 
(рассматривается случай r = 1), но существуют неравные право-

«сторанняя и левосторонняя производные. Примеры статистичес­
ких задач, в которых возникают подобные эффекты, рассмотре­
ны в [226]. При проверке гипотезы | = 0 против двухсторонней 
.альтернативы g{ne}0 полный класс составляют С (а)-критерии, 
основанные на линейных комбинациях функций, получающихся 
при помощи конструкции (37) из правосторонней и левосторон­
ней логарифмической производной плотности по информативно­
му параметру (Рэй [245]). Нейман [218] построил наилучшие 
•С (.а) -критерии в классе сильно симметричных критериев (т. е. 
критериев с четной функцией мощности) и в классе слабо сим­
метричных критериев (максимизирующих А [(3 (X) + (3(—X)] |-.=о). 

дХ 
Рэй в статье [245] (см. также [243]) построил С (а)-критерий, 
максимизирующий min{p(X), р(—X)}. 

A. В. Бернштейн в работах [4, 5] рассмотрел случай, когда 
li(x,Q) является линейной комбинацией функций IQJ(X,Q), 
/ = 1 s. В этом случае для любой крамеро,вской функции 
/ коэффициент сдвига а(Э, / ) при альтернативе равен 0, и 
все классические С (а)-критерии асимптотически эквивалентны 
тривиальному критерию <р0 = а, т. е. они не в состоянии раз­
личить гипотезы, сближающиеся со скоростью 1 lYn. 

В [5] найдена для этого случая правильная скорость сбли-
.жения альтернатив я построены AJIHM и АЛНМН критерии. 
Эти наилучшие критерии уже не основаны на крамеровской 
функции /,.*. Результаты Неймана [215] получены в [5] как 
частный случай при более слабых условиях; в частности, в [5] 
не накладываются условия на поведение функции f и оценки 
ёп при альтернативе.' 

Результаты работ [4, 5] основаны на идеях, описанных в 
п. 2.7 и п. 4.5 обзора, но разложение логарифма ОП будет в 
этом случае нестандартным — в цитируемых работах рассмотре­
ны специальным образом подобранные последовательности аль­
тернатив (не вида (9)), и в качестве компонент вектора А (я) 
выбраны «е обычные логарифмические производные плотности, 
.а функции более сложного вида. 

В ряде работ С (ее)-критерии обобщались на случай зависи­
мых наблюдений. Впервые на такую возможность указывал еще 
Бартлетт [85] (хотя им рассмотрен только .пример авторегрес-
счи 1-го порядка); в [2] также указывается на возможность 
обобщить полученные результаты на случай, когда .наблюдения 
.образуют fe-связную марковскую цепь. Дэвис [122] привел усло­
вия, при которых семейства распределений, соответствующие 
гауссовским стационарным временным рядам, являются асимпто­
тически дифференцируемыми по Ле Каму [174]. Используя эти 
результаты и классические результаты Неймана, Дэвис постро-
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ил АП критерии для проверки сложных гипотез о параметрах 
ел. процессов. 

К. О. Джапаридзе в [18, 19] среди прочих результатов по­
строил класс АП С(а)-критериев, обобщающих обычные крите­
рии .на случай наблюдений, образующих ел. процесс. В качест­
ве примера рассмотрены критерии для проверки гипотез о па­
раметрах спектральной плотности гауссовского процесса; в част­
ном случае .получены критерии Вольда, Кенуя и др. 

Для случая повторной выборки .критерий, предложенный 
К. О. Джапаридзе, совпадает с критериями вида (39) и (42). 
Применяя этот критерий для построения критерия согласия для 
семейства, вложенного в (23) и выбирая в качестве Pj{x) —ин­
дикатор множества S&j, j = l,..,,k, получаем критерий согла­
сия, предложенный в работе [20]. 

4.7. Сравнение С (а)-критериев с другими АП критериями. 
Как показал в частном случае Моран [203, 204] и в общем 
случае Чант [108, 109], в случае, когда параметр .- — одномер­
ный, наилучший С (а)-критерий асимптотически эквивалентен 
критерию Вальда [262], основанному яа ОМП, и критерию ОП, 
независимо от того, является ли точка £ = !о- отвечающая нуле­
вой гипотезе, внутренней точкой параметрического пространства 
или лежит на его границе (хотя в этих двух случаях асимпто­
тические, распределения статистик С (а)-критерия и критерия 
Вальда будут различны, области принятия гипотез у обоих кри­
териев асимптотически одни и те же). В случае же многомерно­
го параметра ситуация иная. Как показал Чант [109], в много­
мерном случае .наилучший С (а)-критерий (имеются в виду кри­
терии работ [98, 105]) асимптотически эквивалентен критерию 
Вальда, если |-= go — внутренняя точка параметрического 
пространства, и эта эквивалентность может нарушиться, 
если точка go лежит на границе; в [109] построен пример, когда-
проверялась гипотеза £-=0 против альтернативы £-у--0 при усло­
вии, что часть компонент £ неотрицательны (т. е. в ситуации ра­
бот Итона [127, 128]). Асимптотическое распределение ОМП в 
этом случае отлично от нормального [204], а С(а)-критерии вида 
(39) никак не используют информации о поведении параметра 
\ при альтернативе. В классе же обобщенных С (а)-критериев 
вида (40) уже найдутся критерии, асимптотически эквивалент­
ные критериям Вальда и ОП. 

В работах Гаека [142], Микульского [193, 194], Джеймса 
[155], Калита и Микульского [158] вычисляется асимптоти­
ческая относительная эффективность критериев Неймана и не­
которых непараметрических критериев для различных статисти­
ческих задач с мешающими параметрами. В [121] приведен 
пример сравнения С(а)-критерия с некоторыми ранговыми кри­
териями в терминах допредельной мощности. 

В уже цитированной работе [2] вычисляется питменовская-

эффективность С (а)-критерия относительно асимптотически 
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наилучшего критерия, построенного при известном значении 
мешающего параметра. 

В интересной работе Вейса и Волфовица [268] рассматрива­
ются асимптотически минимаксные критерии для проверки слож­
ных гипотез. Исходя из совершенно других посылок (в [268] 
для построения минимаксного критерия используется байесов­
ский подход) в этой работе получены критерии, основанные на 
тех же статистиках, что и С(а)-критерии Неймана. В цитируе­
мой работе сначала строится вспомогательный критерий в пред­
положении, что мешающий параметр «асимптотически известен»: 
параметр 0 .предполагается зависящим от п и известен вектор 
а-= (аи ..., as)' такой, что |6jn—ail <М(п)п~1'2, /-=1, . . . , s, где-
М(п)—>-оо и п~1/2М(п)-+0 при n{to}oo. Естественно, • вспомога­
тельный критерий зависит от а, и окончательный критерий по­
лучается при замене а на У«-состоятельную оценку 6n парамет­
ра 6. 

4.8. Уточнение распределения статистики С (а)-критерия. 
В нескольких работах Д. М. Чибисова [70, 71, 114, 115] при 
различных условиях получено асимптотическое разложение 
для распределений статистик С (а)-критериев как при нулевой, 
так и при альтернативных гипотезах по степеням 1/Vti . Полу­
ченные разложения являются следствием общих результатов 
Д. М. Чибисова [72, 73] об асимптотическом распределении 
статистик, допускающих асимптотическое разложение. Пфан-
цагль [235] построил, исходя из асимптотического распределе-

I - - — А ния ОМП до порядка о\п 2 ) , критерий, подобный с точ-
ностью до oU - / и оптимальный с точностью до о (и-112)-
при альтернативах (9) в классе критериев уровня а-]-о (я-1.2). 
В этой статье содержится обзор по асимптотическому разло­
жению функции мощности и вычисляется дефект С ((^-кри­
териев. 

В работе [115] Д. М. Чибисов построил С (а)-критерий, 
являющийся АП до порядка o(n-1'2) и АЛНМ (при г = 1 и 
односторонних альтернативах) до порядка о (л.—1'2). Этот кри­
терий асимптотически (до порядка /i-1/2) эквивалентен крите­
рию Пфанцагля [236]. В работе [236] показано, что 
для порядка о(п~1) АЛНМ критерия уже не существует, 
и в этой работе строится полный класс критериев, допустимых. 
до порядка о(гг1) и являющихся АП критериями до порядка, 
о (л-1). 

Результаты об асимптотическом разложении хотя и уточня­
ют поведение функции мощности С (а)-критерия, но так же, как 
и классические результаты, носят асимптотический характер и, 
не позволяют судить ни об уровне значимости, ни о мощности 
С (а)-критериев при конечных п. Единственными работами, где 
даются оценки мощности С (а)-критериев при конечных п, яв-
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-ляются работы И- Г. Журбенко [21, 22] и работа Сингха и 
И. Г. Журбенко [255]. В работе [255] получены верхние грани-

:цы для размера и МОЩНОСТИ критерия, которые выражаются 
••через верхние и нижние границы для вероятностей типа 

Р { ё „ - 6 > 8 } , Р _ 4 № , 6)>ny 

"и т. п. (рассматривается случай одномерного мешающего пара­
метра). Среди прочих результатов, в [255] получен, в част­

ости, следующий: истинный уровень значимости а„ (0) сходится 
щри /г-> оо к своему предельному значению а со скоростью 
—£__.. в работе [22] приведены нижние и верхние оценки для 
^функции мощности наилучшего С (а)-критерия P„(§,9); отсюда, 
в частности, следуют все классические результаты о С (а)-крите-
;риях, если в верхних и нижних оценках перейти к пределу одновре-
.менно при «-> оо и g —з- Е0 таким образом, чтобы V ti{l-~lo)-+k. 

Другие оценки допредельной мощности наилучшего G(a)-
критерия содержатся в работе Л. С. Воробьёва и И. Г. Жур­
бенко [12]. В ней подробно рассмотрен частный случай плот­
ности, которой описываются наблюдения, получающиеся в ран­
домизированных экспериментах, см. 'п. 4.9 обзора. 

В [226] приведен пример использования членов асимптоти­
ческого разложения функции мощности три использовании С(а)-
жритериев в случае выборок конечного объема. Приведено чис­
ленное сравнение предельной и допредельной функции мощно­
сти (допредельная функция мощности вычислялась монтекар-
ловским методом). 

В статье Ю. Ч. Неймана [47] для вычисления допредельной 
функции мощности приведена некоторая приближенная форму­
ла; качество ее неизвестно. 

4.9. В этом пункте содержится обзор работ, где С(а)-крите­
рии применяются для решения различных статистических задач. 
'Часть этих работ посвящена непосредственно теории С(а)-кри-
•териев, и различные статистические задачи, приведенные там, 
•призваны лишь проиллюстрировать полученные результаты. 
Другая часть работ посвящена непосредственно решению ста­
тистических или естественно-научных задач. В итоге эти задачи 
.сводились к проверке сложных гипотез, и здесь использовались 
'С(а)-критерии. Не содержа, как правило., новых результатов по 
•С(а)-критериям, эти работы иллюстрируют сложности и, «под­
водные .камни», с которыми может столкнуться статистик при 
использовании этих критериев. В частности, -в обширной литера­
туре по применению С (а)-критериев для обработки рандомизи­
рованных экспериментов по воздействию на облачность, подроб-
шо описаны успехи и неудачи использования С (а)-критериев ори 
выборках конечного объема. 
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Критерии однородности. В ряде уже цитированных работ 
1222,223,90], а также в работах Морана [203. 205], Клонец-
кого [163], A. В. Бернштейна [6] (ем. также работы [104, 202]) 
рассматривались С (а)-критерии для проверки однородности 
выборки из различных частных распределений (пуассоновского, 
гамма-распределения и др.). Общая постановка задачи проверки 
•однородности и ее решение с использованием С (а)-критериев 
содержится в работах Клонецкого [164] и A. В. Бернштейна [7]. 
Постановка в [164] заключается в следующем. 

Пусть в выборке X- Хп ел. в. Xt имеет распределение 
c плотностью g {х, в*, 9), где Q^QczR1, а 0 = (02 0-УбЯ--1-
i = l, . . . , п. Предполагается, что параметры {Э1, . . . , 8"} сами 
•образуют выборку из распределения F. Нулевая гипотеза 
заключается в том, что F = Fe,, где Ee, — вырожденное распре­
деление, сосредоточенное в (неизвестной) точке 0!. При альтер­
нативе распределение F зависит от параметра 5e8c:ix,1:E — 
—F.,,o.> и при -г-э-О Es.e, сходится к E01- В [7] постановка 
конкретизируется: предполагается, что 6' = ^(9., i^. g), i — \,... 
. . . , " , где 1-1, . . . . ^ — независимые ел. в. с распределением F, 
а |—-некоторый параметр, характеризующий влияние ел. воз­
мущений г\ на параметр 61, напр., Qt = Ql-\-r\iYl или 
,е;-=61ехр {r\iV Ъ,} (отметим, что именно в такой постановке 
рассмотрены задачи проверки однородности в [90, 6, 203, 205, 

22, 223]. 
Безусловная ПЛОТНОСТЬ ел. В. X- Хп есть 

- (.к, Ь 91, . . . , 6 , ) - J g {х, 9, 02, . . . , Qs) dE-,,9, (9), (43) 
:и для проверки гипотезы £ = 0 по повторной выборке X i , . . . ,X n 
из распределения с плотностью (43) стандартным способом 
•строятся С (а)-критерии. Во многих случаях оказывается, что 
полученные критерии не зависят от вида распределения F (см., 
.например, [7]), и это свойство назвало в [90, 223] устойчивостью. 

Критерии независимости в таблицах сопряженности призна-
;ков с использованием С (а)-критериев строились в работах Рэя 
[246], Джонсона [156], Нагпура [207] (рассматриваются таблицы 
-с тремя входами), Бхата и Калкарни [97], Беркоона [95]. 

Критерии для обработки результатов рандомизированных 
экспериментов. По-видимому, в настоящее время самое большое 
применение теория С (а)-критериев нашла при обработке ре­
зультатов экспериментов по искусственному воздействию на об­
лачность. 

Этим вопросом долгое время занимался сам Нейман с груп-
шой сотрудников. Этой проблематике посвящена статья 
Ю, Ч. Неймана [47] «а русском языке, статьи Неймана [216, 
:217, 219]; статьи Неймана и его сотрудников [188, 222—229]; см. 
также [124] (отметим, что этой теме посвящена большая часть 
б-го тома трудов 5-го Берклеевского симпозиума). Этой пробле-
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мой занималась и группа австралийских статистиков (см. ра­
боты Калкарни [165, 166, 169] и Морана [201, 202]). 

Некоторые результаты о границах для функции мощности 
критериев, предлагавшихся в работах [47, 222] при выборках 
конечного объема, содержатся в работе [12]. 

Отдельные работы. В работе A. И. Пинского [57] рас­
смотрена следующая двухвыборочная задача: по двум выборкам 
jcC-.) — (xi xn.) и #('<•-) — (уг ущ) из распределений с плот­
ностями /.(.!)(л:('"\ ]i\) и /А^ (г/("г). {mu}2). соответственно, прове­
ряется гипотеза % = |i- — [д2 = 0 против альтернативы | > 0 . 
В качестве мешающего параметра можно, например» рассматри­

вать B = [x1 + (x2. В статье строится аналог асимптотически 
оптимального С (а)-критерия. Близкая асимптотическая двух­
выборочная задача (обобщение проблемы Береиса — Фишера) 
рассматривается в [238], где строится АП критерий, основанный 
на критерии Вилкоксона. 

B работе Дэвида и Ферпосона [121] С (а)-критерий исполь­
зуется для проверки независимости; проверка гипотез о незави­
симости рассмотрена также в [196]. 

B статье [131] С (а)-критерий используется для проверки ги­
потез о параметрах обобщенного пуассоновского распределения,. 
в работе Морава [201]—для проверки гипотез о параметрах 
двумерного гамма-распределения. В работе [123] рассмотрена 
ситуация, когда мешающий параметр .присутствует только при 
альтернативе; при этом иногда не удается применить стандарт­
ные методы С (а)-критериев или ОП, и в [123] используется 
техника случайных процессов. 

Работа Б. Р. Левина и А. И. Пинского [32] посвящена зада­
чам классификации, в «ей рассмотрен случай, когда обе обу­
чающие выборки принадлежат одному параметрическому семей­
ству, но отвечают разным значениям параметра. Рассматривает­
ся асимптотическая постановка, когда с ростом объема выборок 
обучающих и классифицируемой совокупностей эти параметры 
сближаются, «центр сближения» при этом яеизвестен. В статье 
для различных понятий оптимальности строятся АП оптималь­
ные критерии. Результаты основаны на асимптотическом под­
ходе, связанном с понятием ЛАН. На эту тему см. также статьи 
[15-17] . 

Бивер в работе [94] использовал С (а)-критерии в задаче пар­
ных сравнений. В статье Бхата и Калкарни [97] излагаются 
классические результаты Неймана и их 'Применение для обра­
ботки результатов полиномиальных экспериментов. В работах 
[167, 168] С (а)-критерии используются для сравнения эффектов, 
k способов наблюдений. 
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