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На основе метода интегральных соотношений предложен приближенный метод расчета теплооб­
мена в вертикальных каналах газоразрядных аппаратов в условиях смешанной конвекции при нали­
чии объемных и поверхностных источников тепла. Показано, что при определенных условиях воз­
можно возникновение спутного течения, приводящего к срыву стационарного ламинарного режима 
течения газа. Теоретически определен порог его возникновения и получены интегральные соотно­
шения для расчета основных тепловых и динамических характеристик разрядного канала. 

В в е д е н и е . Повышение эффективности раз­
личных газоразрядных аппаратов (барьерных 
озонаторов, плазмохимических реакторов, газо­
вых лазеров и пр.) напрямую связано с отводом 
тепла из зоны разряда, поэтому исследование га­
зодинамики и теплопереноса в этих аппаратах 
представляет важную практическую задачу. Дви­
жение газа внутри вертикального разрядного ка­
нала (рис. 1) обусловлено действием трех движу­
щих сил: внешнего перепада давления, электриче­
ской силы р э л Е и силы тяжести pg. Так как канал 
разряда заполнен квазинейтральной плазмой, то, 
пренебрегая флуктуациями плотности объемного 
заряда, положим р э л = 0. Тем самым не учитывает­
ся прямое действие электрического поля Е на ха­
рактер движения газа, расчет которого рассматри­
вался ранее в [Г]. Однако это действие проявляется 
косвенно через нагрев газа. Нагрев газа обуслов­
лен джоулевым теплом, выделяемым как в объеме 
газа, так и на диэлектрических стенках, ограничи­
вающих канал (барьерные озонаторы). В силу од­
нородности распределения тока и напряженности 
поля по длине канала будем полагать, что мощ­
ность объемного источника тепла не зависит от 
координат. Выделение тепла в диэлектрических 
барьерах, определяемое токами сквозной прово­
димости и установлением различных видов поля­
ризации, будем также считать однородным. 
Строго говоря, процесс теплопереноса в канале 
связан с плазмохимическими реакциями, проте­
кающими в нем. Однако на первом этапе исследо­
вания этим можно пренебречь, считая количест­
во тепла, выделяемое в канале и барьерах, задан­
ным. Тепло, выделенное в барьерах, выходит 
через их внутренние поверхности, обращенные в 
разрядный канал, и наружные, охлаждаемые при­
нудительным образом. Отсюда ясно, что перенос 
тепла в разрядном канале неразрывно связан с 
процессами теплопередачи в барьерах, и в общем 

случае должна решаться сопряженная задача, в 
которой учитывается обмен теплом между раз­
рядным каналом, барьерами и внешним хладо-
агентом. Для изучения физики процесса теплооб­
мена в разрядном канале эту связь также жела­
тельно разорвать, задав соответствующие 
краевые условия для плотности потока тепла на 
границе раздела сред. В дальнейшем при записи 
основных уравнений будем иметь в виду аппара­
ты (например, барьерные озонаторы (рис. 1)), для 
которых скорость течения газа через разрядный 
канал мала, что позволяет в уравнении Навье -
Стокса пренебречь инерционными членами. За­
висимость р(Т) учтем постольку, поскольку с ней 
связаны архимедовы силы. В частности, в уравне­
нии непрерывности р считается величиной посто­
янной. Температуру Т будем отсчитывать от 
уровня температуры на входе Г 0, полагая, что пе­
репад температуры Г, обусловленный нагревом 
газа, мал по сравнению с Г 0. 
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Рис. 1. Разрядный элемент: 1 - источник питания, 2 -металлические электроды, 3 - диэлектрические барь­еры. 



Рис. 2. Схема разрядного канала. Направление тепло­вого потока показано стрелками. 
Основные уравнения и граничные условия. 

В рамках принятых допущений безразмерная сис­
тема уравнений, описывающая плоское стацио­
нарное течение газа в приближении Буссинеска, 
имеет вид [2] 

др/ду = 0, 

д2и/ду2 = dp/dz-GrT, 

du/dz + dv/ду = 0, 

Э(7и) 3(7V) 
dz ду + 1, 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

где р - избыток давления над гидростатическим, 
отсчитанным от входа в озонатор. Здесь ось 0z на­
правлена снизу вверх по потоку газа, а ось Оу пер­
пендикулярно к ней (рис. 2). За единицу длины 
принималась половина ширины канала h, а ос­
тальные масштабы выбирались так, чтобы коэф­
фициенты при всех слагаемых, за исключением 
последнего, в уравнении (2) равнялись единице 

2 V 2 p 0 

Рт = PO^I = — J - , 

h 
T 

h' 

qh 
Cpp 0 V 

(5) 

Здесь v - средний в рабочем интервале темпе­
ратур коэффициент кинематической вязкости га­
за; q - мощность объемного источника тепла; р 0 -
плотность при температуре Г 0; Ср - удельная теп­
лоемкость газа при постоянном давлении. При 

такой нормировке в уравнениях появляются два 
параметра: число Прандтля и число Грасгофа 

а 
$gh q 

G r = J ^ L i (6) 

где (3 - коэффициент расширения газа; а - сред­
ний в рабочем интервале температур коэффици­
ент температуропроводности газа. 

Кроме того, граничными условиями задается 
расход газа, который в выбранных переменных 
является средним по сечению канала числом Рей­
нольдса (Re). При задании краевых условий будем 
иметь в виду симметричный случай, когда диэле­
ктрические барьеры, являющиеся источниками 
тепла, находятся с двух сторон канала и охлажда­
ются внешним хладоагентом симметричным об­
разом. В силу симметрии задачи можно рассмат­
ривать половину канала с краевыми условиями 

при у = 0: и - 0, v = 0, -дТ/ду - j = const, (7) 
при у = 1: ди/ду = 0, v = 0, дТ/ду = 0, (8) 

при z = 0: р = 0, Т= 0, (Re) = Judy = const. (9) 

Предположим, что газ в зону разряда входит 
со сформированным динамическим профилем, 
дальнейшая деформация которого будет обус­
ловлена только нагревом газа. Это допущение ос­
новано на том, что газ из коллектора не сразу по­
падает в зону разряда, а проходит некоторый на­
чальный участок, длина которого значительно 
больше длины динамической стабилизации вы­
нужденного изотермического течения, составля­
ющей порядка 0.05/z(Re) [3]. При характерных для 
барьерных озонаторов числах Рейнольдса (10-50) 
эта длина составляет (0.5-2.5)/?.. Подобное пред­
положение можно было бы принять и в отноше­
нии участка тепловой стабилизации, связанного с 
прогревом газа за счет тепла, исходящего из ба­
рьеров, однако этот вопрос требует специального 
обсуждения. На участке тепловой стабилизации 
поперек канала имеются две зоны: в пристеноч­
ной зоне кроме объемного нагрева газа есть до­
полнительный нагрев за счет выхода потока теп­
ла из барьера, в остальной зоне есть только объ­
емный нагрев с однородным поперек канала 
распределением температуры (рис. 2). Внутри по­
граничного слоя (нагретого слоя) на газ будет 
действовать дополнительная сила Архимеда, ко­
торая вызовет переток газа из средней части в на­
гретый пристеночный слой. При этом общий по­
ток газа остается неизменным, но пограничный 
слой с ростом координаты z расширяется, и ско­
рость в нем растет. Вне нагретого слоя скорость 
газа уменьшается (рис. 2). Дальнейшее развитие 
течения и теплообмена может пойти по двум сце­
нариям. Во-первых, скорость в середине канала 
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может не успеть снизиться до нуля до того момен­
та, как весь канал прогреется, пограничные слои 
сомкнуться в средней точке, и участок стабилиза­
ции закончится. В этом случае будет наблюдаться 
ламинарное течение газа во всем канале. Во-вто­
рых, газ может не успеть прогреться, а скорость в 
середине уменьшится до нуля и будет уменьшаться 
далее до возникновения спутного (возвратного) 
течения. Возникшее спутное течение будет разви­
ваться от самого верха разрядного канала и увели­
чиваться до тех пор, пока канал не прогреется. 
Стационарное течение характеризуется опреде­
ленным профилем скоростей и температур на всем 
протяжении канала, в том числе и на его выходе, 
где канал соединяется с коллектором газа. Если 
это распределение температур и скоростей на вы­
ходе канала не сформируется, то стационарный 
режим течения будет невозможен. Втекание газа 
из верхнего коллектора будет происходить с про­
филем скорости, определяемым геометрией кол­
лектора, а температура будет определяться сред­
ней температурой коллектора. Ясно, что и профили 
скоростей и температур будут совсем не те, какие 
требуются для образования стационарного тече­
ния. Эти распределения будут поддерживать спут-
ный поток, но движение не будет стационарным. 
Изменяясь сложным образом во времени, оно бу­
дет турбулентным. Место зарождения турбулент­
ности следует считать то место, где должен был 
бы появиться спутный поток. Нужно сказать, что 
обсуждаемая здесь турбулентность является осо­
бой турбулентностью, возникновение которой не 
связано с действием инерционных сил. Подобная 
турбулентность в условиях естественной конвек­
ции теоретически была предсказана в [4] и на­
блюдалась при моделировании смешанной кон­
векции в системе охлаждения мощных трансфор­
маторов [5]. 

М е т о д интегральных с о о т н о ш е н и й . Таким об­
разом, для решения вопроса о характере течения 
газа в разрядном канале нужно определить порог 
возникновения спутного течения. Решение дан­
ной задачи будем искать на основе метода интег­
ральных соотношений [4]. Суть метода состоит в 
том, что исходная. система дифференциальных 
уравнений заменяется эквивалентной ей систе­
мой интегральных соотношений. Для этого про­
интегрируем уравнение движения (2) поперек 
разрядного канала 

получим 

дуу0 
dz J 

(11) 

Интегрируя (10) еще раз, находим профиль 
скорости 

о о 

С учетом (11) имеем 
у Л 

u(z,y) = -fjy-У-) + Gr }JTdy-jdyJTdy .(13) 

о 0 

На основании полученного выражения для 
скорости газа найдем среднюю скорость. Соглас­
но условию (9) 

Л 1 

+ Gr 
1 у у 

(14) 

jydy^Tdy + jdyjdyJTdy 

v 0 о О О О 

Разрешим последнее уравнение относительно 
градиента давления 

= 3<Re>( l -KF(z) ) . 
dz 

(15) 

Здесь К = Gr/(Re) - конвективный параметр, 
учитывающий роль свободной конвекции, а 

1 1 у у 

F(z) = \\Tdy-\dy\dy\Tdy. (16) 
0 О О О 

Введя обозначение 
>' У У 

•q>(z,y) = yJTdy-jdy^Tdy (17) 

0 0 0 

и используя (15), имеем для скорости течения газа 

u(z,y) = 3(Rz)(l-KF(z))(y-l-) + Grq>(z,y).(W 

(Ю) 

Здесь учтено, что, согласно уравнению (1), дав­
ление не зависит от у координаты. Положив у = 1, 

Интегрируя (11) и (15), найдем перепад давле­
ния и силу сопротивления 

z 

p(z) = - 3 < R e > J ( l - K F ( z ) № , (19) 

file:////Tdy-/dy/dy/Tdy


z у 

\ F ^ ^ d z = ~m+Gt\dzlTdy- (20) 

0 0 

Обратим теперь к уравнению переноса энер­
гии (4). Интегрируя его поперек канала, получим 
с учетом краевых условий 

^-[uTdy = Jr + l. 
dz) У Рг (21) 

Отсюда находим закон изменения среднемас-
совой температуры газа 

7 У Р г + 1 
К ' (Re) Z ' 

(22) 

где(7) = ^jl

QuTdy -среднемассоваятемпература. 

Таким образом, исходная система дифферен­
циальных уравнений (1)-(4) заменена эквива­
лентной системой интегральных соотношений 
(18)-(22). Причем при выводе этих соотношений 
не было сделано никаких приближенных допуще­
ний, т.е. полученные интегральные соотношения 
являются точными (в частности, линейный харак­
тер зависимости среднемассовой температуры от 
z координаты). Точность применяемого прибли­
женного метода определяется точностью задания 
температурного поля. Если бы поле температур 
было известно точно, то на основе интегральных 
соотношений можно было бы найти точное ре­
шение и для гидродинамических величин. Веро­
ятность задания неправильного профиля темпе­
ратуры намного меньше, чем профиля скоростей, 
поскольку профиль температуры имеет монотон­
ный характер, тогда как профиль скоростей мо­
жет изменяться в этих условиях немонотонно. 

При расчете участка тепловой стабилизации в 
качестве характерного параметра задачи выбе­
рем толщину пограничного слоя 8(z). При z = 0, 
8(0) = 0; при z = z& 8(Z#) = 1. Здесь zH- расстояние, 
на котором происходит смыкание тепловых по­
граничных слоев (рис. 2). Приближенный темпе­
ратурный профиль должен удовлетворять крае­
вым условиям (7)-(9) и интегральному соотноше­
нию (22). То и другое будет выполнено, если T(z, 
у) задать в виде 

T(z,y).-= z / ( R e ) + 7 W ( 8 ) , 

0 < у < 8 , 

T(z,y) = z/<Re>, 8 < у < 1 , 

(23) 

(24) 

где г = у/8 - безразмерный параметр; Т (е ) - сте­
пенной алгебраический полином. (Выбор вида 
полинома рассмотрим ниже.) 

Опуская промежуточные выкладки, приведем 
соотношения для расчета основных динамичес­
ких характеристик течения 

^ = 3(1 - КЪШУ-У2/2) + К / ( е ) , 

0<у<Ь, 

u(z,y)/(Re) = 3 ( l - K K 8 ) ) ( y - / / 2 ) + K / ( l ) f i 

8 < у < 1 , 

dp 

(26) 

dz 
3 < R e > [ ( l - K K 5 ) ) ] - K z . (27) 

Здесь 

/(e) = 5 3 ( £ а 0 ( 1 ) - а 1 ( г ) ) , 

fe(5) = 8 3 ( а 0 ( 1 ) - а 1 ( 1 ) - 5 у ) , 

I 
У = ^ a 0 ( l ) - a , ( l ) + a 2 ( l ) , 

8 8 

a0(e) = jx¥(E)de, а}(е) = ja0(e)dE, 

о о 
8 

а2(г) = ja^Ejde. 

Из полученных решений видно, что при К = 0 
(свободная конвекция отсутствует) 

u(z,y) = 3 < R e ) ( y - y 2 / 2 ) , 

dp/dz = - 3 ( R e ) 

получаем выражение для вынужденного изотер­
мического течения газа. На начальном участке 
профиль скорости зависит от z и деформируется с 
выходом на асимптотический участок, на кото­
ром зависимости от z не наблюдается. При малых 
К профиль скорости близок к параболическому, с 
ростом параметра К профиль становится более 
наполненным у стенок канала и менее наполнен­
ным в его середине. Определим значение К к р , при 
котором в середине канала в месте смыкания теп­
ловых погранслоев возникает спутное течение. 
Положив u(zH, 1) = 0 в выражении (26), после эле­
ментарных преобразований получим 

К ™ = 
1 

к р - а 0 ( 1 ) / 6 + 2 ^ ( 1 ) 7 3 - я 2 ( 1 ) ' 
(28) 

Проанализируем характер изменения градиен­
та давления вдоль потока газа. Как следует из вы­
ражения (27), по мере прогрева газа с ростом тол­
щины теплового слоя градиент давления возрас­
тает и в зависимости от значения конвективного 
параметра может обратиться в нуль либо на на­
чальном, либо на асимптотическом участке при 



z = ZQ. Определим значение К 0 , при котором гра­
диент давления будет равен нулю в месте смыка­
ния пограничных слов при z 0 = сн 

M/3<Re> 
1.0 

к = I 
0 z„/3(Re> + a 0 ( l ) / 2 - a 2 ( l ) -

(29) 

Если К > К 0 , то градиент давления будет равен 
нулю при ZQ < zH- Если же К < К 0 , то он будет равен 
нулю при z 0 > zH- Для всех Z>ZQ градиент давления 
положителен, т.е. газ движется в сторону повы­
шения давления. На этом участке движущей си­
лой является сила Архимеда, которая уравнове­
шивается силами давления и сопротивления, тог­
да как при z < ZQ движущими силами являются 
сила давления и сила Архимеда, уравновешиваю­
щиеся силой сопротивления. Таким образом, при 
изменении z от z < z0 до z > z0 сила давления из дви­
жущей превращается в тормозящую. 

Метод интегральных соотношений не содер­
жит критерия выбора вида функции ¥(£) . Как по­
казывает практика применения этого метода для 
различных задач гидродинамики и смешанной 
конвекции [1, 4], все решения при различных 
функциях Ч*(г) близки между собой и близки к 
точному решению. Потому выберем наиболее 
простую функцию, удовлетворяющую краевым 
условиям (7) и (8) 

¥ (е ) = ( 1 - е ) 2 / 2 . (30) 
После элементарных вычислений находим 

К к р =180/Л (3D 

В частности, в условиях эксплуатации барьер­
ных озонаторов К < 10, а j < 1, так что срыва ста­
ционарного течения не возникнет. 

В заключение определим длину участка тепло­
вой стабилизации. Из (22) следует 

j / P r + 1 Э 8 
(32) 

Отсюда, выполнив необходимые вычисления, 
получим зависимость 8 ( z ) 

z = ^ М ^ [ З Ь ( 8 ) + К(8 5со(1) - 3fc2(S))], (33) 

где 

ш(1) = (a 0(l) - a 1 (D)a 0 (l) - jja^m^de. 
о 

Подставляя в формулу (33) значения вычис­
ленных коэффициентов, находим zH — 2h. 

Из проведенного анализа можно сделать вы­
вод о том, что при выполнении условия К < К к р 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
У 

Рис. 3. Расчетные распределения скорости: 1 - К/ = 0, 2-К/ = 30,5-К/= 100. 
длиной участка тепловой и динамической стаби­
лизации можно пренебречь и вести расчет по ос­
новному участку с помощью интегральных соот­
ношений (18)—(22). Так, для рассматриваемого 
примера профили скорости и температуры на ос­
новном участке определяются выражениями 

iffi = 3(l-±4-f 1 к Л 1 - ( . - Л ( 3 4 , 

T(z-y)' wf+wm'-'-^+i^-rf-(35) 

На рис. 3 приведены кривые профиля скоро­
сти в зависимости от параметра К/. 
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