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1962 
И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

МАТЕМАТИКА М 4 (29) 

Г. И. Трушин 

Х-СОПРЯЖЕННАЯ С И С Т Е М А 

ВВЕДЕНИЕ 

Как известно, два касательных направления на поверхности на­
зываются сопряженными, если они обращают в нуль билинейные 
формы, присоединенные к квадратичным асимптотическим формам. 
В настоящей работе вводится понятие сопряженности трех каса­
тельных направлений (Х-сопряженность) на /7-мерной поверхности 
в й-мерном проективном пространстве относительно кубичных асим­
птотических форм. 

Основным предметом нашего исследования будут Х-сопряженные 
системы, являющиеся специальным классом поверхностей, несущим 
на себе Х-сопряженные сети. Выясняется геометрический смысл X-
сопряженности, доказывается теорема существования трехмерной 
Х-сопряженной системы и, наконец, рассматривается частный случай 
трехмерной Х-сопряженной системы, обладающей свойством рассло-
яемости по линиям Х-сопряженной сети. Работа выполнена методом 
подвижного репера и внешних форм Картана [1], [2]. 

§ 1. Проективный репер. Асимптотические формы 

К каждой точке А /7-мерной поверхности в й-мерном проектив­
ном пространстве присоединим проективный репер (который мы 
не предполагаем голономным), образованный из й - f - l базисных то­
чек А , А х , . . . , А р , из которых 

1) р точек At (i=l,..., р) лежат в касательном подпростран­
стве; 

2) q точек А а (а == /»- j - 1,..., p~\-q) лежат в 1-ом соприкасающемся 
пространстве (пространство первых и вторых дифференциалов), вне 
касательного подпространства; 

3) г точек Ах (X = р -f- q - f - 1 , . . . , р -\-q-\-r) лежат во 2-ом сопри­
касающемся пространстве (пространство дифференциалов 1-го, 2-го 
и 3-го порядков), вне 1-го соприкасающегося пространства; 

4) п — р — q — г точек Л 0 (s=p -\- q-\~ г~\- 1,..., п.) лежат в объем­
лющем пространстве, вне 2-го соприкасающегося пространства 
(считаем n^p-\-q-\-r). 
Д-145. Математика — 11 

file://-/-q-/-r


162 Г. И . Трушин 

Отсюда уравнения инфинитезимальных перемещений репера: 

dA = щА + S со 'А,; 

} (1) 

dAt = (о? А + £ c«U y - + £ »" А ; 

= ш ° л +2 ш! л , + 2 ^ л з + S » U x ; 

= ^ л + S «)1 Л,-+S + S < ̂  + S »JA. ; 
Г Я Я 

Ж 4 . = в>2д + 2 «4л(.+ S +Б + 2 • 
Уравнения структуры: 

Я Ю ' = [Ф2»']+£[(Л)}]; = 2 [ < М ] + £ [ « £ < » £ ] ; 

/ X = 2 к « Л -f- £ [»? « Я ; = S К < ] + S К °>Я • 
Индексы пробегают следующие значения: 
i,J = l,...,p; я , р = р + 1,..., + X , ^ = / 7 + ^ + 1 , . . . , / j - f ^ r - f r ; 

° , p = / J + ? + r - f - l , . . . , « . 
Выбор репера определит на поверхности /? семейств базисных ли­

ний (о 1,..., (ор, на касательных к которым располагаются базисные 
точки репера At. 

Касательное направление на поверхности вполне - определяется 
заданием значений главных форм о/. Например, три различных каса­
тельных направления dv d2, d3 будут определяться тремя различ­
ными совокупностями: 

Определением квадратичных Ф а и кубичных Wx асимптотических 
форм могут служить равенства 

d 2 A = £<& aA a(modA, Л ] ; . . . , Ар), 
а 

d"A = ^ А, (той А, А,,..., Ар, Ар+Ъ..., Ap+q). 
х 

Выражения асимптотических форм: 

l i.j 

WX = £ « А о ? ш«Х = £ = 2 fi^eoVw*. 
i,a <* г, /, ft 

Эта выражения можно записать в другом виде,^ проводя сумми­
рование по сочетаниям и считая разные индексы различными: 

i I, j 

i l.i iJ,k 
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Все коэффициенты b% , В%-, B)jk симметричны по нижним индексам. 
Числа q и г независимых форм Ф" и Wx соответствуют числу базис­
ных точек репера Л и Л , . Для общей /7-мерной поверхности числа 

„р(р + Ц р (р + 1) (р + 2) 
q и г не могут превышать з н а ч е н и и — - и — ^ — соот­
ветственно. 

Заметим, что число и вид форм Ф* и д олжны быть согласо­
ваны. Задание форм Ф* определяет верхнюю границу числа форм 
•F\ а задание форм Wx определяет нижнюю границу числа форм Фа-
Случай наибольшего возможного числа независимых форм Фа и 
интересен в том отношении, что выражения этих форм могут быть 
приведены к наиболее простому виду, который мы будем называть 
каноническим. Для записи асимптотических форм в каноническом 
виде мы будем употреблять двух- и трех индексные обозначения 
вместо индексов а и X: 

Ф(») = (10')2

1 ф(У) = 2ш'< (2) 
W ) = (и')3, Т(' у) = 3 К ) V , = бсо'иЛЛ (3) 

Легко показать, что канонизация форм Ф" и не определяет 
однозначным образом базисные точки Аа и Л х (т. е. точки Л(Н), Л(У), 
Л(Ж), А(1ф, Л(гд)), но в значительной степени ограничивает их поло­
жение. 

§ 2. Х-сопряженность 

О п р е д е л е н и е 1. Три касательных направления dv d2, d3 по- ' 
верхности назовем Х-сопряженными, если они обращают в нуль три­
линейные формы, • присоединенные к кубичным асимптотическим 
формам 

Wx(dv d2, d 8) = . S BlW(d1)uj(d2)<»k(d3) = 0. (4) 
U, k 

Обратим внимание на симметрию понятия Х-сопряженности отно­
сительно каждого из трех сопряженных направлений. 

О п р е д е л е н и е 2. Три семейства линий на /j-мерной поверх­
ности назовем Х-сопряженными, если касательные к ним в каждой 
точке поверхности образуют тройку Х-сопряженных направлений. 

Включим линии этих трех семейств в число базисных линий 
и > \ ® Р поверхности, и пусть линии ш1, ш2, о>3 будут нашими ли­
ниями, касательные направления к которым будут определяться 
следующими тремя совокупностями значений форм: 

W (dy), О, 0,... , 0}, | 0 , ш 2 ( ^ ) , 0 , . . . , 0}, {0 ,0 , ш 3 (< / 3 ) , . . . , - О } . 

Внося их в трилинейные формы (4), получим 5 ш = 0. 
Итак, для того, чтобы три семейства базисных линий ш;, шк 

на /7-мерной поверхности были Х-сопряженными, необходимо и до­
статочно, чтобы в выражении каждой кубичной формы Wx отсут­
ствовало слагаемое с произведением orVco*. 

О п р е д е л е н и е 3. /7-мерной Х-сопряженной системой назовем 
такую /7-мерную поверхность, на которой существует неособая сеть 
из /7 семейств линий, каждая тройка которых Х-сопряжена. Такую 
неособую сеть из р семейств линий будем называть Х-сопряженной 
сетью. 
11* 
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Из предыдущего следует, что необходимым и достаточным ус­
ловием того, чтобы /7-мерная поверхность была Х-сопряженной си­
стемой с Х-сопряженной сетью из базисных линий, является отсут­
ствие в кубичных асимптотических формах слагаемых с произведе­
ниями <oVu> f t с различными I, j , k. Следовательно, кубичные асим­
птотические формы для Х-сопряженной системы имеют вид (сум­
мирование по сочетаниям) 

' г = 2 в)и К ) 3 + з 2 в)и й 2 «/ 
i и (5)-

Число форм (5) не может превышать р2. 
Мы условимся рассматривать случай наибольшего возможного 

числа форм Ф а и При этом условии определение Х-сопряженной 
системы принимает однозначный смысл. Канонический вид асимпто­
тических форм для Х-сопряженной системы: 

Ф(") = (ш')2, Ф(у> = 2(Л>-/ ) 
¥('"> = (а>')8, = 3 (co')V.J 

§ 3. Геометрический смысл Х-сопряженности 

Рассмотрим /7-мерную поверхность, .которую мы сейчас не пред­
полагаем Х-сопряженной системой, и приведем ее квадратичные 
асимптотические формы Ф* к каноническому виду (2). Мы уже знаем, 
что последняя операция не определяет однозначно базисные точки 
Аа (двухиндексные точки), но в значительной степени ограничивает 
их положение. Закрепим все базисные точки репера в любом до­
пустимом для них положении и рассмотрим произвольную точку 
Р трехмерного пространства (АА1А2А(и)): 

Р = ЕЛ + 7)Л1 + СД 2 - | - /1 ( ] 2 ) 
(£, т), С произвольны). 

Потребуем, чтобы точка Р не выхо­
дила из 1-го соприкасающегося про­
странства поверхности, когда точка 
А смещается по направлению базисной 
линии ев3 (рис. 1). Инфинитезимальное 
смещение точки Р: 

dP = Q A + 2 ®% -f- 2 Q*A« + 2 № ( i 2 ) А, . 
i а. X 

С другой стороны, по условию, при ш' — Ь3 (г = 1 , . . . , / ? ) должно 

быть d P = M + 2?4 + S*^«-
i а 

Мы видим, что поставленное требование будет выполнено, если 
будет выполняться равенство 2 ш\щАх = 0. Отсюда, ввиду независи-

а 
мости точек Ах, и>\П) = 0. 

Получим некоторые соотношения. Из а) а = 0 имеем 2 Ыт1] — 0, 
i 

отсюда <e" = 2 & W ' - M 3 < Й / = 0 имеем 2 [°>/a)i] = 0 или 2 Щ®3' <*>1] = 
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= 0, или £ К S ««] = О, отсюда £ by о^=^^]В\^ (коэффициенты 

fi//ft те самые, которые входят в (})ор.\ил Ф* и 
Благодаря канонизации форм Ф* в левой части последнего ра­

венства из всей суммы останется только одно слагаемое с коэффи­
циентом ьЧрфО, тогда как все остальные коэффициенты by при 

равны нулю. Имеем Ь%}) — £ ВХук®к, В частности, для i = 1, 
к 

7 = 2 Мг2)
 ">(i2) = S Bm^f Подставляя сюда o>Xi2) = 0, co' = § 3 , полу-

к 
чим Б ] 2 з = 0 . Это равенство означает, что касательные к базисным 
линиям со1, с»2, и)3 в точке А являются Х-сопряженными. 

Отсюда также следует равноправность направлений ААи АА2, 
АА3 в наших построениях, и мы имели бы тот же результат, если 
вместо пространства (АА1А2А(12)) рассмотрели пространство 
(ЛЛ^дЛ^з)) или (АА2А3А(2Ъ)). Доказана выражающая геометрический 
смысл Х-сопряженности 

Т е о р е м а . Для того, чтобы на р-мерной поверхности с при­
веденными к каноническому виду квадратичными асимптотическими 
формами Ф" пространство ( Л Л ^ Л ^ ) ) не выходило из 1-го сопри­
касающегося пространства, когда точка А смещается в направ­
лении ЛЛ 3 , необходимо и достаточно, чтобы направления ААи 

касательные к базисным линиям ш 1 , со2, со3, были Х-сопря­
женными. 

С л е д с т в и е . Для того, чтобы /7-мерная поверхность была 
Х-сопряженной системой с Х-сопряженной сетью из базисных линий, 
необходимо и достаточно, чтобы в случае приведения квадратичных 
асимптотических форм Ф* к каноническому виду все пространства 
(AA^JAQJ)) оставались бы в 1-м соприкасающемся пространстве по­
верхности, когда точка Л смещается в направлении любой базисной 
линии и>к(кф i, j). 

§ 4. Теорема существования трехмерной Х-сопряженной системы 

Т е о р е м а . Трехмерная Х-сопряженная система существует с 
произволом 12-ти функций 3-х аргументов. 

1. Теперь /7 = 3, <7 = 6, г = 9 , п У > \ % . Асимтотические формы счи­
таем приведенными к каноническому виду (6). По формулам 

1 дФа угЛ 
2 cW 

находим выражения форм со? и сох. Получаем следующую систему 
Пфаффа: 

^ = 0 , ш - = 0 , 

c o f W , c o f = о , <оР = «/, 4J) = 0, : 

« & w , ^ = о ^ = с о ^ = о , > : 

- i f = < 4 / ? = = < 4 i - < - Ш = о,Щ; = о , 

«•(«) = 0, а>(">-)'=0. 

(7) 
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Индексы пробегают значения 
i, j , k, h, m= 1, 2, 3; a, («), (ij) = 4 , . . . , 9; 

X, (ш), (i/y) == 10, . . . , 18; o = l 9 , . . . , n. 

2. К системе (7) присоединяем внешние квадратичные уравнения, 
полученные внешним дифференцированием уравнений этой системы. 
Произвол решения определяет подсистема квадратичных уравнений, 
полученных внешним дифференцированием 14-ти уравнений, распо­
ложенных в трех средних строках системы (7). Условимся эти 14 
уравнений, а также соответствующие им квадратичные уравнения 
нумеровать № 1, № 2 , . . . , № 14, в том порядке, как они записаны 
в системе (7). 

Каждое из этих уравнений, в свою очередь, является системой 
из некоторого числа уравнений. Общее число этих уравнений равно 
72. Для исследования подсистемы нужно вычислить число TV—про­
извол наиболее общего интегрального элемента, и Q — число Кар­
тана. • . 

3. Будем пользоваться следующими условными обозначениями: 
1) Подчеркивание одной искривленной чертой двух.индексов, на­

пример 1ц„\т, будет означать симметрию данного параметра по 
этим двум индексам, т. е. 1[щт = 1\ш)П. 

2) Подчеркивание двумя чертами трех, индексов, например 
l\mm, будет означать симметрию данного параметра по этим трем ин­
дексам. 

3) Подчеркивание волнистой чертой двух пар индексов, напри-
м е Р 4/да&. будет означать симметрию данного параметра на переста­
новку этих двух пар индексов, т. е. 1(\щк = Аад)/-

N равно числу независимых параметров в выражениях вторичных 
форм (по терминологии Картана [2]), полученных из квадратичных 
уравнений по лемме Картана. Напишем эти выражения. Одновре­
менно будем вести подсчёт числа вторичных форм, в левых частях 
выражений, и числа независимых параметров, в правых частях вы­
ражений, (см. числа, поставленные снизу): 

3 . 3 6 " 

№ 

из уравнения № 1 

из уравнения № 2 

о("> "«/) • б 

6 6 = 

из уравнения № 3 

™(yft) = t u m m - r kw^'-T kirn® , 

из уравнения № 4: <o{$) = + + /<$)*«>* 
3 1 3 

/НО 
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из уравнения № 5 i 3 3 6 ~ w 

i o C " ) . /(»'<) I /('»> 

*Ч«Л — HUM® ~ Г t(i</l/<° J 
6 — 6 

из уравнения № 6: 
из уравнения № .7: 
и з уравнения № 8: 

из уравнения № 9 

из уравнения № 10 

из уравнения №11 ^ 

, МИ) j I Mil) i 

{ill) МП) j I /МИ) i(H) \ I i /(ш) ft 
s . 6 

,Jl") Mil) J i Mil) ь /("');. 
6 6 3 - = b = i = 

6 6 6 . — 6 — 

— '( | 'у)( ш "T 4(V7)/ ( B -+- t(H/)ftft> , 
6 — 6 6 w 

*(«7ft) — 'y/ftj / f l - Г ЧН/г);"*" hilk)k® , 
6 — — 6 

« 4 = - (Щк+4%*) *l ~ (41* + < 
6 6 ^ —' . —' 

соотношение /Д- + /| | - /Щ, - % = 0; . 
6 6 w 6 —̂ 

6 — 6 ^ 

= 4 1 ^ + 4 $ > У + A * * ; 

из уравнения Nb 12: 4ш) = Л ° > * + А » ' - Л + 4) 
6 6 

из уравнения № 13: и>(

(Щ) = Щ)#*к - Л * + 4) «г + 
6 6 

из уравнения № 14: = в * с о * + - шг - - А * К ' . 
6 6 

Таким образом, получаем Л = 186, число вторичных форм = 123. 
4. Число Картана выражается формулой Q = S, -\~ 2S2 - j - 3S 3 , где 

Su S2, S3 — характеры системы. 
Вычисление характеров Slt S2, S3 связано с вычислением рангов 

соответствующих систем билинейных ковариантов. Ранг той или 
иной системы будем, определять с помощью разрешения уравнений 
её относительно какой-то части вторичных форм. 

Характер равен рангу системы билинейных ковариантов, полу­
ченных из системы квадратичных уравнений. Этот характер равен 
числу уравнений, т. е. 5j = 72. Понижение ранга означало бы, что 
не все квадратичные уравнения были линейно независимыми. 

Для вычисления характера S2 нужно найти ранг S, 4-S2 системы 
билинейных ковариантов с удвоенным числом уравнений, по сравне­
нию с первоначальной системой. Такая система образуется из урав-
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нений — близнецов, которые мы будем рассматривать одновременно, 
обозначая их одним номером. Последовательное разрешение системы 
дает следующее: 

из уравнении № 2: Ч/У) = — ., «Ч№ g W ) = - г. .. 

из уравнений № 12 •; 

1 

« лс л г>('>'| «л из уравнении № 4: Q\jk) = —— щку, 

\m = т г т г ТПГ ш<**> + ю* 
из уравнений № 13 { 

j (iij) U[i V j ] I U[k Vl] (У) i / \ 

Для уравнений № 14 приведем более подробные выкладки. Напи­
шем эти уравнения: 

U1 Л - ш$>)) + Uj - (0$)) + иХЙЗч = О, 
Л - <о ( Д) + v1 (a>g&, - ( « Ш + * Ч ^ > = 0. 

а) Исключая средние слагаемые, получим 

u[i vJ] («оД - «Щ)) + я 1 V«>$?*) = 0. 
Отсюда, после подстановки выражения для формы ш^ш), найдем 

в) Исключая слагаемые с формой получим 

»v ] (ш д - + и 1 v 1 — «o{ia>)=о. 
Подставим сюда выражения для форм и>{'ш), ">(Ш)> 

[/ k\ и1-*»*1 I dJ'vk] (U) , i \ Л1„№ ж I 

•+^44 f - 44- *+«0+eI V 1 44 ^ - °-
Все слагаемые в левой части взаимно уничтожились. Значит эти 

6 уравнений явились следствием предыдущих. Имеет место пониже­
ние ранга на 6. 

Далее рассматриваем остальные уравнения в такой последова­
тельности; №№ 1, 8, 6, 5, 7, 11, 3, 10, 9, Понижение ранга про­
изошло при рассмотрении уравнений №№ 1, 5, 7, 3, 10, 9. Общее по­
нижение ранга оказалось равным 33. Характер S 2 = S , — 33 = 3». По­
следний характер находится по формуле 5 3 = g — St — S2=12. 
Число Картана Q = 7 2 + 2 - 3 9 + 3 - 1 2 = 186. 
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5. Для рассматриваемой системы дифференциальных уравнений 
мы получили Q — N. Таким образом, критерий Картана удовлетворен. 
На основании его теоремы об инволютивных системах [2], решение 
существует с произволом, определяемым старшим характером 5 3 *= 
= 12 (произвол 12 функции 3-х аргументов). Теорема доказана. 

§ 5. Расслояемость трехмерной Х-сопряженной системы 
Расслояемость трехмерной Х-сопряженной системы на однопара-

метрическое семейство двумерных поверхностей по линиям Х-сопря­
женной сети будет иметь место, если каждое уравнение со' = 0 в от­
дельности будет вполне интегрируемым. Сделаем проверку полной 
интегрируемости; 

/ V = [4о'] + [соЦ] + [(0* «4 ]. 
кф1 

Первые два слагаемых обращаются в нуль, а сумма 2 [шйс4] не 
Пф1 

обращается в нуль ни в силу уравнения сог==0, ни в силу уравнений 
Пфаффа (7), ни в силу квадратичных уравнений, полученных из урав­
нений Пфаффа. 

Следовательно, трехмерная Х-сопряженная система не расслаива­
ется указанным образом. 

Выясним, какую особенность должна иметь трехмерная Х-сопря­
женная система, чтобы она обладала свойством расслояемости, и 
найдем произвол существования такой системы. Расслоение будет 
иметь место, если будет выполняться равенство 

2 К4] = о. 
Пф1 

Достаточным (но не необходимым) условием для этого будет вы­
полнение равенств w'h = 0, которые мы присоединим к нашей системе 
(7). Требование равенств w'h = 0 приводит к следующим изменениям 
в системе инфинитезимальных перемещений репера (1): 

dAt = ш? A -f S « К - + 2 щ Аа — щ А-\- «>U(- + £ щ А*. 
J а а. 

Мы видим, что прямые AAt, совпадающие с Х-сопряженными на­
правлениями, не вращаются в касательной плоскости. Добавление 
уравнений <4 = 0 к системе (7) приводит к некоторым изменениям 
в предыдущем исследовании. Теперь будет N' = 195, Si = 78, 5г = 
= 45, 5 3 = 9, Q ' = 1 9 5 . Получили Q' = N'. Система — в инволюции. 
Старший характер 5з = 9. Нами доказана 

Т е о р е м а . Трехмерная l-сопряженная система, у которой X-
сопряженные направления при любом смещении не вращаются в 
касательной плоскости, расслаивается на однопараметрическое 
семейство двумерных поверхностей по линиям Х-сопряженной се­
ти. Такое многообразие существует с произволом 9 функций 3-х 
аргументов. 
Московский городской педагогический Поступило 

институт им. В . П . Потемкина 6 VI I 1959 
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