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В В Е Д Е Н И Е 

Математическая статистическая физика равновесных систем 
сейчас является разветвленной наукой с целым арсеналом ме­
тодов и результатов [7], [50], [86]. 

Совершенно другое положение в изучении динамики даже 
близких к равновесию систем. До последнего времени исследо­
вание динамики велось в следующих трех направлениях: 

1. Общие результаты о существовании динамики как равно­
весной, так и неравновесной [81]—[82], [91], [50], [41]; 

2. Исследование свободных систем [12], [19]—[20] или своди­
мых к ним простым преобразованием (например, модель твер­
дых стержней, Xy-модель) [11, 23]. В этих случаях все величи­
ны явно вычислимы и система допускает ПОЛНЫЙ контроль; 

3. Исследование спектра массивных теорий в основном со­
стоянии [50], [6]. 

Отметим здесь же аксиоматические результаты [29] о без-
массовых теориях в основном состоянии. 

В последнее время появляются работы по ограниченным воз­
мущениям свободных классических систем [74], [71], [13]. Под, 
ограниченным возмущением мы понимаем либо случай, когда в 
бесконечной системе частиц есть взаимодействие в ограничен­
ной области, а вне этой области частицы движутся свободно, 
либо когда в свободную систему частиц помещается выделен­
ная («пробная») частица, которая взаимодействует с осталь­
ными. Таким образом, остальные частицы взаимодействуют че­
рез нее и можно сказать, что область, где взаимодействие воз­
можно, перемещается в пространстве вместе с частицей. Хотя 
даже в трансляционно инвариантном случае здесь есть резуль­
таты об асимптотической полноте [2], в целом до окончательного-
понимания далеко. 

В этом обзоре мы выделяем важную часть этой проблемы, 
где можно говорить, что ситуация в основном понята и хорошо 
контролируется. 
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Прежде всего, наш технический метод — ряды теории воз­
мущений типа рядов Дайсона—Швингера и их формальные 
обобщения в классических работах Фридрихса [47] и Хеппа [54]. 
Ключевые ограничения, в которых получены доказательства 
сходимости этих рядов [26], [68] таковы: 

1- Взаимодействие мало, и сосредоточено в ограниченной 
области или достаточно быстро убывает на бесконечности (т. е. 
«сть пространственное урезание); 

2- Рассматриваются ферми-системы, так как для них опера­
торы рождения-уничтожения ограничены; 

3, Система не имеет ультрафиолетовых расходамостей; 
Возмущение является малым ограниченным оператором, 

ввиду всех этих предположений. 
Основной проблемой в дальнейшем является переход к 

трансляционно инвариантному взаимодействию, т. е. снятие 
пространственного урезания. Нам представляется, что это сей­
час единственно реальный путь для доказательства асимптоти­
ческой полноты. 

До статьи [26] не было известно ни одного доказательства 
асимптотической полноты, но имелись другие более слабые ре­
зультаты [47], [79], [80], [56]—[61], [17], [83], [28], [44], где строи­
лась теория рассеяния в фоковском пространстве и в ^-алгеб­
рах для различных теорий подобного типа. Однако нигде не 
доказывалась асимптотическая полнота. Из [26] следовала 
асимптотическая полнота в температурном состоянии, а также 
в- случае отсутствия поляризации вакуума для основного со­
стояния. В [1], используя стандартный прием теории рассеяния, 
доказана полнота для случая массовой щели без поляризации 
вакуума. В [68] доказана сходимость разложений в «linked 
cluster theorem» из классических книг [47], [54]. Отсюда в част­
ности вытекает асимптотическая полнота в условии поляриза­
ции вакуума без массовой щели. Позднее с помощью таких же 
методов этот результат был перенесен В. В. Айзенштадтом на 
случай произвольного химического потенциала с четным взаи­
модействием. 

В [1] рассматривается случай взаимодействия отдельно взя­
того спина со свободным ферми-полем. В этот обзор мы вклю­
чаем также новые результаты относительно этого случая. 

ДЛЯ чтения статьи необходимо знание спектральной теории 
самосопряженных операторов, некоторых определений из теории 
'С*-алгебр и небольшое знакомство с современной квантовой 
физикой. 
" В главе 0 мы приводим все необходимые сведения о фоков­
ском пространстве, вторичном квантовании, алгебре каноничес­
ких антикоммутационных соотношений, квазисвободных состоя­
ниях и свободной динамике на этой алгебре. 

Глава 1 посвящена так называемому фоковскому спектрально­
му представлению свободной динамики в температурном соетоя-
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нии, то есть представления ее в виде г (е" (h®h'B)), где Л, Л*-— 
одночастичные гамильтонианы для частицы и античастицы. Тех­
ника этого представления использует скобки Вика относительно 
соответствующего состояния. 

В главе 2 мы сначала, следуя [83], [44] показываем, как 
строится теория рассеяния в С*-алгебрах. В § 2.3 доказывается 
асимптотическая полнота в С*-алгебре КАС, соответствующая 
статье [26]. В § 2.4, 2.5 этот результат применяется для доказа­
тельства унитарной эквивалентности в основном и КМШ-со-
стоянии. 

В главе 3 доказывается центральный результат знаменитой 
«linked cluster theorem», из которой затем выводится асимпто­
тическая полнота в условиях поляризации вакуума. Это требует 
существенно более сложной техники кластерных разложений — 
фермионные сокращения в ячейках «мода-время». Для удобства 
читателя мы приводим определения диаграмм Фридрихса' и 
формальную теорию перенормировок для этого случая. Эта гла­
ва может читаться независимо от главы 2. 

В главе 4 рассматривается спин, взаимодействующий со 
свободным ферми-газом. Для температурных состояний мы 
имеем две существенно различные ситуации: изоморфизм этой 
системы свободному ферми-газу или свободному ферми-газу с 
невзаимодействующим с ним спином. В §4.4 мы классифицируем 
возмущения свободной динамики в основном состоянии. Доказа­
тельства теорем 4.7 и 4.8 принадлежат В. В. Айзенштадту. 

Глава О 
ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ 

§ 0.1. Пространство Фока. Вторичное квантование 

Пространство Фока — это гильбертово пространство с допол­
нительной структурой. 

Пусть задано сепарабельное гильбертово пространство 34. 
Если не оговорено противное, далее оно везде будет считаться 
комплексным со скалярным произведением, антисимметрическим; 
по второму аргументу. 

Мы определим антисимметрическое (фермионное) прост­
ранство Фока F o = - F a ( " ' ) над <9# и симметрическое (бозонное) 
пространство Фока FS=FS ( (3$) . 

Удобно сначала ввести более общее пространство Фока 
£••=£•(5».^ ©£-<">, (0.1.1) 

где •"•(-)-.-= С (пространство констант), .У(П> = .ЯП>(5#) = 20®П==-
.--=-- $6®Ж®... ®06 (® означает тензорное произведение гильберто-
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вых пространств (см. [27]), #" в (0.1.1,) означает прямую сумму 
гильбертовых пространств, т. е. пространство последовательностей 

ф = (Ф0, Ф „ . . . , Ф „ , . . . ) , Ф„б^п ) (0.1.2) 
с .конечной нормой 

00 

(Ф. ф)=||Ф||2—2и(р«112- ( ° л - 3 ) 
п-о 

Заметим, что если ..Ж-—L2(X> s> l-1)- т о &~{п) есТь пространство 
квадратично-интегрируемых функций <pn(xi, . . . , хп), xi

6X по 
мере |лп-~ц® .... ®ц (n раз). 

В пространстве У естественным образом действует симметри­
ческая .группа Sn, переставляющая множители в тензорных про­
изведениях /,<2>.. .®/„ , ffeM. Подпространство #"•>), инвариант­
ное относительно симметрических перестановок элементов, обозна­
чим через .£ЧЛ\ антисимметрических (умножающихся на знак 
перестановки) —через #"("•. 

О п р е д е л е н и е 0.1. Пусть 
^ = ^ ( » и а = Ф ^ » > (0.1.4) 

п-0 -"=0 
В указанном выше случае, когда Щ есть пространство функ­

ций, &W(SFW) состоит из симметрических (антисимметрических) 
функций. Будем называть &\п) и £ПЯ)' «.-частичными подпростран­
ствами. 

Если задан ограниченный оператор U, ||t/||{le}l, в .5$, то обо­
значим через T(U) оператор в ЗГ, действующий в каждой ком­
поненте ffr(n) по формуле 

r(^)(/1®...Cg>/n)=--([/f1)®.. .®([/fn) (0.1.5) 
и продолженный далее по линейности и по непрерывности на 
все пространство F . Заметим, что F , и F a инвариантны относи­
тельно Г(<У), и поэтому сужения T(U) на эти подпространства 
будем обозначать тем же знаком. Если U унитарен в.~2№, то 
T(U) унитарен в F s и F a , соответственно. 

Пусть h — самосопряженный оператор с областью определе­
ния-2) !=.Ж Обозначим через dT(h) самосопряженный оператор, 
являющийся замыканием симмерического оператора в F , дейст­
вующего для любого f—fi® ... ®fn.—25® . . . ®£D*=:8F{n) no 
формуле \ 

<*Г <*){/, ®. . . / J = h/ t®/2®. •. ® / „ + . . . 
. . . + / , ®./2®...®А/я (0.1.7) 

(она получается формальным дифференцированием T{eith) в 
точке t=0). Тем самым, dT(h) можно считать действующим в 
F - и F a , где он тоже является самосопряженным оператором. 
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§ 0.2. Операторы рождения и уничтожения. 
С*-алгебра КАС 

Для любого /-=5.? определим операторы рождения a* (f) и 
уничтожения a(f) в F(5(5): 

a(f)Q = 0, a*(f)---(0,f, 0 , . . . ) , 

a ( / ) ( / i ® . . . ® / « ) - - - V ~ ( / , / 1 ) ( / 2 ® . . . ® Л ) , (0.2.1) 
a * ^ ( / i ® - - - ® / - ) - K n T T / ® / i ® . - - ® / « . 

где вектор Q = ( l , 0, 0, . . . ) . -=F называется вакуумом. 
Нетрудно проверить, что 

(a(f))*=a*(f). 
По линейности они продолжаются до операторов с всюду 

плотной областью определения F 0—Fo(<3^)SF, состоящей из 
финитных последовательностей (0.1.2), т. е. таких, в которых 
все фп —0, начиная с некоторого n, cplv.=F№>. 

Определим линейный оператор Р± в F формулой 

•Р ± ( /1®. . -®/«) — --г 2 (±-) | n | ( /*( i ,®. . .®/*(">) (0.2.2) 

где | л |-—четность перестановки п. 
Они являются ортогональными операторами в •£"<•") и F>> со­

ответственно. 
. О п р е д е л е н и е 0.2. Положим 

a±{f)=P±a.(f), c?Jf) = P±a*(f) (0.2.3) 

на F s ,o и 'Fa , о соответственно. Далее эти операторы мы часто 
будем обозначать без индексов ± , если из контекста ясно, о 
каком из пространств F s или F a идет речь. В случае, когда 
фоковское пространство состоит из последовательностей сим­
метрических (антисимметрических) функций 

Ф= (фо, <pi,(xi), . • •, Ц>п{х\, .. ., хп), ...), 
операторы рождения и уничтожения действуют по формулам 
(а(/)Ф)„(.х:1, . . . , x „ ) - = K n + 1 ^ 9rt+1(x, хи . . . , .*„)/( .x)dix(x), 

(a4f)0)n(xlt...,xn)= (0.2.4) 

где знак «V» означает, что соответствующая переменная опу­
щена. 
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Замечание. Если норму (0.1.3) заменить на норму 
оо 

11Ф|12=ЙГ->«1Р' <°-2-5) 

"=-0 

то операторы a*(f) и a(f) будут иметь вид (0.2.4), но без мно­
жителей 1/yn и yn-f-Г которые трудно запомнить. 

В антисимметрическом (фермионном) случае имеют место 
канонические антикоммутационные соотношения (КАС) 

a*(f)a(g)+a(g)a*(f).= (f,g)I, (0.2.6) 
М), a(g)} = {a*{f), a*(g)} = a*(f)a*(g)+a*(g)a*(f)=0, 

где 0, / есть, соответственно, Hyfleeofi и единичный операторы 
в FQ . 

Нетрудно убедиться, что на F a 

|ИЖ1-=К(П11 = |1Л|, (0.2.7) 
т. е. в фермионном случае операторы рождения и уничтожения 
ограничены. 

В то же время 
а(/):#]«){to}^("-'> и a*(/):^){to}^f+D, 

имеют норму 

||a(/)||„,B-i-||e*(/)||»-i,» — V ^ | | / | | . (0.2.8) 

Отсюда следует, что ЗГзЛ образует плотное множество анали­
тических векторов для a#(f), где а#—а или а, т. е. для всех 
Фб-У-.о и всех zeC 

2lifMa*(f)rn<«>. 
K---0 

Нас будет интересовать С*-алгебра KAC, порожденная опе­
раторами рождения и уничтожения, действующими в фоковском 
пространстве З^а(З^). 

Определение 0.3. С*-алгебра %{о№) (или ей изоморф­
ная), порожденная операторами a(f), a*(f), fe3e в ff~a, назы­
вается С*-алгеброй канонических антикоммутационных соотно­
шений (С*-алгеброй КАС) над 2ё, где Ж — некоторое гильбер­
тово пространство. 

Если <5#=L2(RV, d-*) или M--v)> то обозначим через %А= 
=Ш(Ь2(А,ёх)), AsRv и 9t(/2(A)), AsZv, С*-алгебры над 
L2(A,dx) и /2(A), соответственно. 
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§ 0.3. Свободная динамика 
и квазисвободное состояние на С*-алгебре Я(5^). 

ГНС-представление 

Пусть h = h* — самосопряженный оператор в Зё .с ПЛОТНОЙ 
областью определения 2&<=;9в, который мы будем называть од-
ночастичным гамильтонианом. 

О п р е д е л е н и е 0.4. Динамикой т. на С*-алгебре 91 назы­
вается любая ее сильно непрерывная группа «--автоморфизмов. 

О п р е д е л е н и е 0.5. С*-динамической системой называется 
пара (% xt), где % есть С*-алгебра, xt — ее динамика. 

О п р е д е л е н и е 0.6. Пусть (91., r\), (9l2, t2)—две С*-Дина-
мические системы. Они называются эквивалентными, если сущест­
вует «-изоморфизм С*-алгебр f: Щ {to} -Я2 такой, что 

для всех ^-=R. •* 
О п р е д е л е н и е 0.7. Однопараметрическая сильно непре­

рывная группа Т(° на С*-алгебре КАС %{3ё), действующая на 
операторах рождения и уничтожения по формулам 

t ? ( a *( / 1 ) ) -= e " d r ( / 0 a # ( / i ) e "" d r ( / 1 ) = = - 1 * (-•"*/)• (0-3.1) 
называется свободной динамикой на С*-алгебре КАС Я (.34?)» 
порожденной одночастичным гамильтонианом h. 

Правое равенство в (0.3.1) требует доказательства. Пусть 
{ех, x-=Zv} •—некоторый базис в 36 и (hex, ev) =сху = сух, тогда 

# 0 = d r (ft) — ^ cXyCPxav 
х,у 

i[H0, а(б-)] — ш / — 2 С - А ) = 

= — ia (^сугег\ = -r-ia (Лег)=-——• а(е"лег)1<-о. 

Аналогично можно легко получить 

i [Н0, а*( ея)\ = -—- a* {e^ez) | ^ 0 . (0.3.2) 

Из этих равенств и следует правое равенство в (0.3.1). 
Далее, пусть всегда Ч есть некоторая С*-алгебра с единицей. 
О п р е д е л е н и е 0.8. Состоянием < > на С*-алгебре 9t 

называется непрерывный положительный нормированный линей­
ный функционал, т. е. непрерывный линейный функционал, об­
ладающий свойством положительности: 

<AM>;>0 V Ле=Я 
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и нормированное™: 
• < / > • - - - 1 , 

где /e9t есть единица в С*-алгебре §С. 
О п р е д е л е н и е 0.9. Квазисвободное состояние < >о на 

%{<%) есть линейный положительный функционал такой, что 
< / > о - 1 , 

и 
( а * ( / 1 ) . . . а * ( / 2 * ) > о = - ( - 1 ) " 1 | П - {a#(fis)a*(fis))o, 

.- s—l 
где сумма берется по всем разбиениям множества индексов 
•(1, , . . , 2k) на к пар (1Ь /О, . . . , (4, /*), причем i.<j„ | я | — 
•четность перестановки л= (h, /ь . . . , 4, /, t). 

О п р е д е л е н и е 0.10. Квазисвободное состояние < >о на 
%{Ш) называется калибровочно-инвариантным, если выполнено 
условие калибровочной инвариантности 

<a(/)a(ff)>o = <a*(f)a*te)>o = 0. • (0.3.4) 
З а м е ч а н и е . Для того чтобы так определенный функционал 

был состоянием, т. е. был положительно определен, необходимы 
дополнительные условия. Очевидно, что если < >о — состояние, 
то имеет место равенство 

<a*(f), a{g)\=(f, Bg), ' (0.3.5) 
где В — линейный положительный оператор в 3*ё такой, что 

0Ж< ВЖ< I Ж; (0.3.6) 
г д е Qgg — нулевой оператор, а I gg— тождественный оператор 
в Ж. 

Можно доказать, что условие (0.3.6) является не только 
необходимым, но и достаточным для того, чтобы < >0 было ква­
зисвободным калибровочно-инвариантным состоянием (см. [87]). 

Мы будем обозначать через < >-в квазисвободное калибро-
вочно-инвариантное состояние, определяемое с помощью опера­
тора В (см. формулу (0.3.5)), и через < >0 просто квазисвобод­
ное состояние на С*-алгебре %{3в). 

Заметим, что случай B^Qyg соответствует так называемому 
фоковскому состоянию на % (Зё). 

Из определения квазисвободного калибровочно инвариантного 
состояние < > 0

S и (0.3.5) вытекает следующая полезная форму­
ла 

< <-*(/,).. .-*•(/,-><&,). • .a(gi)) g = bmn<iet{(fhBgj)}. (0.3.7) 
О п р е д е л е н и е 0.11. Состояние < > называется инвариант­

ным относительно динамики т<, если 
.<т*(.А)> = <Л> (0.3.8) 

для любых А<=Ж{26), teR. 
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Если выполнено (0.3.8), мы будем также говорить, что ди­
намика %t инвариантна относительно состояния < >. 
1 Следующее утверждение является необходимым и достаточ­
ным условием для того, чтобы свободная динамика была инва­
риантна относительно квазисвободного калибровочно-инвариант-
ного состояния. 

У т в е р ж д е н и е 0.1. Квазисвободное состояние < > %, по­
рожденное оператором В, инвариантно относительно свободной 
динамики т̂  тогда и только тогда, когда операторы В и h ком­
мутируют, т. е. имеет место равенство 

£eith=eith,B Vfe.R. (0.3.9) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточность следует из очевидной 

выкладки 
<•-?(--•*(/)--(&))>.?-=(«"*/. Be«bg) = (e«'>f, e"»Bg) = 

=>(f,Bg)=(a*if)a(&)B. 
Докажем теперь необходимость условия (0.3.9). Из инвариант­

ности состояния < ) £ относительно динамики , т° следует, что 
для всех / , g^M 

{ т°(а* </•)«(*» > ofi= < а * ( / ) - % ) >•?• 
Откуда имеем 

(e"bf,Be"»g)^{f,Bg), 
или , 

(f,e-""Be«bg)=:(f,Bg). 
Так как последнее равенство имеет место для всех f, g^M, то 
это означает,, что 

то есть выполнено условие (0.3.9) -
Теперь мы определим так называемое физическое гильбер­

тово пространство 5^фиа, и физический гамильтониан Яфв-. Для 
этого нам придется кратко описать конструкцию ГНС-представ­
ления С*-алгебры Щ, по состоянию < >. 

Определим тройку {Эё< >, п< •>, Q< >), составляющую цикли­
ческое ГНС-представление С "'-алгебры 91 по состоянию ( > , где 
Ж( > —гильбертово пространство, л< >— представление, а 
й< ) —циклический вектор. 

Сначала мы определим^ < >. Алгебра^ есть банахово простран­
ство, а с помощью ( > его можно наделить структурой предгилль-
бертова пространства, если ввести положительно-определенное ска­
лярное произведение 

(A, С) = <С*А>, А, СеЯ. (0.3.10) 
U 



Множество 
»., )={A6^: ( A * A ) = 0 } , (0.3.11). 

как легко проверить, оказывается левым идеалом St. 
Задав классы эквивалентности 

А( >={АэЯ: А=А + 1, /#8< >}€"/"5< > (0.3.12) 
И ПОЛОЖИВ 

(А< >, С< >)=--<C*A>, (О.ЗЛЗу 
где A6A< >, -BG-9 < > —некоторые элементы классов эквивалент­
ности, ил корректно определим скалярное произведение на 
Я/Я5< >. Пополнение 91/35.; > по этому скалярному произведению 
и есть Ш< >• Отображение я< > на плотном множестве в ^ < > 
определяется следующим образом: 

" o H ) C o = ( A C ) < > , (0.3.14). 
а потом распространяется на все <50< > в силу его ограниченности 
на St/35 < >. Остается указать циклический вектор Q< >: 

G< >-=/<>, (0.3.15) 
где 7—единица С*-алгебры %. 

Определим для некоторой динамики т/, и инвариантного отно­
сительно нее состояния < ) самосопряженный оператор НфКЗ, 

Сильно непрерывная одиопараметрическая группа Ut в Ж о 
U/(n<>(i4jQ< >) = «<> ( r t ( .A)Q 0 ) (0.3.16) 

является, в силу инвариантности динамики т* относительно со­
стояния < >, унитарной, которая по теореме Стоуна имеет ин-
финитиземальный генератор #GNS такой, что 

eim^s{n<)(A)Q<)) = n<)(xti:A)Q(y). (0.3.17) 
Мы будем называть пространство •Ж$шз=-2-'< > физическим 

гильбертовым пространством, а оператор #фИЗ—#GNS физичес­
ким гамильтонианом. 

Далее унитарная одиопараметрическая группа Ut также 
будет называться динамикой. Из контекста будет ясно, о какой 
динамике — в С*-алгебре или в физическом гильбертовом про­
странстве— идет речь. 

§ 0.4. Свободный ферми-газ. КМШ-состояния 

О п р е д е л е н и е 0.12 ([28]). Пусть на С*-алгебре Ш заданы 
динамика т и состояние < >. Состояние < > называется (т,^)-
КМШ-состоянием (p-=R=RU{±°°}), если для любых A, В.=§С 
существует функция FA, В такая, что: 

а) FA, В аналитична в D-; " 
б) FA, в непрерывна и ограничена в D-; 
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в) FA,B(0-<Att(-5)>, VteR, 
FA,a(-+^) = <T.(B)A>, V t e R . (0.4.1) 

где Dp---{z: 0<1mz<|J} при р > 0 и 
D<-{z: p < l m z < 0 } при р < 0 

Если р = -|-оо, (%, [})-КМШ-состояние называется основным. 
Определим КМШ-состояние относительно свободной динами­

ки тД порожденной одночастичным гамильтонианом К. 
Утверждение 0.2. Для каждого peR существует един-. 

ственное состояние < >, которое является (т°, р)-КМШ-состоя-
нием. Состояние < > оказывается при этом квазисвободным 
калибровочно-инвариантным с 

B---exp(-^)( /^+exp(-f . / i))- ' , (0.4.2) 
т. е. < > = < >ов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению р-КМШ-состояния 
имеем 

<a(g)a*(f)y = (a*(e->4)a(g)y=(e-*hf, g) -<a*(f)a(g)}, 
если f — аналитический вектор для h, откуда 

«t*((I%l+e-*h),f)a(g)>=(e-*hf,g), 
т. е. имеет место (0.4.2). Для монома общего вида эту выклад­
ку надо итерировать (см. [27]), откуда следует, ЧТО < > квази-
•свободно и В имеет вид (0.4.2). Щ| 

Глава 1 
СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА СВОБОДНОЙ ДИНАМИКИ 

В КВАЗИСВОБОДНОМ СОСТОЯНИИ 

§ 1.1. Виковские скобки 
"' Определим некоторое специальное отображение С*-алгебры 
КАС %{2в) в себя, которое будем называть скобками Вика. Оно 
будет определяться по квазисвободному состоянию < >о, кото­
рое необязательно должно быть калибровочно-инвариантным. 
Из контекста будет ясно, о каком состоянии идет речь. 

Зафиксируем некоторое квазисвободное состояние < •>"-=< >о 
на %(2в). Мы будем определять мономы Вика, т. е. результат 
применения виковских скобок к моному вида 

с помощью индуктивной формулы, которая похожа на ту, с 
помощью которой определяются виковские мономы для гауссов-
ских систем (см. [6]). 
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Определим сначала виковские скобки :: зз ::<• •> на мономах, 
а потом распространим их по линейности на всю С*-алгебру. 

О п р е д е л е н и е 1.1. (Мономы Вика на С*-алгебре КАС 
%{Ш)). Положим 

: / : = 0 , 

ar^af... a* = 2 -a*,: < а^т,)(~Ц^г-т'К <1.М) 
Г 

где Г = (1, . . . , п.), Г —подпоследовательность Т, сохраняющая 
порядок, Т\Т' — оставшаяся подпоследовательность п(Т, Т')— 
четшхть перестановки (1, . . . , п)->{Т\Т', Т'), af = a#{fi)t 

У т в е р ж д е н и е 1.1. Имеет место формула обращения 

:ат: --Jejt. < - W ) {-1)*™'™™*. (1.1.2) 
7" 

Д о к а з а т е л ь с т в о формулы обращения в точности такое 
же, как и для гауссовских систем (см. [6]). 

В дальнейшем мы часто будем обозначать виковские скобки 
по квазисвободному калибровочно-инвариантному СОСТОЯНИЮ, 
определяемому с помощью оператора В, через : :в. 

Замечание. Из определения 1.1 легко выводится следующая 
формула, с помощью которой ранее и вводились виковские 
скобки : :---: :в в [25], [46] по квазисвободному калибровочно-
инвариантному состоянию (<>•---< >ов) 

•а* (/1) • • • a* (fm)a(fm^ ... a(fm+n): -
raln(m,n) k 

= 2 (-1)*2(--) |я |П <^(/'.,)а(//,)>-»•(/!)••• 
. . . а*{/\)... аЦ/Q ... a%fm)a(fm^)... a(fh)... 

...atff))...a(f>n+n), (1.1.3) 

где сумма JJ берется по всем перестановкам n£Sm+„ таким, ЧТО 

_ П 2 . . . 2k — 1 2k 2k + 1 . . . m+n \ 
Vil h • • • h Jk l"l • • •fm+n-2k) 

для любой последовательности 1 < t , < J 2 < • • • <£/ .< tn, m + 
+ K /t <tn+n, s = 1, . . . , k и любой возрастающей последова­
тельности Т\, ..., rm+n-2k чисел 1, 2, . . . , m-\-n без U, ..., ih, 
jb • • •, jk- Знак «V» означает, что соответствующий оператор 
рождения-уничтожения в произведении отсутствует. 

В следующей теореме рассматриваются основные свойства 
виковских скобок. 
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Teope ма 1.2 ([25]). Пусть :: =з-:; < > есть виковские скобки 
по квазисвободному состоянию < } s { > 0. Тогда 

1 ) ( : Л Л 2 : ) * = : Л ^ ; . 
; l ' ) ( ^ # ( / 1 ) . . . a * ( / m ) : ) * = :a^*)( /m) . . .a ' (#)( /1) : , 

где i(«*»==« », Ц« »)=«*». 
2) < - а * ( Л ) . . . а* (/го): > = 0 .при т> 0. 
3) < :а* (/,„) . . . а* (/-): :а* Ы . . . й * (gn): > = 
[О, m=7-=n 

~[{sum}(—1)N<a*(/1)a*(g,(1)))...<a*(/„)a#(g-TC(.i))>, ( 1 '1 , 4 > 

где сумма берется по всем подстановкам it = = ( n / i \ ' " л//.0 г 
Если состояние ( ) 0 калибровочно-инвариантно, т. е. ( > =з 
---- < > £, то имеет место формула 

3') ( :a\fm)... a\fx)a[gx) . . . a (g,,): :a*(h f t)... аЩЩщ). 
...a(us): >---. <a*(/ r a ) . . .a* ( / 1 )a (« 1 ) . . .а(и,)> 
( a ( f t ) . . . a{gn)a*(hk) ... a* (Л-) > ---• umA»<&-{(-/и-«у» (-•-•5) 

det{(( /^-5)g i )h i)} 
для всех fi, gi, ai, hie-Ж 

Свойства 1) и 1') очевидным образом следуют из определе­
ния виковских скобок, а свойства 2) и 3) —из 3'). 

Докажем свойство 3'). Заметим, что обе части равенства 
(1.1.5) линейны или антилинейны по одним и тем, же аргумен­
там. Поэтому достаточно проверить это равенство для случая, 
когда все fi, gi, ui, /ti, i= 1, . . . , n являются элементами неко­
торого базиса вЖ. 

Очевидно, что если равенство (1.1.5) выполнено для виковских 
скобок : :в по квазисвободным калибровочно-инвариантным состоя-

— • 

ниям ( >о*> определяемым с помощью операторов 5&, где 

и 

(x, B/e(/){to}(x, By) v x , ! / e ^ . 
то OHO выполнено и для виковских скобок : :-. по квазисвобод-
ному калибровочно-инвариантному состоянию, определяемому с 
ПОМОЩЬЮ оператора В. 

Для любого оператора В, 0 ^ < 5 < / ^ можно, очевидно, 
выбрать последовательность операторов Bk, таких, что 0^g<Bk<. 
<I^g, Bk имеет дискретный спектр и 

(х,Вку)-+{х,Ву)Ух,уь2ё. 
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Докажем равенство (1.1.5) для оператора -8,., имеющего ди­
скретный спектр {%{, O.Oi{le}1, i—N}. Пусть ei есть нормирован: 
иый собственный вектор оператора Вк> соответствующий собст­
венному значению Kit причем набор векторов {е., ielM} являет­
ся ортонормированным базисом. 

Так как (е., е})=Ьи и < a*(ei)a(ej)) 0*--=S;;.?.-, то из опре­
деления виковских скобок следует, что 

:а*(еи)... a*(elq)a*{eh) ... a*(ejp)a(eJp)... a(eh)a(eri)... 
• • • а(е<--) :вА=а*Ы . •. a*(etq)a(eri)... a(ers):a*(eh)... 

••• «•(-%•>•>/,) • • • а ( е /Л- .5 4 =а*Ы • • • a*(eig)a(etl)... 

. . . а(ег) :а*(е}1)а(е^): ... :а*(в;р)а(%):-4= 

.—П a*(elk)ILa(erk)]I (аЦе^а^-Ь^я), (1.1-6) 
* = l S = l * - 1 

где -—{ii, . . . , г-}, ••••/-={/,, ..., jp}, R={ru . . . . r j , причем 

/n./-=/nR—Rn-/--=0. 
Перестановками антикоммутирующих операторов а* (/) и 

>a*(g), а также a (f) и a(g), к виду (1.1.6) приводится любое 
выражение 

:а* (eh)... аЦе1т)а(е1т+) ... a(,elmJ:B/. (\.1.7) 

Заметим, что такие перестановки в (1.1.7) ведут к одинаковой 
смене знаков в обеих частях равенства (1.1.5). Следовательно 
(1.1.5), достаточно проверить для выражений вида (1.1.6). 

Имеем 

< :а*(ejaied:Bk:a*(в])a(ej):Bk)Bk= 

= < (a*(el)a(ei)-\i)(a*(.e])a(ei)-%j) > oA== 

= б ; /<(1-,2^)а*(е()а(сг) + ^ / ^ > 0
В * = 

= •->;/(?••; — ht) = 8 г ^ г ( 1 — hi) — 

0 ' -6iy(a*(e0---.(ey).)^<a(ey)y.(ei)>o* (1.1.8) 
для всех i, /s=N. 

Из (1.1.8) и (1.1.6) .следует равенство (1.1.5). 
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§ 1.2. Фоковское представление свободной динамики 
в квазисвободном состоянии 

Для краткости- обозначений в этом параграфе будем считать, 
что < > — <>«. Рассмотрим ГНС-представление (<?#<>,я<>, 
£2<>) С*-алгебры %{Ж), по квазисвободному калибровочно-инва-
риантному состоянию ( > ^. 

Пусть .свободная; динамика t°, порождаемая одночастичным 
гамильтонианом h = h* с плотной областью определения Ф£^ЖЛ 
оставляет < > I инвариантным, т. е. -в и А коммутируют. 

•Рассмотрим оператор #GNS, порождаемый свободной дина­
микой %t° в ^GNS-5^< >. 

Для гильбертова пространства Ж со скалярным произведе­
нием ( , ) э@ определим сопряженное пространство Ж со ска­
лярным произведением ( ,') gg.i, где Ж совпадает с Ж как 
множество и i :Ж-^Ш есть отображение, обладающее следую­
щими свойствами 

t -= i , . (x / )= i ; i ( / ) , /еж 

(-(/), -(.?)).^-&,/Ь> /.gear. 
Для любого оператора D-.Ж-^а/ё, положим 

def 

&:Ж^Ж>\,. О1(1(Я)-1(Д0- /65». 
L L 

Введем обозначения 51 = (1^ — В)2 , В2 = В2. 
.. .Теорема 1.3. Пусть, квазисвободное состояние < >£ инвари­

антно относительно свободной динамики т°, порожденной А. Опре­
делим Ж1 = В1Ж, Ж<1=В\Ж\ Пусть 

Жт,п~* W\® • • • ®Жх)ы®{Жъ®... ®5»а)... ' " 
m раз л раз 

(1.2.1) 
• - • ' * * • . • • - ^ с о л 

5$--= Ф d6m,ni 
т,п=0 

.где (® . . . <8>)as означает антисимметризонанное тензорное про­
изведение гильбертовых пространств. 

Тогда существует разложение 3^GNS на ортогон'альные и 
инвариантные подпространства оператора #GNS 

со 
' ' в ' <9$GNS ----= © ' 36т%п 
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и унитарный оператор U: Sffiam -+• <5©ONS такой, что: 
def 

Причем 
/ft,-? 

Um,rfHGNSUm!ft-2 ^ ® • ' ' ®1#®А*®*« 
г=1 

т.+.» .: 
— _ lag® . ..®1^®Л1®1^® . . . olae (1.2.2) 

.•--m+l 

на плотной области определения Фт.п^Штт, где 

.®m,n-(S51® . . . ®.2>i)as®(.252 ® . . . ® ^ ) а . . 
m раз л раз 

* Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.3. Для краткости обозначе-
НИИ ПОЛОЖИМ Й = й < >, Л —Я< >. 

Рассмотрим следующие подпространства «9$GNS-

ЗЙт,п = М : а * ( / 1 ) . , . a*f/m)a(/m+1)... а ( / т + „ ) : )й , f &Щ. 
У т в е р ж д е н и е 1.4. Подпространства 3f§m,n взаимно орто­

гональны и инвариантны относительно свободной динамики 
со 

аф=* © эёт,п. (1.2.3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ортогональность подпространств двгтп 
следует из свойств мономов Вика (теорема 1.2). 

Из определения виковских скобок и из того факта, что h и 
В коммутируют, следует, *го 

t , ( : a * ( / . ) . . . a(fm+n): - : . ( a * ( / i ) . . . a(/m+n)):, (1.2.4). 

что и означает инвариантность подпространств Э@т>п относи­
тельно оператора #GNS-

Пусть пространства Ж<т,п задаются (1.2.1). Определим опера­
торы ит,п:9вт,п^9вт,п следующим образом: 

ит,пп{:а*(/г)... a*(fm)a(gx)... a(gn): )Q=--

=(51/1® . . . ®BJm\MB\g, ® . . . e-SSg»)..- (I-2 '5) 
IS 



Проверим изометричность оператора Um,n- Имеем 
(£/«.»«( :a*(/i) • • • a*(fm)a(gn) • • • a(gih)Q, 
Um,nn( :а*(щ)... a*f«/n)d(t)n)... a^): j{Omega})=. 

= ((51/1® . . . ®BJmhMB\gn® • • • ®Bl
2gl)as> 

(5,И1® . . . ®i3,MOT)aS®(E2»n® • • . в-ЗйЧ?,)..) = 

= det((-5j/;, E i ^ j d e t t f ^ , .fisffy))*-
= det ( ( / i , (b-5)« / ) )det ( ( t . j ,5^)) . 

Последнее произведение в силу свойства 3' (теорема 1.2) равно 
(:a*(fx)...a*(fm)a(gn) . . . а .Ы: :-*•(«,) ••• а*(ит).а(<>п) ••* 

• • • «(«.): ) -=("(:«*(/,)• • • а * ( / « И Ы • •. a(gx):)Q, 
п(:а*(щ)... я* (ит) а (*,„),.. a(u,):)fi), 

откуда следует унитарность оператора Um,-.-
Докажем, что выполнено соотношение (1.2.2). Имеем 
[UM,nHQmUn)n(Bxfx ® ... ®Вь/ш)„®{В^п® ... ®.B.ift )•-.-• 

(Вхщ® . . . ®B,uM\&®{B2vn®... eS-J-J, )„).---

— i ±(я(•«*(е»V1) • • • a" (e"bfm)a-(e»*gH) ... a{e™gl):)Q)r 

я(:а*(и1) . . . a*(Oa(-y„)... a(t)1):)Q) = 

-({sum}(Bi/t® • •• ®-—-i/*® • • • ®-VJ.e®(-92g-®.. .®£-&)- - -
\ft-i 

m+n 

- " 2 ( j ^ / l ® - • •<8>B2fm)a!i®(B2gn®-- . «A'-Ssi/*® • . • ®-92g.)as> 
ft-=m+l 

( 5 1 / 1 ® . . . ®-б1/от)аз®(-В^„® . ..®E2g"l)aa). 

откуда и следует равенство (1.2.2). Подмножество ^)-тчг, оче­
видно, ПЛОТНО в Шт., п. Теорема 1.3 полностью доказана. 

Заметим, что из того факта, что самосопряженные операто­
ры h и В коммутируют, следует, что их, в силу спектральной; 
теоремы, можно реализовать как операторы умноясения на од­
ном и том же пространстве L2{X,d\i). 

2" . 1> 

file:///ft-i


§ 1.3. Фоковское представление свободной динамики ; > 
в КМШ-состоянии 

Рассмотрим свободный ферми-газ в равновесном темпера­
турном состоянии при температуре ~, которое является квази-
свободным- калйбровочно-инвариантным состоянием с 

5 - e x p ( . - p A ) ( / ^ + e x p ( - p h ) ) ^ , (1.3.1) 
где h——A-\-\L оператор в 3e=Li(R\ dx){ |X.= R есть химический 
потенциал,—Д — оператор Лапласа. 

Положим -''' ' / ••'••'[•'./ ••• 
t----"i .-•- •••• • ' . ' т i = ф ? i « « , ) . ' -..•.••:•:• л-л а 

• . , . . , . . . ,• • • , . л — О ,- . . . - . • 

" ' Т е о р е м а 1.5. Оператор HoNs для свободного ферми-газа 
в равновесном СОСТОЯНИИ при температуре-тг, P6R действует в 
пространстве. • ' ' • . 

ОО 

. *OS-'=--r
ee^.--" ® Jffm.n, (1.3.2) 

где ^ / f !,n.= L2S((Rv)m,dx)®L2S((Rv)n-dx) есть подпространство 
L2 (̂Rv)m+,!J dx) функций, антисимметрических по первым т и 
последним я аргументам. #GNS оставляет эти подпространства 
инвариантными и его ограничение на 3%>т,п- совпадает с опера­
тором % 

—-Ai—-.., Дп-+Д™-|-1+,. .•Джч-й+м."̂ —n)> ' ."' (ГЗ.З) 
где — Аг есть оператор Лапласа, действующий на t-ую перемен­
ную. •,•'•, - - ' '.':'••.; :...•;•. 

Доказательство теоремы Г5 следует из теоремы 1.3. 
Следствие. Динамика е в гильбертовом щространстве 

2tiaits—&'a®&'a задается следующей формулой:'' •' 
r(g"")®r(e"f^)- (1.3.4) 

3 а м e ч'а н и е. Очевидно, что 
^GNS = F ( ^ l © ^ 2 ) , /jGNS = d r ( / l ) , (1.3.5) 

где 
••А~А®1--1®Л1. • • (1.3.6) 

., Теорема L5 позволяет нам реализовать оператор #QNS на 
инвариантных подпространствах как оператор умножения. За­

метим, что такое представление оператора не Зависит от ft=R. 
Если же р — + оо (основное состояние), то Д----0 и для него 

. <5^GNs=Fa — фрковское пространство, а не тензорное произведе­
ние" фоковск'их пространств, .В основном состоянии спектр опе­
ратора #GNS ограничен снизу, а в температурном состоянии 
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(КМШ-состоянии) он неограничен ни снизу, ни сверху. Поэтому) 
изучение спектральных свойств #GNS В температурном состоя­
нии -наталкивается на ряд трудностей, проистекающих из этого 
факта. 

§ 1.4. Основное состояние для свободной динамики 

Следующее утверждение является необходимым и достаточным 
условием на оператор В, чтобы квазисвободноа калибровочно-ин-
вариантноэ состояние < > о было основным. 

У т в е р ж д е н и е Г6. Для того, чтобы квазисвободное кали-
брозочно-инвариантнре состояние < > о было основным, Йеобхо-
димо и достаточно, чтобы 

l ^ — -S—E(0,-l-<=o) + -:(E10,+-o)— E(0,+ -"))- (1.4Л) 

где 0{le}c-ŝ l, а 2?Д — спектральная мера оператора h. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведем для случая dim3# = n<.oo. 

Можно считать, что dT(h) представим в виде 
л 

г = 1 

где {ei, i=-l, . . . , «} —- некоторый базис в Ж из нормированных 
собственных векторов оператора h, hei = hiei, причем ai==a(ei), 
ai* = a* (ei), h.-=(ei, hei). В силу коммутативности операторов h 
и В, каждый вектор ei является собственным вектором и опера­
тора В, J3ei = iiei. 

Пусть Т— {и, . . . , ift}; положим 
at

T = a*(eil)...ai'(eik), aT^a{ei).. .a(etft). 
Заметим, что элементы 

\арат,: (1.4.3) 
для Г, Т'С{1,.. ,,п) ортогональны относительно скалярного про : 

изведения {А, А')= ((А')*А > '* и имеют нулевую норму, если в 
Т имеются нулевые собственные значения оператора В или в _ / —•• 
нулевые собственные значения оператора \^—В. Элементы вида 
(1.4.3) с ненулевой нормой и порождают 5^GNS» 

Так как 
[а\а^ :а*тат,:}-г1{Т, Т'):а*тат,\, (1.4.4) 

где 
. :' г - 1 , ibT, ЩТ, .' 

rt(T,T')= -• -«J7"- *T> 
10-; в. остальных случаях, 
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собственное значение #GNS ДЛЯ собственного вектора :а*тат,\ равно 

,2>.— 2 hj. (1.4.6) 

Из (1.4.5) и определения основного состояния следует утвер­
ждение 1.6. Ц 

С л е д с т в и е из утверждения 1.6. Основное состояние сво­
бодного ферми-газа является квазисвободным калибровочно-
цнвариантньш состоянием с 

В -"О, (1.4.5) 
где /i =—Д — оператор в t9̂  = I2(Rv, d.^),'—A — оператор Лапла­
са. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу того, что h в преобразовании 
Фурье есть оператор умножения на функцию 

v 

. А(.%).=.2А?, £—(Ai,.. . ,kv)eR\ 

i - 1 

имеем В----0. Ц 
Глава 2 

ФЕРМИ-СИСТЕМА С ОГРАНИЧЕННЫМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕМ 

§ 2.1. Ограниченные возмущения свободной динамики. 
Морфизмы Меллера. Критерий Кука 

В предыдущих главах мы рассматривали в качестве динамики 
С*-алгебры 91(,Э#) так называемую свободную динамику х°(, ко­
торая строилась с помощью одночастичного гамильтониана h. 

Существует некоторый стандартный прием построения новой 
С*-Динамической системы (&, т/f) по произвольной С*-динамической 
системе (Я.ту) и п о У=УЩ£&-

Его можно пояснить следующим образом. Пусть t j-свобод­
ная динамика на %(3@), порожденная одночастичнымгальмитониа-
ном Л. Если V=V*G%(2e), TQ определим динамику .т-У» являю­
щуюся ограниченным возмущением свободной динамики *?. сле­
дующим образом 

-*?(-4)+2-л [К<У)' - W - Ь--К° W- <°XW 1---Ш. 
п 

dsu..dsn, -4e«, (2.1.1) 
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r f t eA^-={0< S l <.s 2 <. . .<s„< t} и H—H0 + V, tf0=--dr('A), 
причем ряд в правой части (2.1.1) при любом tgR сходится по 
норме. Действительно, так как 

||-с?(А) Ц-1| Л||, ^ « ( Я О -
то 

II Ю П КЮ> [•••Кп(П ^(A)]...]]||<(2||K||r||A||, 
и, следовательно, 

п=-1 

Докажем, ЧТО tj — действительно динамика, т. е. является 
однопараметрическрй группой * — автоморфизмов алгебры 91 (5#). 
Для этого достаточно доказать только последнее равенство(2.1.1<), 
так как по определению отображения х^ (первое 'равенство в 
(2.1.1)) оно, в силу самосопряженности оператора H=-dr(/*)-|--V, 
является группой *—-автоморфизмов в более широкой алгебре 
В (.-*"<-) — ограниченных операторов в ЗГа. Последнее же равенство 
утверждает, что xv

t оставляет ЗЦ58)Ов (•£,-,) инвариантной. 
Действительно, величина 

Bt=ixyx°_t(B)=eiltff'>+v'>e-im°BeiiH°e-ltt'ff>+v\ 
как легко проверить, дифференцируя Bt no t, удовлетворяет 
уравнению 

dBt 

dt 
— ixv

tx*_t{\x*{y),B\), (2.1.2) 

t 
откуда 

5 ( = 5 0 + i 5 t ^ ( [ t . ^ ) , 5 ] ) d - . (2.1.3.) 
o 

Если в (2.1.3.) мы подставим представление T^t^„([to(l/'), В]) в 
виде (2.1.3), то получим первые два члена ряда (2.1.1) для А = 
=x°_f(B). Повторяя эту процедуру многократно, мы получим 
требуемое. 

Но оказывается, что с помощью ряда (2.1.1) можно опреде­
лить ограниченное возмущение любой динамики на произволь-
ной С*-алгебре % 

О п р е д е л е н и е 2Л. Взаимодействие V=V* называется 
ограниченным, если V65t. 

У т в е р ж д е н и е 2.1, Пусть -Я произвольная С*-алгебра и 
tt—динамика на ней, V = V*£%. Тогда tf—тоже динамика на St, 
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где 

^ ( A ) = t , / A ) + _ i ^ ' [ t J l ( l / ) , [xSl{V), [...[x>n(I/),t,(A)]-.t.]]I 

d.si . . . dsn, АШ, 
Доказательство смотрите,,например в [27]. 
Определим теперь морфизмы Меллера в С*-алгебре 91, кото­

рые являются аналогами волновых операторов в теории рассея-
ния, где с помощью их доказывается асимптотическая полнота. 
С помощью' морфизмов Меллера мы также докажем асимптоти­
ческую полноту для ферми-газа с малым ограниченным взаимо­
действием. 

Пусть заданы на С*-алгебре 51 две динамики т{ и t^. 
•Определение 2.2 ([83]). Морфизмами Меллера • для упо­

рядоченной 'пары динамик (г1, т2) называются отображения 
Ч*'•"•?•: Я {to} 9f, определяемые как следующие пределы '•-•• 

№?(А)*± Иш х2
 tx\(A), Aq% ''".'. (2.1.4У 

если пределы существуют. 
Утверждение 2.2. 'Пусть Ч—-некоторая С*-алгебра и 

(2.1.5) 

<2Л.6>. 

* (2.1.7) 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Очевидно следует из определения 

морфизмов Меллера. : , • . . • ? • ; :". " • 
6) Имеем VA6SI, VtGR , , - , ., 

^ , " ' ( - - ) - = ----- WZJii'A)- Иш ti (,_0tJ_,T>(A)=T^-4}(A). 

Пункт в) следует из б) и определения морфизмов Меллера 
для пары динамик.-.1. т2 .§| ,, , 

Наибольший интерес для нас будет представлять случай* 
когда динамики- r}> х2 совпадают с т° или xj. Для. этого спе­
циального случая введем слвдующге определение. 

, Определение 2.3 ([83])..Прямыми морфизмами Меллера 
называются морфизмы -Меллера* для пары динамик (тг0,.^), 
24. 

л, т2— две динамики на ал. 
а) если существуют 4%'х* 

.6) если существуют ч^л) 
-];2-Yt*i{tau}' _ 

в) если существуют чх±'х' 
Г 2 Wt 1 ! 

-ебре St. 
и ц^1 

- (Г± , т 

то 

- " ± Х< 
и т**.--, 

Тогда: 
то 

п ' 
vteR; 
то 

v*eR. 



т. е. отображения -у± :9t(<9#){to}St(<2#), определяемые как пределы 
Т±(^—Нтт^ то(л) ,Ле51 (Я),. (2.1-8); 

t~h±CO 

если пределы существуют. 
Обратными морфизмами Меллера называются морфизмы 

Меллера для пары динамик (т^, т°), т. е. отображения 
•\±:%{Ж)~^%{3$), определяемые как пределы 

Т±(-4)— Нтт^тГИ) . А^{Ж), (2.1.9) 

если пределы существуют. 
Утверждение 2.3 ([83]) (Метод Кука). Если существует 

плотное по норме подмножество -#°-S,9t, такое, что для всех Л-= 
е§1° существует R|>0 такое, что 

НИ0О- л] №Л(- * , -ЯШ[Я. оо.)):. (2ЛЛ0> 
то Т±'г'(-4) существуют для любого Ae&. . . . • .• . . . - .• 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Интегрируя обе части равенства 
(2.1.2), после замены времени t->—t от t\ до t2, получаем 

t2 

^t*\SB)-x*_tfu{B) = i^tT\{\Tlt(V),B\)dt. 
ti 

Откуда 
' , - • • • • • • , • ( t 

I I*VL (В)-х^х1(В) \ \< jj || [xlt (V), В) \\ dt < oo , 
' < 1 • 

так как *) и г} сохраняют норму. 
Следовательно для всех 5gSto "/^'f (5) существуют. Так как 

\\Г±{В)\\ = \\В\У VB&», 
то, как легко видеть, пределы для -f± существуют на всей С*-
алгебре 91. Ц , 

§ 2.2. Существование прямых морфизмов Меллера 
при ограниченных возмущениях свободной динамики 

В Щ,(Эё) плотной ,*-подалгеброй является множество 9t°(3#) 
конечных линейных комбинаций мономов от операторов рожде­
ния-уничтожения от функций, преобразования Фурье которых 
ИЗ C0°°(RV). . • - • ' 

Рассмотрим в алгебре %.{Ж) С*-подалгебру %{Ж), порож­
даемую полиномами от четного в сумме числа операторов рож­
дения и уничтожения. Элементы С*-подалгебры.9Се(.Э.£) Мы 
будем в дальнейшем называть', четными. В •$- (3$) плотной. 
.̂-подалгеброй .является множество; %Р(Эё) =^%°(^ё)(]%(Ж). ••••:.': 

2.5: 



В этом параграфе мы докажем, что на множестве четных 
•самосопряженных элементов £*-алгебры %{06) существует всю­
ду плотное подмножество, для которого существуют прямые 
морфизмы Меллера. 

Введем следующие классы гладких ограниченных взаимодей­
ствий. Пусть V—V* и V имеет вид 

d 

I 
г = 1 

v-2v, 
м1 

V, = 2 W (/If,) ... -г* (Д«.) a (/j*J, ,)... a (/ft ^ ) - (2.2.1) 
ft.»! ' 

где d, М;—конечны, /пг+/гг>0, /|*}eCiT(Rv) для pcex i, j , k, 
Скажем, что VQs£°e, если в (2.2.1) для всех i Mi+tti—четны, 

и, соответственно, V£s&° если для всех i /П/>0, Дг>0. 
Очевидно, что оба класса принадлежат %°{Ж), причем 

.j#;ca5(3K), 
Замечание . Все дальнейшие результаты будут верны и 

для более широких классов гладких ограниченных взаимодей­
ствий s£, Же- В этом случае V—V* имеет вид 

d 

V — £ \ Уi (x1, • • . , Хт., x m . + i , . . . , x m 2 +n. ) a* (xi) . . . 

• . . a*(JCmi)u(x,n,+l) • • • a (x/n^-fraj) d x i • • • d-xm^+i; 
(2.2.1)' 

-r,e5(Rv(Wi+"')), пг г+« г>0. 
Если mi+ni —четны для всех i, то V-=^e. Если же mi>0, n i> 
i>0, то Verf. 

Все теоремы этой и следующих глав мы будем в основном 
доказывать только для взаимодействий из .я^Д ^ ° , и лишь 
кратко будем отмечать особенности доказательств для взаимо­
действий из зФе, зФ, соответственно. 

Обозначим р (2.2.1) и в (2.2.1)', соответственно, 
тотах == max mt — шах ftt, 

i I 

ттЩ — niln/7l(--=mln/I(. 
I I 

Введем также класс Н одночаетичных гамильтонианов. Ска­
жем, что /t^H, если h в Фурье представлении есть оператор 
умножения на функцию A (A), A.=.C~(Rv), AeRv, причем сама 
функция и ее первые две производные ограничены некоторым 
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полиномом на Rv, и 

dist (sft, аЛ) > о, 
mes Sh == mes Gh—0, 

где Sh = {k: V h (k) =0} — множество стационарных точек 
функции h, a Gh множество тех &-=Rv, где матрица ее вто­
рых производных вырождена. 

Заметим, что в класс Н вошли одночастичные нерелятивист-
ские гамильтонианы —Л+(х, [x.= R, в R" и на решетке Zv, а так­
же релятивистский гамильтониан У—Д+m2, т > 0 , 

Будем в дальнейшем считать, что свободная динамика %t
u 

порождена одночастичным гамильтонианом h из класса Н. 
Теорема 2,4 (Существование прямых морфизмов Мелле-

ра). Пусть vSl , тогда для V=V*^s£e существуют морфцзмы 
Ч,(А)= 1\тх^л°(А) УАе%(2в). 

t->-±oc 

З а м е ч а н и е . Существование морфизмов Меллера впервые 
было доказано Робинсоном в [83] и обобщено Эвансом [44]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Случай v — \, 2 немного отличается от 
случая vS:3. 

Пусть v^3 . В силу критерия Кука нам достаточно указать 
плотное подмножество УР<=%{Ж), для которого выполнено усло­
вие (2.1.10). 

Пусть St°-»а0 (5#), то есть 
Яо-{ а *( / , ) . . . a*{fm)a{gx)... a(gn), т, п>0, / „ gyeCi?(Rv)}. 

Если мы докажем выполнение условия (2.1.10) для Л-=а#(-/). 
где /eCo°(Rv) —произвольная функция, то, в силу того, что 
гс^то есть *-автоморфизм для любого фиксированного i6R, будет 
Следовать существование "^(А.) для всех Аб&0. 

Пусть А ==а(/). Имеем 
||[тО(У), Л]||-|][то_<(Л),1/]||<||[а(е-""Л.1у]11 = 
d Mi Щ 

2 2 2 ( - 1v_I (/W.е_Ш/) e'</W) •••-*• ^-•» • • • 
i = l ft-l У = 1 

... a* (/%).»(/iriJ+.)...«(/IV.) ||< т л л т ^ ' (2l2-2) 

так как в силу теоремы о стационарной фазе (см., например, [7*7]) 

l(/(.f).^V)!<^J7p-' (2,2*3) 
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где С (/,/ь})-—некоторая константа, и 
d Mi "Н . mi+ni 

С ( ^ / ) = 2 2 2|с»'|С(/,/1Й П ||/£Л1< «.(2.2.4) 
«•=1 *-=1 / = i . • 1Ф1 

Так в выражении (2.2.2). справа стоит функция из L. (R)„, 
то. в силу критерия Кука f±(a(f)) существует. Случай a = a*(f).t 
разбирается аналогично. 

Для v-=l, 2 плотное подмножество 8t° в 9((<Э̂ ) выберем сле­
дующим образом: 

Я°=Ф*(/1) • • • a*(/«)afei) • • ••«(?.-). »». я > 0 . 
Л ^6CS°(R4{5ft})}. 

Для функции /6CS°(RV\'{S-,}) с помощью ••.7-кратного интегриро­
вания по частям при | t | > 1 получаем оценку 

l ( / , e a Vff l ) l< C , ( f ; , t
/ g ) ) . (2.2.5) 

где константа С<-(/, /!,*))> О зависит еще от q. Если взять <7>2,. 
то мы получим в (2.2.4) функцию из L-1(R\[—- 1, 1]). 

Теорема 2.4 доказана для взаимодействий из s&e°. Чтобы 
доказать теорему 2.4 для У е А , заметим, что нам достаточно 
проверить лишь оценку (2.2.4). 

Для этого нам достаточно V e ^ e представить в следующем 
виде 

^=22--- 2 cK-v,,;;.,^^,,,)^^,)... 
••=1 N, , -ЛГ л . + „ . • 

. . . a* (eNm) я* (е„я&1)... а* ( е ^ , ) , (2.2.в>-

где ||ел-||-=1> .5.v6Go" (Rv)> -V,- пробегают некоторое счетное мно­
жество Jf, причем 

_ 2 . - .2 lG ((^.- . - .^WI<°° (2.2.7) 
( = 1 лг, .^т1+п1 

и для любых N, N'&Jf и /6Go°£Rv) имеют место оценки 

l(g-v..r"*/>l<..0^.-; (2:2.8> 

• .• | ( ^ Г ' % ) | < . ( 1 , +
С

| < 0 > , , (2.2.9), 

где C(f) —некоторая константа, зависящая только от f, а 
C, б — абсолютные константы, причём 6>1 . 
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... ,, Легко видеть, что из (2.2.6), (2.2.7), (2.2.8) и (2.2.9) следует 
•оценка (2.2.4). 

Докажем, что Ve«s£e представимо в виде (2.2.6). 
г Пусть сначала преобразования Фурье ядер Tt 

тогда можно выбрать 'Jf так, что 
supple"!—Jf, Jff m. n' для любого i. 

"Пусть ' ' "; 

еЛк)_*(Ь)ехр(2п1пЛ/А^ т > \ (2.2.10) 

где функция w(k) из Cg°(R), 0<v.(k)<l, ...(,%)=-l для | k | < S 
и и(А)—О для всех Jfe|>5 + L Константы dn выбраны так, что­
бы было || е„ || = 1. 

Выберем А и В так, ЧТО ; /Г<Б<2. /Г<Л, 

... . ,' N j=l 

где N •--=(«!, . . . , no^, Di=v(m.i -\-n.t). Очевидно, что для любого 
# существует константа С (.у) такая, что 

| C . v | < ^ | - V | - = | ; | n , b • (2.2.12) 

Очевидно, что при q>Di. имеет место оценка 

'.V 

Для функций 
V V 

ел-.—П e„ (kj), eN.=]len'(kl) 

райномерно по N, N ' e Z v , t, t'6R выполнены оценки: 
a) |(е„, е-"^)]<(К| + 1 ^ 1 : (2.2.13) 

;'••'•, .. ; '6):.fe ^ " V ) l < ( 1 + | ^ 2 ^ . . „ . (2-2.14) 
'где константу б'> 0 можно сделать сколь угодно малой, С== 
= C(v, б'), С ( / ) - = С ( / , V, б'). Выбрав 6—v/2 -6 '>1 при 

' у > 3 , б'<-§- в.- (2.2.13) и (2.2.14) мы получим йеравенства 
$2.8^ ^(2*2,9), - . ' . / • ; 
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Если йсе j^"J6S(/?Vl('"'"t"'I')), то воспользуемся разложением еди­
ницы 

2 «г (*)---• (2'2Л5> 
к 

где diam suppce-r<const равномерно по N. 
Затем представляем ядро Tt в виде суммы TtaF финитных ядер 
и используя аналогичное (2.2.6) разложение для Tta^, c соответ­
ствующим образом сдвинутыми функциями е-^, повторяем доказа­
тельство. 

Теорема 2.4 полностью доказана. Ц 

§ 2.3. Обратимость морфизмов Меллера 
при малых ограниченных возмущениях 

свободной динамики 

Для доказательства обратимости прямых морфизмов Мелле­
ра достаточно доказать существование обратных морфизмов 
Меллера. Как и в случае волновых операторов, доказать суще­
ствование обратных морфизмов Меллера оказывается значи­
тельно труднее, чем существование прямых морфизмов Меллера. 

Теорема 2.5 ([26]). (Обратимость прямых морфизмов Мел­
лера) . Пусть v.S-3, тогда для V=V*(=.i^e существует е > 0 та­
кое, что при | е | ={le}ieo- e-=R, существуют и обратимы прямые мор-
фнзмы Меллера 

4±(A)— Urn I%T?(A), VAgSf, 
/-+±00 

Причем 

t ? ~ Tf-toT^-- VieR. (2.3.1) 

Следствие. Пусть v>3 , тогда для V—V*Qs&e существует 
V > 0 такое, что при |8|<e0 , egR, С*-динашческие системы 
\Ъ(Ж), т°) H(S2((t3f), xf) эквивалентны. 

Прежде чем доказывать теорему 2.5, сделаем два замечания. 
З а м е ч а н и е 1.В отличие от прямых морфизмов Меллера, 

обратные могут не существовать при v = l, 2 ([66]) при сколь 
угодно малом значении константы связи е. Соответствующий 
пример можно построить следующим образом. ; 

Пример. Пусть V= — a*(f0)a(f0), -тогда t f - т о ж е сво­
бодная динамика, порожденная оператором Ае-А + еР0, где 
Я 0 ~ проектор на вектор — /„. При A = a#(/) обратные мор 
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физмы Меллера выглядят так 
4±(A)<- lim x°_tif{a*(/))=- lima*(е-»V*e/)---• 

- Л * ( К / ) . (2-3-2> 
Где W±— есть обычние обратные волновые операторы. Хорошо 
известно, что если h= --'Д, а функция / 0 такова, что^-бС" (Rv)n 

J /o(A)rfA<0- (2.3.3) 

то у оператора Ь.ъ есть собственное значение Х.Е<0 при^ сколь 
угодно малом 8 с собственным вектором ее. Поэтому W±(eB) 
не существует, а следовательно не существует и ч±(а#(ее)). 

З а м е ч а н и е 2. В теореме 2.3. при v>=3 требуется малость 
параметра связи, и это по существу, так как при больших зна­
чениях константы связи е могут возникать связанные СОСТОЯНИЯ. 
Предыдущий пример при v ^ 3 и больших | е |, как легко видеть,, 
демонстрирует указанное явление. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По критерию Кука и в силу замеча­
ния при доказательстве теоремы 2.4 для существования *f+ нам 
достаточно доказать, что 

И ["Г (V), л* (Г)] Цб-1 (R+), 
то есть, что 

00 

S || K (И.-»*(/)] || < «» 
о 

для всех /eC0°°(Rv). 
Имеем 

со оо 

11| K (V), «*'(/)] \\М<1 II ["-? С), а* (/)] \\ dt н-
О \ • О 

+2|e|^$iiK^a^(n[---K(nx?(^]...]]]||d51... 
»=- • О Д < 

• • п • • 

. . .dsndt. 
Лемма 2.6. В условиях теоремы 2.5 существует константа 

C=C(V,v)>0, независящая от f и константа C(f,V)>, такие, 
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что имеют место оценки: 

' a ) 5|j[t«(V),a*(/)]||ds<CC(/,T/) " (2.3.5) 

со 
Сб> -J ] ц [ a * w [t^(vo; [*;. (к), [:;.. [<«,(ю> t» (v)]•..]]] цd*: . -; 

О- Д* 
It 

•;;: ...dsnds<Cn+lC(f,V). (2.3.6) 
Замечание. Очевидно, что из леммы 2.6 при е0—-—еле-

.дует теорема 2.5. • 
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2.6. Рассмотрим n-ый член ряда. 

Мы ^начала оценим подынтегральное выражение (2.3.6) некото­
рой суммой 

'где S берется по всем допустимым диаграммам с весом WG. 
а 

•Допустимые диаграммы G и их вес мы опишем ниже. А затем 
уже оценим 

со ' 

J $ 2 w<* («г,. • •, sn, s) dsx... dsnds <Cn+lC (f, V) 
n . . . . . . . . . . 

с помощью новой техники оценки суммы диаграмм. 
Сопоставим каждому si, t=0, 1, .. ., n+1, где s„+1.---s, so—0, 

вершину с номером n+l—t. 
Имеем 

d Щ 

Ч (У)=2 2 <*»• («"•*/,%>) - « • ('v/ffi!) - р % > + 1 ) • • • 
• • • « ( ^ V ^ + J . (2.3-7) 

Рассмотрим выражение под интегралом. Это есть (п+1)-
кратный коммутант. Мы будем его раскрывать последовательно, 
за (я+1) шагов. 
* На первом шаге в самом внутреннем коммутанте [t° (И), 
•*2(̂ 0] будем c помощью канонических антикоммутационных соот­
ношений «протаскивать-.) вправо операторы рождения и уничтоже­
ния, относящиеся к x°s (V), т. е. вида 

;'.-.'-•" \ • a * ( A W ) ' : . 
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«сквозь» оператор TS(V). Иначе говоря, мы используем формулы 
a{f)a{g)=-a{g)a(f), 

a(f)a*(g)=-a*(g)a(f) + (ftg)I, 
или аналогичные —для а*(/). При этом «протаскивании» бу­
дут возникать множители вида 

(e""ft/if}). е''\Л(*']') (2.3.8) 
или сопряженные к ним. Причем такое < протаскивание» мы делаем 
поочередно: сначала т° (v) «протаскиваем» через самый левый опе­
ратор рождения-уничтожения в t°(V). Если возникло спаривание, 
дальнейшее «протаскивание» т° (V) через т° (V) прекращаем и го­
ворим, что возникла «ребро» с вкладом (2.3.8.). Если же спарива­
ние не произошло, то %°s (V) «протаскиваем» через следующий . 
оператор рождения-уничтожения в t°s(V) и т. д. Заметим, что в 
силу четности V члены, в которых не возникло спариваний, сокра­
тятся, так как войдут в выражение для коммутанта 

^. = К СП*? (10] 
с разными знаками. Таким образом, на первом шаге возникло 
ровно одно ребро, 

Далее, таким же образом представим следующий коммутант 
[t° (V), IF,], т. е. с помощью аналогичной процедуры «протас­
кивания» операторов рождения-уничтожения вида 

a*{eis^hf\y) 
«сквозь» Wx. На втором шаге возникнут множители вида 

(е'-«-.*/{*А e/ffl) или ( А - - 7 & " 0 ' «""*/?$) 
и тоже только одно ребро. 

И так далее до (n+l)-ro шага, когда мы будем «протаски­
вать» оператор a*(f). 

Ha и-ом шаге возникнет ребро, причем ему будет соответ-
ствовать множитель вида 

где v'*=v'(v)>v. 
Очевидно, что для всех 1{le}i, /, i', /"{le}d, 0{le}u{le}n+l имеет 

место оценка 

k.i< Пч f ,,...• . (2-з.ю) 
(\Sv—sv,{v)\ + \) 

где 6 = v/2 —б'>0, б'—сколь угодно малая константа, С > 0 не 
зависит от i, j , i', / ' , 
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Диаграмма — это граф с вершинами n + l , n, . . . , 1, 0. Ребро 
графа между вершинами у и и' возникает при нашей процеду­
ре «протаскивания» вместе с множителем 

— --. (2.3.10) 

Все возникшие в результате диаграммы назовем допустимыми. 
Из каждой вершины v выходит ровно одно ребро вправо, 

которое спаривается с вершиной v'(v)<v, причем в каждой 
вершине не более 2mmax выходящих влево ребер. По построению 
каждая допустимая диаграмма связана. Обозначим множество 
всех допустимых диаграмм через G. 

Каждая диаграмма входит в выражение (3.3.6) со своим 
Вес д и а г р а м м ы . Пусть множество ребер {(о, v'(v))} со-

ответствует допустимой диаграмме G, тогда ее вес определяет­
ся формулой 

№0=слП 1 

(| s-,-V (-,,! + -) 

Из оценки (2.3.10), после замены переменных в каждом сла­
гаемом, следует, что n-ый член ряда оценивается как 

1 Ы 2 П. 
д - Lk(^)}6Gn+1 v (I-V--V(-0l + -) . 
л+1 

ds{...dsn+u (2.3.11) 

где каждому v соответствует единственное к ' ( о ) > и , и сумма S 
берется по всем наборам {vr(v), v=l, ..., n + l } таким, что 
среди чисел {а'(1) о ' (п+1)} не более чем 2mmax совпа­
дающих с /, где / принимает значения 0, 1, . . . , п. 

Для оценки суммарного вклада всех диаграмм воспользуемся 
следующей леммой: 

Л е м м а 2.7. Пусть g<=Li.(R), g(t)^>0 для всех rf<-=R. Тогда 
для всех п имеет место следующая оценка 

Ц 2 Rg{tv-tv.{v))]dsl...dsn<cn\^g(t)dt 
д» L{»4")}6G" v J [R 

. (2.3.12) 

где сумма 2 берется по веем наборам допустимых диаграммам, 
а константа С > 0 не зависит от п. 

Очевидно, что из оценок (2.3.11) и (2.3.12) следует теорема 
2.5. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . Доказательство оценки 
(2.3.12) аналогично доказательству оценки (4.1) работы [26], 
где она доказана для случая mmin = mm-,x = 2, 
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Рассмотрим римановы суммы обеих частей неравенства 
(2.3.12) и докажем, что это неравенство верно при любом d > 0 
для римановых сумм, где d есть шаг аппроксимации 

d" 

<dnC 

{sum} {sum} ILg(tv-tV'(v)) 
0<it<...<tn{v'(v)} v 

< 

.2*<*> 
•S.7--0 

<dnCn {sum}... {sum} Щ ы (2.3.13) 

Суммы в неравенстве (2.З.1З) берутся по всем tu si, si.=Zd, где 
Zd одномерная решетка с шагом d > 0 . 

Покажем с помощью некоторого алгоритма, что для любого. 
набора (so, . . . , sn), s0 = 0 из суммы в правой части неравенства 
(2.3.13) можно отнести не более Сп возможных диаграмм из. 
левой части с вкладом 

g(si) ...g{sn). 
Алгоритм будет состоять не более чем из 2mmax n шагов. Мы. 

будем нумеровать шаги 
(1.1) (l,2mmax), ••• , (n, 1), . . . . (n,2mma3-). 

На шаге (1,1) мы возьмем s1 и построим ребро из 1-ой вер­
шины в Si. Мы построили вершины Г S1 и ребро между ними, 
Далее действуем по индукции. Пусть линии длины Si, . . . , sg 
построены и следующий шаг (г, / ) . Далее действуем по прави­
лам, 

Правила алгоритма будут следующие. 
1. На каждом шаге мы строим либо одно ребро, либо не 

строим ни одного ребра, и соответственно, одну или ни одной 
вершины. 

2. Если на шаге (t, /) мы решаем не строить ребро, то на сле­
дующих шагах (£,;'), У>] мы также не строим ребер. 

3. На шаге (£, 1) мы выбираем одну из построенных уже 
вершин Vi и на следующих шагах (i, 1), . . . , (i, 2mmax) мы мо­
жем строить ребра только из вершины и. При этом мы будем 
называть вершину v\ «использованной» на шаге (i, 1). 

4. Выбор вершины Vi определяется однозначно с помощью' 
следующего правила: ai первая (с наименьшим номером) из 
уже построенных вершин, но не «использованных» на предыду­
щих шагах, исключая нулевую вершину; если все построенные 
вершины ЯВЛЯЮТСЯ «использованными», ТО выбирается непостро­
енная вершина с наименьшим номером, исключая нулевую вер-

. шину. 
5. Алгоритм останавливается • или на шаге (n, 2mmax), или,. 

если нет неиспользованных вершин, все п ребер построены, 
т. е. все Si, . . . , sn исчерпаны. Очевидно, что каждая диаграмма 
G будет построена алгоритмом и каждый набор si sn бу­
дет использован не более чем С" раз, где С зависит от mmax, 

3* 35. 



так как на шагах (£, 1), . . . , (i, 2/nmax) при каждом i, l<i{le}n 
алгоритм имеет следующие разветвления: 

а) ребро ведется либо вправо, либо влево; 
б) в ai-ой вершине на этих шагах строится не более 2mmax 

ребер; 
в) Если ребро ведется вправо, то мы можем либо попасть в 

нулевую вершину, либо нет. 
При d{to}0 из неравенства (2.3.13) следует неравенство 

(2.3.12), 
Лемма 2.7 доказана и, следовательно, доказана теорема 2.5. 

для взаимодействий из .j#e°. Ш 
Для обобщения доказательства теоремы 2.6 на класс s£e лег­

ко видеть, что достаточно Ve=^e представить в виде (2.2.6) так, 
чтобы были выполнены оценки (2.2.7), (2.2.8), (2.2.9), что и 
было показано в параграфе 2.2. Теорема 2.5 полностью дока­
зана. Ш 

§ 2.4. Унитарная эквивалентность гамильтонианов 
свободного и ограниченно возмущенного ферми-газа 

в основном состоянии 

Рассмотрим свободный и ограниченно возмущенный ферми-
газ в основном состоянии, т. е. при р=- + оо. Основное состояние 
< > задается следующим образом 

<A> = (Aa,Q). (2.4.1) 
Докажем следующую теорему. 
Т е о р е м а 2.8. Пусть 3#=L2(RV, dx), H0 = dT(h); Hc = H0+e,V, 

где h e H , V&s$. Тогда при v ^ 3 существует e ->0 такое, что 
при | e K s 0 существуют и обратимы прямые волновые опера­
торы 

W± = s— Urn e-W'+We""; (2.4.2) 

причем 
H0 + *V~W±H0W^. (2.4.3) 

З а м е ч а н и е . Для взаимодействия У е ^ е утверждение тео­
ремы 2.8 следует из теоремы 2.5. Действительно, в силу того, 
что в этом случае нет поляризации вакуума, т. е. Уй = 0, имеем 

eHiff,+BV)QB=eUffiQ^Q (2.4.4_) 

для всех i6R« 
Поэтому, для 

A=a'(tfl)...a*(fn), ЛеСо°°(̂ ) (2.4.5. 
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предел 

— lim е-и^°+Еу1е1Ш°Ае-и*°е"(к<>+ЕУ)0, = ч(А)а (2.4.6> 

существует в силу теоремы 2.5 при достаточно малых е. A так 
как линейные комбинации векторов вида (2.4.5) плотны в F 0 , 
то существуют обратные волновые операторы. То же, очевидно, 
верно и для прямых волновых операторов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.8. В случае У^зФ тоже-
нет поляризации вакуума, но мы не можем воспользоваться 
теоремой 2.5, так как в V могут .содержаться нечетные мономы. 
Но мы воспользуемся идеей доказательства теоремы 2.5. 

Пусть 

ф.у-(Ф-, Ф1,...,ФУУ.О, . . . ) , Фд,е^в.о. ^ec0°°(Rv0' 
Обратный волновой оператор W±Q>N можно представить в ви­

де ряда теории возмущений 

^ ± ( 0 Ф ^ — Ф ^ + 2 ( - ^ ) « \ dtx...dtnV(tn)...V{tx)®N (2.4.6) 

t->-±oo 

где A0
B'--={(t„ . . . , t „ ) , 0 < : . < . . . < * „ < * } и 

Выражение под интегралом является произведением виков­
ских мономов и может быть представлено в виде суммы 

V{t{)...V(tn)^Vo{t„ ...,g. (2.4.7) 
о 

виковских мономов, индексируемых диаграммами Фридрихса G 
(ем. § 3.1). Но таких диаграмм слишком много, и мы восполь­
зуемся другим разложением. В этом новом разложении мы фак­
тически проделаем частичное пересуммирование фридрихсов-
ских диаграмм. 

Сопоставим V(tv) вершину v некоторого графа и выделим 
в нем крайний справа оператор уничтожения вида 

где 

/^(д-Л*/*'1. 
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I 
I 

который, пользуясь антикоммутационными соотношениями, 
а(/(*>(^))а* (/(*•>(*-, Я— 

—--a^/<*'>(tv)W/<*4M+(/(*'4^). f{vHQ) (2.4.S) 
•будем переносить вправо к вакуумному вектору й. 

При каждой такой перестановке возникает один из двух 
членов в правой части (2.4.6). Если возник первый член, мы про­
должаем перенос, если возник второй, т. е. спаривание, то ска­
жем, что возникла линия (и, и') диаграммы. Если в результате 
перестановок спаривание так и не возникло, то такой член даст 
нулевой вклад, так как a(f)—О для всех \^Ш. Таким образом 
у нас возникнет ровно п линий (v,v'(v)), 0=1 п. При 
этом, если спаривание возникло c вектором Ф.у, то скажем, что 
*'(»)—0. 

Очевидно, что 
\^*>«-).f»4t,))\<C^{t^l)Vi. (2.4.9) 

Рассмотрим возникший граф G с вершинами n, n—1, . . . , 1,0 
и ребрами (линиями) (v,v'(v)), который по построению являет­
ся связным. Обозначим класс всех таких графов через G / . 

Заметим, что единственное отличие графов из GN
n от соот­

ветствующих графов из Gn заключается в1 том, что в нулевую 
вершину может входить не одно, а много ребер, но не более 
чем N. 

Нетрудно видеть, что в этом случае имеет место оценка 

<С(Ф.„)С»( 2 П 1 Д 6>1. (2.4.10) 
. U'<">}6°^( и *'(и)| } J . 

Л е м м а 2.7'. Пусть g e L ^ R ) , g{t)^0 для всех teR. Тогда 
для всех п имеет место следующая оценка 

U 2 ~n.g(tv-tv{v))\dSl... 

dsa<N\Cnftg{t)dtY, (2.4.11) 

где сумма S берется по всем наборам допустимых диаграмм, а 
константа С не зависит от п. 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2,7' полностью аналогично до­
казательству леммы 2.7. Щ 

Из леммы 2.7' следует теорема 2.8. Щ 
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§ 2.5. Унитарная эквивалентность гамильтонианов 
свободного и ограниченно возмущенного ферми-газа 

в К,МШ-состоянии 
Рассмотрим свободный и ограниченно возмущенный ферми-

газ в температурном состоянии, т. е. при [J.=R B{ne}0 
Пусть -^-=L2(RV, dx) и 

h = -A+|x, . • (2.5.1) 
где {mu}-=R —химический потенциал, — Д — оператор Лапласа 
В Эё. 

Определим свободный ферми-газ и ферми-газ с ограниченным 
взаимодействием I/ — У*£&(Ж) при температуре -i. 

О пределен ие 2.4 (см. [28]). Свободный ферми-газ при 
тецрературе j — это (9t(<50j, т°, { > 0, р), где свободная дина­
мика т° порождена одночастичным гамильтонианом h вида (2.5.1), 
а ( > о—-единственное (т°, р)-КМШ-состояние. 

Определение 2.5 (см. [28]). Ферми-газ с ограниченным 
взаимодействием V — \/*$±Щ0в) при температуре — — это (%(Ж), 
%Vf> ( ) v, P)t где tjf —ограниченно возмущенная динамика, a 
< > v — единственное (т^, р)-КМШ-состояние, чоторое опоеделяет-

ся через < > о следующим образом: 
' { Д > Г д а А&(%), (2.5.2) 

где Г^(Эё)([28\) и 
def 

(5/2-si "-" и-1. 

H - 2 ( - l ) n S S I xlet(y)xts,(V)...xt.n(V)dsx ...<*?„, (2.5.3) 
и-=1 г, n c\ 0 0 0 

где ряд (2.6.3) сходится по норме 
О п р е д е л е н и е 2.6. С*-динамическая система (St, т) назы­

вается Li (к0) асимптотически абелевой, если 

jj||[A,T,(;5)]||dt<oo (2.5.5) 

для любых A, В из плотной по норме в 3(*-подалгебры 9t°. 
Между КМШ-состояниями и морфизмами Меллера сущест­

вует следующая простая связь. 
У т в е р ж д е н и е 2.9 ([28]). Пусть (St, т) является Li(9t°) 

асимптотически абелевой, тогда для любого V-V*-9t° сущест-
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вуют прямые морфизмы Меллера 

T ± ( A ) = l i m t ^ t O ( A ) , Л б « ^ 
."-У;}-. СО 

и если < ) v есть ..jtj', р)-КМШ-состояние при fS6R\{0}, TO и 
состояние < f± (о) > есть (xt, р)-КМШ-состояние. 

Заметим, что (St- (Ж), т°) является L. (91° (,-?#)) асимптотически 
абелевой, где %°( порождена одночастичным гамильтонианом h. 

Т е о р е м а 2.10. Пусть ч>3, peR\{0} и V=V*e^e- Тогда 
существ.ует е--— г0(\/, v ) > 0 такое, что при | е | < е 0 операторы 
HGNS и Hot-is унитарно эквивалентны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , В силу теоремы 2.5 существует ео = 
-=.8о(V, v ) > 0 такое, что при ]e |<e- существуют и обратимы 
морфизмы Меллера у±. Из утверждения 2.9 следует, что состоя­
ние <Y±(c)>-v является (т., р)-КМШ-состоянием на Sl-(3^), но 
такое состояние единственно (см. [28]). А в силу калибровочной 
инвариантности < >0 и < >еУ имеет место равенство 

<4-h(A)>-v-<A>o (2.5.6) 
для всех АШ(Зё). 

Определим оператор U±:5^QNs->^oNS следующим образом; 
U ±(n0(A)Q0)^neV(4±{A))QeV, (2.5.7) 

где мы для краткости положили я0 =.:-;<< >0, пЕу = п< >EV, Q-S= 
- = - - < >о- Qev-—Q< >E K . 

Операторы U± унитарны. Действительно 
(U±n0(A)Q0, U±n0(B)i20)=^(l±(A))&ev> nev(4±(B))Qev) = 

= < (Т±(-3)}* U(А) > <̂  — < ЧГ± {В*А) > ^ - = < £*Л > о = 
=-(зт0(Л)Й0, no(B)Q0). 

Очевидно, что Ran U+ = ^GNs И обратные операторы U^\ 
задаются следующим образом: 

U±] (лгУ(А)а,у)=*л0 ft-» (А))й0) (<2.5.8<) 

для всех Аб^ (^ ) . 
По определению операторов HGNS и #ONS 

eitH™sn0 (A) Q 0 =я 0 (г° (А)) Я0, 

eV 

eu"™snEV(A)Qev=^zv{xf(A))&zv. 
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Откуда в силу того, что Tf^A) — ̂ - ^ - 1 , имеем 

U^eim^U±n0(A)Q0^U-±
leim^snEV (-f±(-4))£W = 

= п0 (т° (A)) Q0 = е"я™%0{Л) QQ> 

Таким образом 
О E V 

e""-Ns--=L7iV'"0NS£/±, v^R. (2.5.9) 
И следовательно 

UllH%sU± = H^s. Ш (2.5.10) 

Глава 3 
«LINKED CLUSTER THEOREM». 

АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ПОЛНОТА ДЛЯ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ, 
ПОЛЯРИЗУЮЩИХ ВАКУУМ 

§ 3.0. Введение 
Мы теперь откажемся от ограничения на взаимодействие 

VQ = 0. Мы докажем, что, вообще говоря, спектр гамильтониа-, 
на-возмущенной динамики #0+eV сдвигается, точнее, для ма­
лых е существует действительное число Xt, что #0+eV унитар­
но эквивалентен оператору Я0+ЯЕ£. На формальном уровне 
этот факт хорошо известен, например, из знаменитой «linked 
cluster theorem», являющейся основным инструментом в вычис­
лениях по теории возмущений в квантовой теории многих час­
тиц. Основной результат этой главы состоит в доказательстве 
сходимости рядов в этой теореме. Это позволит нам строго до­
казать также все формальные следствия из нее, имеющиеся в 
классических книгах Фридрихса [47] и Хеппа [54]. 

Мы будем рассматривать следующие две ситуации: 
1) Fa-=Fas(L2(Rv))—антисимметрическое фоковское про­

странство над L2(RV), v-S-3, Я = #o+sУ, где H0=dY(h), ИЛИ В 
fe-представлеиии 

H0=Ju(k)a*(k)a(k)dfe, (3.0.1) 

где Ve&e и 
h(•%)—т/от2-]-А2, т > 0 (релятивистский случай), 

или 
h(k) =Кк2 — (безмассовый случай). 
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Так как V-=-V*63l(-3^), то H=H0-\-eV является самосопря­
женным оператором в F a , с той же плотной областью опреде­
ления, что и Н0. 

2) 5" a -Faa(^(Z v ) ) , H0=dT(h), h = —A+|i — решетчатый 
лапласиан плюс константа \х. Выпишем оператор Я0 в fe-пред-
ставлении. После преобразования Фурье /2(Zv) перейдет в 
L2(TV), Tv = [0,2n]v — v-мерный тор, F a -Fas (L2(T v ) ) и 

Hu=^h{k)a*(k)a{k)dk, (3.0.2) 
•J-V 

где V-^V*£s4-e и 
V 

^(•%)=22(--cos( fe'))+ia- (3'°-3> 
В этом случае мы будем предполагать, что ц^О. Таким об­

разом, спектр оператора Я0 неотрицателен. Причем в этом слу­
чае мы ограничимся взаимодействием V вида 

d 

V" = 2 « * ( / м ) • • • a* (fi,mt)a(f,,nil+x) .. • a(fi>mi+li), (3.0.4) 

где mi+ii— четно, fi,j<-C°° (Tv) для всех i, j . 
Все результаты, доказываемые ниже, верны в обоих случаях, 

однако для удобства изложения мы будем проводить его для 
случая 2). 

В дальнейшем (§ 3.6) мы снимем требование неотрицатель­
ности одночастичного гамильтониана (цй:0). 

§ 3.1. Диаграммы Фридрихса. 
Алгебра ваковских экспонент. Операции Г ± и Г 

Рассмотрим вакуумное (основное) состояние на С*-алгебре 
КАС U(L2(RV)) 

<A> = (AQ,Q), (3.1.1) 
которое является квазисвободным калибровочно-инвариантным 
состоянием с Б----0. 

Скобки Вика относительно этого состояния (см. главу 1) 
означают просто, что операторы уничтожения надо переставить 
вправо от операторов рождения с учетом правила знаков. Ина­
че говоря, на мономах вида 

w = a*(fi) . . . a*( /m)a( fm + i ) ...a{fm+p) 

виковские скобки действуют тождественно. 
Произведение нескольких мономов Вика может быть разло­

жено в сумму мономов Вика. Соответствующее правило легко 
формулируется на языке диаграмм. 
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С мономом 

Wi=[wt(kn, ..., kim., kl,mi+\, . . . . k / ,m.+/ i) a*(kil) ••• a*(ki,mi) 

a(ki,mi+\)... a(ki,ml+il)dkil ... dki,mi+ti (3.1.2) 
связывается диаграмма Qt с те-(А) занумерованными левыми 
(правыми) отростками, причем /-му левому отростку соответствует 
a*(ktj), а /-му. правому отростку соответствует a(ki,mi+J). 

Тогда 

• ^ . . . № „ = - 2 W0, (З.1.З) 
о 

где сумма берется по всевозможным спариваниям, дающим ди­
аграмму G, в несвязном объединении диаграмм Gi и 
Го = 5П^П^гуП/б(йг/-^7')--П'>(Аг/):(-1Г(0), (3.1.4) 

i ij 

где произведение П' берется по всем ЛИНИЯМ (парам связанных 
отростков i, J и Г, у") диаграммы G, а П " — по всем неспарен-
ным отросткам. Формулы (3.1.3) и (3.1.4) легко доказать, если 
пользуясь антикоммутационными соотношениями, переносить 
каждый оператор уничтожения вправо от операторов рождения. 
При этом jr(G) будет общим числом таких транспозиций. 

Следующий пример поясняет обозначения 
Wl = a-*(fl)a(f2), W2 = a*(f3)a*(f4)a(f6), 

W{W2= ; WW-. +Wl-o-W2 = a*(fl)a*(fs)a*(U)a(fz)a(h) + 
. +(h, f2)a*(fl)a*(fi)a(h)-(h< f2)a* (h)a* (f3)a(f5) 

Или 

\ 
О 

A. o — / 
X ,0—= . ^ + — o — 

Заметим, что : WiW2: — тот член в разложении W\W2, в ко­
тором при переносах операторов уничтожения не возникло ни 
одного спаривания. 

Введем следующие обозначения (см. [54]): 
(W1 . . . Wn)c — сумма по всем связным диаграммам G в 

(3.1.3); 
(,..)оо — сумма по всем связным диаграммам без внешних 

линий в (3.1.3); ., 
(... )L= ( . . . )с~ (• • • )оо — сумма по всем связным диа­

граммам по крайней мере с одной внешней линией в (3.1.3); 
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(•••)CR — сумма по всем диаграммам из класса ( . . . ) ь с 
внешними линиями, относящимися только к операторам рож-
дения. 

В дальнейшем нам понадобятся некоторые алгебраические 
свойства рядов из мономов Вика. 

Для формального степенного ряда 

СО 

Л= 2 хту'Ап„ 

Где Ам— мономы Вика, положим по определению 

т,1=0 

У т в е р ж д е н и е 3.1 (ем. [54]). Пусть 
СО ОО 

Л = 2 хту1Ат1, 5 = 2 WBmi, 
m+I>0 m+t>0 

— формальные степенные рады по четным мономам Вика, где 
т(1) есть степень по операторам рождения (уничтожения). 

Тогда верны тождества 
А :ехрВ:= : (A: ехр B:) cexp£.; (3.1.5) 
:exp-6: A= : ( : exp Б :A) c exp5 : , (3.1.6) 

где ( )с, как и раньше, выделяет связные диаграммы. 
Доказательство сводится к простым комбинаторным рассуж­

дениям при одних и тех же степенях хту1 (см. [47], [54]). щ 
О п р е д е л е н и е 3.1 ([47], [54]). Левое связное W\_J_ W2... 

... Wn: (правое связное : W2.. .Wn _[}W\) произведение есть 
сумма всех виковских мономов из W\ : W2... Wn : (соответствен­
но, из : W2... Wn : W\), графы которых связны, где каждому Wi 
соответствует своя вершина. 

Замечание. Обычно тождества (3.1.5), (3.1.6) записывают в 
виде (см. [47], [54]) 

А :ехрВ : = : (AJ_: ехр В:)ехр В: 
:ехр В: А = : (:ехр В: JA) exp Bi 

О п р е д е л е н и е 3.2 (см. [54]). Определим операции Фрид-
рихса Г±х на мономах 

Ump = jj ump{kx, ..., km+p) a* (kx)... a* (kja ( k m + I ) . . . 

. . .С1\кт^.р)йк\. . .иКпщ.р 
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при У- > 0 как 
о 

def (* 
.Г±*(£/«р)=--^ er*\*\.xb(Ump)dt-

-J-co 

= J{cdot}a{cdot}mp(fti. • • •• km+p)(Ec— ЕА + 1У.Г1 а*(А,).. .a*(km) (3.1.7J 

a(km+i).,.a(km+p)dkl...dkm+p 

и r±(UmP) как сильный предел r±K(U r a / )) при x{to}0, где 

Ec^h(k}), EA= g А(̂ )> 

а операцию Глимма Г как 

Г ( £ / » р ) - J «„,,(*„ . . . I k m + p ) E c - I a l ( ^ ) . . . a * m ( ^ j x 

Xa(km+l)...a(km+p)dk1...dkm+p. (3.1.8) 
Определим также операцию 

[HcC,±,0> - j ^ l = -~ [e - ' t | " t? (U I B p) ] | / - ± o . (3.1.9) 

Она сводится к замене ядра Ump на ядро 
ump(k\, • •.,кт+р)(Ел—-Ec ± *>;). 

У т в е р ж д е н и е 3.2, При я > 0 имеют место следующие 
формулы 

[Я<±4 T±4Ump)\^Unp, (3.1.10) 
[^±-) , :exP(r± K(Um p)) : ] -- :Um / ,expr± K(Um p) : (3.1.11) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое равенство следует из опреде­
ления операции Г-Ы. Из первого равенства утверждения 3.2 
имеем 

[tf$±4:exp(r±K(£/Mp))] = 

; - [ # < ± и > _ о - Г - Ы ^ - Г * * ^ ) - 1 -Я<±*>]ехр(T±K{Ump)): 
где — ° — указывает на то, что берутся мономы Вика с одним 
спариванием. Но выражение в квадратных скобках равно 

. (3.1.11). 

§ 3.2. Адиабатические волновые операторы. 
«Linked cluster theorem» 

Введем дополнительно следующие обозначения (см. [54]). 
Определим для — oo<z, s < o o , н > 0 , оператор эволюции 

без адиабатического урезания 
U (t,s)=eii/f° е-^'-^е^» (3.2.1 
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и с адиабатическим урезанием 
t 

UW(t, 5)= 1 - J drVM(r) Ul«)(r, s), (3.2.2) 

def 

где V^\ry=e-iv-\r\elrH<Ve-irH\ 
Хорошо известно, что для конечных t и s и у->0 (см. '[54]) 

со 

U<*)(^j--l + 2 ( - * e ) " \ dtr...dtnVW(t1)..ye«)(tri), (3.2.3) 
п 

где A^' = {(ti,. ..,tn), s < t ! < . . . < t „ < t } и ряд (3.2.3) сходит­
ся по норме. 

Выражение под интегралом является произведением виков­
ских мономов и может быть представлено в виде суммы 

^ i ) - . ^ ( g - - 2 ^ - / ' i <») (3.2.4) 
о 

виковских мономов, индексируемых диаграммами Фридрихса G 
(см. [54)]. 

Если воспользоваться равенством при к>0 
t 

{Y±K(U)){i)=i J UW(s)ds, 
±са 

то после интегрирования по До.--00 в каждом члене ряда (3.2.3) 
имеем 

1Л*У0, ±oo)= - . 1+2( - i e )» r ± „ K (V . . . 

•••Г±2«^Г±н (!/))...), (3.2.5) 
а после интегрирования по Л*00-0 ,-

•£/<«)( ± со,0)=1 + 2( - -б) ' ! Г ± «« ( . . .r±2«(T±K(V)V).. .П(3-2.6) 
я=-1 

Теорема 3.3. Существует е0>0 такое, что для | е |<е 0 и 
любого из двух случаев: 

i) — оо.<£,, s<oo и JC-SO; 
ii) -oo<!',5<oo и и>0; 

46 



РЯД 

2 ( - i s f S d*i . . . dtn(yw(*i) • • • VW(tn)k^UiH\t, s)c (3.2.7) 
/г 

сходится по норме, и ео не зависит от t, s, %. To же верно, если 
вместо ( . . . ) с поставить ( . . . )оо> (• •. )ь, ( • . . )CR. 

Из этой теоремы неформально можно вывести следующую 
теорему. 

Т е о р е м а 3.4 («linked sluster theorem») (см. теорему 2.7 в 
[54]). В условиях теоремы 3.3 имеют место равенства 

Uw(t, S)=:exp(Uw(t,s)c):', (3.2.8) 

-jg^^tU^,^., (3.2.9> 

где ряды в правых частях (3.2.8) и (3.2.9) сходятся по норме. 
Пусть 

Ти°- (Q.u^it.sm • ( 3 l 2 ' 1 0 ) 

Т е о р е м а 3.5. Если v-3:3, то существует ео>0 такое, что 
Для | е | < е 0 существуют следующие пределы 

s —• lim ТоГ±о- = Т ~ (прямые адиабатические (3.2.11) 
к^° волновые операторы) 

( , def -s— 11тГ±-41о--=Т± (обратные адиабатические (3.2.12) 
к~*° волновые операторы) 

Т е о р е м а 3.6. B условиях теоремы 3.S константа перенор­
мировки 

/ о о \ И2 

exp 2 ( - s ) " f r ( l / . . . Г( \ / ) )ЬЙ , (3.2.13) 
\п-1 . / II 

где n—-число операций Фридрихса (см. [54]), конечна. Опера­
тор yZT--- унитарен и осуществляет унитарную эквивалентность 

#~±-Т±(Я0+А,е), (3.2.14) 
где %z задается сходящимся рядом Голдстоуна (см. [54]) 

Яе= (Q, &VJT±Q), (3.2.15) 
где VJ_ Т-ь — левое связное произведение. 

Формальные аналоги теорем 3.3—3.6 имеются в работе [54], 
где тождество (3.2.10) доказывается формально, т. е. без дока­
зательства сходимости соответствующих рядов. Неформальное 
доказательство этих теорем впервые было дано в [68]. 
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Перед тем, как доказывать теоремы 3.3—3.6, мы приведем 
формальное доказательство теоремы 3.6 (см. [54]). 

Доказательство (формальное) теоремы 3.6. 
В силу (3.2.5) и (3.2.9) 

поэтому при x{to}0 получим 
3-=:ехр(Г±(еЭ±)):, (3.2.16) 

где 
00 

Q±=%(- i*nw±(v • • • v±(vr±(V))...))L. 
Используя утверждения 3.1 и 3.2, имеем 

Н0Т = r ^ 0 + : Q ± r * : (3.2.17) 
и 

s l / r ± - s : ( l / ^ r ± ) Т± : = 8:(КТ±]сГ±: — 
-8:(l/r±) iT±:+6:(l/r±)00r±: = 

со 

----:2(_Sy*(I/r±(l/ . . . Г±(1/Г± (V)).. .))LT±: + 

+ (й,в(1/Т-=)(ЮС)Г±, (3.2.18) 
где последнее равенство следует из соотношения (см. [47]) 

Q±=-el /^:exp(—r±(Q± j ) : -8(Q,\/^/ :exp(-r±(Q±) j :^) . 
Из (3.2.17'j и (3.2.18) получаем теорему 3.6 с 

8-.HQ, b(VT%Q)^ 
OD 

-%(-£)4&,(Vr(V ...Т(УТ(У))...)Ш, (3.2.19) 

где п — число Г, и мы заменили Г± на Г, так как в (3.2.19) 
лишь при отсутствии операторов уничтожения возможен нену­
левой вклад в силу того, что а(/)£2---0 для всех /6Ж Н 

Замечание . Бее эти утверждения можно доказать и не 
переходя к операциям Г±, если использовать тождество 

-J Uw(t, s)c= ~ie(VM(t):exp Uw(t, sfr), a (3.2.20) 
U(K>(t,*)c = l. 
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Определение 3.3. Определим S-матрицу (или матрицу 
рассеяния) 

def 
5==г(Т+)*Т-= 

= :ехр(2яг_(~е)пД(1/Г_(К...Г_(1/Г_(К))...)) , (3.2.21) 
\ п=\ /L 

где операция Д, примененная к моному Вика Ump, означает зй-
мену его ядра итр на ядро 

Ump (ki, . . . , km+p) б ( Е е — Е А ) • 
Из теоремы 3.6 следует, что S-матрица унитарна. 

§ 3.3. Доказательство теоремы 3,3. 
Разбиение на кластеры и разложение по модам 

Рассмотрим сначала случай и=-0, —oo<s, 2<oo, vS3. 
Далее мы будем заниматься оценкой выражения 

[(V(tl)...V(tn))cdtl...dtn (3.3.1) 
п 

и покажем, что оно ограничено по модулю величиной \t—s\Cn, 
где С константа, не зависящая от s, t, п. Из этой оценки мы 
выведем теорему 3.3. 

Основная трудность в доказательстве этой оценки заклю­
чается в большом количестве диаграмм. Необходимые сокра­
щения диаграмм мы будем производить во «временных класте­
рах, или секторах». 

Р а з б и е н и я . Индексы 1,...,п являются вершинами ди­
аграмм. Любое подмножество а— (ось .. ., ак), а 1 < а г < .. • <a/t 
множества (1,. . . ,п) определяет разбиение (l,...,n) на интер­
валы 

/i = n,ai )=={£: K t < a i } , . . . 
Ih = [ak-i, an), h+\~[ah,ti]. 

Сектора. Любое разбиение a определяет подмножество До-
области Ал'» которое мы назовем сектором. Оно единственным 
образом определяется следующими условиями: 

а) если £,./ принадлежат одному интервалу /- разбиения а, 
то существует целое М такое, что 

t„ *ДМ,М + 1) = /.; 
б) если i, j принадлежат разбиениям 1т и / , ^ соответственно, 

то tt и tj Принадлежат различным [М, M~f-1 )=-=/„,, [L, 1 + 1)=---
-=-/-, т. е. МфЬ. 
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Ясно, что UAa —Дл'. В дальнейшем мы будем называть /-
О s 

1-ой группой сектора Д-,. 
Подсектора. Подсектор (Мь . . . , Mh+i) сектора Ла опреде­

ляется разбиением а и целыми числами М\<М2<... ..<Mh+\. 
Это множество всех (tu..., tn), s<t\<. ... <.tn<.t таких, что, 
если-iG/z, то ^6[М., .M.+ l) . 

Моды. Выберем в пространстве L2(JV) ортонормированный 
бате {eN}N&zV, ще. eN^C&.p[i(N,k)], k6Tv. Элементы этого 
базиса мы и назовем модами. 

Пусть 
def d 

S=5-=U {/г,Ь • • •> ft.m.+l,}' 
i= l 

Зафиксируем некоторый подсектор Aa(Mit..., Mh+i). Если 
t&{Mu Mi+l], то t-Mi+8t, 0<Ы<\. Поэтому 

V{t)^^ аЦеш^е^/1л)... a{emihe^f iim&l). (3.3.2) 

Р а з л о ж е н и е по модам. Разложим векторы вида 
eiHhf, feS по базису {eN}, 

eimf= 2 CNlf(6t)eN. (3.3.3) 
w6zv 

Отметим, что для любого f > 0 существует константа С (у), 
такая, что равномерно по f6S, |б£|<1 коэффициенты CNj(6t\ 
ряда (3.3.3) удовлетворяют неравенству 

{C»'fM)<f$f 1̂1 = 21^1. (3-3.4) 
ЭТО неравенство доказывается интегрированием по частям. 

Мы выберем ^ > v + l , так, чтобы было выполнено неравенство 

2 |СлгД60 |<С<оо, (3.3,5) 

где константа С не зависит от f6S и |6 i |<l . 
Для некоторого разбиения а = (ai , . , . ,аь), обозначим через 

Эа следующее подмножество [0, 1)" 

®«- = {(S-i>.. •, 6tn): 0<dt! < . . . <6t a i-1, 
0<btat < . . . <6t a ._b . . . , 0 <6t a A< ..•. <6t„< 1}. 

Используя введенные обозначения, мы можем записать вы-
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ражение (3.3.1) в виде 
, п • • 

. 2 " " 2 Jiirf(e^)-2'2^о,' сз.3.6) 
где, если рассматривать выражение (3.3.6) слева, направо, мы 
имеем . • • • . . . . • ' 

1) суммы по всем разбиениям; 
2) суммы по всем подсекторам; 
3) интегрирование внутри всех-подсекторов; • 
4) суммы по всем модам; 
5) суммы по всем допустимым диаграммам. 

• Д и а г р а м м ы . Диаграмма — это граф с вершинами 
1, 2 , . . . , n . Каждой вершине инцидентны mi правых отростков 
(им соответствуют операторы уничтожения) и U левых отрост­
ков '(им соответствуют операторы рождения). Выбор мод соот­
ветствует тому, что каждому отростку ставится в соответствие 
элемент eN базиса {ejv}wezv. Каждый отросток занумерован ин-. 
дексом (v,p), где v — номер вершины, р — номер отростка в 
вершине v. Допустимой диаграммой является связный граф, об­
разующийся спариванием некоторых из отростков (i>i,Pi) и 
(^2. Рг), 1-,1<^2, если первый отросток правый, а второй отросток 
левый. Спаренные отростки являются ребрами допустимой ди­
аграммы. Мы будем называть их внутренними (int). Неспарен-
ные отростки назовем внешними ребрами (out). 

Каждая диаграмма входит в выражение (3.3.6) со своим 
весом. » 

В е с д и а г р а м м ы . Пусть зафиксировано разбиение а = 
= (ai, . . . , aft) подсектор (Mi M/H-i), вектор (8tu . . . , 6tn),. 
моды Nvp. Введем функцию M(v), v = l, ..., п, M(v)=Mu если 
w66i, i— 1 , . . . , k-\-l. Вес диаграммы G это следующее выражение 

WQ = (-1)я<°> П (e«A(«C)-* {V))eN eNvi!/) x 
Int 

XCN(6tv)CNv.qWv-)Ra*{eMWeNvp), (3.3.7) 
ext 

где а* = а*, если отросток vp — правый и а* = а, если отросток. 
vp — левый. 

З а м е ч а н и е . Рассмотрим диаграмму G, у которой внутрен­
нее ребро (vp, v'q) лежит целиком в интервале / / для некоторого L 
Выражение (3.3.7) показывает, что если Nvp=£Nv'q, TO ,Wo—0, 
поскольку M{v)=M(v') и (eNvp, eNv,n) = 0. Этот факт позволит 
нам сократить большое число диаграмм. 

Назовем подмножество вершин h диаграммы G, 1-ой группой 
вершин. Пусть Ai(Bi) -множество ребер диаграммы (внешних 
и внутренних), выходящих из /-ой группы вершин вправо (вле­
во) и не спаривающих две вершины этой группы. 
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Зафиксируем сектор а-= (oci осл.), Да (Mi,..., Mfc+i), мо­
ды {Л/,.р}. Для каждого /=1 , . . . , й+1 обозначим через Nt не­
которое заданное множество мод Ni—{ei,...,eil}. Пусть 
G{Ni М.+1) — множество диаграмм, у которых моды от­
ростков Л- есть в точности Ni. 

Лемма 3.7. а) Существует не более одной диаграммы G из 
G(jVi,.,., Nh+i) с ненулевым весом WG. 

б) Для каждой такой диаграммы множества Ni содержат 
различные моды. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 3.7, Утверждения данной 
леммы являются очевидными следствиями того, что 

{а#(eiMheN\), a# (eimeN,)}=0, (3.3.8) 
если N^N2 ({,}—антикоммутатор) и 

(а#{ешкем))* = 0. (3.3.9) 
ЕСЛИ 7;={i1, . . . , г,}. то обозначим V/^Viti).. .V(tiq). За­
фиксируем некоторое I, 1< i<k- f - l . 

Представим Vj- в виде суммы по ваковским мономам (ди­
аграммам Фридрихса). Из соотношений (3.3.8) и (3.3.9) следу­
ет, что существует только одна ненулевая диаграмма, для ко­
торой моды правых свободных отростков совпадают с М-, при­
чем эти моды различны. Из этих замечаний и вытекают 
утверждения а) и б) леммы 3.7. • 

Вернемся к оценке выражения (3.3.6). Поскольку все суммы 
в нем кроме сумм по модам конечны, мы можем перенести сум­
мирование по модам интегрирование по Эа налево. Из неравен­
ства (3.3.4) и ТОГО, что -SdStQ, l]n, нам для доказательства тео­
ремы 3,3 достаточно доказать равномерно по модам следующее 
неравенство 

2 2 2*. 
a М„. 

< C " | t - s | , (3.3.10) 

где С не зависит от », s, t, мод, a Wa задается выражением ви­
да (3.3J), в которое убраны все См (6tv), 

Пусть далее зафиксирован набор мод. Множества N , , . . . 
• •., Nb+i мы можем выбрать не более чем [2ОТ.—-]Л способами, где 
т-шах максимальное число операторов рождения в монОмах Ви­
ка, входящих в v. Поэтому можно считать, что N1, . . . , Nh+i то­
же фиксированы. В силу леммы 3.7 мы можем каждой допусти­
мой диаграмме G поставить в соответствие связную диаграмму 
G с k-\-\ вершиной Мь1..., Mk+i и суммарным числом ребер, не 
превосходящим mmaxn. 

При этом вес Wo диаграммы G находится по формуле 
Wd = U\[e^^)-M^))e e ]{t ( 3 t 3 . n ) . 

tat vp v q i 
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Причем 
Wa\\<C?W5, 

где С. — некоторая константа. 
Для любых М, N6ZV имеет место оценка 

j dkeN(k)eM[k)e"hW < 
(l + l<l)v/2 

(3.3.12) 

(3.3.13) 

где С не зависит от N, M, t. 
Откуда, учитывая (3.3.11) и (3.3.13), следует 

| Wo К (const)" П 1 

ini \MHv,p)—MUv',g)\V/2 
(3.3.14) 

где l(v,p) —это группа 6, к которой принадлежит вершина /. 
Учитывая все вышесказанное, имеем 

2 2 2^<> < (const)" 2 
в Mi •Atk+1 О М, М 

П ---
----- | .« хл |v/2 
Int \MHv,p)~Mt(v\q) I 

*+J (3.3.15) 

Зафиксируем М\—целое, принадлежащее отрезку [s,t]. 
Лемма 3.8. Имеет место оценка 

._ 2 п. 
b-\M„...,Mk+1M \MH»,p)—MHv',g)lV 2 

< 

< [2 -0 + | Л Г | ) ' / а 

(3.3.16) 

Данный результат получается после применения к левой 
части (3.3.16) стандартной техники кластерных разложений 
(см-[6]). 

Суммирование по -Mi дает в оценке (3.3.10) множитель 
|:i—s|. Доказательство теоремы 3.3 закончено. 

§ 3.4. Асимптотическая полнота 
Теперь мы можем неформально доказать теоремы 3.5 и 3.6, 

из которых следует асимптотическая полнота гамильтониана 
//-+eV при малых Е в случае, когда взаимодействие V поляри-. 
зует вакуум, но является четным. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3.5. Докажем,, что для 
.>=а*(М...а*(/т)Й,^еС-(Г) 

( • • • • . о • ' < о • - ; 

Н т 2 ( - - б ) п [ dt^.A dtn{VW{tx)...VW{tn))^ (3.4.1) 
к * ° » ± L • ±

J„- •• 
существует. 
< Рассмотрим n-ый член ряда (3.4.1). Докажем сначала это 
утверждение для диаграмм из L', т. е. таких,' что они имеют 
хотя бы одно внешнее ребро уничтожения. Для таких диаграмм, 
повторяя доказательство теоремы 3.3, получим оценку сверху 
Спе,п, равномерно по н. . *• ч 

Далее рассмотрим сумму по диаграммам без внешних ре-
v6ep уничтожения. Они имеют внешние ребра рождения, которые 
дают вклад 

VtP 

Сделаем замену 

П It h-x\i \ 

=5 Па*(kvp\ ДЛ(^Ьк''»leNvp(kvp)dkvp. 
(3.4.2) 

t2 — tc> ' t j , 

• -# * • • 

'я ~ '"• — * я-1 

и проинтегрируем по t\, 
Заметим, что ...-• 

о 
limi \ dt\^(it\y.h{kvp)-Y.\ii'\\^—~^ (3.4.3) 

±00 \ t,,p.. J ^h{kvp) 
v,p 

принадлежит локально L2, если {mu}>0. 
Поэтому можно разложить ( 2i h {kvp)\ no модам. Интегри-

\v,P } 
рование по t, эквивалентно тому, что вся диаграмма сдвигается 
в точку г, — 0. Далее применим технику, развитую при доказа­
тельстве теоремы З.З. • 

З а м е ч а н и е (Об адиабатическом урезании). Выше мы рас­
сматривали волновые операторы, зависящие от двух: парамет­
ров: параметра адиабатического урезания и и времени t. 
При этом исследовались повторные пределы lira lim. Как выте-

И-.-0 <-»--о 
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кает из теорем 3.3—3.6, эти пределы существуют по норме или 
в сильном смысле. Возникает вопрос: какую роль играет адиа­
батическое урезание и нельзя ли обойтись без него? Отметим, 
что использование адиабатического урезания характерно для 
стационарной теории рассеяния. 

Заметим также, что если существует предел без урезания 
s — 1im£/(0,t), 

то существует и предел с адиабатическим урезанием 
s — 1im£/<»0(0, oo) 

•К-+0 

и они равны. Эта ситуация возникает, например, когда V£s&, 
VO---0. 

Анализ доказательств теорем 3.3—3.6 показывает, что этим 
теоремам соответствуют аналогичные утверждения для соот­
ветствующих волновых операторов без адиабатического уреза­
ния. Только в этом случае нужно все пределы по норме (силь­
ные пределы) заменить на слабые пределы, однако сейчас не­
ясно, как это можно использовать для доказательства 
асимптотической полноты. 

§ 3.5. Существование возмущенного 
вакуумного вектора 

В этом и последующем параграфе мы покажем, что динами­
ка рассматриваемой ферми-системы не зависит существенно от 
химического потенциала ц. Результаты § 3.2—3.4 показывают, 
что возмущенная система унитарно эквивалентна «смещенной» 
свободной системе, если (xS:0. Зто условие существенно исполь­
зуется в доказательстве теорем 3.3—3.6. 

Заметим, что если (х-5.0, то точка %о=0 дискретного спектра 
оператора H0 — dTh лежит вне или на границе непрерывной 
части спектра этого оператора. При «включении» взаимодейст­
вия &V она сдвигается в точку %с. 

Если (д><0, то дискретный спектр #о содержится во внутрен­
ности его непрерывного спектра. Оказывается, что и в этом слу­
чае дискретный спектр не исчезает, как это можно было ожи­
дать. Например, подобная ситуация возникает для модели взаи­
модействующего ферми-газа ео спином, когда собственное 
значение, лежащее внутри непрерывного спектра, при включе­
нии взаимодействия (6-/-0) исчезает. 
1 В данном параграфе мы докажем это утверждение. Мы вос­
пользуемся техникой получения оценок диаграмм, развитой в 
§ 3.2—3.4. Все обозначения этого параграфа при этом сохра­
няются. 

Т е о р е м а 3.9. Пусть одночастичный гамильтониан h имеет 
вид (3.0.3), H.GR, а оператор V вид (3.0.4). Тогда для достаточ-
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но малых е оператор Н. — Яо+eV имеет собственный вектор Qc, 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 3.6 для достаточно малых 

е величина 

---"'Hle-P {Д. ( - 6 )"(Г(^ . • -Г (И))Ц Q||a 

конечна. С другой стороны, из результатов § 3.3 следует, что 

Поэтому, величина 
Jiff. 

\е1Шеа, tf) 

равномерно ограничена по t. Тем же методом, что и теорема 
3.3 может быть доказана следующая лемма. 

Лемма 3.10. Для плотного в F a множества 3) существует 
конечный предел 

< F > - 1 1 m ^ - 7 - - - > E 6 ^ . (3-5.2) 
< - » (е 8Q, Q) 

Как показывает следующая общая лемма, этот предел су­
ществует и конечен для любого F6ff~, 

Лемма 3.11. Пусть Ж — сепарабельное гильбертово про­
странство, at — равномерно ограниченная функция, a: R--»-5#, 
т. е. 

Ы | < М < о о . (3.5.3) 
Пусть для плотного в Ж множества векторов {F} существует 
конечный предел 

lim (a* F). (3.5.4) 
.•-j-oo 

Тогда ЭТОТ предел существует и конечен для всех /'•3F. 
Гильбертово пространство слабо полно. Поэтому существует 

некоторый вектор Q,, такой, что для всех F,6Fa 

l i m I.M'Q.P) щ (3.5.5) 

Мы покажем, что Q, —- собственный вектор возмущенного 
оператора Н.. 

Во-первых, полагая в (3.5.5) F = Q, 
(Й.,й) = 1, 

т. е. 2е¥=0. 
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Д а л е е , для любого s6R 

(УЕ, г ) —Нт ——-]-~/ ' = 1 Щ - Т Й -----г—-

= U m (e BQt e SF) (e 8 Q, Й) 

" ' — ( ^ « Q . e - ' ^ - e ) (e"#-Q,Q) "~ 
/,-4 - l i f f . . , , , ISH, 

_ ( Q e , e e-F) (e e Q g , / 7 ) 

( Q e , e EQ) (e 8 Q 6 . Q) 

To есть ДЛЯ любых s<5R, F 6 # " выполняется тождество 
(О., F ) -= ( C 4 ' F ) . (3.5.6> 

(в* 8а. о) 
Или 

. (Qg, F) {eisff°Qe, Q) = (elsH°QB, F). (3.5.7> 
Дифференцируя обе части (3.5.7) по s и п о л а г а я s = 0, по-

Л У Ч И М ,.-..„....•..;-.̂ л».-<в.в1 
(Qe, F)(HEQE, Q)-=(HEQB , F). (3.5.8) 

Поскольку (3,5.8) выполняется для любых F6--*,~> то 
#eQe = (//8Qe, £2)QE, (3.5.9)1 

то есть Й, — собственный вектор Я,. Теорема 3.8 полностью до­
казана. 

§ 3.6. Унитарная эквивалентность. Общий случай 
Здесь мы рассмотрим дальнейшее обобщение результатов. 

§ 3.1, заключающееся в снятии ограничения на химический по­
тенциал. 

Докажем следующую теорему. 
Теорема 3.12. Пусть одночастичный гамильтониан h име­

ет вид (3.0.3), fx6R, а оператор V вид (3.0.4). Тогда существует 
8о>, такое, что для |е|<ео и K&R, операторы Н, и Н0+КЕ' 
унитарно эквивалентны. 

Замечание . Основой доказательства теоремы 3.12 будут-
результаты предыдущего параграфа о существовании возму­
щенного вакуумного вектора £2... 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим следующие две динамики 
в С*-алгебре 11 (3#): 

По теореме 2.5 для достаточно малых е существуют и обра-
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тимы морфизмы Меллера в С*-алгебре %{Ж) 
Ч±(Л)=Ит х^хЦА), А£%{Ж). 

^-*.±со 

Пусть Я, — возмущенный вакуумный вектор оператора 
Яо+еУ , существующий в силу теоремы 3.9. Мы можем считать 
его нормированным, т. е. ||Я,|| = 1. Положим f"--"f+. 

Л е м м а 3.13. Для любого fe.-Jff? имеет место равенство 
(-ra(f))Qs = 0. (3.6.1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим а(/) = fa(f). С одной сто­
роны имеем 

Urn t ^T« (a ( / ) )Q E =a ( / )Q e . ( 3 ' 6- 2 ) 
i /-.—.-CO 

C другой стороны, пользуясь тем, что Я, — собственный век­
тор оператора Я,-=Я0+еУ, имеем 
, , IIх% tJ(a(/))Qe |H| | е-т'а(е"*/)е>шЩ = 

-||л(в"*/)Ов||-»-0 _: (3,6.3) 
при i{to} -j- оо. 

Действительно, пусть по норме Q(
8
n){to}{Omega}E при n{to} оо, где OS") 

—конечная линейная комбинация векторов вида ; _ 
а* ( / , ) . . . a* (/m) Я, 'ffiCZ(W). 

. Пусть ||Я<»>--Я-||.<6 при n > N e . Тогда 
| |а(е-"*/)08||<| |а(в-"*/)Цв)11+6||/11. (3.6.4) 

Пользуясь антикоммутационными соотношениями, мы можем 
перенести оператор a(eithf) через операторы a*(fi) . . . a*(fm) 
слева направо. После этого, a (eithf) будет содержать конечное 
число слагаемых, каждое из которых будет содержать множи­
тель вида 

.(е<%Ь). • (3.6.5) 
Из спектральной теории и теоремы Лебега' (используя аб­

солютную непрерывность спектра h) следует, что выражение 
вида (3.6.5) стремится к нулю при 2{to}oo. Отсюда в силу про­
извольности выбора б > 0 следует утверждение леммы 3.13. 

Из леммы 3.12 легко следует лемма 3.14. 
Л е м м а 3.14. Для любого АЩ(Эё) имеет место равенство 

(ЛП,0) = .(7(Л)0„0.). (3.6.6) 
Определим оператор U: Fa{to}F<- следующим образом 

U(AQ)=4{A)a,. (3.6.7) 
Оператор U сохраняет норму, так как 

•|| ЛЯ||2-(Л*ЛЯу Я)-=-.(т(А*А)Я~, Яе)=-|| f (A) Яе ||2. 
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Поэтому он корректно определен и изометричец. Так как 
Ч(Ж) неприводима в F a , то 5Ш-— F a и, следовательно, .образ 
оператора И совпадает со всем F a . Значит, оператор U уни­
тарен. 

Для любого АШ.{Ш) имеем 
е"^-+^)иАа = е11^'+Ёу1^{А)^е = t f (-f (Л)) еи^'+вУ^5 = 

— eia"T (т? (А)) Й8 — е"Ч/т° (Л) Й — егае £/«-»АЛщ (3.6.S) 
Здесь мы воспользовались сплетающим свойством морфизмов 
Меллера: 

t5Vr-Y----"foT^ 

и тем, что Qs — собственный вектор оператора Яо+еУ с собст­
венным значением Хе. 

Из выражения (3.6.8) следует, что 
eit{Ha+EV)==e^sueimau* (3.6.9) 

ИЛИ 

H0+eV = U(H0 + %B)U*. (3.6.10) 
Теорема 3.12 полностью доказана. • 

Имеет место следующая теорема. 
Теорема 3,15. Морфизмы Меллера -f±, определяемые 

(3.6.2), унитарно представимы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любого Best и оператора U из 

Выражения (3.6.7) 
t (A) BQe = ч (Ау-ЦВ))Q& = UA^BQ, = UAU*BQB. 

И поскольку В произволен, то 
4(A)-UAU*. • (3.6.11) 

Глава 4 
СПИНОВАЯ ЧАСТИЦА, 

ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩАЯ СО СВОБОДНЫМ ФЕРМИ-ГАЗОМ 

§ 4.0. Введение 
. Здесь мы рассмотрим свободный ферми-газ на решетке и 

спин, локализованный, например, в точке 06ZV. 
Наш первый результат (теорема 4.4) описывает; случай, ког­

да система эквивалентна идеальному ферма-газу. Здесь спин 
«исчезает» в «море» ферми-частиц. Эта ситуация во многом 
аналогична рассмотренной в [1]; Мы получим спектральное 
объяснение этого явления: собственный вектор становится ре­
зонансом. 
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Второй результат § 4.3 (только для квадрэтических возму­
щений) относится к случаю, когда система эквивалентна иде­
альному ферми-газу плюс свободная спиновая квазичастица.. 

В § 4.4 мы исследуем случай частицы, взаимодействующей 
с ферми-газом в основном состоянии. Для ограниченных воз­
мущений мы получим полное спектральное представление воз­
мущенной динамики. Она оказывается унитарно эквивалентной 
динамике, состоящей из свободного ферми-газа и не взаимо­
действующей с ним частицы с измененными параметрами. 

§ 4.1. Система «ферми-газ»+«спиновая частица». 
Квадратическое взаимодействие 

Пусть Ж=к{г"), v>3 , %г=%{Щ— С*-алгебра KAC, опи­
сывающая решетчатый ферми-газ и 91(C) конечномерная С*-ал-
гебра KAC, порожденная {1, b, b*}. Эта С*-алгебра описывает 
спин и b, b* удовлетворяют каноническим антикоммутационным 
соотношениям 

bb = b*b* = Qb, 
(4.1-1) 

Ь*Ь+ЬЪ* = \Ъ. 
Тензорное произведение этих С*-алгебр (в смысле произве­

дения супералгебр) есть опять С*-алгебра КАС 
д=2ЦС)=$да2. 

Я .-S3 в 9/7 (3B)«=.«(C©3ff), (4.1.2) 
где « порождена I, b®\F, b*®\F, \b®a{f), \b®a*(f), /еЯ, 

Положим 
ь=а(Ф0), Ф..—(1,р)есеж (4.1.3) 

Для краткости обозначений, когда это не вызывает путаницы,. 
мы будем отождествлять Ь*®1Р с Ъ*, \b®a*(f) с a*(f). 

Из определения 11 следует, что выполняются соотношения 
ba*(f) = -a*(f)b, 

b*a*(f)=—a*(f)b*, 
для всех / е ж 

Свободная динамика в St задается следующим образом 
%* (lb®a* (f)) = lb®a* (eithf), 

x°(b®\F)=e~inb®1F, %°t(b*®\F)^eli4*®lF, ^ЛЛ^ 
где h=—А+lj-i — решетчатый лапласиан плюс константа, ^eR. 

Мы рассмотрим сначала случай квадратического взаимо­
действия ферми-газа со спином 

V M - V a = e(6*a(fX+e* (/)&). (4.1.5> 
для некоторого \ЪЖ с конечным носителем, 
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Откуда следует, что 
ту. (а# (G))--=a# (в"(М«+-.Р>0), ОбС®5ё, 

где АоЩ.-=Я®1 + 1®А. И для F= (0,/) имеем 
PG=s(P((0,f)+q>o)-P((0,f)-P(<ta))G = 

«((Офо)Р+(0,.Р)Фо). 
Следовательно возмущенная динамика является свободной 

и порождается оператором he, который соответствует оператору 
в хорошо известной модели Фридрихса. Нам понадобится ряд 
•фактов о спектральных свойствах этой модели. 

§ 4.2. Модель Фридрихса 

Мы сформулируем теоремы, которые относятся к модели 
Фридрихса и которые мы будем существенно использовать. 

Пусть 5& = L2(TV), v > 3 . Рассмотрим в Ш^С®^ оператор 

. ^ ( • 0 ( £ Н £ ) . (4.2.1) 
где ?.eR> cec, gz$, 

V 

h(k) = 2 2(1 — cos (*,))+(*• (4.2.2) 

Рассмотрим оператор A-(X)==h0(>i,)+eVr, где возмущение eV 
имеет вид 

тд,е q>BL3{T). 
Очевидно, возмущение V имеет ранг 2. Оператор ha имеет 

абсолютно непрерывный спектр на [\х, {mu}+4v] и собственное зна­
чение X. 

Т е о р е м а 4Л. Пусть А,$(ц, |.i+4v), фбС°°(Ту). Тогда сущест­
вует такое действительное Л,вб(|х, p.+4v), \Х—Х.\=0(]в\2), что 
•операторы hoOOj+JeV и h0(K') унитарно эквивалентны, то есть 
при достаточно малых е, абсолютно непрерывная часть спект­
ра не меняется, сингулярной не появляется, а собственное зна­
чение ЯЕ лежит вне (\л, {mu}+4v). 

Т е о р е м а 4.2. Пусть фбС00(Т~) и ф не равно тождественно 
нулю ни на какой поверхности уровня функции 

v 

h(k)==22(1-c o s(Ai))+!a- (4-2-4> 
Если Яб(р,, p,+4v), то тогда существует eo.(V)>0 такое, что 
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для любого | 8 |<е 0 , 8{ne}0, оператор /г0(Я)+еУ и h унитарно эк­
вивалентны, то есть при достаточно малых е, дискретный спектр 
исчезает, абсолютно непрерывная часть спектра не меняется. 

Т е о р е м а 4.3. Пусть выполнены все условия теоремы 4.1 и 
E - ( C i , / ) , а—(с2-^)еСФ^, где / , geG°°(Tv). Тогда для доста­
точно малых е 

(e»(Ao(*)+iv)f, G)eLx ( - оо , оо ). (4.2.5) 
Доказательства этих теорем основаны на анализе хорошо 

известной модели Фридрихса, и мы приведем в § 4,5 доказа­
тельство только теоремы 4.1 и 4.2. Доказательство теоремы 4.3 
смотрите в [18]. 

§ 4.3. Локальные возмущения в модели 
«ферми-газ + спин» 

Сформулированные ниже теоремы 4.4 и 4.5 относятся к слу­
чаю квадратического взаимодействия, а теорема 4.6 — для не-
кв адр этического. 

Т е о р е м а 4.4. Пусть квадратическое возмущение V2 имеет 
вид (4.1.5), причем f6C°°(Tv) и / не равно тождественно нулю 
ни на какой поверхности уровня функции 

v 

h(k) = 2 2 ( l - c o s ( ^ ) ) + [x. (4.2.4> 
;-=1 

ЕслиЛ6(ц, (i+4v), то тогда существует ео>0 такое, что для 
любого | еКео , е=-=0, существует изоморфизм а: %(С®26)-+-
-*Шг(а@) такой, что 

tY .— a- i- t i- a . (4.3.1) 

где xt — свободная динамика идеального ферми-газа. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть U — унитарный оператор такой,, 

что 
и-. с®зв-+&, u(ho(x\+tV)u-l=h. 

Он существует в силу теоремы 4.2. Положим 
aa*(G)=a*(UG), ОбСФЖ 

Тогда 

тГЧа(0))=-«а* ( e ' « " ° w w G ) = a # ( e"("«<MWG ) , 
a{e^UQ)=xt{a(a{Q))). щ (4.3.2) 

Т е о р е м а 4.5. Пусть квадратическое возмущение \% имеет 
вид (4.1.5), причем /6C°°(TV), Я<1(ц, p,+4v). Тогда существует 
такое ео>0, что при | e | < s o существует действительное Яеб 
6({mu}, |x+4v), |Я—M---0(]e|2), и *-автоморфизм 8 С*-алгебры: 
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51(СФЗ#) в себя, такой, что 
9тУ*е------.т.;, ^ з з ^ 

Где х'([а#(0)) = а# (еил<^о). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Теорема 4.6 доказывается аналогично 

теореме 4.4 и следует из теоремы 4.2. 
Теперь рассмотрим неквадратическое возмущение вида 
_ V-=sV2 + e'V, (4.3.4) 

где V==V* есть конечная сумма мономов вида 
a*(F,) ...a*(Fm)a(G1)\..a(Gn), (4.3.5) 

где m + д —четно и Fu GfiC@3fe. 
Т е о р е м а 4.6. Пусть квадратическое возмущение V2 имеет 

вид (4.1.5), причем feC°°(Tv) и f не равно тождественно нулю 
ни на какой поверхности уровня функции 

^(^)=={sum}2(1-"COS(k/)) + n. 
• ' • • • • . „ , г = 1 

Пусть V имеет вид (4.3.5), причем все FL, Qt имеют вид Ft = 
>-(ci. / i ) . Gt~(di, gt)eC®3», где f„ ^еС°°(Г). 

Если %в[[к, {mu}+4v), то тогда существуют е0>0, такие, что 
для любого |e|{le}eo, E{ne}0, существует е ' (е)>0 такое, что при 
|{epsilon}q4{le}e', существует «-изоморфизм a:%(C@S^)-^%F(^S) такой, 
что 

a-^a-' — T?, (4.3.6) 
то есть, динамика ?У изоморфна свободной динамике t? идеально­
го ферми-газа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 4.1. достаточно доказать 
•изоморфизм' xf и гУ*. Данный факт будет следовать из сущест­
вования прямых и обратных морфизмов Меллера 

•Y^s-l lmtl^y*, (4.3.7) 
t-t-ixi 

•i^s-limxl'ixj. (4.3.8) 
t-yoo 

'Воспользуемся критерием Кука. Рассмотрим плотное мно­
жество 

a--=.{a*("-.J.. .a*(Fm)a(Gx).. .a(Qn), m, n>0, / „ g&C" (Г)} 
в С*-алгебре St. 

Повторяя доказательство теоремы 2.4, ВИДИМ, что нам доста­
точно доказать, что 
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для любых F={c,f), G---(d,g)eCO50, где f,iGC~(Tv), что и 
утверждается теоремой 4.3. Заметим, что как и в теореме 2.4, 
здесь не требуется малость параметра e'6R. 

Аналогично, повторяя доказательство теоремы 2.6 для малых 
в ' , мы докажем существование обратных морфизмов Мелле-
Ра Т* • 

§ 4.4. Ферми-газ и частица в основном состоянии 

Результаты данного параграфа относятся к динамике систе­
мы, состоящей из ферми-газа и взаимодействующего с ним спи­
на, в основном состоянии. 

Пусть < >р — основное состояние ферми-газа, т. е. квазисво-
•бодное состояние с .8 = 0, р = +оо, < >-Р — основное состояние на 
-Э. Тогда 

< >=•< >ВР®< >F (4.4.11. 
есть состояние на St. 

Оператор 5^GNS имеет следующую структуру, похожую на 
структуру фоковского пространства: 

^GNS ---•-*".. ( C ) ® ^ a s ( ^ ) = - ^ a s (Сф<3£). 

1) В 5^GNS выделен вектор й, ||Й|| = 1, называемый вакуум-
яым, причем 

(l6®a(f))Q=0, V/65&? J.4.4.2) 
(&®Ь)Й----0; 

2) линейная оболочка векторов 
•U®a*(fi)----»*(WQ. 
ft*®a*(f1)...a*(fB)Ql 

где fit gfiStf, n , m ^ 0 , плотна в -3^GNS-
Свободная динамика Т(° в 91, определенная (4.1.4), индуци­

рует в <3#GNS динамику, задаваемую оператором 
H=H0{\)=dT(ho(^)): 

— 1e®a*(e«*/i)" • •<**(«"*/»)--. (4.4.3) 
e""Mb*®a*(fx)...a*{fn)&=* 

— e'-***ea*(e»*/,).. .fl»(e""/B)Q. (4.4.4) 

Заметим, что Ho'(X) имеет единственную точку (кроме нуля) 
дискретного спектра X, которая соответствует собственному век­
тору (£*®1Р)Й. 

Пусть 
Яе(Я)=Яо(Я).+бУ, J4.4.5) 

«4 
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причем возмущенный оператор, V, имеет вид 
у-=6*®С+&<ЭС*, '•;.../'" (4.4.6) 

м 
. с—2a*(/Iя).:., _* Ш?>,•:•*;.'>'о;,.%<с»:,: :(Ш) 

• • ; • • ' • • ' y = i i ^ • ' . ' ' ; • ; ; . : ; ' ' . ' ; " " ; . , ' 

Далее, мы будем иметь две существенно разные ситуаци.-,; 
которые зависят от того, изменяется или нет дискретный рйектр' 
оператора Н0(Х) при возмущении оператором V = V*. •, то•есть 
выполнено или нет условие 
'•'" "'" Vb'*Q = 0. "' (4.4.8) 

Условие (4.4.8) имеет место, если оператор ,a#(/{{ )) является-
оператором умножения, а оператор a#(f[J)) — опфатф'Ьй 
рождения. В этом случае вектор b*<2>lFQ является, собственным 
для Яе (X). с .собственным значением X.--••••.'••'' '. 
Таким образом, в этом случае дискретный спектр Я,(Я.), сойпа.-, 
дает с дискретным спектром, Н0{Х). Более того, в этом случае 
верла теорема: "•'' . '.•..•• ,,;' • , . :•.. 

Т е о р е м а 4.7. " Пусть взаимодействие V имеет вид (4.4.6), 
причем для всех j = 1, . . . , М • оператор а# {fi1.)) есть оператор 
уничтожения, а .оператор a#(fij)) — рождения.. Тогда существует 
•so(V)X), такое, что для |8|<е0 ,операторы #o(-V) и НС(Х) уни­
тарно эквивалентны при любом XGR." 

Д о к а з а те л ь е т во. Мы докажем существование прямых 
W± и обратных W± волновых операторов при малых &'. *:• ,? 

Например, докажем, что W± существует на плотном мно­
жестве .®=-9s?GNS, где 2) состоит из конечных линейных комби­
наций векторов вида ' : '" •"'•• 

lb®a*(f>) \\:-a*{fn)Q, 
b*®a*(ft) . . . a*(fn)Q„ 

a fi,gfi36- имеют конечные носители в Zv. . . . . . . ' • • 
Воспользуемся выражением \-W± в .виде ряда (2.4.6). Для 

Фб.25 имеем , 
со 

\17±(*)Ф — Ф-4-2 (----е)" \ dtx..:dinV(tn)...V{t{)®,(4A.9) 
' - > • ' • • . • i t •• 

• •'fr-*-±oo 

V ^ ) = e"-Ve(A)Vfi-"/ir*(-,')-= • • 

5 - 2 £ 2 7 63 



м 
= 2 {el,%b*®a* (е"й/1Л) • • • a* (eiihAl)) + 

+e-"*ft®(a* (e"*/^) • • • а* (У'л/£;/)Г>- (4.4Л0) 
Так как в каждом члене оператора .V(f.j) крайний справа 

есть оператор уничтожения, мы перенесем его к вакуумному 
вектору й, пользуясь каноническими антикоммутационными со­
отношениями. Далее, дословно повторяя доказательство теоремы 
2.8, получаем требуемое. 

Если же 
C-=atf,)...a{/0,- (4.4.11) 

то V&®1pQ = 1b®C*Q{ne}0, и мы оказываемся в гораздо более 
сложной ситуации, когда точечный спектр сдвигается при воз­
мущении, В этом случае имеет место следующая теорема, 

Т е о р е м а 4.8. Пусть 
\ = {Ь*®а(П) ....a(/fc) + 6®a*(f,) . . .а*(Ы)> (4.4.12) 

где ffiSfS и имеют конечный носитель, k~z.\t нечетно. 
Пусть M(k\i, k(|x+4v)). Тогда существует eo(V)>0, такое,. 

что для | Е | < 6 0 оператор #<.(.•••..)+в V унитарно эквивалентен 
Ий{%,), где 

|А..—а.|-0(|в|-). (4.4.13) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим подпространства Жп& 

^Жът, порожденное векторами вида 
. b*®a*(gx)... a*(g^Q, lb®a* (&)-... a*(gn)a, 

при n>k, 
b*®lPQ, \b®a*(gl)...a*(gn)Q, 

при n=k, и 
-»®---Ч&).л--«*Ыа. 

при n<.k. 
Подпространство Жп инвариантно относительно Н0(%) к 

Н.(Х). Докажем это, например, при n=*k. Действительно, имеем 
Vb*®lP=>C9Q6Xn 

Vh®a*(gi)... a*fe*)Q = ft*®Ca*(ft)... а*(Ы£2 = 
~aoast(b*9li>)QGXa. 

Инвариантность Жп относительно #0(А.) очевидна. 
Таким образом, мы представили наше <3#GNS в виде 

00 

^ONS=-= © Жп-

Собственный вектор оператора #о (Я) будем искать в под­
пространстве Жь.-
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Подпространство Xk изоморфно пространству 
L----C©L2,--S((TV)*), (4.4.14> 

где L2, ав((Тт)'1) есть пространство антисимметрических функций 
<p(xi,..., xh), xiGTv с интегрируемым квадратом. 

При этом изоморфизме вектор Ь*®\яО.ЬЖъ переходит в век-
тор 

%=(l)et~ 
Вектор вида lb®a*(gi) • " a*(gk) переходит в ' 

-^-TP-(g1(^).-.g*(^))eL2,as((T>), (4Л1б> 

Где .7i6L2(Tv) есть преобразование Фурье функции giG/2(Zv), a 
Р- есть оператор антисимметризации. Обозначим образ вектора 
е(1ь®С*)й через cpeGL. Так как все fi имеют конечный носитель-
в Ъ\ то ft — бесконечно дифференцируемая функция на V, a 
<р, — бесконечно дифференцируемая функция на (Tv)h, Легко' 
видеть, что оператор Я, (Я) в этом представлении на L выгля­
дит следующим образом 

ДЛЯ всех [gpL, где . 
k V 

u(x 1 , . . . , . x A ) -=22- 2 ( - -C"(JcK ) ) ) . *,6TV. (4.4.17> 

Так как Я не принадлежит непрерывному спектру оператора. 
умножения на и, который, очевидно, есть [k\i, k({mu}+j4v)], то при. 
достаточно малых в у оператора Ht(X) существует собственное: 
значение кЛ[кц* MM+4v)l, причем собственный вектор /,. с ТОЧ­
НОСТЬЮ ДО нормирующего множителя есть 

f^-Т^ТГ^.ЛГП (4.4ЛВ> 

Из (4.4.18) видно, что f, есть бесконечно дифференцируемая. 
функция, поэтому собственный вектор 6* оператора Ht(%) в 
пространстве Жк имеет вид 

b\={b*®\P)Q + \t®FSb (4.4.19). 
где F, принадлежит подпространству, порожденному векторами 
вида 

a*{gi)...a*(gh)QF. (4.4.20) 
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Р а с с м о т р и м п р е д е л . •'.'•. .••''•''•• "• • ,; '• ' •••'"•••'' -
• f - j - . - v v . f (-4)=limT^t?(A) (4.4.21J 

Д Л Я BCeX Л Ш б ^ Й р Щ ) , . ' ' . . , , : . , ! . . ..• ; , , • ' - • • • •. •'. . . , . • : . . . . ; ; 
....... Цредел ;,|.4,^,21)'\.;сществует;Дри-^се^ке^ Действительно, ̂ не­
трудно "заметить, что мы можем повторить доказательство тео* 
ремы 2.4, так как в нашем случае взаимодействие V четно и 

(ti^i,fj)6L1(-.{infty},.+{infty}). (4.4.22) 
Л е м м а 4.9. Цоложим . •\.-У':л . , ( > • ' ' '••• • •, \ •;>• . -о'....* 

—... def' i 
*д..,- , ' r ; а З Д - ^ Ш , (4.4.23) 
тогда 
Г ,'.:".>: . . ' / ' " ( " ' - ' - - . - . ' а ' ( / ) ' к - = 0 , '- '• -: . '/ ' (4.4.24) 
::-•'_ " s.:'." ';..'• •':" J..; | ' ' ' .S'pr.) Q ------о,. • "..'•/' •••;.'• ."".(( ' (4.4-25) 

где-Й'-есть еббстйенный вектор оперктора НЕ (%) в Жк. ( • 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что если ХбЖц,, то a(f)X§ 

&Жи-\, потому, что в силу инвариантности всех Жи относитель­
но операторов Н0{Х), Не(К), ц того, что a(f) :Жк-+Жи-\, имеем 
:; ] ' --еЙт? (a (/)) Х=<г""<-< »еи*™а (/) e-im°weiW*wXeMk_^ 
п р и л ю б о м ^ 6 R . •.••; • '• :•. : t y 

Следовательно ~a(f)bteXk_i. Пусть lb®a* (g,) . . . a^g^Q, 
где g;6.3^ выбраны произвольно Докажем, что 

" " " ' ' '(fl(/^:,'16efl-»Cg1).'.(a-- ,<g^)Q)==0.' 
Действительно t 

• ^Оь®а?'Ш^, а*-(£*._1))а=1*®а*Ы:..-. а* <.£*_, )Qr-/ ' / . 
так как y,%'ft_1 = Oi, поэтому' 

a* (gi) . • • a*(gl^))Q = a* fe) . . . a.* (g^Q; • (4.4.26) 
Далее имеем 
\a(f) bl a*(gi)... h?-(g.-,Li)a)=W)bl ~a*\gx)... a*(gf,_x)(Q)= 

где во втором равенстве мы воспользовались тождеством 
(4.4.26). 

'.(-...Таким образом, мы получаем, что вектор а(&в*), с одной сто­
роны, принадлежит Ж^х, a с другой стороны, ортогонален лю­
бому элементу из Жц-i. Это означает, что a(f) {be*) равен нулю. 
Равенство (4.4.24) доказано, Равенств.о (4.4.25) очевидно в си­
лу отсутствия поляризации-вакуума.' 
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^Определим подпространства ЗГ'^З&.дав,.- как замыкание ли­
нейной оболочки векторов вида 

« • ( и ) ; • .a^(gM a* fa).: . а * ( ^ : , : ; т ^ Ь , .', 
Пусть {en, пй. 1} еьть , некоторый ортонормироваиный ' б.*-

3yc в Ж. • :: 
ПОЛОЖИМ . ; 

Ф»„.:..<я--1»®!ж*^...}.а*(вд.а, 
Ч»«, ;„ = &*®а*(е г 1 ) , . ,а*^ л )Й. 

Тогда •••.••-. ,-" 
S=({Omega}, й * ® 1 ^ Й , Фг, v %„. . .„ •„ , 1 « г . < . . . < i„ , Й > 1 } -

.есть ортонормированный базис в 5i%Ns. Это легко проверить, 
если использовать канонические антикоммутационные соотно-
шения. 

Аналогично, пусть 

Ф*1,-•<„ — «*(««,) . . . а * («,._} Q, / ; 

^1 . . . . , .„ — а * Ы • • • «* (в/.,.)'6./II &е ||. 
Тогда 
•"' >'' 5 = {а, бе, Фг.,;..,^, ik,...,..., ' K i i < . -. < / л . я>'1}' ' 

есть ортонормированный" базис "в F ' . В этом также нетрудно 
убедиться. , . . . , . , , . . , . ... . , . ' . - , . . 

• Определим изометрический оператор U: 2/ёкъз-*&" следую­
щим образом '.'•••'.' s-> 

• •' • u(b*mF)Q=b*s; • '•}••-•'> 

-j4^.....iB--"-PJ. V 

Кроме того, имеет место соотношение 
••(Ho(k)+iV)-U=UHo(\*), (4.4.27) 

которое является следствием сплетающего свойства 'волнового 
оператора. ; . 

" Чтобы доказать унитарную эквивалентность Яе(Я) и Я0(Х.). 
нам достаточно доказать, что ЗГ,' совпадает с ^ G N S , потому что 
из этого факта уже будет следовать унитарность- U. •. ,. 

Включение F ' c - ^ G N s очевидно. Обратное же включение до­
казать значительно труднее, и мы рфорщлируем его в качестве 
леммы. ••'• " 

Л е м м а 4.9'. Пространства <?#GNS И F ' совпадают. 
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§ 4.5. Доказательство теорем 4.1—.4.3 
В данном параграфе мы докажем теорему 4.1. 
Оператор возмущения V имеет ранг 2. Оператор Л0 имеет 

абсолютно непрерывный спектр на [ц, ^+4v] и собственное зна­
чение %. 

Потребуем от функции q>, чтобы'она была гладкой на Ту и 
не равнялась тождественно нулю ни на какой линии уровня 
.функции h, т. е. на множестве вида 

{k :h(k)= const}. 
Теорема 4.10. Пусть операторы h0 и h- имеют вид (4.2.2) 

и (4.2.3), соответственно. Тогда: 
1) если К лежит вне.или на границе абсолютно непрерывной 

части спектра [\i, {mu}+4v], то при достаточно малых е, абсолютно 
иепрерывная часть спектра не меняется, сингулярной не появ­
ляется, а собственное значение Xt лежит вне (\х, {mu}+4v); 

2) если "к лежит внутри абсолютно непрерывной части спек­
тра (ц, n+4v), то при достаточно малых е, дискретный спектр 
исчезает, абсолютно непрерывная часть спектра не меняется. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу конечности ранга возмущенно-
то оператора абсолютно непрерывная часть спектра К совпада­
ет с абсолютно непрерывной частью спектра ho при любом eeR. 

Собственный вектор оператора he, если он существует, может 
•быть представлен в виде f ̂  j или f ^ j . Рассмотрим сначала слу­
чай Г.к] с собственным значением "К'. Тогда из (4.2.2) и (4.2.3.) 
следует, что 

h(k)Mb)=fc'iKA). (4.5.1) 
Следовательно \|>(k).=.0, и этот случай невозможен. 

В случае A*(i|))---k'(-j>) и м~м 

Tv 

8ф (k)+h (k) i|)(k) = Щ (k). 
Следовательно, 

Если A/.$[jj., {mu}+4v], то тогда Tj)-=L2(TV) и подстановкой (4.5.2) 
в (4.5.1) получаем уравнение на Я/ 

• *—se---<- <4-5-3> 
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Если A/{cdot}$(fi, p+4v), то тогда для достаточно малых е урав­
нение (4.5.3) имеет единственное решение К, причем 

Х'%, |x+4v], \%-K . - 0 ( [ e | 2 ) . (4.5.4) 
Пусть X<=(fi, |x+4v). Так как функция Ф является гладкой 

на Tv и не равняется тождественно нулю ни на какой линии 
уровня функции h, то тогда для V$(n, jj+4'v) функция 

не принадлежит L2(TV). Поэтому для достаточно малых е урав­
нение (4.5.3) не имеет решения. 

В действительности, функция 

является гладкой на множестве 5=К\[ц,, p+4v], и F(X')-*-0 
при %'-*~±:оо, причем имеет конечные пределы при %'->-ц слева 
и при A/{to}p+4v слева. Таким образом F{%') ограничена на S, 
и выбором е мы можем сделать \e2F(X') | сколь угодно малым. 
Но 

1-Я—Я' | ^т!п{1Л,—1*|, .IA.—|j.— 
Поэтому уравнение (4.5.3) не имеет решения. 

Лемма 4.12. Пусть выполнены следующие условия 
1) Xe=R\fri,V-Hv], cpz=C~(V) 
2) Л,е(ц, n+4v), ф-=С"(Т¥) 

и Ф не равно тождественно нулю ни на какой линии уровня 
v 

функции h (k)=-{sum}.2(1 —cos ('£()) + Ц. 
г = 1 

Тогда h не имеет сингулярного спектра для достаточно малых е. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Чтобы доказать лемму 4.11, мы вос­

пользуемся следующим хорошо известным фактом. 
У т в е р ж д е н и е 4.13 ([53]). Пусть d[i — конечная положи­

тельная мера на Re носителем в (с, Ь) и 
Vy (х) -= v (х, у) — \ Р у (t — x) d{mu} (t) 

Ру(£--JC)——\t—xy+f • 

а) Если vv(x) сходится к p(x).=L-(a., b) npH,J/{to}±0 в LrHop-
ме,то \i(t) абсолютно непрерывна и dix,(t)&sp(t)dt. 

б) Если |А(̂ ) абсолютно непрерывна и d\i(t)^^p{t)dt, 
p(f)6C(R), p(t)s=0 для №(a, b), TO ^„(x) сходится к 
p(x)eLj (a, b) при у-*~±0 равномерно по [а, Ь]. 

Существенный спектр Н0 и h, один и тот же. Поэтому син-
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гулярный спектр, оператора hE;.должен б|ыть;.. сосредоточен в 
[fi,H+4v]. Пусть Ea''"есть спектральное" семейство оператора hj. 
Докажем, что на плотном подмножестве векторов F, ограниче­
ние меры (EXF, F)- на-[ц, |x+4v] абсолютно 'непрерывно по от­
ношению к. мере Лебега. •:"' . 

Положим для z=x-\-iy, у> 0 i 
..R(Z)=RP(z)=s((h~z)-iF,F), r * 

где F будет определен позднее,-и • определим меру |л(1') следу­
ющим образом 

aer п . . . . . . : 

v (х, г/)-=я-Чт R (z)=.jr* A'Im (t--z)~l d(EXF, E ) -
-Ult-wyWS.F). (4.5.6) 

Вычисление резольвенты дает 

• ' • • • • • • . - . : >-^a)=(i)'-
г д е •• • • • • ' ' - • ' ' • . • • 

Пусть S== |E-—^ Ул^С" (Tv)j. Очевидно, S всюду плотно 
в C®L2(TV). Положим для краткости 

' " • • " ' • ' • ' Ф . ( Ц . ) - | Т Е ^ Г Л ; ' ; • . ; 

для любого -фбС00 (Tv), l m z > 0 . 
Зафиксируем произвольные -" = ( l){in}S, •«••—J- + i«/, У>0. ! 

Тогда 

• *<.->-(<*-'г(;и;))-
- Ф . (I -Я -) И- ' Ч - ' , ^ о 7гS*""' (4 'м> 

Лемма 4.13. Для любого i|)6G~(Tv), v>3, z=x+.ty, #>0 и 
любого лт6[|х,, ̂ +4v] существуют следующие пределы 

Ит m+ty(4>) = 4>x+oi(ty). (4.5,9) 

Более того, (4.5.) сходится равномерно на Ли, ii+4vl Й 
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Д о к а з а т е л ь с т в о л e м мы 4. Имеем 

$4.5.10) 

где J(t)s=Jt,h(t) есть форма Гельфанда—Лере. функция /(0 
имеет следующие свойства: 

1. y(oee-({mu},n+4v). 
2. / ( t ) = 0, Ш\(Р, li + 4v),, 

3. | / (0 |~Л„ ( -~ .^ ) ( > ' / - - 1 Ь л > t{to}H- + 0. 
|/(t)|~.8„({mu}+4v—0 (v/--1)^", i{to}n+4v—0, 

где n—0, 1 , . . . и An, В-.. — некоторые константы. 
•Имеем 

4-00 ' -1-со = 

Для vj>3, J-(f) непрерывна и, как следует из леммы 4, второе 
слагаемое в (4.5.11) равномерно на [\i, |x+4vj стремится' к 

* ijt/ (JC) при £r{to}+0. ,.'• 
Докажем, что и первое слагаемое в (4,5.11) равномерно ни 

всем R стремится к преобразованию Гильберта функции J(t), 
• т . е . к ' • • " . • • ' • " . 

QJ w-S ; J (,x+t)—J(x—ty dt. (4.5.12) 

Легко видеть, что- /(^удовлетворяет условию Гельдера 
| / ( ^ + б ) - / ( 0 1 < С | б | 1 / 2 . (4.5.13) 

Следовательно, (4.5.12) корректно определен. Следова­
тельно, 

v (Х. и)- [ «-^V dt-[:1Ш£±0=1^=Ш. dt 

Из неравенства (4.5.13) следует, что 

Vj(x,y)—QJ(x)\ = </- t[J\x+t)—Jjx—t)] 
t* + f , '.. t 

dt 

~v(JWi?dt)=0W . (4,5.14) 
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Таким образом, мы доказали, что Фх+.-.Д'-ф) равномерно по 
[ц, H+4v] стремится к 

Фх-цо("Ф) = ОЛ(^+от/*(л;). (4.5.15) 
Следовательно, J^(x) удовлетворяет условию Гельдера 

(4.5.13), тогда G-Mx) тоже удовлетворяет условию Гельдера с 
показателем 1/2—6', где б '>0 можно выбрать сколь угодно 
малой ([8]). Таким образом, мы получили, что функция 
Ф.-+*оОр) непрерывна. Лемма 4.13 доказана. 

МЫ получили, что для любой -феС00 (Tv) „ v>,3 

V%H(X + - ^ " r o ^ ' 0 ( | ^ | )+ л-.*-е-ф,+/.<|ф|-) 
def 
= R{X + iO) ^4.5.16) 

существует. Докажем, что в (4.5.16) имеет место равномерная 
сходимость на любом интервале (а, 6) = [|х, n+4v). 

Действительно, если условие 2 леммы 4.11 удовлетворено, то 
тогда мнимая часть —- е2яУ1а,!- (x) знаменателя в (4.2.16) не равна 
нулю. Если же удовлетворено условие 1 этой леммы, то тогда 
Действительная часть % — x—&QJ\<p\i(x) знаменателя в (4.2.16) 
»е равна нулю. 

Таким образом из равномерной сходимости <Pi+io(-l5) при 
#-*-+0 следует нужная нам равномерная сходимость. Утверж­
дение 4.12 показывает, ЧТО (EXF, F) абсолютно непрерывна на 
любом (a, &):=({mu}, n+4v), причем 

p(x)-»n-4mR{x+iO) (4.5.17) 
Лемма 4.11 полностью доказана, так как ц и jx+4v не яв­

ляются собственными значениями оператора h„ 
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