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КАТЕГОРИЧНЫЕ КВАЗИМНОГООБРЛЗИЯ КВАЗИГРУПП 

К). Е. ШИШМАРЁВ 

- В работе изучаются категоричные квазимногообразия группоидов и квазн — 
групп. Вопрос об изучении таких квазимногообразий был поставлен в работе С l3 , 
Все необходимые сведения из общей теории кваэимногообразий можно найти в 
L43 или С зП . 

В 9 1 вводятся необходимые определения и формулируются используемые в 
дальнейшем результаты. В § 2 показывается, что если группоид с единицей по­
рождает категоричное квазимногообразие, то этот группоид является а бе левой 

р -группой. В качестве следствия из этой теоремы дается полное описание всех 
категоричных квазимногообразий полугрупп. Отмечается, что не существует но 
локально-конечных категоричных квазимногообразий группоидов с единицей. В 
этом же параграфе доказывается, что если конечная квазигруппа категорична, то 
она изотопна аболевой группе. Приводится пример, показывающий, что условие 
иэотопности квазигруппы абелевой группе неооходимо, но не достаточно для ее 
категоричности. В 9 Г$ дается полное описание конечных квазигрупп, порождаю -
щих категоричные кваэиьТногообразия. 

§ 1, Предварительные сведения 

Алгебраическую систему (% с основным множеством А сигнатуры 2 
будем обозначать следующим образом; . Отметим, что запись 
^ к i 2 У неоднозначно определяет систему 0L , но в тексте это нигде не вы­
зовет разночтений, поэтому мы будем использовать ее в дальнейшем без каких-
либо оговорок. 

Квазимногообразисм сигйатуры 2 называется класс моделей некоторого 
множества квазитождеств этой сигнатуры. Будем говорить, что квазимногообра -
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эие К порождается системой Ot , если К есть класс всех систем сиг­
натуры , на которых выполняются все кваэитождества, истинные на 01 
В этом случае пишем K-KW Отметим, что состоит в точнос­
ти из всех систем, которые: изоморфно вкладываются в фильтрованные степени 
системы (Л 

Квазимногообразие К называется категоричным в бесконечной мощности 
AJ , если все системы из К мощности % изоморфны между сабой* Сис­

тема 0L называется категоричной в мощности , если категорич­
но в этой мощности. Если квазимногообразие К категорично в некоторой бес­
конечной мощности, не меньшей мощности сигнатуры, то К будем называть 
просто категоричным* Систему 0L будем называть категоричной, если кате­
горично квазимйогообразие 

Формула Ф(сС г.^$я) сигнатуры 2 называется мультипликативной, если 
для любых систем <Сл̂  ^ 2 {^^.J ) и любого набора элементов 
#?,,...ДД£ ПА *b ) истинность формулы Ф (й},,..,&л) в ПКА} J S^paBHo-

сильна истинности всех формул Ф^(с)г..гал (t>>) в системах i jH^co — 
ответственно. Отметим, что все атомарные формулы, т. е. формулы вида 

— предикат, а о/ - термы сигнатуры, явля­
ются мультипликативными. 

Множество всех элементов & из h системы OL^K^ j S^* таких, что 
в {% истинна формула <Ф'({1(7...^0у1,(1) , где (Zj€- А , обозначается 

Следующий результат принадлежит Е. А, Паяютину. 
ТЕОРЕМА 1.1. Е с л и Х - к а т е г о р и ч н о е к в а з и -

м н о г о о б р а з и е и ОС-^А-у^У - с и с т е м а я з | , т о 
д л я л ю б ы х Й ^ t$£ я а А и м у п ь т и я л и к а т и в н о й 
ф о р м у л ы Ф (0С1,,.,-,Ха,х) с и г н а т у р ы 2 м н о ж е с т в а 
Ф {Ор..,ДП9СИ) и Ффр.-.^^ОС) л и б о с о в п а д а ю т , л и б о 
и е П е р е с е к а ю т с я . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если бы это было не так, то можно было бы постро­
ить строго убывающую последовательность множеств вида 

*<f, /..a"^*(f,....^.A'i. 
что противоречило бы лемме 2. 1 из £&0 . 

Следующая теорема для конечной системы ОС доказана М. Л. Тайдлиным 
f l l , л для любой системы - Е. А. Палютиным C2D . 
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ТЕОРЕМА 1. И. П у с т ь Ф(йС JC^ }Х) - м у л ь т и п я и к а -

т и в н а я ф о р м у л а т в т о р и ч н о , в к в а ­

з и м н о г о о б р а з и е с и г н а т у р ы 2 > (X/ — с и с т е — 

м а к а К и ttj^.f.^&ftC А . Е с л и м н о ж е с т в оФ(0р... 
,• .fQ^jCfi) о д н о э л е м е н т н о , т о д л я л ю б о й с и с ­

т е м » 1 и з / С . и л ю б ы х ^ „ . м ^ л £ В м н о ж е с т в о 

о д н о Э Я О М О Н т н о и л и п у с т о. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1.3. Если К - категоричное квазимногообразие и — 

неединичная система из К , то А - Ш ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Включение К(№) £ К очевидно. Теперь пусть Л1~ 
неединичная система из К . Некоторые фильтрованные степени систем (Л, и (Л/ 
имеют одинаковую мощность, причем К категорично в этой мощности. Поэ­

тому изоморфно вкладывается в некоторую фильтрованную степень системы 

& , т. е. (%,€/<((%) . 

-Введем еще несколько понятий. Если X =̂ А , то подсистему системы 

^hi S *̂ . порожденную множеством X i обозначим \5̂ Х . Множество X 
независимо в системе 'СА'-^У , если S^(XN|^c}) И™ любого . 

Независимое множество X такое, что $Q. X = К.А S 5» У < называется базисом 

системы 

S 2. Некоторые свойства категоричных группоидов и квазигрупп 

ТЕОРЕМА 2. 1. Е с л и г р у п п о й д < Д ; <>> с е д и н и -

ц е i f к а т е г о р и ч е н в б е с к о н е ч н о й м о щ ­

н о с т и % , т о о н я в л я е т с я а б е л е в о й 

г р у п п о й . 

ДОКАЗА1ЕЛЬС! ВО. Докажем ассоциативность операции Ха^ . Пусть 

Q , $ - произвольные элементы h . Очевидно, что множество решений 

уравнения g ° {& *Х)—{В°й) • X совпадаете А . По теореме 1.1, множе­

ство решений уравнения §'• (CL°x)»*($«d) 'X или пусто, или совпадает с 

А • Но Х = в является решением этого уравнения, поэтому для любых 

Q.,$,X€.A выполняется (<2*Х) = ($"&)'£ . т .е . операция Х»в 
ассоциативна. Проверим коммутативность аналогичным образом. Множество ре­

шений уравнения Х°£ = £ с£ совпадает с А • Поскольку X = 8 - решение 

уравнения X'Cl = 0."Х .1 то для любых й,СС £ А справедливо<2,°<E=.C0&. 
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Осталось доказать, что каждый элемент Л из /4 имеет обратный. 

Пусть j °У — система мощности Д, из квазимногообразия К(<^А J » 

В силу категоричности K(^-h \ в мощности ^/ система <!Д ;̂ Заявляется: 

свободной со свободным базисом\(L^\ ^ < -\ (см. [43 )• Из категоричности 

/С • oJ>) также следует, что в <СА^ \ °^> имеется единица £• . Тогда 

найдется терм t сигнатуры ^е} такой, что t (Qf," ч^/у) = ^- Поэтому 

в системе < / | ? ; о > вьшолняется тождество Yxf ,,. .,ХЛ,Х 1/(Х/г,. .}ХЛ)°Х~ 
~Х , т .е . для любых Л^ , , „ ,Х Д £ /iy вьшолняется ^(Х}1.. .}Хп)ш ' 

*=• В . Ъ силу ассоциативности операции ^Г"у . найдется терм ^ fx) такой, 

чтр t(Xr..7X) = Xatr{X) . . Следовательно, в свободной системе<^у|й^ 

а значит, и в системе 0̂ > имеет место тождество X 0 ~ij {&)**&. 
Тем самым доказано, что группоид • является абелевой группой. 

Отметим, что среди групп только абелевы ^7-группы порождают катего -

ричные квазимногообразия, поэтому доказанную теорему можно переформулнро -

вать следующим образом: 

СЛЕДСТВИЕ 2. 2. Г р у п п о и д с е д и н и ц е й . • . п о ­

р о ж д а е т к а т е г о р и ч н о е . к в а з и м я о г о о б р а — 

а и е в т о м и т о л ь к о в т о м с л у ч а е , 

к о г д а э т о т г р. у п а о и. д я в л я е т с я а б е л е ­

в о й / ? - г р у п п о й , 

СЛЕДСТВИЕ 2. 3. Н о с у m e c т в у е т н е л о к а л ь ­

н о - к о н е ч н ы х к а т е г о р и ч н ы х г р у п п о и д о в с 

е д и н и ц е й . 

Возможно, что следующий результат был известен, 

СЛЕДСТВИЕ 2. 4. Е с л и К - к а т е г о р и ч н о е к в а з и-

м н о 1 о о б р а з и е п о л у г р у п п , т о К и Л и я в л я ­

е т с я м н о г о о б р а з и е м а б е п е в ы х р —г р у п п 

д л я н е к о т о р о г о п р о с т о г о ^ , и л и з а д а -

е т с я о д н и м и з с л е д у ю щ и х т о ж д е с т в : 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 01 - неединичная система из К • Докажем 

сначала, что в 0(j нет элементов бесконечного порядка. Допустим, это не 

так и пусть все степени элемента Q, попарно различны. Тогда множество фор­

мул fa{X) = J^-[^'t~ Ф ЛХ2 £ Х) конечно совместно с К , поэтому 

в К найдется система 0ij ив ней элемент П такой, что в Щ истин­

ны все формулы ^({2Г) . Очевидно, что ни в системе Щ (&) . ни в ее де-
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картовых степенях нет элемента, который бы выполнял все формулы {р^ (X) 

Поскольку некоторые декартовы степени систем имеют о однако — 
вую мощность X , в которой К категорично, но не являются изоморфными, 
то наше допущение неверно, 

рассмотрим два случая; 1) в системе СМ. все элементы являются 
идемпотентами: 2) В ^ есть неидемнотентный элемент, 

СЛУЧАИ 1. В силу категоричности К и замечания 1. 3, можно счи -
тать, что система (Ж- порождена двумя элементами (X и . & . Уравнение 

ХгЬ(Х—&&& имеет решения GL и £ — й$. Уравнение ХО* = Л- имеет р е ­
шение X — CL - Г!о теореме 1. 1, X = di> должно быть решением этого уран — 
нения, т. е, имеет место соотношение CL6<X - О, . Аналогично доказывается, 
что $(х6 = S . Если —Gb , то , и на системе выпол — 
няется тождество Vx,^(X^ — X) • Если же аб ±<х, то легко проверить, 
что на неединичной системе а значит, и в выполняется 

тождество ^ЗЩ (Ху -Lf)-
СЛУЧАЙ 2, Пусть (X — неидемпотептный элемент из (Л. . По заме­

чанию 1. 3, можно считать, что 01 = S^(X) • Так как (М — конечная систе­
ма, то можно считать, что она порождается любым своим неидомпотентным 
элементом. По условию найдутся два таких целых положительных числа /71 и 
П. (fn >Л) таких, что 

Если (X неидемнотентный, то для любого X из имеет место 
X • CL = X , т. е. &• ~ единичный элемент и у? — абелева 
р -группа, по теореме 2. 1. 

Теперь пусть & в равенстве (1) является идемпотоитом. Если в сис­
теме (Л- найдется еще один идемпотент <Х^ , отличный от CL , то в системе 

S^(U.K

> CL^) , как легко убедиться, все элементы будут идемпотентами, и 
мы приходим к случаю 1. Поэтому В дальнейшем будем считать, что СсП' — 
единственный идемпотент в . Из равенства Ц) следует, что для любого 
натурального числа К выполняется (X — (X , Если при некотором К' 

элемент (X не является идемпотеитом, то (Л- — абелева Р —группа. По— 
' л * * 

этому можно считать, что для любого натурального К элемент (X - идемпо— 
д. 

тент, А из предположения об единсч-ненности идемпотента следует, что СХ ~ (X. 
Пусть К — минимальное число, для которого Q не идемпотопт. Тогда в не-
одноэлементной системе истишю тождество Ух Чи Sir (х-у -u-ir). 

Следствие доказано. 
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Напомним, что группоид <А',0> называется квазигруппой, если для лю­

бых iXfh^-h уравнения. CL " X ~Ь и Z°(X~6 однозначно разрешимы в £А j 0~>ч 

Если <-А,о>— квазигруппа, V", У> У — перестановки множества А , то опера — 

шяХ-Ц —}{({р{Х.)0уШУ) также определяет на А квазигруппу. Квазигруп­

пы ^-п ') о"> и ^ А ~} • У называются изотопными {см. [ Ъ ] } , если существу­

ют такие перестановки t/1,^, множества п , что 

для любых X-,lj£ А . Пусть d € А . Если определить перестановки <Д У 
следующими условиями: *(Z)= Х°(Х} у fal) = Л 0 X , то квазигруппа 

<^/4;0, где Х + у = <^(х\*у(у) , имеет единичный элемент (X°(Х (см. 

[ 5 ] ) -
Две системы ^ А', 2Т и̂ С А ) 2 , ^ называются термально эквивалентными, 

если вьшолнены следующие условия: 

1; для любой операции f из 2 существует терм tf сигнатуры Jj, 
такой, ч'ю f , . . . , -Сд,) = • для любых Xi .,9 Х/г. £ А \ 

2) для любой операции £j из 2 , существует терм р^ сигнатуры У, 
такой, что ^( Xt,... jX-fo) - pgCZ1):..7^) ряя. любых X1f... } Х.^ € А • 

Очевидно, что если система <А; 2> категорична в некоторой мощности 

Я , то и термально эквивалентная ей система ^-А j <Ef ? также категорич­

на в этой мощности, если И I £ f не содержат предикатных символов, 

ТЕОРЕМА 2. 5, Е с л и к о н е ч н а я к в а з и г р у п п а 

к а т е г о р и ч н а , т о о н а и з о т о п н а а б е л е в о й 

г р у п п е . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Зафиксируем (Х& А . Из категоричности <~А'}0> 

следует категоричность <А,°,х> (см. ^2^ К Определим операций: if Ш » 

= X°X,W"(Z)=<l°X., Х+у = 4(X)°f(y) , Системы <А}С,Ц> И 

<j4 ,* )fl, ,4/ )tf > термально эквивалентны, поэтому вторая система также 

категорична. Покажем, что операции </ и Ц/ термально выразимы через ^ ' 

и Ц> соответственно. Пусть < l o j e > _ свободная система из со 

свободным базисом , £ г . Эта система также является конечной. Определим 
/ л 

термы i C t j ^ ) индуктивно: 

Найдутся такие различные натуральные числа " l i f t , что ь fcj,£jf) " ' А ^ ' Й Д 
Так как система ^ S j ° ^ является квазигруппой, то для некоторого натурального 

числа С ? 0 вьшолняется ^ ''й-г, С А ) — £j . Поэтому в квазимногообраэии 

К(< А V 0 У) , а значит, и в системе > " выполняется тождество 
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tl(x,, у ; = Х. 

Если положить Ц =Си , то получим соотношение if (X) — X . Следовательно, 

if fa) = if (X) • Аналогично доказывается, что операция ty(X-) термаль­

но выражается через (X.) . Поэтому системы 

термально эквивалентны. Если воспользоваться тождествами 

г+ ^ = if(z)° f(tf) и = if' 1(х) + Ф^у), 

то получим, что система ^ = ^ ^ j ^ > V j *f 7 •> ¥ ^ также катего -

рична. Кроме того, система ^ A j +- У является квазигруппой с единичным 

элементом €,=Со°<Х . Так же, как и в теореме 2. 1, доказывается, что 

+ абелева группа. 

Теорема доказана. 

Следующий пример показывает, что условие изотопное.и квазигруппы абе­

левой группе является необходимым, но не достаточным для ее категоричности. 

Зададим квазигруппу £ А\с У таблицей Кэли: 

0 | _1_ _2_ _3_ 4_ 5 
1 П 2 3 4 5 1 
2 1 1 2 3 4 5 
3 ' 3 4 5 1 2 
4 4 5 1 2 3 
5 ] 5 1 2 3 4 

Перестановки if и Ц? определим условиями: if /х) * X е (jk f x ) — ' "Х- . 

Пусть, кроме того, X + 1̂  —lf(Jc)°y((£) . Тогда квазигруппа < Л , "h> имеет 

следующую таблицу Кэли: 

+ 1 2 2 _ 3 J? _ 5 
1 I 5~Т 2 3 4 
2 1 1 2 3 4 5 
3 1 2 3 4 5 1 
4 ; 3 4 5 1 2 
5 J 4 5 1 2 3 

Пепосредствешю из таблицы видно, что > - абелева группа. Теперь по­

кажем, что , 0 У не является категоричной квазигруппой. Уравнение Х«Х = 
= 5 имеет одно решение в^-А'г*У, а уравнение Х° X — 2, - три решения. По 

теореме 1. 2, квазигруппа <• Л', ° ^ не может быть категоричной. 
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§ 3. Описание конечных категоричных квазигрупп 

В дальнейшем нам потребуются сведения из теории колец и модулей. Так 
как работа не относится к этой области, мы приведем некоторые простые фак­
ты из теории модулей и сделаем необходимые ссылки на известный учебник 
Ламбека 'Кольца и модули". 

ЛЕММА 3.1. Е с л и - к о н е ч н ы й , т о ч н ы й , 
н е п р и в о д и м ы й Я - м о д у л ь , т о к в а з и м н о г о о б ­
р а з и е к а т е г о р и ч н о и с о в п а д а е т 
с м н о г о о б р а з и е м в с е х Я —м о д у л е й, 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО* По лемме Шура \j. с. 873 , множество всех эндо­
морфизмов "D этого модуля является телом. По теореме плотности jj7, с. 88^ 
кольцо R. изоморфно кольцу всех матриц над телом размерности Л * П. 
для некоторого целого положительного П. , поэтому кольцо & вполне приводи­
мо [j7, с, 106, Ю в ] , а всякий $-модуль является прямым слагаемым 
свободного ^-модуля J7, с. 135] . Кроме того, всякий счетный ^-модуль 
раскладывается в счетную прямую сумму неприводимых ^-модулей [ j , с. Ю(§. 
Для доказательства леммы осталось показать, что любой неприводимый К. -мо­
дуль <- A j Я У изоморфен ^ В \ +, К У, Как уже отмечалось, <А; $>я <&j 
можно считать подмодулями свободного модули "^,R\ Так как^А', + Д^и 

^•Bj^Ry конечные, то и<Л/; + можно считать конечным. Каждый конеч -
ный свободный Я -модуль раскладывается в прямую сумму ̂ ,т- , , . ~^ЯК , где 
все Ri изоморфны модулю <• Я \ ^~ } Я У \j, с. 132J. Обозначим через 

множество всех матриц над телом Т) размерности Л Л tl , в которых 
все столбцы, начиная с (J +" 0-го, являются нулевыми. Очевидно, что 
^R^', подмодуль модуля <Я J+ ^^действия элементов кольца предполага -
ются левыми?, а ряд подмодулей <?, R1

f} R1 - .. , %1 . 
„ . + Afc является композиционным рядом модуля <Mf Tf &У {jj с. 38j при­

чем каждый фактор этого ряда изоморфен модулю , Ряд подмодулей 0} 

i В ', ~^>Р*УУ*-М\ , R У можно уплотнить до композиционного ряда, причем 
все его факторы также будут изоморфны ^ R • + f Я У JJ7, с. 38, 39] . В 
Частности, модуль ^ Й > изоморфен ^Л*; }ЯК Аналогично доказывается, что 
Сп\ т fi > изоморфен а значит, неприводимые модули4-

изоморфны между собой. 
Лемма доказана. 

3JEOPEMA 3. 2. П у с т ь СА , 0 У - к о н е ч На я к в а з и 
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г р у п п a,<L^{FTX.') = X.*A;IF'{X.I=CI0X., JL±Y=AF(&>F(YL 

Т о г д а д л я к а т е г о р и ч н о с т и с и с т е м Ы< А; °,Х'* 
н е о б х о д и м ы и д о с т а т о ч н ы с л е д у ю щ и е 
у с л о в и я : 

1 J ^ /I, "г > _ а б о л о в а г р у п п а ; 

2) п е р о с .т а и о в к и </>,(£•) = LF(X)-& и ^ / х ) = t/'CJC) - Д. я в ~ 
л я ю т с я а в т о м о р ф и з м а м и э т о й г р у п п ы ; 

3) е с л и ^ — к о л ь ц о э н д о м о р ф и з м о в с и с -

г о м u ^ ^ ; t ^ j . п о р о ж д е н н о е а в т о м о р ф и з м а м и ^ , 

If'j , т о с и с т е м а ' ^ ) и з о м о р ф н а п р я м о й 

с т е п е н и с в о е й п о д с и с т е м ы^й;"г , /?>, я в л я ю 

щ е й с я т о ч н ы м н е п р и в о д и м ы м ^ - м о д у л е м , 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимое!ь первого условия доказана И теореме 

2. 5. Докажем необходимость B i o p o r o условия. Из определения операций If и 

<Р следу»!, что LF(6 ) = IF (Л <>&) = &, аналогично IftfC ) = Ц ' X) ~ & . 

Поэтому 

i / > / £ ) - ifiti-& = а-си= г, ц,\(с) = усе)-а. « е . 

В силу соотношений 

if,(X) = lf(x) -CL, if(x-) = iff(x) +• CLt 

ViCz) = цхх.) - a. 7 y(x) ~ ViCt) + a} 

tf'^x) =• if- 1(x + а ) , Ч>~ b j = V, 'fx-a,), 

if'Vi) =f"\x 1- x), y'fz) ~ ̂  Vx - a), 
которые следуют непосредственно из определения этих операций, системы 

"г> V> ^> V j У , СХ У и ^-А j +•, Я }ХУ термально эквивалентны, поэто­

му система j + , также категорична. В этой системе для любогоЛ^ А 
имеет место 

Пусть - произвольный элемент из /4 , тогда множество решений уравнений 

также совпадает с 

А , так как одно решение Х. — С эти уравнения имеют. А это и означает, что 

перестановки ^ и ifi являются автоморфизмами группы ̂ 4 ;+-> 

Прежде чем доказывать необходимость третьего условия. Докажем, что иэ 


