
С х е м а д о к а з а т е л ь с т в а . 1) Определим оператор (9) на функциях / е /С* (Lp) сле­

дующим образом: {К*а ) ~ ' / = Нш (К* Г 1 / . где {Ка

а ) ~ l f - Ц f + af + ^ (I х \) * / - Тогда 
е-*0 

равенство 
lim ( ^ ) Г 1 ^ ? ^ ? . feLpiR"), \<p<nja, • (12) 
е-*0 

можно обосновать с помощью теоремы Банаха — Штейнгауза. 

В [2] доказано, что | х \~а Аа (| х I) (да (I х | ) е R (Rn), т. е. расширенному винеровскому 
кольцу. Поэтому оператор ра * / ограничен в ^ ( # " ) , р > 1 . С учетом того, что а (\x\)eLx{Rn), 
можно получить оценку | | D \ е /С"<р 1 ^ < с||<р|| р , <?eLp(Rn), из которой и из равенства 
Ka<f= КаВ<?, где В —некоторый ограниченный оператор в Lp(R"),p>l, следует, что 

| ^х , Е ^ С г ? ! / ^ с .1фИр- Равенство (12) на плотном в Lp(Rn) множестве Ф устанавливается на 
основании следствия к теореме 2. , 

2) Равенство (11) для целых а очевидно, т . к . характеристики a(\t\), Х ( | £ | ) и ядро 
[ А а ( | * | ) являются радиальными функциями, а дифференциальный оператор А содержит п р о и з ­
водные только четных порядков. 

В заключение отметим, что идея использования м- г. с- и. вида (1), позволившая доказать 
теорему 2 при любых а > 0 (известную в случае обычных г. с- и. при 0 < а < 2), была под­
сказана Г. А. Калябиным, которому автор выражает глубокую благодарность . 
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О РОСТЕ ФУНКЦИИ, МЕРОМОРФНЫХ В ПОЛУПЛОСКОСТИ 

Введение 

1. С 60-х годов Л- А- Рубел, Б- А- Тейлор [1], [2] при исследовании мероморфных в конеч­
ной комплексной плоскости С функций систематически использовали метод рядов Фурье (истоки 
этого метода в теории мероморфных функций восходят к давним работам ф . и Р. Неванлинн). 
Метод рядов Фурье в дальнейшем при исследовании мероморфных в С или в круге функций 
применяли многие математики. Обзор результатов до 1973 т. дан в статье [3]. Для случая круга 
отметим работу [4]. В работах [5], [6] для исследования мероморфных в полуплоскости функций 
оказалось естественным применение метода преобразований Фурье. В данной статье также для 
исследования роста мероморфных в полуплоскости функций применяется метод преобразований 
Фурье . В основе результатов статьи лежит следующая теорема, установленная в [6]. 

Т е о р е м а 1- Пусть для мероморфной в полуплоскости G = {w : Im w < 0} {функции 
f (w) при любом а > 0 логарифмическая производная 

f (w)lf (w) - * 0 при w -> оо (Im w > а), (1) 

и для любого v (— оо < v < 0) 

I / (к + iv) | - > 1 при и-> оо, (2) 
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причем последовательности нулей {zk}^ = [и\ + ivk}f и полюсов {wk}x = {tk 4- функции-
f удовлетворяют условию 

lim Vk = lim РЙ = 0. (3) 
A-*oo fe-*oo 

Тогда если при некоторых v0(v0<Vk, v„< u> & = 1, 2 ) и x (x ф 0) интеграл 

. , / •„ -— I e-lxu-—-—. . . du = h{x) (4) 

существует, то он не зависит от v0, равен нулю для х > 0 и при любом v (— оо < о < 0) 
справедлива формула 

+ СО 

1 с 1 

p j = - J «г-'** loo-1 / (и + fe) I du = - [«-» h (x) + exv h (- *)] — 

2. Если дополнительно предположить, что функция log | / (и + fa) | О—оо < и < + оо) при­
надлежит классу L\ (—» оо, + оо), то из (5) предельным переходом при х-*—0 получается 
следующая формула типа Б. Я. Левина: 

+ ~ 

£ J log [ / (и + _ f a ) 1 rf« = у^Ц- - J] ( о * - г » ) 4- J ] ( p * - » ) ( - < * > < г>< 0), 

где А(—0) = lim k(x), причем предел этот"существует^и 'конечен. 
х-*—о 

Введем следующие функции: 

+ 0О 

я (в, / ) = - J Iog+ I / (а + / о ) ! du, L(v, f)^m(v, f) + N(v, f). 
CO 

Как нетрудно заметить, после инверсии 2 = w~1 функция £(г>, / ) по существу переходит 
в характеристическую функцию, порождаемую формулой Б. Я- Левина (см. [7], с- 41—42), кото­
рую принято называть характеристикой Цудзи- Эта функция, при аналитичности функции / (w) 
в окрестности бесконечно удаленной точки, неубывающая с точностью до ограниченной вели­
чины. Существует неубывающая непрерывная функция L0 (v, f) такая, что при v -> — О 
L (в, / ) = Z 0 ( » , / ) + 0 ( 1 ) . 

Для мероморфной в полуплоскости G функции / (да) введем также величину 

E(v, /)=;( J [log\f(u + w)\]2du)1 
\l/2 

3. Введем ряд понятий, характеризующих плотности последовательностей комплексных 
чисел из полуплоскости. 

Пусть последовательность комплексных чисел {w^Yi = {ик + ivkff CLG удовлетворяет 
условию lim vK = 0. Для любого г>(—оо < v < 0) определим следующие функции: 

ft-*0O 

. jdt 
—со 

Я ( 0 ) В 1 ^ 1. ^ ( » ) = 

Далее , условимся для любых я , р, * (— оо < v, р < 0; х ф 0) обозначать 

Т (х, v) « I^L J е - * " " * , Г (х, v, р) = Г (х, р) — Г (х, о) . 

О п р е д е л е н и е Ь Любую функцию А (v) > 0, непрерывную и неубывающую на [— оо, 0), 
будем называть функцией роста. 
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Если X ( » ) — функция роста, то для любых А, В 6 ( 0 , + оо) и целого р ! > 0 условимся 
обозначать X* (») = (Л/1 v \р) X (Во). 

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что последовательность W имеет конечную Х-плот-
ность, если существует функция X* такая, что N(z>) < X* (v) (—оо < v < 0). 

j О п р е д е л е н и е 3 . Последовательность W будем называть Х-сбалансированной, если 
существует функция X* такая, что 

j | Т(х, v, Р ) | < е * П « ( г О + е* рХ*(р) 

| при всех v, р б ( — о о , 0), * е ( — о о , —1). Если же выполняется неравенство 

I Т(х, v, р) | < * Х«(г,) + - i - p X*(р), 

то W назовем строго Х-сбалансированной. 
| О п р е д е л е н и е 4. Последовательность W будем называть Х-устойчивой, если существуют 
i функции h (*) И X* такие, что 
{ \h{x)~T{x,v)\<exvX*(v) 

при всех г /б (—оо , 0), * е ( — о о , —1). Если же выполняется неравенство 
| л (х) - Т (*, v) | < ( « » / 1 * | ) X» (о), 

то ТУ назовем строго Х-устойчивой. 
О п р е д е л е н и е 5. Последовательность W назовем Х-допустИмой, если она имеет конеч­

ную Х-плотность и Х-устойчива. 
Справедлива следующая 
Л е м м а . Если последовательность W имеет конечную Х-плотность, то следующие 

;• утверждения эквивалентны: 
(Г) W Х-устойчива; 
(2) W строго \-устойчива; 

\ (3) W \-сбалансированна\ 
(4) W строго \-сбалансированна%, ' 
(5) W 1-допустима. 
О п р е д е л е н и е 6. Пусть последовательность W обладает конечной Х-плотностью. На­

зовем W Х-сбалансируемой, если она является подпоследовательностью некоторой Х-сбаланси­
рованной последовательности конечной Х-плотности. 

j О п р е д е л е н и е ? . Функцию роста X назовем регулярной, если каждая последовательность 
I конечной Х-плотности Х-сбалансируема. 

Нетрудно проверить, что если для функции роста X существует число q > 0 такое, что 
j X (о) = О (| v \~?), и последовательность \У обладает конечной Х-плотностью, то W Х-допустима. 
) Остается открытым вопрос: будет ли каждая функция роста регулярной? В случае пло-
j скости это доказано Майлсом в [8], а в случае круга — Беком в [4]. Однако, как оказалось, 
I в случае полуплоскости применение методов этих работ связано с определенными сложностями. 
! 4. О п р е д е л е н и е 8. Пусть X—• функция роста. Будем говорить, что / конечного Х-типа, 
; если / мероморфна в О, удовлетворяет условиям (1)—(4) и существует функция X* такая, что 
j L(v, / ) < Х " ( о ) (—оо .< » < 0). 

j Справедливы следующие теоремы. 
Т е о р е м а 2. I е . Если последовательность W является последовательностью нулей 

аналитической в G функции конечного У-типа, то она \-допустима. 
2" . Если последовательность W \-допустима, то существует аналитическая в полу­

плоскости G функция f с нулями W, для которой существует функция X* такая, что 
j 'Е (о, / ) < Х« (о) ( - о о < » < 0). 
• Т е о р е м а 3- I е . Если последовательность W является последовательностью нулей 

мероморфной в полуплоскости G функции f конечного \-muna, то она обладает конечной 
Х-плотностью. 

2 " . Если последовательность W обладает конечной Х-плотностью, то существует меро-
морфная в полуплоскости G функция f с нулями W. для которой существует функция X* 
такая, что 

• £ ( » , / ) < * • ( » ) ( - о о < » < 0 ) . 
Т е о р е м а 4- Если X регулярна, то каждую мероморфную в полуплоскости G функцию f 

конечного Х-типа при Е (v, / ) < + оо (— оо < v < 0) можно представить в виде отношения 
аналитических функций f = g/h, для которых существует функция X* такая, что 

В (V, g) <Vk»M. E(v, h)<[X\(v)J Х- оо < » < 0). 
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О НЕКОТОРЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ РЯДОВ 

1. Введение. В работе [1] (а также в [2]—[4]) изложены различные способы улучшения 
сходимости рядов. Один способ улучшения сходимости рядов состоит в следующем. 

+ 00 

Если ряд 2 ап действительных или комплексных чисел а„ сходится н г ф1 — произволь-
л=1 

ное действительное или комплексное число, то справедлива формула 
+ СО + С О 

S а" = 1 3 7 + 1 3 7 S (a"+I ~ (1) 

71=1 П Л 

Для оператора Д*, который определен равенствами 

Д , ( а я ) = д „ + , — . гап (Д°(а„) = я„), 

А* {вЛ-МД*- 1 (*„)), 
при выполнении условия 

" 1 ! т ^ Ш _ = л 1,т A ^ " + l ) - г ( А _ 1 , . . . , , - 1 ) (2) 

•> /г—ов а„ « - . о» Д* (ап) 
также доказано, что справедлива формула . 

Е - Е д а ^ !>'<«••• (3) 

л=Ч ft=0 й=1 
В данной работе мы получим обобщения преобразования (1) и (3) и, как в работе [1], 

применим их к преобразованию степенных рядов. 
Сначала для любых действительных чисел Г\,--,гъ введем оператор Lr . , полагая 

i -" k 
Lr (ап) — a n + l — rx а„, Lr r (a„) = L (Lr г (а„)). Л е г к о заметить, что для Г\ = ••• = 

1 1 k k i k—i 

*-rk = r получаем Lr r = Д*. 
2. Некоторые преобразования рядов. Как и в работе [1], нетрудно доказать , что спра­

ведлива 
+ СО 

Т е о р е ма - Если ряд 2 ап действительных или комплексных чисел ап сходится 
я=0 

и г Ф 1, •••, гр ф 1—произвольные действительные или комплексные числа, то справедлива 
формула 

+ оо р — 1 £ ^а ^ +оо 

1 1 - 0 * -1 Л=0 


