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ВЫРАЖЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЭНЕРГИЙ 
ДЕФОРМАЦИИ УТОЧНЕННОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ 

ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК 
A.M. Зайнашев 

Основные разрешающие уравнения уточненной нелинейной тео­
рии пологих оболочек [i] сложные. Цри рассмотрении частных за­
дач в некоторых случаях может оказаться предпочтительным ис -
пользование энергетического метода, чем решение этих уравнений 
приближенными методами. Определим здесь уточненное выражение 
потенциальной энергии деформации. 

Потенциальная энергия деформации произвольного тела, сле­
дующего закону 1Ука, представляется в виде [2] 

Н\\Ы^е^<^^й<й<%й)^, (I) 

где Си,<огг , €s% и £fi , &гг > £?з - нормальные напряже­
ния, действующие на элемент на уровне £ и соответствующие 
им относительные удлинения; Tf*, т Д г т/ 3 и fc* , y f * y y2* -
касательные напряжения на том же уровне и соответствующие им 
деформации сдвига; d V - объем выделенного элемента. 

Следуя гипотезе прямых нормалей, принимая ){13 -fel ~ 0у 
в декартовой прямоугольной системе координат имеем 
у- Ш Гк%х<4 * < &)dzjjxс/у. (2) s *-v* _65_ 



Здесь первое интегрирование выполняется в пределах "толщины" 
деформированной оболочки в направлении оси ё А * , т.е. в 
пределах W--kb/2$e(x,y)£U~+kz/2 , а интегрирование Двух ос­
тальных интегралов - по всей ее срединной поверхности. 

Подставим в выражение потенциальной энергии (2) вместо 
компонентов деформаций St1 , &iz, %п и напряжений €и , 

^п »" ^/2 m выражения [I] в декартовых координатах, свя -
занных со срединной поверхностью недеформированной оболочки : 

eL-e,^)^^-1'^' (3) 

Приходим 

S W , ftki/Z. У
 я (5) 

^-L dx1- Rx
ih V dx dx] +[ <?y* V ()%WJ 

+2HIx-Xе fo wL W~tfF'1)+WWr (6"7) 
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i r, «A 3zw- диг OF dur dF \z 
+ г«-НгЩ; + dxZ ~ду~ +W ~fo) ' 

Qs-F\id& RX
(F } dx dxJdx +H dyi R4

(F )+dy dyjdoc 
*N \(oil*L ди^д? ,dwdF\du/-) +2L W'raxdy + дхду ду дх.) ду У 

Значение Qi для нас безразлично, поскольку 

J Qifa-iU^Q,) Ы-1)сСъ-0. (8) 

Пользуясь соотношениями 

тчттчттъчтуГ- <9) 

выполним интегрирование по 2 и заменим в полученных выраже­
ниях напряжения срединной поверхности по закону гука деформа -
циями. Приходим к следующему выражению для потенциальной энер­
гии : 

SJd.Av ftw-dF dw~dFY/£ лие Jut-dFVr, J ^ 
+2^ЩЖ1у%ЖГС£^6^1у- ly-lrdxd4 + 

Ъ (ИГ?*- У,_ AJvdF 12. rdluh i dv-dF П 
c s (10) 
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+z 

+ 3 

г^Тдхду +дх ду +ду дхГ^КдхдхПду dyl 

U* \fiwdF \z if „Jdv- dF \г .duf-dF dw-dF 7. 

(1'2FZ "JF Ш~дхг ~Ъс(М)+дх lxl(lx ~дх +^ду ~ду~) + 

+ I lW"*F* tCLl\ZdxTy*~dx' ду +ду ~д£)Ш -ЩГ + 

Следузт отметить, что в этом выражении пока сохранены ма­
лые члены. Отбрасывание их до процедуры дифференцирования не 
всегда оправдано. Оно может привести к ошибочным результатам, 
так как после дифферешщрования второстепенные члены в некото­
рых случаях могут оказаться сравнимыми с главными. 

После выполнения процедуры дифференцирования^ учетом вы­
ражения для F (6), примем F =1 и отбросим малые члены.По­
лучим 

+ 

*i«*>b(W4%v)*-**-mwd'j".. (п, 
dvdLdtrdL\fP ,dutdL 

L и диг BL \МдУ dL дю- 6L I ,. . dlw-/dw Ы durdL \11,, 

Здесь 

К= \-ръ' Зх " дх дх* + ду дхду ' 
(12) 
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1Z(1yc*) ' ду ~щду дуг дос дхду 

Выражение (II) допускает дальнейшее упрощение. В самом деле, 
выражая в первом подынтегральном выражении деформации Sfi 

£ц и (Trz через перемещения убеждаемся, что подчеркнутые 
члены пренебрежимо малы по сравнению с остальными. Следователь­
но, их можно отбросить. Таким образом, приходим окончательно к, 
следующему выражению для потенциальной энергии деформации: 

л,.S,ГдVPv fdluf-127 с!£гЗ¥1Э*н£.иЪ£д11. (13) 
-*M/"3SF* l y 1 (дхду/J ЬН.г1дхНдхдх^ду ду) 

+5y l (ay fy + ^йг дхГУ'Гдхду ( to Л/ 5y dx/lJ y 

Потенциальную энергию деформации можно записать как в функ­
ции компонентов перемещений, так-и в функции усилий Я3 и 
прогиб W .Запишем ее сначала через перемещения срединной по­
верхности. Подставляя в (13) вместо деформаций их выражения 
через перемещения, получаем 

* 5 
дг 

Определим теперь выражение потенциальной энергии деформа­
ции через функцию усилий и прогиба.Используя соотношения зако­
на 1ука, имеем 
Ш^^^^-Ш^ЛШ^^- (15) 

)]с/хс/у. 
Подставим сюда вместо напряжений по формулам [i] 
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еЛ2*,еи££, г --131SL (is) 
п'к дуг гг к дх*-7 1г~ к дхду 

их выражения через функцию усилий г . Приходим 

TJJ[(£H*iz)Z-tfllX£Htzz-}ti)]dc<fir = 

S 
Учитывая это, приходим окончательно к следующему выражению 
потенциальной энергии деформации в усилиях: 

гдг<Р д2Я> I дг<Р J2-7 

~ДЩ1хгдуг \дхду)ТЬ/1
г1.дхА~Ш'дх^дуду; + 

(Т 

Jtvldvdl^Juf-dUV,. ,dlw-ldwdL dw-dL )7? , , fWHw^+^ жг?]дщ(-ш ig+iy- mi**** • 
Выражения потенциальной энергии деформации (13), (14) и 

(18) отличаются от аналогичных выражений существующей теории 
пологих оболочек дополнительными членами порядка 

6Т?Ы) '6Т-Щ1 ' 6T4~di~Wl 
по сравнению с единицей., 

Отметим, что выражения (14) и (18) потенциальной энергии 
деформации, дополненные работой внешних сил, могут быть исполь­
зованы при исследовании изгиба и устойчивости пологих оболочек 
энергетическим методом по уточненной нелинейно^ теории. 
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