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У Д К 519.48 

Ц Е Н Т Р Ы Н Е А С С О Ц И А Т И В Н Ы Х К О Л Е Ц 

Г . В . Д О Р О Ф Е Е В 

В решении вопросов, связанных с описанием структуры н е а с с о ц и а т и в ­

ных колец и в особенности структуры простых и первичных колец различ -

ных многообразий, важную роль играет предварительное выяснение струк -

туры центров таких колец. Д л я э т о г о , в свою очередь , п о л е з н о знать , в 

каких соотношениях находятся между собой основные "центральные" под -

множества: центр, ассоциативный центр и коммутативный центр кольца*^. 

Особенно подробно вопросы такого рода и з у ч а л и с ь в теории а л ь т е р н а ­

тивных колец, где установлено , в частности, что в первичном неассоциа 

тивном альтернативном кольце все три центра совпадают С4Ц . В работе 

С 143 М.Слейтер исследовал возможно б о л е е с л а б ы е условия , о б е с п е ч и ­

вающие это совпадение . В этой работе содержатся также о б с т о я т е л ь н ы е 

рассуждения о существе проблемы и о т м е ч а е т с я , что при е е постановке ра ­

зумно ограничиться кольцами, в некотором с м ы с л е "чисто неассоциативны¬ 

ми", поскольку в л ю б о м к л а с с е колец, содержащих ассоциативные, но не 

коммутативные кольца, вопрос о совпадении центров решается , р а з у м е е т с я , 

отрицательно. 

Чистая неассоциативность может, е с т е с т в е н н о , пониматься по -разно -

му, и ниже мы принимаем определение, данное М.Слейтером: кольцо назы -

вается ч и с т о н е а с с о ц и а т и в н ы м , е с л и онр не имеет 

идеалов, лежащих в ассоциативном центре (иначе , ядерных и д е а л о в ) . В 

этой же работе М.Слейтер сформулировал несколько гипотез , связанных с 

соотношением между центрами альтернативных колец . 

О т м е т и м также, что, как показал А . Т е д и вГ_16Ц , в простом кольце 
4f Ж ) 

типа ( - 1 , 1 ) центр совпадает с ассоциативным центром. 

* ) о 
о с е определения с м . ниже в соответствующих пунктах. 
Здесь и ниже во введении при формулировке р е з у л ь т а т о в мы о п у с ­

каем для краткости ограничения на аддитивную группу к о л ь ц а . 



Между т е м , кик о к а з а л о с ь , существо рассмотренных в вопросов, 

связанных с центрами, не и с п о л ь з у е т специфики альтернативных колец и 

связано, по с у щ е с т в у , с некоторыми свойствами ассоциативного центра. 

Это свойство состоит в том , что ассоциативный центр альтернативного 

кольца замкнут о т н о с и т е л ь н о коммутирования с произвольным э л е м е н т о м 

кольца. 

Это у с л о в и е и взято нами в качестве определения некоторого класса 

колец, которые н и « е названы « - к о л ь ц а м и . Именно, кольцо А 

называется ос - к о л ь ц о м , если для л ю б о г о э л е м е н т а /г. е г о а с ­

социативного центра /V и л ю б о г о йС£.А 

Ln,x3 £ А / • ( * ) 

У с л о в и е (ос ) , как л е г к о видеть, может б ы т ь записано в виде у с ­

ловного тождества, так что класс ее - к о л е ц я в л я е т с я квазимногообразием . 

Квазимногообразие <ас - к о л е ц содержит не т о л ь к о м н о г о о б р а з и е а л ь ­

тернативных колец, но и б о л е е общие многообразия - обобщенно с т а н д а р т ­

ных колец, обобщенно достижимых колец, ассосимметричных колец, а так -

же некоторые другие классы, не получившие пока специальных названий, 

также содержащие м н о г о о б р а з и е альтернативных колец . Кольца всех этих 

перечисленных многообразий ниже называются оС - к о л ь ц а м и альтернативно­

г о типа. 

С другой стороны, кваэимногообразие ос - к о л е ц содержит м н о г о о б р а ­

зия ( у , 8) - а л г е б р , антиэластичных а л г е б р с ассоциативными степенями, 

и в частности, многообразие ( - 1 , 1 ) - к о л е ц . Кольца этих многообразий у д о ­

влетворяют тождеству (scty,Z) + ( у , г , х ) "г (Z, х> $/) = О и называются н и ­

же ос - кольцами антиальтернативного типа. 

Очевидно, кроме т о г о , что ос - к о л ь ц а м и являются все коммутативные 

кольца и кольца Л и , однако изучаемые ниже вопросы д л я этих м н о г о о б р а -

зий тривиальны. 

Основой для изучения центров ос - к о л е ц является изучение идеала М , 

порожденного к о м м у т а т о р о м L/V, , г д е /У - ассоциативный центр к о л ь ­

ца А . Б о л е е точно, главный вопрос состоит в т о м , является л и идеал А/ 

ядерным. Е с л и это так, то чистая неассоциативность в л е ч е т за собой ра -

венство М = 0 , то е с т ь включение и совпадение центра кольца с ас ­

социативным центром. 

Включение М с Д/ в общем с л у ч а е неверно - в С143 приведен противо-



речащий пример в к л а с с е альтернативных колец. Н о в ос - к о л ь ц а х анти -

альтернативного типа идеал ЛУ всегда ядерный. 

В то же время для всех ос - к о л е ц у д а е т с я доказать , что ядерным 

идеалом я в л я е т с я произведение JJM , г д е J) - идеал кольца, порожден -

ный м н о ж е с т в о м всех ассоциаторов . Э т о утверждение п о з в о л я е т доказать 

д л я ос - к о л е ц г и п о т е з ы а ) - г ) , выдвинутые М . С л е й т е р о м для а л ь т е р н а т и в ­

ных колец в Г_141] . 

Ядерность идеала Т)М получена как с л е д с т в и е равенства 

выполняющегося во всех ос - к о л ь ц а х . И з э т о г о равенства с л е д у е т , с дру¬ 

гой стороны, соотношение (/V Г) D ) С Z , позволяющее - при наличии 

хотя бы о д н о г о примера ядерных функций - строить ненулевые центральные 

функции. Т а к и е функции построены для альтернативных колец . 

Отметим также, что в о с о б о м положении оказываются ос - к о л ь ц а с 

т р е м я и меньшим ч и с л о м образующих. Д л я таких колец идеал Ы всегда 

ядерный, и п о э т о м у в к л а с с е альтернативных колец с т р е м я образующими 

оказывается возможным построить центральные функции б о л е е п р о с т о г о в и ­

да, чем для м н о г о о б р а з и я всех альтернативных колец. 

1. Предварительные замечания о неассоциативных кольцах 

П у с т ь к - произвольное , вообще говоря , неассоциативное кольцо . 

Символами ( аг, у , Z ) и Г / ^ ^ З м ы б у д е м обозначать , как обычно, 

ассоциатор (осу)Я — и к о м м у т а т о р jcy — у& соответствующих 

элементов кольца А 

В кольце А мы б у д е м рассматривать следующие подмножества: 

{А) =• \п G-А \ {И , А , А ) — О} - левый ассоциативный центр; 

Д/ (Д)-= j/ze. Л I ( л , / г , Л ) = 0 } - средний ассоциативный центр; 

Мъ ( Л ) " - ^П&А } (A,A,fl) = 0\ - правый ассоциативный центр; 

/V ( Л ) = Л/g (.А) П Nm (А) П Л/^ ( Л ) - ассоциативный центр, или ядро; 

Е ( 4 ) — | г € ^ | = о} - коммутативный центр; 

- центр; 

11 (А ) - максимальный идеал кольца А , содержащийся в ; 

- идеал кольца л , порожденный множеством 

Л ( л ) - идеал кольца А , порожденный множеством (А,А,А) . 



В дальнейшем кольцо А фиксировано, и п о э т о м у в приведенных о б о ­

значениях буква А в м е с т е со скобками будет опускаться . 

Идеал £ кольца А называется я д е р н ы м , е с л и 3 с ti • 

Кольцо А называется ч и с т о н е а с с о ц и а т и в 

н ы м, если U — 0 , то е с т ь е с л и А не имеет ядерных идеалов. 

Кольцо А называется р а з д е л е и н ы м , е с л и £3 ПЪ1 ™» 0 ; 

в противном с л у ч а е А называется с м е ш а н н ы м . 

Кольцо А называется п е р в и ч н ы м , е с л и из равенства 

З С = — 0 , г д е 3 я. С - идеалы кольца А , следует , что либо 3 = О , 

либо С =• 0 , и п о л у п е р в и ч н ы м , е с л и оно не содержит т р и ­

виальных идеалов ( т о е с т ь ненулевых идеалов с нулевым у м н о ж е н и е м ) . 

Во всяком кольце А справедливы тождества 

(xy,z,t)- (x,yzj)+(x,y,zt) = x(y,zj) + (x,y,z)i, О) 

Lxy,z2 - хГу,%1 - Zx,zl у = (x,y,z)+(z,x,y)-(x,z,y). ( 2 ) 

Оба эти тождества вытекают непосредственно из определения ассоциатора 

и коммутатора . 

П о л а г а я в тождестве ( 1 ) п о с л е д о в а т е л ь н о один из э л е м е н т о в равным 

некоторому / I £ Н , п о л у ч а е м равенства: 

(пх, у,Я ) = л(х,у,г) , (a:,y,zn)-(x,y,z)/7, ( 3 ) 

( a n , у , * ) - (£C,ny,z), (x,yn,z)-{<c,t/,nz), (») 

справедливые в л ю б о м кольце А 

Аналогично , положив JZ— ПО. М в тождестве ( 2 ) , получим 

Lxiy,rCl — xEy,n1+Zx,n3 у . ( 5 ) 

Хорошо известно, что в л ю б о м кольце 

Д - ( л , л , л ) •+ А(А,А,А) = (А,А,А)+ (А,А,А)А, (в) 

а тогда из тождеств ( 3 ) немедленно вытекает , что 

J?U- UJ?=0, (?) 

и поскольку (UflJP) с UJ? , то 



Поэтому справедливо 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1. а ) В с я к о е п е р в и ч н о е к о л ь ­

ц о л и б о а с с о ц - и а т и в н о , л и б о ч и с т о н е ­

а с с о ц и а т и в н о ; б ) в с я к о е п о л у п е р в и ч н о е 

к о л ь ц о - р а з д е л е н н о е . 

2 . Квазитождества в ос - к о л ь ц а х 

В этом пункте А - произвольное ос - к о л ь ц о , П. - фиксированный 

элемент е г о ассоциативного центра Л/ 

ЛЕММА. 1. Д Л Я л ю б ы х э л е м е н т о в X,y,Z,t& А 

£(x,y,z),n3 - О, О) 

( л г , у , к ) Г ^ л 1 = L(a,y,z)tn3, (Ю) 

(x,y,z)lt,nl£fJ, ( П ) 

(•X,y,Z) " J - к о с о с и м м е т р и ч е с к а я ф у н к ц и я 

а р г у м е н т о в йС, ̂  Z ^ . {(х, у Z)\t nj € КС (X, у , Z+)). ( 1 2 ) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П о л ь з у я с ь тождествами ( 3 ) и ( 4 ) и у с л о в и е м 

( ос у, и м е е м равенства: 

n(x,y,z) = Спос, y,z)=*(ccn.,y,zl-~ (x,ny,z) = 

= ( а с , ул, z) = (x,y,nz) - (х,у, zn)-(x,y,z)a , 

из которых с л е д у е т ( 9 ) . 

Д а л е е , по тождеству ( 5 ) , 

Zisc,y,z~)t,nl - (x,y,z)l£,nl+Z(x,y,Z),al t, 

откуда в силу ( 9 ) получаем равенство ( 1 0 ) . Утверждение ( 1 1 ) с л е д у е т н е ­

посредственно из ( 1 0 ) и ( о с ) . 

Д л я доказательства утверждения ( 1 2 ) заменим в тождестве ( 5 ) э л е -

мент у на ( y i Z , t ) . Т о г д а в силу ( 8 ) б у д е м иметь 

Lx (y,z,t),rO = Zx,n'A (y,z,t)-

Но £x,rC\ & hi i и снова п о л ь з у я с ь равенством ( 9 ) , получим 

Гх (y,z,i).nj =iy,z,t) ! > , я ] . 



Ч 

С другой стороны, L (х, у, %~) t + X (y,zj),n3^ О в силу ( 1 ) и ( 9 ) , 

и поэтому вследствие тождества ( 10) 

(x,y,ziLi,nl + (y .z . t fpCsr . /O- f l . ( is) 

Наконец, применяя прследовательно тождества ( 3 ) , ( 5 ) , у с л о в и е ( о с ) , 

( 6 ) и снова ( 3 ) , п о л у ч а е м 

(a-,y,z)Ct,nl = {x,y,zL.t,n3)—(x,y^zi,n.3^-[x,y^jz,ri2t ; = 

—(лс,у, ^ С я , / г ! J (x,y,t)Zz,rC\. ( И ) 

Так как подстановки (z£) и (ccyzt) порождают симметрическую г р у п ­

пу ^ , то из ( 1 3 ) и ( 1 4 ) вытекает утверждение ( 1 2 ) . 

Основным утверждением для дальнейшего изучения центров оС - к о л е ц 

является следующая 

Т Е О Р Е М А . 1. П у с т ь ^ - о с - к о л ь ц о и / г - э л е 

м е н т е г о а с с о ц и а т и в н о г о ц е н т р а / У 

Т о г д а в А с п р а в е д л и в о т о ж д е с т в о 

2(x,y,z)(U,ir,iy\tt,nl = О . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Установим сначала некоторые свойства э л е м е н т а 

(X, y,%)(u,U ,lff) гъ2 « который для краткости ниже б у д е м обозна -

чать ч е р е з Xyz LLP UT t . И з тождества ( 1 2 ) и м е е м 

XyzUlTuri= ~ xyzUUltu .• ( 1 5 ) 
ч 

Кроме т о г о , применяя прследовательно необходимые утверждения л е м м ы 1 

и условие (ос ) , получаем 

xyzutTuri = (x,y,z)€t,n3(u,tr,ur) = (x,y,z£i,nJ • (u,<r,ur)= 

=-Ky,z,t)Lx,ri3 (u,ir,ur)=-(y,z,t)(u,ir,UJ)tx,nl, 
то е с т ь 

xyzuirurt «= - yztutrurx. <16) 

Наконец, из тождеств ( 1 1 ) и ( 9 ) с л е д у е т , что произведение 

{U,IX,UJ")Lt, п2 коммутирует с (x,y,Z) , и п о э т о м у 

xyzuiruri = {u,tr,uT)\it,ii2 (x,y,z); 

но коммутаторС2;,АгЛ также коммутирует с (x,y,Z) , и м ы п о л у ч а е м 



равенство 

CCtJZUtTUli =• UUUfXtJSit. (17) 

Теперь, применяя поочередно равенства (15) и ( 1 8 ) , получаем 

xyzuirurt =- xyztruriu — yzutrujix, — 

= - yzuurixa-* zuucatxy = 

= - z-ucrixyur — cururtxyz « = - uirurxyzt. 
Сопоставляя это равенство с ( 1 7 ) , получаем утверждение теоремы. 

В дальнейшем мы будем считать для простоты, что рассматриваемое 

сс -кольцо А удовлетворяет тождеству 

(x,y,z)(u,ir,ur)Zt,n3-0. ( 1 8 ) 

В силу теоремы 1 для этого достаточно, очевидно, чтобы в аддитивной 

группе кольца А не было элементов второго порядка или чтобы выполни­

лось равенство 2А"" А ; более того, достаточно, чтобы указанные два 

условия были справедливы для ассоциативного центра Л' , и это требова­

ние можно ещё несколько ослабить. Выяснение всех этих возможностей ие 

является предметом настоящей работы, и мы им заниматься не будем. 

Докажем еще одно утверждение, аналогичное геореме 1. 

Т Е О Р Е М А 2. П у с т ь Л - с С - к о л ь ц о , П - э л е 

м е н т е г о а с с о ц и а т и в н о г о ц е н т р а ^ 

Т о г д а в А с п р а в е д л и в о Т о ж д е с т в о 

2 (.x,y,z)Zt,n-lZu,n.3 — 0. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Заметим, прежде всего, что для любых элементе! 

р , ^£ ti и любых сс, у , Z справедливо равенство 

(яг,у,z (л ,у , * / 7 ) 2 - (х,у,рх)<1 — 

- (Л-у, — (x,y,z)$f>, 
и поэтому 

(x,y,z-)Li,/ilLa,nJ = (x,y,z-)Zu,n3Ci, п.J. 

С другой стороны, по лемме 1 

{х,у,z)L.i,filtu,n3-lhn.3 {<r,y,z)ln,n2 еКС(x,y,zj,u), 

и поэтому 



(х,у, z) Ct,n2lu,nl (x.tf.z) С « , / й С £ я З . 

Отсюда и- вытекает утверждение теоремы. 

В дальнейшем мы будем считать, что кольцо А удовлетворяет тож -

деству 

(x,y,z) tt,/ilLu,nl = 0. (18) 

Обозначим через (п) идеал, порожденный в кольце А элементом П . 

Л Е М М А 2. ( л ; = £/г + Ия + ЛА + АП.А. Ж ) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Достаточно показать, что лодкольцо 

Zn + An + лА + АпА 

является в А идеалом. Пользуясь усЯовием (ОС) и равенством ( 3 ) для 

любых элементов О. , & , X получаем 

(cini)x — (an)(Sx) + (an,£x)= an(ix) + (na,$,x) = 

= an(&x) + n(aj,x) e A/iA + /&Л. 

А нелогично, 

Остальные утверждения очевидны. 

ЛЕММА 3. Е с л и / I 2 — пАгь — 0 , т о (nf=0. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . В силу леммы 2, достаточно показать, что в у с ­

ловиях доказываемой леммы произведение любых двух элементов подмно­

жеств 2л, An, пА л А/г А равнв нулю. 

Запишем равенство 

(ccny)(zn-6) = (xny){zn)-t ~ (xny ,zn,t) 

и докажем, что оба слагаемых в правой части равны нулю. Действительно, 

применяя условие (ocS) и тождество ( 3 ) , получаем 

( ж я у ) ( 2 д ) = (<сгъ,у, zn) + jcri-yCzn] = 

= [/ix,y,z)/i + x-rb{yz)ib = ib(x,y,Z)n~0, 

а для второго слагаемого с помощью (ос ) и ( 4 ) получаем 

(xntj,zn,i) — (,xay,nz,t)= (ccny-n,z,ij) = 

*) , 
Здесь и в доказательстве леммы 3 Z означает кольцо целых 

чисел. 



- (хп -yn,,z,£) = {x-rvyrv,z,t;= Q. 

Р а в е н с т в о нулю о с т а л ь н ы х произведений доказывается аналогично; 

впрочем, проведенное д о к а з а т е л ь с т в о проходит в этих с л у ч а я х почти б у к -

вально - достаточно в предыдущих выкладках заменить подходящие из э л е ­

ментов X , у I Z , t формальными единицами. 

3. Центры оо - к о л е ц 

В этом пункте ^ - ос - к о л ь ц о , удовлетворяющее тождествам ( 1 8 ) 

и ( 1 9 ) , где fb - э л е м е н т е г о ассоциативного центра <У 

Л Е М М А 4. л / = ц л ш + AZ.H,AI~LX,AI+\:H,AIA . 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Докажем первое равенство; достаточно убедиться , 

что подкольцо B=ZN, A3 + ALM, А 3 я в л я е т с я в А идеалом. 

В силу ( о с ) 

x-yZn,il - (xyKn,t3 tB , 

и, следовательно , Б - левый идеал. Кроме т о г о , в силу ( 5 ) и (ос) 

LI,ПЗх — Ztx,ri3 - tZx,a3 еВ, 

yZt,al' х — у-Z£,n,B хеЗ , 

так как, по д о к а з а н н о м у , ^ / г 3 X t B и J} - л е в ы й идеал. 

Второе равенство доказывается аналогично . 

Л Е М М А 5. В к о л ь ц е А у т в е р ж д е н и я 

{x,y,Z )Zt,ri~3 - » 0 д л я л ю б ы х X, у, Z 1 t6 А , /Z £ А/ я 

Af СГ yV р а в н о с и л ь н ы . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . У с л о в и е (0£ ) в м е с т е с тождествами (3) и (4) 

п о з в о л я е т записать цепочку равенств 

{x,y,z)Zt,/il = (x,y,zZt,a3) = {x,ujZt,itl,z) = (xtt,/i3. y,z), 

из которых, вследствие л е м м ы 4, с л е д у е т доказываемое утверждение. 

Т е п е р ь мы докажем основную теорему э т о г о пункта, из которой в ка­

честве следствий выведем утверждения, рассмотренные в основном д л я 

альтернативных колец . 

Т Е О Р Е М А 3. J W - я д е р н ы й и д е а л к о л ь' ц а Л . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П у с т ь ddj) ; тогда 



(d-xZt,nl)y — [doc)Y.t,rbA-у - dx-i.t,nly еЦМ, 

y(d-xZi,n1) = y(dx'l±,r€X) = у (dx)'ii,/€\^DM, 

так что J)M - идеал А . Д а л е е , в силу равенства ( 6 ) и л е м м ы 4, " о б ­

щий" э л е м е н т идеала DM имеет вид 

(x,y,z)a • dl£,aJ = ((x-,y,z)a.) d -Z£,n~\ 

и снова в силу ( 6 ) может б ы т ь переписан как с у м м а э л е м е н т о в вида 

\.а,ё,с) Lt,n,2 и ит{а,6,сЩ,пЛ. 

Первый из этих э л е м е н т о в принадлежит И по ( 1 1 ) , а для в т о р о г о 

имеем 

(и,if, иг (a,$,c)\Lt,n3) - (u,ir,ui)(a,S,c)Lt,nl=0 

в силу равенства ( 1 8 ) . Таким о б р а з о м , идеал -J7M содержится в ассоци­

ативном центре Л' , то е с т ь является ядерным. 

З А М Е Ч А Н И Е . Е с л и 7)МфО , то J)M тривиальный идеал - э т о с л е д у ­

е т из включения DM C_Z? П LL и равенства ( 8 ) . 

С Л Е Д С Т В И Е 1. Е с л и п е р е с е ч е н и е Д Л / И н е с о ­

д е р ж и т н е н у л е в ы х я д е р н ы х и д е а л о в 

к о л ь ц а к , т о М а М 

Действительно , в условиях с л е д с т в и я из т е о р е м ы 3 в ы т е к а е т , ч т о DM =* 

- Q и, в частности, (x,y,Z~)Zlt,/il — О . О с т а е т с я применить л е м м у 5 . 

С Л Е Д С Т В И Е 2 . В р а з д е л е н н о м о С - к о л ь ц е Л / C / V . 

Действительно , в разделенном кольце J) П М П JJ — 0 t так что 

D П N не содержит ненулевых ядерных идеалов, и о с т а е т с я применить 

следствие 1. 

С Л Е Д С Т В И Е 3 . Е с л и о с - к о л ь ц о И н е и м е е т 

т р и в и а л ь н ы х я д е р н ы х и д е а л о в , т о А / с Л / . 

Действительно , ненулевой ядерный идеал, содержащийся bJ?HM , н е ­

обходимо тривиален, и п о э т о м у можно применить с л е д с т в и е 1. 

С Л Е Д С Т В И Е 4 . В ч и с т о н е а с с о ц и а т и в н о м 

с с - к о л ь ц е а с с о ц и а т и в н ы й ц е н т р с о в -

п а д а е т с ц е н т р о м . 

Действительно , чисто неассоциативное кольцо я в л я е т с я разделенным, и 

по следствию 2 , М С /V • Т о г д а А/ - ядерный идеал, то есть М — 0 , а э т о 



равносильно включению SdZ . П о э т о м у £ = Л/ Л Z = Л/ , 

С Л Е Д С Т В И Е 5. В н е а с с о ц и а т и в н о и п е р в и ч ­

н о м о с - к о л ь ц е а с с о ц и а т и в н ы й ц е н т р с о в ­

п а д а е т с ц е н т р о м . 

Это утверждение вытекает из предложения 1 и следствия 4. 

С Л Е Д С Т В И Е 6. П р о с т о е н е а с с о ц и а т и в н о е 

С С - к о л ь ц о с н е н у л е в ы м а с с о ц и а т и в ­

н ы м ц е н т р о м и м е е т е д и н и ц у . 

Действительно , из с л е д с т в и я 5 вытекает , что в э т о м случае кольцо 

имеет ненулевой центр, являющийся, как известно, п о л е м . 

Наконец, справедлива 

Т Е О Р Е М А 5 . Е с л и м а к с и м а л ь н ы й я д е р н ы й 

и д е а л ос - к о л ь ц а /4 к о м м у т а т и в е н и н е 

с о д е р ж и т т р и в и а л ь н ы х и д е а л о в к о л ь ­

ц а Д , т о а с с о ц и а т и в н ы й ц е н т р к о л ь ц а 

Д с о в п а д а е т с ц е н т р о м . 

Достаточно заметить , что рассуждения, проведенные при д о к а з а т е л ь -

стве этой т е о р е м ы в С14, стр. 3 . 7 6 П опираются фактически не на альтер -

нативность кольца, а на те е г о свойства , которые справедливы для всех 

ос - к о л е ц . 

В последних трех т е о р е м а х э т о г о пункта указываются неко" >рые под­

множества, лежащие в центре и в ассоциативном центре ос - к о л е ц ; эти т е ­

оремы используются в дальнейшем для построения центральных и ядерных 

функций. 
Z 2 

Т Е О Р Е М А 6. В о в с я к о м ос - к о л ь п е_(Л Л D ) С £, 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П у с т ь а, ёе N Л 7)* , с-е Л . Т о г д а , с о г л а с н о 

тождеству ( 2 ) , 

Eae,cl=aL&c3+La,cl b <ь.Т)гН + MD*, ( 2 0 ) 

2 2 

и мы докажем, что D М — MD — О . В с а м о м деле, для л ю б о г о эле -

мента aL^.£) , применяя последовательно у с л о в и е ( о с ) , тождество ( 5 ) , п о ­

лучаем 

= i ((x,y,z)Ct,nlu-d ) = Q, 

vax как ( x , у, Z )-Lt,ri2u & DM , а по теореме 3 {Z>M)J><^UD = 0. 



Доказанное равенство в виду ( 6 ) и л е м м ы 4 означает , что MD = 0. 

Д а л е е , для элементов C,CL€-D имеем 

откуда с помощью т е о р е м ы 3 п о л у ч а е м JD М *^ 0 . Т о г д а из равенства 

( 2 0 ) п о л у ч а е м С я ё,С-^=0 < т о е с т ь {MnT)2fcz Z , и с л е д о в а т е л ь н о , 

( / /n2? Z ) Z d С • ч т о и т р е б о в а л о с ь доказать. 

Т Е О Р Е М А 7. Е с л и в ос - к о л ь ц е /4 и д е а л А / 

я д е р н ы й , т о (Н П D) С Q, 

Д л я доказательства достаточно з аметить , что в условиях теоремы 

7) М= MJ? — 0 , и вновь р а с с м о т р е т ь равенство ( 2 0 ) . 
П о с л е д н я я теорема я в л я е т с я непосредственным с л е д с т в и е м тождества 

( 1 8 ) . 

Т Е О Р Е М А 8. Е с л и / z - - э л е м е н т а с с о ц и а т и в ­

н о г о ц е н т р а Л ' ос - к о л ь ц а , т о 

4 . е е - к о л ь ц а с т р е м я образующими 

Основная теорема предыдущего пункта - теорема 3 - может б ы т ь с у ­

щественно улучшена в с л у ч а е , когда ос - к о л ь ц о А имеет не б о л е е трех 

образующих: оказывается , что в таких кольцах выполняется б о л е е простое 

тождество, чем ( 1 8 ) . Именно, справедлива 

Т Е О Р Е М А 9. Е с л и о с - к о л ь ц о Л и м е е т с и с -

т е м у о б р а з у ю щ и х , с о с т о я щ у ю н е б о л е е 

ч е м и з 3 э л е м е н т о в , и / ^ - э л е м е н т а с ­

с о ц и а т и в н о г о ц е н т р а Н к о л ь ц а А , т о д л я 

л ю б ы х Х , у , г , / £ л 

2 (x,y,z) Zt,/D-0> ( 2 1 ) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Мы проведем индукцию по с у м м е степеней элемен­

тов jc , у , 2 . t^-A как с л о в от образующих кольца А . Е с л и с у м м а 

степеней этих э л е м е н т о в равна 4 , то среди них и м е ю т с я равные, и тогда 

т р е б у е м о е утверждение с л е д у е т из ( 1 2 ) . С д е л а в предположение индукции.мы 

покажем сначала, что для любых X,y,Z,U,W 

(£T,y,Z) CUU,nl^XC (4!.</,Z,U,TR) • ( 2 2 ) 



Действительно , п о л ь з у я с ь у с л о в и е м (ОС ) , равенством ( 5 ) и л е м м о й 1, 

получаем 

(x.y.zKua, a3 = (x,y,z)uCiT,n3-\-(z,y,z)Zu,a-3tr = 

= L<xy,z,uJ- (х, yz,u) +• (x,y,zui\LJ,ri} - x(y,z,u)\Lii,rr\=* 

= Lir,nlZ,xy,z,u)- (x, yz, и) + {x, у, zu)~3 = 

= ZiT,n7]x (y,z,u)+Zu,n.~\(x,y,z)a = 

= ZtTx,n3 (y,z,u)- iTtx,a3(y,z,u) — (y,z,U)Lcrx,nl. 

Л е в а я часть э т о г о равенства является кососимметрической функцией а р г у ­

ментов х , у , Z i а правая - кососимметрической функцией аргументов 

у , Z , U ; с л е д о в а т е л ь н о , (X, у, Z )ZcllT, Я~\ - кососимметрическая функ­

ция от Х,у, Z, U . 

С другой стороны, 

№y,z)Zuti,n1 = ix,y,z)a\:iT,fil -

= (x,y,z)Zir,rQu 4- (x,y,zZu,Lir,ft22=ta,Lu;n-2l (x,y,z) = 

= u£ir,n3(x,y,z)-Lir,/i3u (x,y,z) = 

—\jru,n~\ (x.y,z) + trZu.nl (x,y,z) = - (x,y,z)Zcra,n3, 
и ( 2 2 ) доказано. 

И с п о л ь з у я теперь ( 2 1 ) и ( 9 ) , и м е е м 

(х,у,г)Гшг-иГ,пЗ = ix,y,z)Zu-aur,n3 = -(x,y,z)ZiTUT. u,n~A~ = 

= - (лт.у,zJlltr-ши,кЗ -= ix,y,z)Zujurv~3 = 

— \x,y,z)Zui-air, nZ\ (x,y,z )Lu<r-ur,n3. 

С л е д о в а т е л ь н о , равенство ( 2 1 ) выполняется , е с л и э л е м е н т t имеет с т е ­

пень не меньше 3. В силу ( 1 2 ) это означает , что ( 2 1 ) верно, е с л и хотя 

бьг один из е г о аргументов имеет степень не меньше 3. 

Е с л и теперь хотя бы два из этих аргументов имеют степень 2, то 

по ( 2 2 ) 

1 (от, у, ни) Z±i, пЗ= -2 (х,у, $)Liur-t,/гЗ= О 

по доказанному. Е с л и же, наконец, ровно один из них имеет степень 2, то 

[x,y,z) ПШТ,/13 = 0 в силу ( 2 2 ) , поскольку среди э л е м е н т о в X,y,Z, 
U , т е с т ь хотя бы два равных. 



Этим д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы завершается . 

При выведении следствий из этой т е о р е м ы мы так же, как и в пре -

дыдушем пункте, наложим на аддитивную группу кольца А с о о т в е т с т в у ю ­

щие ограничения и б у д е м считать , что в кольце А 

(х,у,г)&,п1-0. . ( 2 3 ) 

В силу л е м м ы 5 тождество ( 2 3 ) означает , что справедлива 

Т Е О Р Е М А 10. Е с л и ос - к о л ь ц о А и м е е т с и с ­

т е м у о б р а з у ю щ и х , с о с т о я щ у ю н е б о -

л е е ч е м и з 3 э л е м е н т о в , т о и д е а л 

Af - я д е р н ы й . 

И з теорем 7 и 10 с л е д у е т 

Т Е О Р Е М А 11. Е с л и о с - к о л ь ц о / 4 и м е е т с и с ­

т е м у о б р а з у ю щ и х , с о с т о я щ у ю н е б о л е е 

ч е м и з 3 э л е м е н т о в , т о (N П D) DC'. 

5. ос - кольца альтернативного типа 

В этом пункте мы рассматриваем некоторые многообразия , каждое из 

которых содержит м н о г о о б р а з и е всех альтернативных колец. 

Напомним необходимые определения. 

Кольцо А называется о б о б щ е н н о с т а н д а р т -

н ы м С13Л , е с л и в нем выполняются тождества : 

(х,у,Х) = 0, ( 2 4 ) 

(x,y,z)x± (y,z,x)x + (z,x,y)x = {x,y,x:z)+{y,xz,x}\-(XXX;y\{2b) 

(X,y,U7Z)+ (ur,y,Xz)+(z,y,XUr)=*L£C,(ur,Z,yL\+ (X,ur£y,Zj). (26) 

Кольцо А называется о б о б щ е н н о д о с т и ж и м ы мСвЗ, 

е с л и в нем выполняются тождества ( 2 4 ) и 

С Я , (B.y.yjl - 0. ( 2 7 ) 

3{x,u,№,zl)=-ZtiT, ix,yz)l-2&,(yz,0n+£ly(z,ur,x)]+\z,(w,x,y)l. ( 2 8 ) 

Кольцо Д б у д е м называть ц и к л и ч е с к и м С 1 5 , 5D, е с л и в 

нем выполняется тождество 



(X.y.Z) - (tj,Z,CC). ( 2 9 ) 

Кооме того, в С б З изучаются кольца, в которых выполняются тождества 
(24) и 

(urx,u,z) 4- (иг, x,Ly,z~X) - ur(x,y,z) + (u/,y,z)x, (30) 

а в С73 изучаются кольца, удовлетворяющие тождествам (30) и 

(ПиТ,х~1, u.z)+(ur,x,yz) = у (ur,x,z) + (ur,x,y)z. ( 31 ) 

Тождества (30) и (31) выполняются во всяком право альтернативном 

и во всяком левоальтернативном кольце соответственно. Кроме того, в с я ­

кое обобщенно стандартное кольцо является обобщенно достижимым С 83 , 

а всякое альтернативное кольцо является обобщенно стандартным. Таким 

образом, все определенные выше многообразия содержат многообразие а л ь ­

тернативных колец , и мы. докажем, что всякое кольцо из этих многообра­

зий является ос -кольцом. 

Напомним, что кольцо А называется э л а с т и ч н ы м , если 

в нем выполняется тождество ( 2 4 ) , н а н т и э л а с т и ч н ы м С П , 

1 2 3 , если в нем 

(Х.у.Я) - (Z,y,X). (32) 

Л Е М М А 6. Е с л и А - э л а с т и ч н о е и л и а н т и ¬ 

э л а с т и ч н о е к о л ь ц о и /г - э л е м е н т е г о 

а с с о ц и а т и в н о г о ц е н т р а А / , т о д л я л ю ­

б ы х x,y,Zt-A 

(Zn,xi2,y,z) - (х ,Ly,ri3,z)- (x,y,rn,z3)^Zn.,(x,y,zil . (33) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Согласно тождеству ( 1 ) , 

(xu,z,t) - (x,yz,t) -Ь (cc,y,xi) — x(y,z.t)+(x,y,z)t, (34) 

(tz,у,sc)-{t, * у . + it,Z,yco)'t(Z,y,X) + (tz,y) oe. (35) 

Равенство (35) и в эластичном, и в антиэластичном кольце может 

быть переписано в виде 

(sety,tz)- (x,zyJ)-h(yx,zJ)-^(x,fzH(y,z^)xf ( З в ) 

и, вычитая (36) из (34), получаем 



(С*,уЗ ,z,t ) - (ж.ГулЗ J) + (x,y,€zJ3 ) -

—Zx.(y.s.t)l+L(x,y.z)Jl. (37) 

Полагая в (37) последовательно x=fb, t~lb, 2— ft • м ы получаем р а ­

венства ( 3 3 ) . 

ТЕОРЕМА. 12. В с е к о л ь ц а и з о п р е д е л е н -

н ы х в ы ш е м н о г о о б р а з и й я в л я ю т с я ос -

к о л ь ц а м и (для обобщенно достижимых колец - при некотором огра­

ничении на аддитивную, группу, позволяющих в соответствующих тождествах 

сокращать на 2; см. п .2) . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть 4 

- обобщенно достижижимое кольцо, 

удовлетворяющее упомянутым ограничениям, и nt/S • Подставив Х = 1Ъ в 

равенство ( 2 8 ) , получим (u,Z, Ul)3 О > а тогда А - ос -кольцо 

в силу леммы в. Отметим, что мы не использовали ( 2 7 ) . 

Пусть А - циклическое кольцо и п. £ Н . Тогда 

[xntyyz) = (x,n.y,z) «= (л.у.г.л) — n(y,z,<x) — 
— п. (x,y, z) — (nx, y,z), 

OTKyflaQijCcIl € AL % • Но в циклическом кольце все ассоциативные цент­

ры, очевидно, совпадают, так чтоГ/1,хЗ £ W 

Пусть кольцо А удовлетворяет тождествам (24) и (30) и п&М. 

Подставляя у = П в ( 3 0 ) , получаем равенство (иТ, , С ft, хУ) = О , из 

которого, в силу леммы в, и следует требуемое утверждение. 

Пусть, наконец, кольцо А удовлетворяет тождествам (30) и (31) и 

л е А / . Подставляя y^tl н Ж - Л соответственно в (30 ) и в ( 3 1 ) , полу­

чаем равенства 

( o r , * , C / t , z 3 ) - o , (£иг,лЗ,у,я)-0, ( 3 8 ) 

С другой стороны, пользуясь вторым из равенств (38 ) и равенством 

(30) при4Г=Я , получаем 

fi(uT,y,z)- (nur, y,z)-(Uffi,y,z)- {ul,y,z)a, 

, следовательно, 

{ur,xn,z)- (UT,x,fiz) - (ur, ac.zfb)— (ur,x,z)n. — 

— /b{uJ,X,Z) — (nui, x, z)—(urfi,x,z) — (or,nx.z). 



Это равенство вместе с ( 3 8 ) и доказывает т р е б у е м о е утверждение. 

Т е о р е м а полностью доказана. 

Таким образом , к рассматриваемым м н о г о г о о б р а з и я м применимы все 

теоремы, доказанные в предыдущих пунктах. Некоторые из этих т е о р е м по ­

зволяют указать примеры ненулевых центральных и ядерных функций в 

двух классах альтернативных колец. 

Напомним, что э л е м е н т ft ( я г ; j - 3 ^ ) свободного неассоциативного 

кольца называется ц е н т р а л ь н о й ( я д е р н о й ) ф у н к ц и ­

е й в классе колец Д/ , е с л и для л ю б о г о кольца А из класса М 

и любых е г о э л е м е н т о в Q ...,С1Ь fl . . •, Qг) с С (А) (/V (А)). 

Известно , что в классе всех альтернативных колец Z^C,y1^ является нену­

левой ядерной функцией, а в к л а с с е колец с 3 образующими при е с т е с т в е н ­

ных ограничениях на характеристику ядерными являются функции 

Lx,ip »Zz,t2, (r,y,z) oZu.wl, и (x,y,z) о [и,IT,иг), 

где а*6=а{} + ia С 1 ] . 
Исходя из этих ядерных функций, на основании т е о р е м 6, 8, 9 и 11, 

мы можем получить следующие утверждения. 

Т Е О Р Е М А 13. В к л а с с е в с е х а л ь т е р н а т и в ­

н ы х к о л е ц х а р а к т е р и с т и к и , о т л и ч н о й 

о т 2, 
о 

а) Г (^'У, Z), и 3 - н е н у л е в а я ц е н т р а л ь н а я 

ф у н к ц и я , 

б ) ГСЛ.уП"*, Z3CC CC,ipfi, ^ З б / - н е н у л е в а я я д е р н а я 

ф у н к ц и я . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Действительно , Ц ( г г , у , Z ) , zH^ €: Й ПТ}1, 
/l= Z (uC,y,Z~j, fl £ С в силу теоремы 6. Кроме т о г о , в классической 

алгебре Кэли , очевидно, для подходящих мнимых единиц JC,Lj,Z,t 

Утверждение б ) с л е д у е т из т е о р е м ы 8 и т о г о факта, что 

\jZX,U3^,ZWJIx,^!^, t~\ U j4= О , в свободном ассоциативном кольце . 

Т Е О Р Е М А 14. В к л а с с е а л ь т е р н а т и в н ы х к о ­

л е ц с 3 о б р а з у ю щ и м и х а р а к т е р и с т и 

к и , о т л и ч н о й о т 2, 3 

а ) £(Х, y,Z~),f2 - н е н у л е в а я ц е н т р а л ь н а я 

ф у н к ц и я , 
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б ) (зс,у,%) - н е н у л е в а я ц е н т р а л ь н а я 

ф у н к ц и я , 

в ) (сх,у,Я)0 Hci.lfl)2 - н е н у л е в а я ц е н т р а л ь н а я 

ф у н к ц и я , 

г ) Q j 7 f Y2Z ,Z~3 t ~ н е н у л е в а я я д е р н а я ф у н к ­

ц и я . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Утверждения а ) - в ) с л е д у ю т иэ теоремы 1 1 и 

рассмотрения классической а л г е б р ы К э л и . Надо добавить т о л ь к о , что е с л и 

бы функция в ) была нулевой, то была бы нулевой и функция (x,y,z)°(u,lT,lJj), 

что неверно, т а к т и к [cc,U,zYО• 

Утверждение г ) с л е д у е т из т е о р е м ы 9 и рассмотрения свободного а с ­

социативного кольца. 

6. ос - к о л ь ц а антиальтернативного типа 

Кольцо А б у д е м называть к о л ь ц о м а н т и а л ь т е р ­

н а т и в н о г о т и п а , если в нем выполняется тождество 

fcr,y,Z) + (lj,Z,cc) + {Z,uc,y) - 0. ( 3 9 ) 

Такими кольцами являются , например, алгебры типа jy.c^j ; а л г е б р а над 

коммутативным ассоциативным кольцом Ф с единицей / называется а л ­

г е б р о й т и п а ( ^ } $ ) , или (у ,3') - а л г е б р о й , е с л и в 

ней выполняются тождества ( 3 9 ) и 

(a - .y .z ) + jj[y,X,Z) 4- cJ(Z,X,y)*= О, ( 4 0 ) 

где у ^ £ Ф и связаны соотношением ^2=$Z—$4- / £ 2, 9 J . 

Кольцами антиальтернативного типа являются также антиэластичные 

кольца, удовлетворяющие тождеству fcJC^r) = 0 ( 4 1 ) в частности , 

антиэластичные кольца с ассоциативными степенями П 3, 10, 1 1 , 1 2 3 . 

Точно так же, как в предыдущих пунктах, мы с -итали , что аддитивные 

группы рассматриваемых колец удовлетворяют некоторому у с л о в и ю " ч и с т о т ы ' 

для числа 2, в этом пункте мы б у д е м считать для простоты, что а н а л о г и ч ­

ные условия выполняются и для числа 3. 

Т о г д а из л е м м ы 1, л е м м ы 5 и т е о р е м ы 7 немедленно вытекает 

Т Е О Р Е М А 15. Е с л и j - о с - к о л ь и о а н т и а л ь -

т е р н а т и в н о г о т и п а , т о и д е а л Д/ - я д е р -



н ы й, и ( A / n _ Z ? ) * C С. 

ЛЕММА 7. Е с л и ^ - к о л ь ц о а н т и а л ь т е р н а ­

т и в н о г о т и п а и Л'-- э л е м е н т е г о а с -

с о ц и а т и в н о г о ц е н т р а , т о 

С Л . (X,y,Z)Z\ = 0. ( 4 2 ) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Действительно , в силу ( 3 9 ) 

(zn,x,y) 4- L&,y, zn)+ (y,zn,cc) <= О, 

(z,nx,u) + (/1х,у,я) + (a,z,nx) = С . 

Но в силу ( 4 ) (Zn,cC,y)={Z,nuC,p, ( у, Z/7.X) = (y,Z,/7X) . так что 

(<r,y,Zn.) — (nx,y,Z) . Р а в е н с т в о ( 4 2 ) с л е д у е т теперь из ( 3 ) . 

О с т а е т с я , наконец, доказать следующее утверждение . 

Т Е О Р Е М А 16. В с я к о е а н т и э л а с т и ч н о е 

к о л ь ц о , у д о в л е т в о р я ю щ е е т о ж д е с т в у 

( 4 1 ) , я в л я е т с я оС - к о л ь ц о м . В с я к а я - а п-

г е б р а н а д п о л е м х а р а к т е р и с т и к и , о т ­

л и ч н о й о т 2 и 3, я в л я е т с я О С - к о л ь 
Ц 6 м. 

6 и 7 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Первое утверждение т е о р е м ы с л е д у е т из л е м м 

П у с т ь А - - алгебра , и б у д е м считать сначала, что $ф / . В ы ­

читая из равенства ( 4 0 ) равенство ( 3 9 ) , получаем 

(f-l)(Z.X,U) — -f(y,4C,Z)+(t/,Z,iT). (43) 

Отсюда 

0 ? - / ) (z,x,ny) = - jn (u,x,z)-\-n(ytz,x)— ($4}n(z,x,y). 

С л е д о в а т е л ь н о , 

(Z,xn,y) = (z,X,ny) — / I (Z,X,p, ( 4 4 ) 

а тогда в силу ( 3 9 ) 

(z,n.x,u)-= (rnx,y,z)-(y,z,n^)=-n(x,y,z}-n(y,z,x) = n(z,cc,y) . ( 4 5 ) 

Равенства ( 4 4 ) , ( 4 5 ) означают, чтоС/г,дОfe/V^ ; но и з ( 4 0 ) (при 

a:e/V ) с л е д у е т , что Л/^ С : Д/^ , а из ( 4 3 ) с л е д у е т , что А^СГ Д/^ . П о э ­

тому №т — НсГ\МгП = /V , т о е с т ь Z n , X l 6 Л/ , что и требовалось 



доказать . 

Д л я окончания доказательства т е о р е м ы заметим , что при ^ = / коэф­

фициент j равен •/ или — / и что, как известно, а л г е б р ы типа ( 1 , 1 ) ан-

тиизоморфны алгебрам типа ( - 1 , 0 ) . а алгебры типа ( - 1 , 1 ) антиизоморфны 

алгебрам типа ( 1 , 0 ) . Но кольцо, антиизоморфное <эС - к о л ь ц у , с а м о я в л я ­

ется , очевидно, ос - к о л ь ц о м , и, следовательно , т е о р е м а полностью дока -

за на. 
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