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В. А. Чернятин 

О СУЩЕСТВОВАНИИ КЛАССИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ СМЕШАННОЙ 
ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОМЕРНОГО ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА 

В работе на основе предложенного в [1; 2] нестандартного обос­
нования метода Фурье получены новые достаточные условия класси­
ческой разрешимости смешанной задачи для одномерного уравнения 
теплопроводности 

щ(ху t)—uxx(x, t) + q{x)u(xy t)=f{x9 t). (1) 

Их принципиальное отличие от уже известных [3, с. 86; 4, с. 471; 5, 
с. 381] состоит в отказе от любых требований гладкости к функции 
f(xt t) по переменной х. 

Ниже используются следующие обозначения: 

G = { ^ e [ 0 , 4 H={tez[0, Г]}, Н*={1ЕЕ[Г, Г]}, 

Q=G х Я, Q*=G х Н \ [Л]—целая часть числа Л > 0 , Q=intQ. 
1. Постановка задачи. Следуя [4, с. 471; 6, с. 181], рассмотрим 

смешанную задачу: найти функцию 

и(х, t)eEC2>{(Q)().C(Q), (2) 

удовлетворяющую в обычном смысле уравнению (1) в области Q с ве­
щественным потенциалом q(x)^C(G) и правой частью /(*, t)^C(Q), 
а также нулевым граничным и начальному условиям 

и(0, t)=u(n9 t)=u{x, 0 ) = 0 . (3) 

Искомое классическое решение и(х, t) найдем с помощью метода 
Фурье разделения переменных х я t в виде ряда Фурье 

£ Tn(t)yn(x) (4) 
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по нормированным в L2(G) собственным функциям уп(х)у соответ­
ствующим собственным значениям соп

2 системы Штурма—Лиувилля 

-У"п (х) + Я (х) Уп (*)=<*£ У и (х), (5) 

У д ( 0 ) = у п ( я ) = 0 . ( 6 ) 

Здесь коэффициенты Фурье Tn(t) определяются в виде [4, с. 471] 

Л —©;? С—х> 
Tn{t)=\Fn{x)e п dx, (7) 

О 

Fn(t)=lf(x, t)yn(x)dx. (8) 
о 

Применяя обобщенную теорему о среднем значении к интегралу 
(7) и учитывая простейшие асимптотические оценки [7, с. 20, 27] 

< о л = я + о(-1), (9) 

Уп(х)=^/ -^sinnx + O ^ y у'п{х)=0(п)у (10) 

легко найти грубую оценку коэффициента Фурье 

Tn(t)=0(n->). (И) 

Из (10) и (11) видно, что формальный ряд (4) сходится равномерно в 
Q к функции 

S(x, f ) e C ( Q ) , (12) 

которую, следуя [8, с. 482], будем называть формальным решением 
смешанной задачи (1) — (3). 

Стандартное обоснование метода Фурье с использованием позлен­
ного дифференцирования функционального ряда (4) не может быть 
проведено только при непрерывных исходных данных задачи q(x) и 
fix, t)y так как продифференцированные по t или два раза по х ряды, 
вообще говоря, расходятся на достаточно «богатом» множестве точек 
в Q [9, с. 133]. Из асимптотических оценок (10) и (11) не очевидна 
даже возможность получения частной производной Sx(x, t) в резуль­
тате почленного дифференцирования ряда (4), И хотя ниже на функ­
цию f(x, t) накладывается более сильное условие Гельдера по пере­
менной t% тем не менее обосновать метод Фурье с помощью почленного 
дифференцирования невозможно. Для этих целей будет проведено не­
посредственное исследование гладкости второго порядка суммы S(x, t) 
ряда (4). 

Среди известных достаточных условий разрешимости смешанной 
задачи (1) — (3) наиболее точные, а именно q(x)y f(xy f ) s L i p a ( 6 ) 
равномерно по / е Я , 0 < а < 1 , принадлежат В. Погожельскому [3, 
с. 86]. 

2. Асимптотическая формула коэффициентов Фурье. Пусть функ­
ция f(x, t) удовлетворяет условию Гельдера с показателем 0 < о < 1 по 
переменной t равномерно по X E G , точнее 

\f(x,t')-f(x9t)\^B\f—t\a Yty Г е Я , (13) 
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причем константа В не зависит от х. Исследуем асимптотические (при 
п~>+оо) свойства интеграла (7 ) в предположении ( 1 3 ) . По определе­
нию ( 8 ) и в силу оценки ( 1 0 ) 

\Fn(t')-Fn(t)\<L\t'-t\«y ( 1 4 ) 

где константа L не зависит от п. 
При каждом я = 1 , 2 , . . . построим для функции Fn(%) на отрезке 

[0, t] кусочно линейную аппроксимацию ф п ( Т ) Е С [ 0 , t], представляю­
щую собой непрерывную ломаную линию из отрезков прямых. (Для это­
го разобьем отрезок [0 , t] на Nn равных частей точками 

х?=х^! + вл Vi=l,Nn9 6 n = - i - f xS=0, Л = * . 
Nn

 п 

Тогда по определению 

VnW=Fn(-ty, Фп(т?)=^п(т7), (15) 

Ф п ( т ) = а ^ = L_L_ У т е ( т и , ti). (16) 

В угловых точках аппроксимирующей ломаной доопределим <рп'(т) со­
ответствующими односторонними производными, так что в любой точ­
ке т е [ 0 , t] 

[ ап. V T E [ T " „ т*), 

I 0лгл при т=т^. 

Зададим близость искомой и аппроксимирующей функций следую­
щим образом: 

\ V n ( r ) - F n ( i ) \ < ^ V T E [ 0 , (18) 

В соответствии с ( 1 4 ) и ( 1 5 ) при любом т & [ 0 , t] (без ограничения 
общности T G [ T ^ 1 ( T^]J справедливо неравенство 

\<Pn(j)-Fn(*)\ < 1 Ф Л ^ - 1 > - М * ) 1 + |Ф йМ-Ф».(т?-1)1 < 2 L 6 * , 

откуда видно, что выбор числа разбиений 

1 

Nn=[t{2L)« о4] + Г (19 ) 

гарантирует выполнение оценки ( 1 8 ) . 
Найдем приближенное значение интеграла ( 7 ) , используя соотно­

шения ( 1 5 ) , ( 1 7 ) и ( 1 8 ) , правила интегрирования по частям и обоб­
щенную теорему о среднем значении: 

Tn(t) =^n(x)e^<{t-T) dr + 0 ( ^ ) ^e-<(i-%)dx--
о 

•2 

, i 

' — т f < W e _ 4 >" ( / _ T > ^ + 0 Kr 2 ( 1 + a )). (20> 
W" if 



где ! 0 ( ( о ^ 1 + а ) ) | < о ) ^ 1 + о с > . По существу, данное выражение является 
формулой приближенного интегрирования по частям для искомого ин­
теграла. 

Оценим теперь абсолютные величины угловых коэффициентов а*71, 
определяемых соотношениями (16). С учетом (14), (15) и (19) имеем 

1 ^ 1—a 
,2 

В силу (9) выражение в больших скобках из правой части последнего 
неравенства будет ограниченной величиной, если переменная t отде­
лена от нуля сколь угодно малым числом £*>0. Точнее, существует 
такая константа Л, вообще говоря, зависящая от а, что 

l a y K A D * 1 - * ) \ Т * > Г . (21) 

Интеграл из правой части последнего равенства в (20) согласно (16) 
и (21) оценивается следующим образом: 

< -«£<^> , ,^ 1 | 
Гф^(т)в dx = ИГ cq Г г dx < А о ~ 2 а . 

1=1 _ГС 
т г - 1 

Учитывая эти оценки в соотношении (20), получаем искомую асимпто­
тическую формулу для коэффициентов Фурье 

Т„ (t) =J±1*1 M*Lfi-*2

nt + О ( Ш -2 (1+а) ) v / > Г. (22) 

3. Достаточные условия разрешимости. Если функция f(x, t) удов­
летворяет условию Гельдера (13) с показателем 0 < а < 1 , то при лю­
бых частная производная по х формального решения S(x, t) мо­
жет быть найдена с помощью оценок (9), (10) и (22) в результате по­
членного дифференцирования по х ряда (4): 

оо со 

а=\ м=1 

оо 0 оо 

В самом деле первые два ряда в правой части последнего равенства 
сходятся равномерно в Q* в силу равномерной в Я сходимости ряда 

\Fn(0i2, а мажорируемость третьего ряда определяется порядком 

малости его членов. 
Формальный ряд из вторых производных по х от членов ряда (4) г 

преобразованный с учетом (5) и (12) к виду 

£ Tn(t)y:(x) = q(x)S(x, 0 - f ®%Гп®Уп(х), (24) 
/1=1 п=1 



в общем случае расходится при любом 0 < а < 1 даже в Q*, что очевид­
но из оценки (22). Тем не менее из свойств сходимости ряда (24) в 
среднем в G можно вывести существование частной производной 
SXx(x> / ) , основываясь на следующем тривиальном обобщении извест­
ной [10, с. 347] теоремы о достаточных условиях гладкости суммы 
функционального ряда на случай двух переменных. 

оо 

Л е м м а . Если функциональный ряд ^Tn{t)y"n(x) при каждом 

t^H* сходится в L2(G) к функции V(x, / ) e C ( Q * ) , то определяемое 
рядом (4) формальное решение S(x, t) имеет частную производную 
Sxx(*> t) = V{x,t). 

Однако применить данную лемму к ряду (24) удается только при 
дополнительном ограничении на показатель а, которое одновременно 
приводит и к разрешимости задачи (1) — (3). 

Т е о р е м а . Если функция f(x, t) удовлетворяет условию Гельде-

ра (13) по переменной t с показателем - ~ < а < 1 , то смешанная за­

дача (1) —(3) имеет единственное решение в виде ряда Фурье (4). 
Для доказательства теоремы покажем непосредственно, что фор­

мальное решение S(x, t) является классическим решением данной за­
дачи. Прежде всего установим существование в Q* частной производ­
ной St(x, t) с помощью почленного дифференцирования по t ряда (4), 
используя полученное из (7) выражение Tn

r(t)=Fn(t)—(dn

2Tn(t) и 
оценки (9), (10) и (22): 

ОО ОО ч» 

5 , (х, 0 = £ Fn (t) уп (*>-£ Тп (t) уп (х)= 
/г==1 

оо 2 оо 

= £ f n ( 0 ) e _ t u " + £ 0 (п - а «)=ф(х , Qe=C(Q'). (25) 
п—\ /1=1 

Корректность такого представления и включения следует из равномер­
ной в Q* сходимости двух последних рядов, так как t^t*, а а> —. 

Докажем теперь существование в Q* частной производной 
Sxx(x, t), преобразуя при t>-t* ряд (24) согласно определению (25) 
функции <р(х, t) следующим образом: 

£ TAW*)=1<x)S(x9 /) + Ф(*. * ) - £ Fn(t)yn(x). (26) 
/1=1 /1=1 

Так как последний ряд при каждом teff сходится в L2(G) к f(x, t) то 
ряд из левой части равенства (26) удовлетворяет лемме, откуда 

SM(x9.t)=q(x)S(x, 0 + Ф(*. t)-f(x, t)eEC(Q*). (27) 

Резюмируя включения (12) и (23) и соотношения (25) и (27) и 
имея в виду произвольную малость числа £*>0, заключаем, что S(xt t) 
принадлежит классу функций (2) и удовлетворяет в обычном смысле 
уравнению (1). Далее, из представления функции S(x, t) рядом (4) и 
соотношений (6) и (7) видно, что она удовлетворяет граничным и на­
чальному условиям (3). Тем самым доказано, что S(x, t) является ре­
шением задачи (1) — (3). Наконец, утверждение теоремы о единствен­
ности искомого решения следует из [8, с. 513]. 

10 



В заключение приведем одно тривиальное, но важное в приклад­
ном отношении следствие доказанной теоремы. 

С л е д с т в и е . Если функция f{x, t) имеет кусочно по t непрерыв­
ную в Q частную производную ft(x, /), то смешанная задача ( 1 ) — ( 3 ) 
разрешима. 
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Ю. В. Лубенец 

О ТЕОРЕМЕ ГУРЕВИЧА ДЛЯ ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ РАЗМЕРНОСТИ 

Теорема о понижении обычной размерности при отображениях хо­
рошо известна в разных предположениях [ 1 — 3 ] . Здесь доказывается 

Т е о р е м а . Имеет место неравенство Fd X<dim (fX) + Fd f, Zde 
FAX— фундаментальная размерность компакта X Г41, a F d f = 

- s u p {Fd(f-m 
у 
Рассматриваются только непрерывные отображения метризуемых 

.компактов. Заменить &\m{fX) на Fd(/Jf) здесь нельзя, как видно на 
примере проекции окружности на ее диаметр. 

Л е м м а. Для всякого отображения f: компакта в полиэдр и 
для всякого его подкомпакта X, Fd X^k, найдется такая окрестность 
U множества X, что \ \ v гомотопно некоторому отображению в k-мер-
пый остов Lk полиэдра L. 

Это утверждение легко следует из равенства размерности Fd и де­
формационной размерности в смысле Дыдака [ 5 ] и того, что остов 
Lk является деформационным ретрактом некоторой своей окрестности. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . В силу теоремы Новака [6] 
можно считать компакт X связным. При d i m ( / X ) = 0 теорема очевидна. 
Предположим, что она верна для всех компактов из Y=fX размерно­
сти <n=dim Y. Пусть m=Fdf. Вложим X в гильбертов куб Q. Доста­
точно показать, что для любой призматической (окрестность'С? назы­
ваем призматической, если она имеет вид nrl{L), где L — подполиэдр 
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