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Рис. 1. Семейство интегральных
множителей µ

Рис. 2. Семейство потенциалов ν
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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ МОДЕЛИ МОРФОГЕНЕЗА

Рассмотрим систему уравнений, описывающих процесс мор-
фогенеза гидры пресноводной:





lut = Dauxx +
ku2

v
−µu +ρ,

vt = Di vxx + cu2 −νv,
(1)

где Da, Di , k, c, ν, µ, ρ — положительные постоянные величи-
ны; x — длина тела гидры, отсчитываемая от головного отдела;
ku2

v — член, учитывающий тот факт, что процесс синтеза ак-
тиватора автокаталитичен; cu2 — член, описывающий синтез
ингибитора; µu — скорость распада активатора; νv — член, ха-
рактеризующий спонтанный распад ингибитора; ρ — скорость
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образования активатора; Da и Di — коэффициенты диффузии
активатора и ингибитора по тканям гидры [1].

Система уравнений в частных производных второго поряд-
ка (1) с помощью замены η= x − t приводится к системе обык-
новенных ДУ четвертого порядка:





du

dη
= y,

d v

dη
= z,

d y

dη
= 1

Da

(
−y − ku2

v
+µu −ρ

)
,

d z

dη
= 1

Di

(−z − cu2 +νv
)

.

(2)

Система (2) обладает стационарным решением:

um = kν+ cρ

cµ
, vm = (kν+ cρ)2

cνµ2 , ym = zm = 0.

Для определения границ областей устойчивости в прост-
ранстве основных параметров системы, линеаризуем (2). Раз-
ложив правую часть уравнений в ряд Тейлора в окрестности
стационарной точки (um , vm , ym , zm), получим линейную систе-
му обыкновенных ДУ:





l
dũ

dη
= ỹ ,

d ṽ

dη
= z̃,

d ỹ

dη
= 1

Da

(
µ

(
cρ−kν

)
(
kν+ cρ

) ũ + kν2µ2

(
kν+ cρ

)2 ṽ − ỹ

)
,

d z̃

dη
= 1

Di

(
−2

(
kν+ cρ

)

µ
ũ +νṽ − z̃

)
.

(3)

Характеристическое уравнение для (3) имеет вид:

λ4 +p1λ
3 +p2λ

2 +p3λ+p4 = 0,

где p1 = Da+Di
Da Di

, p2 = 1
Da Di (kν+cρ)

[
cρ

(
1−νDa −µDi

)+kν
(
1−νDa +µDi

)]
,

p3 = 1
Da Di (kν+cρ)

[
kν

(
µ−ν)− cρ

(
µ+ν)]

, p4 = νµ
Da Di

.
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Для исследования устойчивости системы (2) воспользуемся
критерием Рауса–Гурвица, вычислив следующие определите-
ли:

T1 = p1, T2 =
∣∣∣∣

p1 1
p3 p2

∣∣∣∣ , T3 =
∣∣∣∣∣∣

p1 1 0
p3 p2 p1
p5 p4 p3

∣∣∣∣∣∣
, T4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

p1 1 0 0
p3 p2 p1 1
0 p4 p3 p2
0 0 0 p4

∣∣∣∣∣∣∣∣
, (4)

где p1, p2, p3, p4 — коэффициенты характеристического урав-
нения системы.

КРИТЕРИЙ РАУСА–ГУРВИЦА. Все корни характеристического
полинома матрицы A (матрица коэффициентов линеари-
зованной системы) имеют отрицательную вещественную
часть в том и только в том случае, если определители (4)
положительны [3]:

T1 > 0, T2 > 0, T3 > 0, T4 > 0.

Очевидно, что

T1 = p1 =
Da +Di

DaDi
> 0,

T2 = p1p2 −p3 =
1

D2
aD2

i

(
kν+ cρ

)[
kν

(
Da +Di −νD2

a +µD2
i

)+

+ cρ
(
Da +Di −νD2

a −µD2
i

)]
.

Так как все коэффициенты системы (1) положительны, то
для того чтобы T2 был больше нуля, необходимо выполнение
одного из условий:

{
ρ > kν

c · νD2
a−µD2

i −Da−Di

Da+Di−νD2
a−µD2

i
,

νD2
a +µD2

i < Da +Di

или

{
ρ < kν

c · νD2
a−µD2

i −Da−Di

Da+Di−νD2
a−µD2

i
,

νD2
a +µD2

i > Da +Di .
(5)

Рассмотрим определитель T3:

T3 = p3T2 −p2
1p4 =

1

D3
aD3

i

(
kν+ cρ

)2 ×

×
{

(kν)2 [(
µ−ν)(

Da +Di −νD2
a +µD2

i

)−νµ (Da +Di )2]+
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+ (
cρ

)2
[(
νDa −µDi

)2 − (
µ+ν)

(Da +Di )
]
−

−2kν · cρ
[
µ2D2

i −ν2D2
a +ν (Da +Di )

(
1+µDa +µDi

)]}
.

Для того чтобы T3 был больше нуля, необходимо выполне-
ние следующего условия:

(
cρ

)2
[(
νDa −µDi

)2 − (
µ+ν)

(Da +Di )
]
−

−2kν · cρ
[
µ2D2

i −ν2D2
a +ν (Da +Di )

(
1+µDa +µDi

)]+

+ (kν)2
[(
µ−ν)(

Da +Di −νD2
a +µD2

i

)−νµ (Da +Di )2
]
> 0.

Таким образом, T3 будет больше нуля при значениях парамет-
ров, попадающих в следующие области:

{
ρ ∈ (

0,ρ1
)∪ (

ρ2,∞)
,(

µ+ν)
(Da +Di ) <

(
νDa −µDi

)2

или (6)
{
ρ ∈ (

ρ1,ρ2
)

,(
µ+ν)

(Da +Di ) >
(
νDa −µDi

)2 ,

где

ρ1,2 =
kν

c

(
µ2D2

i −ν2D2
a +ν (Da +Di )

(
1+µDa +µDi

)
(
νDa −µDi

)2 − (
µ+ν)

(Da +Di )
±

±
µ (Da +Di )

√
4νµD2

i + (νDi −νDa +1)2

(
νDa −µDi

)2 − (
µ+ν)

(Da +Di )

)
;

T4 = p4T3 = νµ
Da Di

·T3 > 0 (при условии, что T3 > 0).
В результате проведенного исследования получены, опре-

деляемые формулами (5) и (6), границы областей устойчи-
вости в пространстве основных параметров системы уравне-
ний, описывающих процесс морфогенеза гидры пресноводной.

1. Нахушев А.М. Уравнения математической биологии. — М.: Высшая шко-
ла, 1995. — 301 с.

110



2. Романовский Ю.М, Степанова Н.В., Чернавский Д.С. Математическая
биофизика. — М.: МГУ, 1983. — 578 с.

3. Романов М.Ф., Федоров М.П. Математические модели в экологии. —
СПб.: Иван Федоров, 2003. — 240 с.

Самарский государственный технический университет, г. Самара

УДК 517.928

Н.А. Зайчикова

ТЕОРЕМЫ УСРЕДНЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
ВКЛЮЧЕНИЙ В ЭКОНОМИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЯХ

Исследование экономических процессов и систем часто свя-
зано с построением моделей, описываемых дифференциаль-
ными уравнениями. Более общий подход, учитывающий неточ-
ность информации о свойствах системы и множество вариан-
тов ее поведения без использования вероятностных характе-
ристик, приводит к дифференциальным включениям [1]. В тео-
рии усреднения дифференциальных включений рассматрива-
лись задачи аппроксимации моделей, возникающих в теории
управления, физике [2, 3]. Условия теорем из [2, 3] огра-
ничивали возможность применения теории усреднения для
анализа экономических систем. В [2] рассматривалась задача
усреднения дифференциальных включений с полунепрерыв-
ной сверху по x, 2π−периодической по t правой частью. В [3]
был обоснован принцип усреднения для дифференциальных
включений с быстрыми и медленными переменными и лип-
шицевой правой частью.

Рассмотрим задачу Коши для дифференциальных включе-
ний (ДВ)

d x/d t ∈ µF (t , x), x(t0) = x0, (1)

где µ ∈ (0, a], a > 0, — малый параметр, x ∈Rm
+ , F : D0 → K v(Rm) —

выпуклое компактнозначное отображение, D0 =R+×P, область
P ⊂Rm

+ . X (t0, x0,µ) — множество всех решений типа Каратеодо-
ри задачи (1), определенных на отрезке T (t0, µ) = [t0, t0 + 1/µ],
µ> 0.
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