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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА АЛГЕБР НЕЙМАНА 

В. Я. Голодец 

ВВЕДЕНИЕ 

Одним из интересных свойств, которыми могут обладать 
алгебры Неймана, является асимптотическая коммутативность. 
Этот эффект впервые был рассмотрен в работе Муррея и фон 
Неймана *[37] (свойство Г) с целью доказательства существо­
вания факторов типа 11], не ЯВЛЯЮЩИХСЯ аппроксимативно ко­
нечными. В дальнейшем свойство Г обсуждалось и осмыслива-
лость многими авторами. Так, Пуканский [40], усовершенствуя 
СВОЙСТВО Г, ввел свойство L (см. определение 5.5.4 ниже), а 
Диксмье и Лэнс [28] изучали так называемые центральные по­
следовательности (ц. п.) в факторах типа 111 (см. определение 
п. Г4). Понятие ц. п. оказалось, по-видимому, очень полезным. 
С его помощью Макдуфф [11] и С акай [41] доказали сущест­
вование континуума попарно неизоморфных факторов типа Hi 
и, тем самым, решили проблему, восходящую к фон Нейману. 
Кроме того, Макдуфф [36] показала, что если Ili-фактор М со­
держит две ц. п., которые асимптотически не коммутируют меж­
ду собой, то M~M®R, где ^-аппроксимативно конечный фак­
тор типа Пь Для доказательства этого утверждения она рас­
смотрела алгебру Неймана См

и, порожденную всеми ц. п. 
фактора М. Оказалось, что См

и в этом случае, имеет тип Hi и 
обладает рядом любопытных свойств, в частности след на Си

и 

канонически строится по следу на исходном факторе М. 
В 50—60-е годы возник определенный интерес к алгебрам 

Неймана типа III, которые до той поры казались патологиче­
скими объектами. Этот интерес, по-видимому, можно объяснить 
потребностями аксиоматической теории поля и строгим изуче­
нием квантовых моделей. Исследуя асимптотические свойства 
факторов типа III, распадающихся в бесконечное тензорное 
произведение факторов типа In (п<оо) (БТПФ1), Пауэре [39] 
доказал существование континуума попарно неизоморфных та­
ких факторов. Факторы, построенные им, стали называться 
факторами Пауэрса (см. п. 1.4). Усовершенствуя подход Пауэр-
са в [19], Араки и Вудс ввели новый инвариант — множество 
асимптотических отношений (см. § 4, п. 4.1), с помощью кото-
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рого им удалось сильно продвинуться в классификацию факто--
ров, распадающихся в БТПФ1. 

Однако эти результаты были лишь предвестниками новых 
крупных открытий в теории факторов типа III, В 1970 г. выхо­
дит знаменитая работа Такесаки [46] о теории Томиты моду­
лярных операторов в алгебрах Неймана. Согласно этой теории,. 
для всякого точного нормального состояния р на алгебре Ней­
мана М существует модулярная группа автоморфизмов 
o,

(
p(^6R) алгебры М, относительно которой р удовлетворяет 

условиям Кубо, Мартина, Швигера (КМШ). Генератор этой 
группы Ар получил название модулярного оператора. Модуляр­
ная теория доставила ТОТ естественный математический аппа­
рат, который позволил начать систематическое изучение факто­
ров типа III, предпринятое в работах Копна [20—26] и др. 

С появлением модулярной теории стала актуальной задача 
изучения ц. п. в факторах типа III. Подробное исследование-
было начато в ' [I] , а в работе [2] для фактора М типа III бы­
ла рассмотрена алгебра Неймана См

и, порожденная ц. п. в М. 
по аналогии с тем, как это делала Макдуфф для Ill-факторов.. 
Там же было установлено, что Си

и обладает точным нормаль­
ным состоянием рп (асимптотическое состояние для М), кото-
рое канонически строится по каждому точному нормальному со­
стоянию р на М, но не зависит от него. Пусть Аи — модулярный 
оператор алгебры См

и, отвечающий ри, тогда если веществен­
ное число Я-7--1 принадлежит дискретной части спектра Д-,, то 
К, согласно [2], принадлежит множеству асимптотических отно­
шений А (М) фактора М. Тем самым, была выявлена связь меж­
ду ц. п. в факторах, модулярной теорией и множеством асимпто­
тических отношений Араки—Вудса. 

Алгебры Неймана, возникающие в задачах математической 
физики, обладают, как правило, свойством асимптотической 
абелевости (см. определение 4.4.1). Изучение асимптотически 
абелевых алгебр Неймана начал Сакаи [42], который указал 
существование асимптотически абелевого фактора типа IIj. НО' 
уже его ученик М. С. Глазер [30] обнаружил, чтоИ^-фактор не 
обладает подобным свойством, и высказал предположение, что-
факторы типа III также не являются асимптотически абелевы-
ми. Однако, в [26] Конн и Вудс построили асимптотически абеле-
вы факторы типа III-, (0<i-<;1) и сформулировали задачу о 
том, что Шо-факторы не могут быть асимптотически абелевыми. 
Эта задача решена в [3] с использованием алгебр См

и. 
В серии работ [16, 43, 49] были изучены свойства модуляр­

ных операторов для асимптотически абелевых факторов. 
Асимптотическая коммутативность в алгебрах Неймана на­

ходит важные применения при изучении автоморфизмов алгебр-
Неймана, главным образом, в задаче описания инвариантов. 
внешнего сопряжения действия групп автоморфизмов алгебры 
Неймана [23, 38, 34, 35, 7]. С этой целью Кони [22] рассмотрел 
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для фактора М его асимптотический централизатор, т. е. алгеб­
ру Неймана, порожденную специального вида ц. п. в М. В тер­
минах алгебры См

и асимптотический централизатор М совпада­
ет с централизатором состояния ри в См

и, 
Возможно, что асимптотические методы окажутся полезными 

при классификации аппроксимативно конечных факторов (см. 
[5,6]). 

B настоящей статье приведена конструкция алгебры См
и для 

произвольного фактора М с сепарабельным преддвойственным 
пространством М,, где U — свободный ультрафильтр на N, и 
изучены свойства асимптотического состояния р-r на Си

и и отве­
чающего ему модулярного оператора Aw На основе ЭТИХ свойств 
построена классификация алгебр См

и в соответствии с [8]. 
В терминах алгебр CM

V приведены результаты работ [16, 43, 48], 
доказано, что Sp Ap совпадает с множеством асимптотических 
отношений для фактора М (§4) . Кроме того, приведено решение 
двух задач Конна—Вудса [26] об асимптотически абелевых фак­
торах типа III, в том числе, о факторах типа Шо (см. § 5). 

Статья состоит из пяти параграфов. В § 1 излагаются пред­
варительные результаты. В § 2 строится математический аппа­
рат с использованием модулярной теории. Здесь устранены 
некоторые недостатки, которые имелись в работе [2]. В § 3 
вводится в рассмотрение и изучаются асимптотические алгебры 
См

и для фактора М. В §§ 4, 5 излагаются приложения постро­
енной теории к изучению модулярных операторов, асимптотиче­
ски абелевых алгебр, ц. ц. в факторах и т. п. 

В пределах одного параграфа принята двойная нумерация 
формул. Первая цифра указывает номер соответствующего пунк­
та, вторая — номер формулы. 

§ 1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 

1.1. В обозначениях и терминологии, касающихся алгебр 
Неймана, будем, в основном, придерживаться монографии 
Диксмье [27]. Изложим основные моменты теории Томиты-Таке-
саки о модулярных операторах [45, 46]. 

Вектор | б / / называется циклическим для М, если линейное 
многообразие Ml плотно в И, т. e. [M|] —H. Если <[М'£]=Н, то 
вектор | называется отделяющим ДЛЯ М, поскольку в этом слу­
чае соотношение xg = 0 для х&М выполнено тогда и только тогда, 
когда х=0. 

Пусть алгебра Неймана М в сепарабельном гильбертовом 
пространстве обладает циклическим отделяющим вектором | . На 
М\ рассмотрим оператор инволюции 5Р (p(x) = (xi, £) —состо­
яние на М, отвечающее вектору | ) 

Spxt=x% (1.1) 
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а на М'\ — оператор инволюции Fp\ 
Fpx%=x'*l (x'W). (1.2) 

Легко проверяется, что (Spxl, x'g) = (Fpx'$, х$. В теории 
Томиты — Такесаки [46] доказывается, что Sp и Ep допускают 
замыкание и области Ml, и М'ё, соответственно являются 
областями существенного определения для Sp и Ep. Пусть Sp и 
Ep —замыкания для Sp и Ep, соответственно; тогда имеют место 
следующие полярные разложения: 

£ Р = У Р ^ / 2 = Л - ' / - 7 Р ; Fp-ypV / 2 =A p /V p , (1-3) 
где Ар —EpSp — модулярный оператор (м. о.), который, как 
показано в [46], является самосопряженным, позитивным и 
обратимым, причем Др.-=£, a jp — антиунитарный оператор в Н 
со свойствами: fp -=/ , jpMjp=M', /рДр/р==А--, j p £ = g . 

Оператор Ар порождает сильно непрерывную однопараметри-
ческую группу OP, t{in}R, автоморфизмов М, 

а Р ( . ж ) = Л ^ л Л - " , JC6MI 

называемую группой модулярных автоморфизмов (г. м. а.). 
В силу СВОЙСТВ вектора | состояние p(x) = (xg, g) на М будет 

точным и нормальным, т. е. для каждой возрастающей сети 
ht /h, h, hiBM+l имеет место равенство р(А) =sup р(Л4) (нор­
мальность) и р(х) =0-Ф=>-Х=0 при хШ+ (точность). Справедливо 
обратное, всякое точное нормальное (т. норм.) состояние р на 
М представимо в виде р(х) = (xg, g), где g— циклический отде­
ляющий вектор для М в гильбертовом пространстве Яр, которое 
является пополнением М по скалярному произведению (х, у) — 
= р(у*х), гделг, уШ. 

Состояние р (x) = (xg, g) относительно G(
P, /GR, удовлетворяет 

условиям КМШ (Кубо—Мартина—Швигера): 
(i) p инвариантно относительно of, t&R; 
(ii) для любых х, у&М существует функция F(2), голоморф­

ная в полосе 0 < 1 т . г < 1 , непрерывная на границе с граничными 
условиями: 

F(t)=p(at(x)y), F(t+l)=p(yot(x)). ( U ) 
(Напомним, ЧТО условия КМШ в математическую физику 

были введены Хаагом и др. [3.1] в связи с изучением равно­
весных состояний в алгебраическом подходе к статфизике.) 

Через Мр — обозначим коммутант р, т. е. подалгебру М, 
состоящую из элементов хвМ, обладающих свойством р{ху) = 
*=р(ух) для УубМ. Из условий КМШ можно вывести, что для 
дтбМр выполнено соотношение а("(х)—х, tGR, более того, понят­
но, что если (Jtp(x)=x, t6R, то хШр. Таким образом, Мр — под­
алгебра Неймана М, элементы которой неподвижны относитель-
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но <_т<р, /6R. Далее, очевидно, сужение р на Мр является т. норм. 
конечным следом. 

1.2. Вектор-функция /(а) со значениями в гильбертовом 
пространстве Н, где а изменяется в некоторой области комп­
лексной плоскости С, называется аналитической, если аналити­
ческой является функция (f(a). g) для g£M. Пусть М, I, oi, 
/6R,. — такие же, как и в п. 1.1. Тогда в М существует *-подал-
гебра Ма «аналитических» элементов из М, сильно плотная в 
М, причем если хШа, то вектор-функция t->~ot(x)£, имеет един­
ственное продолжение до аналитической функции а.-*-аа(х)1 из 
С в Ml [46]. Элементами Ма являются, например, операторы 
вида J f(t)ot

p{x)dt, где f(t)—преобразование Фурье финитной 
бесконечно-дифференцируемой функции f(t), а интеграл пони­
мается в слабом смысле, тогда 

§ f (t)o4(x)№ = $ f {t)b"xtdt =}(\пЬ)х1 

Заметим, что если а£Ма, то в М' существуют аналитические 
элементы а', Ъ' такие, что ah>=a'l и a%—br^. Действительно, 
поскольку а, а*бМа, то ae_./2(a), oP_ll2(a*)£Ma. Поэтому а' = 
= Jpatii (a*)jP6M'- Следовательно, a~=Spa*SPl = a'l. Ясно. 
ЧТО b' =!>paSp. 

1.3. Определим понятие спектра Sp„(x) для хвМ относи­
тельно группы Ст(, t6R. Следуя [20], удобно ввести это понятие 
сначала в абстрактных терминах, а затем вернуться к группе 
С, *GR. 

Пусть G — локально компактная абелева группа, dt— ее 
мера Хаара, Г — двойственная группа, (t, у) —образ t при у&Т. 

Будем предполагать, что мультипликация в О и Г аддитив­
на, 0 —единичный элемент для G или Г. Для /6L 1 (G) и y6T 
определим / ( v ) = j f(t){i, y)dt> для /6L1 (G) положим Z ( / ) = 
=--{V:7(y)=0}. 

Пусть M —алгебра Неймана, М.м — преддвойственное про­
странство М, AutM—группа автоморфизмов М. Через U обо­
значим представление G в AutM такое, что для всякого х&М 
и Фб-M.-, функция t-+4{Ut (x)) непрерывна. 

Для /6L1 (G) ПОЛОЖИМ U ( / ) х = j Ut (x) / (0 dt и определим 
а) Sp.y(x)= П Z ( / ) . 

б) Для замкнутого подмножества E C Г положим 

M{U, E)={X&M, sPC/(x)eE}. 
Приведем некоторые свойства Spy(x) и M(Lf, E) [20]; 
а) Spy (x*)=-Spu (x) ; 
б) U((M(U, E ) )=M(U , E); 
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в) Spy (L/(/)x)cSpu(x)n support/; 
г) Пусть Ei и E2 —замкнутые подмножества Г, E3 —замыка­

ние E1+E-, тогда M{U,EX).M(U, Es)cM(сУ, E3). 
Положим теперь Ut = at, дуальную группу для R отождест­

вим с мультипликативной группой R+*. Таким образом, если 
xGM, TO Sp-(x)c:R+*. Замкнутое подмножество Ec:R+* будем 
называть ограниченным, если lnEcF, где F — замкнутый ком­
пактный интервал R, а элемент хбМ, у которого Sp-(jc)c:E, бу­
дем называть элементом с ограниченным спектром М. Пусть 
Mo — подмножество М всех элементов с ограниченным спек­
тром. В силу свойств а), г) М0—*-подалгебра Ма, инвариант­
ная относительно аг. Пользуясь в), можно показать, что М0— 
•-сильно (слабо) плотная подалгебра Ма, а значит и М. 

1.4. Изложим предварительные сведения о центральных 
последовательностях (ц. п.) в алгебрах Неймана [2]. 

Пусть М, I, A, ot — те же, что и в предыдущих пунктах. 
Последовательность (хп) операторов из М называется ц. п., 
если sup || л.,, || < оо и s-lim [х, x„] = 0 для любого xQM. 

п и 
Лемма Г4Л. Если £ —циклический отделяющий вектор 

и Hm||[x, хп] Ц\ = 0 для VxgM, то (x„) —ц. п. 
Две ц. п. (л:„) и (уп) называются эквивалентными ((x„) ~ (уп)), 

если s-\im(xn — yn)=0. Ц. п. (хп) называется тривиальной, если 
Л-*-СЮ 

(хп)~(Хп1), где Я,„еС, sup|X„|<oo. Если (x,.) —ц. п. в М, 
п 

а (уп) -- ограниченная по норме последовательность и 
s-llm(xtt —г/й)=0, то (у„) —также ц. п. 

П-ь-со 

Лемма Г4.2. Пусть (хп) — ограниченная по норме последо­
вательность из М, длл которой lim|j[x, хп] ,;||—О, где {•—-цик-

л-*-со 
лический отделяющий вектор для М, а х принадлежит сильно 
плотному подмножеству D в М. Если существует ограниченная 
по норме последовательность (xn'), гДе хп'вМ', такая, что 

lim||(x„ — x / ) | | | = 0 , 
П-*- со 

то (x„) — ц. п. в М. 
Доказательство обеих лемм достаточно элементарно и мы 

его опустим. 
В заключение приведем примеры ц. п. в факторе Пауэрса 

R,.. Напомним конструкцию R,,. Пусть N—Ь-фактор с матрич­
ными единицами ем, k,l=l,2. Рассмотрим на N состояние ц*1 

вида 

ц* (а) = Sp (ah2), aeiV, 0 < X < 1, 

где h- =fjTiCeii + г+Хв22" Г-Усть Ар.я. — модулярный оператор для 
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N; отвечающий [x\ Очевидно, 
&lJ?eith = e,ih, t = l, 2, А[/2е21/г-=Л21/г. (4.1) 

Как известно ' [39], {̂lambda}=l ®JVj , где Nt —-12-фактор, a co­
co 

стояние рх на /?-„ определяется как p{lambda}-=ril-li'' г д е \X)=V,X- Об0 -

значим через Н% гильбертово пространство, в котором дейст­
вуют операторы из R%, и через ijj. циклический отделяющий 
вектор для Rx B H{lambda}> для которого ря(я)==(л.д, £-,) при xeRx-
Пусть, далее, е)н — матричные единицы алгебры . , . 1 ® J V J ® 1 ® , . . , 
k, I = 1,2. Тогда поскольку модулярный оператор ДРХ алгебры 

оо 

JRx имеет вид А Р Х = ® А-, где Аг —модулярный оператор для iV. 
вида (4.1), то 

А р ' х бй / .&?.==еА/гёХ, Д р ^ е 2 1 и = = Л <32ll{lambda}i 

Следовательно, 

и ввиду леммы L4.2. (6 )̂;gN и (e^hgN. (e{2);gN — ц- п. в Rv 

§ 2. ОПИСАНИЕ ОСНОВНОЙ КОНСТРУКЦИИ 

В этом параграфе разрабатывается математический аппа­
рат для изучения асимптотических свойств алгебр Неймана. 

2.1. Пусть М—"фактор в сепарабельном гильбертовом прост­
ранстве Н, | — циклический отделяющий вектор, p(x)-=(x|, £), 
где xg/W, —т. норм, состояние, ОГР, t6R, —отвечающая ему 
г. м. а. фактора М. Через M=.°°(M,N) обозначим С*-алгебру, 
элементами которой являются всевозможные ограниченные 
последовательности .x:=(x„), где x..6M> a через Md — Cj-подал-
гебру М, порожденную последовательностями вида х=*(хп), 
где x i = х 2 = - . . . . Аналогично для коммутанта М' определим 
«С*-алгебры М1 и Ж / . 

Зададим ограниченный позитивный функционал р<у на М. 
Пусть Iх — пространство ограниченных числовых последователь­
ностей, тогда если х — (x„)6M, то (p(jĉ ))6f°°{cdot}i где Р (•*•,-.)-=-
=(jc„|,, t,). Положим 

р-,(л)-.Нтр(ля), (1.1) 
ng-V 
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где U — свободный ультрафильтр на N, множестве натуральных 
чисел (см. стр. 42 [10]). Из определения ультрафильтра следует, 
что предел в (2.1) существует. Но тогда ри — позитивный функ­
ционал на М, |p(x) |< ||x||, где ||jc||==sup||x„||. Поэтому, со-

п 

гласно конструкции Гельфанда, Наймарка, Сигала (ГНС), с по­
мощью ру можно построить представление П алгебры М 
в гильбертовом пространстве НРи. Тогда ри(х) = (Ц(х)1и, Ы» 
где 1и — единичный вектор в НРи, циклический для И(М), т. е. 
[П(М)Ы=ЯРУ-

Исследуем свойства П. Иногда полезной оказывается 
следующая _ 

Лемма 2Л.1. Пусть D — сепарабельная С*-подалгебра Мг 
тогда 

p{x)=\\mp{xl), x={Xi)£D, 
k-*oo 

для некоторой фиксированной последовательности индексов (ik) 
и всех х = (Xi)£D. 

Лемма 2.1.2. Для всякого оператора ЛбП (М)" существует 
последовательность z = (zn)QM такая, что A£p=l~l(z)lu и 
А%и=Щг*)Ъ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме Капланского оплот-
ности [27], единичный шар эрмитовых операторов II (M) сильно 
плотен в единичном шаре эрмитовых операторов из П (М)". 
Поэтому существует последовательность хп&М такая, что 

зир||П(*»)||<||.А||<.-о, lim||(A#-II(x70#)|C/ | |=O. (l.2> 

Символ # здесь и в дальнейшем означает наличие или отсут­
ствие знака сопряжения .....Заметим, что если x"-=(x/)/.gN, где 
xk

n&M, то можно предполагать выполненным неравенство 
sup||x*n | |<C, 0 < C < o o . (1.3) 

Действительно, если 1 — ядро представления II, то 
||n(x)||=inf | |x+^| |(=inf(sup| |x f t+a f t | | )). (1.4> 

Тогда для некоторого a"6/ 
sup||x/+a/||==||x"+an||<||{prod}(x'I)||+1/2"<||A|| + 1 

k 

и (1.3) можно считать выполненным для С = | |A||- |-l. 
Будем предполагать, что последовательность ~хп, xnQM> 
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выбрана таким образом, что при т, n>s 
| | ( Л - П ( ^ ) ) * Ы | < 1 / 2 - + \ (1..5> 

| [ ( n ( > ) - n ( x - ) ) % | | ( - H m | | ( x / - x f t ~ ) # | | | ) < - V - 0.6> 
щи *• 

Рассмотрим подмножества N вида 

У4 = {i6N: || ( л ( ' - ^ ) * £ || <-—--, i < j ; / = 1, . . . , k}, k > 2 . 

Из (1.6) и определения ультрафильтра следует, что Vk — убыва­
ющая последовательность подмножеств из U. Положим 

zt=x? при teN — V2. 
zt=xt

2 при teV2 —V3, 
zt=xt

k при ieVk — Vk+v--
Тогда в силу (1.3) z= (zn)(*M. Пусть V — произвольное подмно­
жество U, согласно определению ультрафильтра множества 
VГ\У& где k>m, не являются пустыми и при t&/C\Vk выпол­
нено неравенство | | (^ r-x,m)*g| |<l /2m + 1 . Следовательно, 

||(n(5)-n(>))*l; (7 | |=1iiTi||(^---x,''0*^l<1/2m+1- (l-7> 
nfiU 

Сравнивая (1.5) и (1.7), получаем равенство Л*£у-=П(-!)# £-- Ш 
В заключение пункта приведем еще одну полезную лемму 
Лемма 2.1.3. (i) Если Р — проектор из П(УИ), то в М суще­

ствует последовательность проекторов p-=(p,.) такая, что Р=П(р). 
(и) Если W—частичная изометрия из П(УИ), то в М суще­

ствует последовательность частично изометрических операторов 
w = (wn) такая, что W =И(чю). 

(Ш) Если, дополнительно, начальный Р и конечный Q про­
екторы W таковы, что PQ = 0, P + Q=I, то последовательность 
w=(wn) можно подобрать таким образом, чтобы pnqn = 0, P-..+, 
+ qn = I, где pn, qn— начальный и конечный проекторы wn, т. е. 
wn*wn = pn, wnwn* = qn. По поводу доказательства см. лемму 
2.2.3 [3], другое доказательство может быть дано с помощью 
методов леммы 1.1 A [23]. 

2.2. Выделим некоторые подалгебры Неймана алгебры П(Ж)" 
и изучим их свойства. _ 

Лемма 2.2.1. Всякой последовательности b'==(V) из JW 
отвечает оператор U(b') из II (M)^ где П —представление_Ж, 
построенное в п. 2.1, причем если_.У*==(&п*)2 т о Щ - , 0 * = (Пй'*)-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ь'=(Ьп')ЬМ+?_. Очевидно, поз»1 

тивный функционал p.,(x) = limp(bn'х„), где .лг=(-*с„)€ЛГ, подчи-
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яен ру, т. e. p--;(x*x)<||6'||py(A:*x), где || ft'|| < sup || VII-
Согласно § 19 гл. IV, [12] отвечает оператор П(й') из П (M)/ Ш 

Пусть Ец — ортогональный проектор на [ЩЖ)'^/], тогда E-/6 
ф.(М)". Вектор £у является циклическим отделяющим вектором 
для редуцированной алгебры Неймана Ши = (П(М)")Еи порожден­
ной ЕцАЕц, где A&YL(M)", и действующей в пространстве 
Ни^ЕиНРи. Действительно, \ти1и\ ^ЩиЩЩ'ЬА^ЕцНрц 
и [И(МУ1и]=ЕиНРи. Согласно п. 1Л,. можно определить м. о. 
Ли г. м. а. сг̂ -алгебры Ши, отвечающих вектору £с/, а также 
оператор унитарной инволюции j v и операторы Su = j(/^]/2 

•и Fu^j^a112. 
Лемма 2.2,2. Пусть Ми — множество всех последователь­

ностей х из ~М\_ для которых n(x)Ey,__n(.x*)ELr65SR£/. Тогда 
YL(x~)Eu=~Eull(x), Mb-С*-подалгебра М и ЩЩ)Еи = ти, 
кроме того, _ _ 

/ ={х =(jc„)6M&:lim p (xn*xn) =0} 

— двусторонний идеал в МЬ и n(M{y)==M&-_//. _ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что 1I(.K*)E.y—E<yI](x*)E£-; 

следовательно, Eyn(x)----Ek/n(x) Еи=В.(х)Еи. 
Понятно, что Ми — *-алгебра и что она равномерно замкнута, 

т. e. /W?r—_С*-алгебра. Далее, для всякого А^Ши оператор 
ЕиАЕиф.{М)" и поэтому, согласно лемме 2.1.2, существует 
zeMjraKofl, что II(2:)E£/ = A и Il(z*)E{j==A*, но тогда ~гШЬ 
и и(Ми)Еи=®1и. Наконец, если xQl, то limp(x„*x„) = (n(x)^, 

_ "6У 

Л(х)1и) = 0 и U(x)lu=Q, а значит, Щх)Еи=0. Но_ тогда для 
любого увЩ, n(^)n(jc)Ey = 0-=n(yx)Ef/; 0 =11 (х) Е ull $) == 
=11(х)П.(у)Еи_и И(ху)Е_и=0, ух, xyQl Ш 

Далее, для х=(хп)£Ми положим 
y n ( x ) ^ = n ( y ( x ) ) ^ (2.1) 

где ./(х)--=(Ур^ур)6/И',_а II (у (x)) определен согласно лемме 2.2.1. 
'Ho тогда для у=(уп)Ш1и, 

(m(x)la, n(^|--)—lim(ypx„/pc=, Уп1)°={Л1(ЦйЬн Щх)У), (2.2) 

а значит, J*—J и J^u==lu-_ _ _ 
Далее, так как _х{to}n(x)-представление, To_x*{to}n(x*). 

Следовательно, Syn(x) gy-=n(x*) g£---=n(x.).--/, где л:̂ --=(5рл:„5р). 
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Поэтому для x-=(x„), y-=(yra)eM& 
(Ау/2П(у)^, Д ^ В Д Ы — ̂ с Д Й Ь , ^ Ц ^ Ы — 

—1lm (5рх„|, Spy^) —Urn ( A ^ g , Лр/2х..!;). (2,3) 
ngt7 ng(7 

Определение 2.2.3. Пусть /6Hy и (/„)•—ограниченная 
по норме последовательности векторов из Нр такая, что 
(7.Щх)Ы=Ит(/п , .х:^) Для л=(.хи)еМ& и (/",/) = И т ( / я , / в ) . 

ng<7 ngU 
В этом случае будем писать /.-«(/-O.gN. 

Пэскольку tjj — циклический вектор в Ни для П(/14у), то из 
доказательства леммы 2.1.2 следует, что для каждого / суще­
ствует ограниченная последовательность (/i)/gN, где / .6HP та­
кая, ЧТО / « ( / j ) . 

Предложение 2.2.4. Имеют место соотношения 
Л^П(х)^«(Д*/2хга£), x=(x„)6M5, (2.4) 

J=*ju. (2.5) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Я —гильбертово пространство, 

элементами которого являются ограниченные по норме последо­
вательности /~(/i).gN> где /г6#р- а скалярное произведение 
задается по формуле (/,.g)=lim(/, l , gn). Две последователь-

regtV 
«ости (/У) и (/„-) назовем эквивалентными ((/У) ~- (/-.-))> если 
Urn II fn—fn II —0* Пусть (/У)--(/.-)> тогда они определяют 
"6^ 
один и тот же вектор / в Н. Среди эквивалентных последова­
тельностей всегда содержатся последовательности вида (х,,г~) и 
(x„'s), где x„€Ma, или x,/eM</> поскольку M/-—M я(Ма')"= М. 
Заметим, что всякому / из Я отвечает ограниченная последо­
вательность (/;), где /гбЯр, что доказывается точно так же, 
как и лемма 2.1.2. 

Понятно, что HUCLH; через Е обозначим проектор на Ни. 
В Н рассмотрим оператор j , который определим следующим 
образом 

7С*»Ю=(/р-*-1)-
Тогда j — антиунитарный оператор в Н со свойствами:' у2 — /, 
7*—7_и 71 — Ь где 1=(£i)> li = Еа —••• = £• Более _того, 
J=EjE, где / определен согласно (2.1). Докажем, что j ком­
мутирует с Е и J=jE. Предположим противное, тогда суще­
ствует вехтор / из Ни такой, что / / - - - - / i + Л . гДе / i6Hu. 
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fil.Hu- Следовательно, /---= Jfx+jf2, где jf&Hu (i — 1, 2) и 
y'/i_L//2. поскольку (у/1, у/2) = (/-, /.)--= 0. Таким образом, 
Jf=f\ и •7(У/2):=0, т. е. -7 имеет ядро. Так как ./ = ./* (см. 
(2.1)), то Ker/—Coker.7._ Пусть ^ — проектор на^анг J ъ_Ни 
и f6PHu, тогда / / = E y E / = E y / - y / H y - / = / y / = E y y / - - - -
- = E / = / . Следовательно, 

Теперь рассмотрим в 7/ оператор Л1/2/-—(Др/2лгл§), где 
/•~(х„1-), x==(x,.)eM& и положим 

B = EA1/2E. (2.6) 
Понятно,_что -5>0, а из (2.3) следует, что 0<E<Aj/2 . Если 
y-=(y„), a=(a,.)6M&, то можно написать 

lim (упЪ &1/2аЛ) = ( П ( у ) ^ . ЯП («)&,). 

с другой стороны, учитывая (2.2), выпишем соотношение 
lim («/„£, A^ang)=lim (an% jpyn® = (SuIl(a)&„ Л1(у)^) = 

— (n(y)gc,/5£/II(7z)gy). 
Сравнивая эти равенства, находим, что на $Rusu 

B^JSu^Jjuku"1. (2.7> 
Тогда v = Jjи — частичная^ изометрия с конечным проектором Р 
и начальным — JuPju, a B=vA1u-2 — полярное разложение для В.. 
Если мы докажем самосопряженность В, то из 0<E<Afv2 на 
3R[/§y следует ввиду (2.7), что 

v=s/ju=sp и J=Pju-=juP =TjP--= Я/. (2.8) 
Рассмотрим B*=S*UJ и заметим, что 2Я̂  —существенная 

область определения для 5*ц=Еи [46]. Пусть /V—подалгебра 
Неймана _-#£/> порожденная Г1(у(х)), где у (x)— (JPxnjp), 
x=(xn)QMif- Из (2.1) получаем, что [N'%v\ =РНи, следователь­
но, N'lu есть существенная область определения для SUP, а 
потому 5Шу|£/~существенная область для B*=S*UJ. Но на 
?Ku.sw оператор В симметричен, поэтому В*=В. 

Ввиду (2.1) и (2.8) операторы из N' коммутируют с Р . 
Действительно, пусть л (x) — оператор в И, отвечающий х&Ми» 
Поскольку такой я(х) коммутирует с E, то n(x)--=En(x)E-|-
+ (/ —Е)я(х){1 — Е) и _3t(y(x))==E7jt(3c)7E. Так _как 
J=EjE=jP, то n(y(x)) = yP.t(x)Py + E y ( / - E ) . t ( x ) X 
НО 

fil.Hu-


X (/ - E ) JE, поэтому П {J (х))Р = jPn (x) Pj.- РП (у (л;)) 
(Pj=jP, P<E). 

Через 7V обозначим алгебру Неймана, порожденную JB'J, 
где B'QN'. В силу (2.8) NcWy, операторы из N коммутируют 
с Р, более того, §г/ является циклическим вектором для NP и 
и N'P в РЯс/ (см. (2.1)). Но NiucPHu инвариантно относи­
тельно Su — yVAi/2, а N'lu инвариантно относительно Fu, тогда 
Na\u инвариантно относительно А-;, сужение которого на NаЪ,и 
совпадает с модулярным оператором алгебры N. Следовательно, 
N — o^, tgR, —инвариантная подалгебра ЗЛу, поэтому в силу 
J4] (или [47]) в 5Юу на N существует т. норм, условное ожида­
ние г такое, что ру-т—ру. _ _ 

Докажем, что существует х = (хп)£М& такая, что если 
Щх)Ъ~(х,£)еНи, П(*)|-£0, то 

Jx%~_(jpx*t)±Hv. _(2-9) 
Пусть А=П(у)Еи№, где У-=ЫбМ&, тогда т(Л)-=П(2)£.у, 
где z= (гп)£Мц принадлежит N. Положим xn=yn — zn,x=(xn), 
очевидно xQMfj- Теперь поскольку х(П.(х#)Еи)= 0> то при m£N 

{Щх*)Ь/, т%и)=Ри{тх(П(х*)))-0 
и П(х#)1±РНи, т. e. П(Зс#)^еКег ./, а поэтому ~]П.(х*)1~±Ни 
и (2.9) выполнено. 

Так как *-алгебра Мо> операторов с ограниченным —спект­
ром, плотна в М (см. п. 1.3), то можно предполагать, что 
x —(х„), где JC„6M0. По тогда хп можно представить в виде 

nalt, bn№0, Sp^ce-—-- 6 ) , Sp&„-e<e>°°). (2.10) 
Действительно, пусть / — финитная гладкая функция, равная 
•единице на ( — 8, е), причем support / с ( —m, m), где m&N. 
Положим сп=\ f(t)oP(x)dt, где / — преобразование Фурье / . 
Тогда, как следует из леммы 2.4.2 (ниже), c = (cn)QM и 
Spc,.£e(-'nj_m). Опять, согласно лемме 2.4.2, П (с#) EuQN, а зна­
чит T(n(x#)E-/)=n(c#)E.y=--0. Поэтому имеет место (2.10). 
Теперь в силу (2.9), поскольку (SuX#Su)l,~ (SextSPl)eHu, на­
ходим, что 

lim(x*£, A^*s)--=lira(ypj-*g, Spx^)—0. 

Отсюда, ввиду (2.10), получаем, что 
lira || bn% ||-<е--/- lim (A1/86„g, ftBQ = 0, 
"&U "*" (2 11) 

lim||яЛ||2<e~*vlim (A-fVb -VSHO-
n£U nQL/ 
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Используя (2.11), заметим, что 
О < Jim || хп11|- = lira || ап\ |р < е-** 1hn {f\fanb ДрЧ-Ю 

nQU n£U -g</ (2.12) 

С другой стороны, поскольку 

(Д}/Ч&. Ap/2x„i)-=(Spx„i;, Spa„£) .-(*„*!> a„*fe), 
то 

lim | (ДУЧ|. Afx^) I - Hm | (x„^, a/g) | 
«gt/ ;zg£/ 

< sup || xn* || • lim || a„*||| — 0r 
« ngW 

что противоречит (2.12) и выбору Хч=(х„) (см. (2.9) и выше). 
Итак, оператор j в Н коммутирует с Е и J=jE. Но тогда 

Р — Е и в силу (2.8) J = ju, что доказывает (2.5). Отсюда 
и из (2.7) выводим, что ЯД1/2Я =.5----_А^/2 (см._(2.6)) щ 

Следствие 2.2.5. _ Положим_ М'<$ = (;' (х) = (./рХ,./р): x — 
= (x,.)e/W.?r), тогд£П(/(х))—;^Щх)/<у и у (х)->П(./(x)) есть 
••представление M f̂, причем ll(Mup)Ey=-~4y. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку J — ju, то очевидно, что 
П(у(л))-—/уП(х)/у, отсюда, ввиду свойств ]и, вытекает, что 
] (х) ->П (J (х)) — -«-представление Ж^, а поскольку П (/W.y)E £/----
==Жс-, то и П(М$)Еи = ®.и щ _ _ 

П р е д л о ж е н и е 2.2.6. Для х = (х,1)&М1/ справедливо соот­
ношение 

оЧ (П (х)) Еи = П (а{ (х)) Еи, t€R, 
где a,(x)=(o?(x„))eM&. 

По поводу доказательства см. лемму 2.3.5 [2] 
2.3. Изучим некоторые *-подалгебры _С*-алгебры М%. 
Определение 2.3Л. Элемент x==(x„)6M назовем ри-ана-

литическим, если существуют г1''----(2,V'), i -=1,2, из М' 
такие, что 

\т\\{хп-г^)1\\=\\т\\{хп *_2i.-)g||--=0. (3.1) 
ngtf nQU 

В свою очередь, для (г1Л)* существуют хх>1, i=\,2, из М 
такие, что 

lim || ((*»•')*- х); ~) Ц|-=0, i = l ,2. (3.2), 
rag-V 
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Далее для (х1-')* существует ггл из Ж и т. д. Множество 
всех р£/-аналитических элементов М условимся обозначать через 
Мр

и. Аналогично определим М'В для М'. 
Заметим, что Ми — *-подалгебрa M, более того, если .xgMJy, 

то .х*-'--=(.х*'-) и /(2*-')-=(/р2в'/р). где --=--. 2, keN, также 
принадлежат МЬ, поэтому 

J (Mb) =M'up. (3.3) 
Лемма 2.3.2. Если лГ— {хп)еМЪ, то хШ% и Ъ(х)ЕиЬ 

6(̂ и)а> т-e- П (л:) Ey —аналитический элемент алгебры Ку. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . TaK как И(х)\ц — П(г1л) 1-у и 

n(x*)Ey==n(2;1,2)Ey (см. (3.1)), то Ни«=ЕиНр -инвариантное 
подпространство для П(х) и n(x^), т. е. _(/— Ец)11(х)Еи, 
(/—^У)П (**)£-/—О, а_значит, 11{х)^ЕиЩх)Еи-\-{1— Ev)x 
X n ( x ) ( / - E y ) и Eyn(A-)-=n(x)Ey, т.е. xSMb. Далее, 

АуП (х) tu^FuSuK (х) Ъ =FaII(i1 '2) \и = П (х--2) | у . 
Аналогичный подсчет показывает, что 

A&n(x)fo.=II(*M).»t/, 
Л ^ П ( х ) ^ = П ( ^ ' 1 * ) | ( 7 . (3.4) 

Отсюда следует, что П(Jc)ЕиЪ.Щи)<№ _ _ 
Предложение 2.3.3. Последовательность_ х = (х,,)аМр 

тогда и только тогда принадлежит Мри, когда n(x)E,--G(2ft<y)a-
Д о к а з а т е л ь с т в о . С учетом предыдущей леммы доста­

точно показать, что если х^МЬ такова, что n(x)Ey, ll(x*) —иб 
6(®у)в. то х = (хп)еМри. Если П(х)Еи, П(х*)Еи£{®1и)а, то 
Sc/n(x*)5c/E£/6(3R^)a, а потому в силу следствия 2.2.5 сущест­
вует г1'1 —(г),,г)бМ# такой, что 5уП(.х:*)^=-П(г1'1) Ъи, или 
Д ^ г г у . - П ^ 1 , 1 ) ^ , причем .П(г1л)£уС(5Ки)а. Докажем, что 
1im||(x.,--zlnl)l | |= 0, но это элементарно следует из соотно-
"6У 

шения 

поскольку lim || хп1 \? = \\П(л) У ||2, lim {xnl, z11-!) ==lim p{zl,l*xn) = 

==(П@1и, ---(i1,')&/). Далее,_так к а к П ^ ^ ^ и б ^ ^ а , To сущест­
вует х1л£МЬ такой, что П(г1,,)*|у=-=П(л:1л).5и и т. д. • 

В заключение этого пункта докажем следующее предложение 
Предложение 2.3.4. Для любых x, ~y, г^МЪ и kgN 
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имеет место соотношение 
(Д&П (у) Д£*П (*)&,, Щг)1и=\т{Ь1уА;кх11Ь z£). (3.5) 

<Если x=(x„)6MS> то будем предполагать, ЧТО хпВМа. Дейст­
вительно, поскольку Ma"=M, TO по теореме Капланского 
о плотности [27] всегда хп можно аппроксимировать сколь 
угодно точно на векторе {xi}6#p элементом .x„a6Ma, так, что 
|| хп

а || <||.Jt:„||. В результате _.x:=-(x,.) заменится на эквивалент­
ную ^последовательность ха=(хп

а) такую, что 11(х)#Еи = 
=П(л:а)*Я£/). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть k = l , поскольку Л-Д1 (х) 1и•=-* 
«(ApxnQ (см. (ЗА)), то для b = (Ьп)Шри 

(Аи11(у)Ай%, П(6)Ы==---П(.-Уа- Ь&). 
«ее/ 

Возьмем F==(bn) так^ чтобы bn==znan, где z_=(zn), а=(ап)Ши, 
причем П (а) \и = Я (а') \и и 11(а'*)Г-и=11(х)1и. Ввиду предло­
жения 2.3.3, для всякого х= (xn)eMf/ существует такое 
-а==(а,!)б/И1у, более того, ап=х};1, если придерживаться обозна­
чений определения 2.3.1. Тогда 

(АУП(у) Ай'у, П(5)П(a) Ы =(ДиП(у) Д^П (о')* &, Д(г)Ь) = 
= (ДуП (у) Д" 'Л (х) &,, П (z) | у) 

и 
(ДУП (у) Ду 1П (x) gy, П (2) ̂  =Jim (ДрУ^Д-1 ,̂ гпа„'1) --= 

= Um(Apy,iA(71xn5- 2«E). 

Тем самым (3.5) для k = \ справедливо. Общий случай доказы­
вается аналогично Ш _ 

Следствие 2.3.5. Для yQMl/ и kQZ справедливы соотношения 

||Л№)Ы|—11т||ДЯЕ||- (3-6) 
2.4. Рассмотрим операторы с ограниченным спектром алгебры 

Ши (СМ. П. 1.3). 
Определение 2.4.1. Будем говорить, что элемент 

a = (an)QM имеет р -̂ограниченный спектр, если существует 
ограниченное подмножество EcR + (Е =е^~с,с\ где C6R+) такое, 
4To_a„6M(o"p, E) для Уд (СМ. п. 1.3)). Множество всех элементов 
та М с р -̂ограниченным спектром обозначим через Nb, ана­
логичное подмножество в М' через - Nif. 
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В̂  силу результатов, приведенных в п. 1.3, Nb — *-подалгеб-
ра М, причем если а—• (an)QNf/, то j (a)=(jpanjp)eN'up, где j p — 
антиунитарный оператор в Нр, задающий унитарную инволюцию 
в M|p (см. п. 1.1). Таким образом, j (NU)CN'UP. Так как /р = 1, 
то из соображений симметрии получаем, что 

j(Npa)=N'uP, /Ш) = №. (4.1) 
Лемма 2A.2. Пусть л;бЛ1(ар, E), где Есе[~с'с^, а .с—поло­

жительная константа, тогда для ЛбК-
Лр-—р-*еМ (<Л Е), || ДА

рх£ || < e-i*i || xg ||. 
||A>Ap-ft||<d(^,E).|[.x||, (4.2) 

где d(ft, E) — положительная постоянная, зависящая от k и £ • 
Д о к а з а т е л ь с т во. Пусть / — гладкая финитная функция 

•на R, равная единице на InE и нулю вне ( —(с+е), c + s). Тогда 
x^=/ ( lnAp)x |p — \ ~f(t) &l

pxtPdt, 
где /-преобразование Фурье функции /*, или 

x = $~f(t)o*(x)dt. 
Интеграл понимается в слабом смысле). 

Но тогда ApA:A,7ft — J Д (t) о£ (x) dt, где fu (0 — преобразова­
ние Фурье финитной функции ektf{t) с носителем в (— (c+s), 
(с +е)). Осталось заметить, что 

||A*xA!7A||<||/ft|U1.||^||, 

||А^.|||-=|[А*/(1пДр):«6||<в-1*1.||л.|||. _ 
Следствие 2.4.3. Если x=(xn)GNpv, то х — является 

Ру-аналитическим, т. е. .N&CM&, причем (см. определение 2.3.1) 

j c ^ A ^ A p - * . J# -Д?*Я*Д.Г* (4.3) 
и если x„eM(ffP, E), то xft''6M(aP, E) (мы полагаем, что Я — 
=E-1). Более того, существует константа с(х), (1пЕа(—с(х), 
с(х)) такая, что 

I!^хп11|<ексГх) | |хЛ | | , II Др-**я&II<еке& | | x n | ||, (4.4) 

и константа d(x, k) такая, что 
| | ^ 2 | ! < d ( ^ , k ) . | | x l l , \\xk

n
A\\<d(x,k).\\x\\. (4.5) 

Предложение 2.4.4. Если x&Nb и хп£М(ор, Е), где 
ЕЫ-С'С\ TO H(x)Eu№ir(au, E). 

Предварительно докажем, что справедлива 
10—908 145 



Лемма 2.4.5. Пусть ц—борелевская сг-конечная мера на R, 
А—-оператор умножения в L2(R, (х) на функцию е\ / — вектор 
из L2 (R, \х) такой, что 

HAVIKe1*'- ll/ll.• 
где k6Z, а с > 0—константа. Тогда / = 0 на (—- оо, — с)и(с. «>) 
по модулю нуль. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть /-(Х) •=/(?.) на (с + е, оо) и 
/1 (Я) гз 0 вне (с + е, оо), тогда при k > 0 

1-/2 

^j | / | |> | |A* / | |>l |^/ 1 H 5 е-^|/1(^|2Ф^) 
L-+8 

> 

>е(-+-)*||/1 | | , 
т. е. kc-j-In||/ | |>k(c+e) + ln | | / i | | , но это исключено для дог 
статочно больших к, если || / t || > 0 И _ 

Доказательство предложения 2.4.4. Итак, пусть x=(x„)6M&» 
xnQAl(cP, Е). Из (4.3) и (4.4) следует, что 

ll**'2E||{le}e*-||*B£||; Нх^ПНемЦхМ-
Но тогда 

lln(3cft'2).|y||-=llm||xf1'2|ll<e*c1im||x„i|| = ^ f | n ( x ) ^ | | 1 
л£С/ ttg-У 

и, в силу (3.4), 
\\АЬЩх)Ь\\<е»\\П&)1и\\-

Аналогично находим, что при &6N 

Теперь из леммы 2.4.5 следует, что П(x) E-,6^<y (°и' E) И 
Предложение 2.4.6. Пусть А&Яи(ри, S-~c'c^) (см._п. 1.3)̂  

тогда для всякого s > 0 существует последовательность а=(a„)^ 
где a„6M(aP, ei~(c+e)'(c+e)i), и AEu=ll(a)Eu, Л*£с/=П(а*)££/ 
(ср. с предложением 2.4.4). 

Таким образом, n(jc)Ec/6-Ku,o тогда и только тогда, когда 
JC6-VS. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как А=П(х)Еи, x6M№ Ав.ШиХ 
Х(а", е.--'с.), то 

Цдщй^^е^ци^)^!!, ш- (4.б> 
Пусть Ec-fe — спектральный проектор Ар такой, что 

Sp(ApE-+e) — {^€R+a>6c+-}. Тогда ' 
||A*x^!|a--=l|A*E-+EA;„g||2-r-ll(/-~Ec+e)Apx^ir. n€N, №. 
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Предположим, что 
а(с+в)=Нш||Яе+в.жяЕ||>0. (4.7) 

Тогда для некоторого а > 0 , 0 < а < 1 , a(c+B)—а||П(х)£-/|| и 
в силу (3.6) справедливы оценки 

|| Д&П (7) 1и || =1im || А*хпЪ1| > 1im || Ь$Де+&яЪ || > 
"б-7 пв.и 

>е*(-+е)о||П(л)5£,||-
Но при больших к эта оценка противоречит (4.6). Следова­

тельно, (4.7) не имеет место. Аналогично, 1im||(7 —E-{c+e))xnl\\ ==0. 
Итак, для любого е > 0 

lim \\E-{e+e)Xnl || - l lm ||(/ - £-<-•+->) *„6 || = 0 . (4.8) 
nQU ng£/ 

Пусть /—гладкая финитная функция, равная единице 
на [—(с + е), (с + е)] и нулю вне [— (с + е + е-), c-f-e + e-], где 
е->0. Положим хп {/)==] f(t)o<>(xn)dt, где / — преобразование 
Фурье / . Тогда 

11*»(/)11<||/1ЫЙ1. 
Xn{f)eM(0P, еЬСМ-е+е.), e+e+e,l) 

и «т ||(А:я-д;„(Л)Е1Н--—!!(•««* — •«-С/ИЕII---0' ЧТ0 л е г к о сле" 
дует, если учесть оценки вида (4.8). Итак, х (f)=(xn (/))6-У# 
(см. определение 2.4.1) и Л =.П(*(/))Яу, А*=Щх{/)*)Еи Ш 

§ З. ОПРЕДЕЛЕНИЕ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ АЛГЕБРЫ I 
И ЕЕ СВОЙСТВА i 

В этом параграфе каждому фактору М е т . норм, состоя-
нием р и м. о. Ар канонически ставится в соответствие алгебра 
Неймана См, называемая нами асимптотической (U — свободный 
ультрафильтр на N) с т. норм, состоянием р^ и м. о. Ду, кото­
рые канонически определяются,пор и Ар соответственно. Затем 
рассматриваются См, 9и и строится классификация алгебр См 
(см. [2, З]). 

З.1. Напомним, что через Md мы обозначили подалгебру 
М=1Ю(М, N), элементами которой ЯВЛЯЮТСЯ последовательности 
вида x-=(x„), где x1==x2—... и xi6M. Понятно, что МйаМ$, 
Действительно, если х£Ма, то х — (хп), где л.„=--л:, принад­
лежит Ма (см. определение 2.З.1). Поскольку Ма—сильно (слабо) 
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плотная *-подалгебра М, то МлаМ&
и (см. лемму 2.2.2), а значит, 

П (Md) Еи является подалгеброй Неймана SRy. 
Определение 3.1Л. Алгебру Неймана См — Ш^Л П(УИ.-)' 

назовем асимптотической алгеброй для М. 
Лемма 3.1.2. рц\си определяет т. норм, состояние на См, 

м 
of, ^6R. —-г. м. а. Суй, отвечающая этому состоянию. 

Действительно, в силу предложения 2.2.6 au
t (Ц (МаЕц) — 

=ll(Md)Eu, отсюда и из определения 3.1.1, следует, что 
в"(С'м) = См. 

Докажем, что См не зависит от выбора т. норм, состояния р 
на М. 

Теорема 3.1.3. Пусть М — фактор в сепарабельном гиль­
бертовом пространстве Н, p(x) = (x£, £) и co(x)= (jcri, i-j), где |, 
г\&Н, —т. норм, состояния на Ж. Если СМ,Р и См, Ф — асимпто­
тические алгебры, отвечающие р и ю, соответственно, то Cfn D — 

пи пи „ „ ,, 
- " - " - ' Ж , со =••-- . М и Ру — % • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По состоянию р на М построим пред­
ставление П алгебры М в пространстве НРи как описано в п. 2. Г 
Пусть т)-= (I-, т], . . .) —вектор в пространстве [H(Md)s.v]—ЯРц. 
(см. определение 2.2.3), тогда, очевидно, для x = (xn)QM 

<х>и (х) = lim (х„г], г\) = (П (Зс) ,̂ TJ"). 
Это соотношение показывает, что представление M, отвечаю­
щее состоянию со-/, можно реализовать в пространстве НРц 

с помощью операторов П (л;), х(<М, представления М, построен­
ного по состоянию р^. Далее, так как [Жт)]== Нр = [M'rj], то 
ЩМ)'ч\ = Е^НРи=Ни. Следовательно, ЩЩ)Еи=ТЦМ5)Еи=* 
= % и П (Mff) Еи = П (Ж^р) E-y = «Ку. 

Пусть теперь А£(См,р)а, тогда A =П(х)£(7, где .x=(x„)6MC' 
(см. предложение 2.3.3). Докажем, что .£.----(.x„)6Mjy. Согласно 

определению 2.3.1, существуют 'zk,i^M'if> и xk,ieMpa (i = l, 2; 
k&i) такие, что выполнено (3.1) и (3.2) п. 1.2. Далее, так как 
[М1]—Нр, то для произвольного 8>0 существует ke6M, для 
которого 

| |л-АвЕ||<в. ||ВД---=1, (1-1) 
а поскольку А = ]1(х)ЕцвСм,р, то при тгеб-M 

lim|! [x„, m] i|| = | | [li(x, Il(m)} \u j|—0. (1.2) 
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Отсюда следует, что при достаточно больших п выполнены 
следующие оценки 

l l (x« - -^ 1 ) ^ | l< | l (xn"^ 1 )U | l + l | ( x « - ^ 1 ) ^ - ^ l ) | | < 3 C e , 

где С = sup (|| x ||, || г1'1 II). Ввиду произвольности s > 0, полу­
чаем, что 

| | (Пф-П(?•• ) ) .H- l imlK^-^Ot i l l—O. 

Из аналогичных соображений находим, что lim|| (x,,*-г1.,'2) r| ||-—0 

и т. д. Следовательно, х= (хп)<^Ми, а ввиду (1.2), получаем, 
что .А = П(л)Яс/е(С.и,а)а. Таким образом, (См,Р)а^_(См,ю)а и, 
следовательно, См,р^.См,а- Из соображений симметрии заклю­
чаем, ЧтО GAf.p — См,а=СМ-

Докажем теперь, что если А£СМ, то <% (Л) -—р.- (Л). Д е й ­
ствительно, в силу (1.2) w-\imxn=pu(A)I, поэтому если m&Md, 
то 

ру (ЛП(т))-=Нтр(л:,./я)=--ру- (А)р(т). (1.3) 

Но тогда, учитывая (1.1), получим, что 
со-, (A) = (.AT)7ii)--->(.A {Ц~ЩК)Ы> ч) + (АП(кг)1и, П(/Те) Ы + 

+ (АП(Ле)|с-,л-П(АЕ)Ес/). 

В силу (1.1) и (1.3) средний член в правой части этого 
равенства равен ру (А), а ввиду (1.1) сумма модулей крайних 
членов не превосходит 2s||x||, поэтому 

\*и(А)-ри(А)\<2*\\х\\. 
Ввиду произвольности 8>0 получаем, что со-/(А) = ру (А) для 
Аесм ш 

Следствие 3.1.4. (г) Алгебра См, состояние ри на С%< 
г. м. а. af, отвечающая ру, являются алгебраическими инвариан­
тами M и не зависят от выбора, т. норм, состояния р на М. 

(Ш) Алгебры M0J~{x=~(xlt)\xeMb, П(х)ЕиеС%}, М°и = 
-={x-(x„)|.^6Mpy, n(x)E--e(CU)fl}, A^&-{х|xe^& , n (x)E u e 
€(G.w)o} являются алгебраическими инвариантами М. 

3.2. Основные свойства алгебр См можно сформулировать 
в виде двух теорем. 

Теорема 3.2.Г Алгебра См не содержит минимальных 
проекторов. Пусть Z(C^) — центр Си

м ; если Си
м ̂ Z (CM), то 
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Си
м не содержит абелевых проекторов, т. е. в этом случае Си

м 
не может иметь компонент типа I. Аналогичными свойствами 
обладает алгебра (С1^) . 

Доказательство приведено в [3], теорема 1.4.1 
Т е о р е м а 3.2.2. Пусть М — фактор с т. норм, состоянием 

р, Си
м —отвечающая ему асимптотическая алгебра с т. норм. 

состоянием ри (см. п. 2.1), а Ду —модулярный оператор Си
м _ 

построенный по ри- Тогда ЭрДу обладает свойствами: 
(i) Sp Ду — алгебраический инвариант M, не зависящий от U\ 
(ii) Sp A-/CS (M) - Г) SpAp, где Др — модулярный оператор М, 

Pg/ 
отвечающий т. норм, состоянию р на M, а / — множество всех 
таких состояний. 

(Ш) Точки SpAy\0 составляют замкнутую подгруппу R+*, 
т. е. SpAc/\0-={l}; (Xn, nQZ), 0 < Я < 1; (0, оо). 

По поводу доказательства см. [3] теорему 1.5.1 
3.3. Теоремы, приведенные в 3.2, дают возможность 

построить классификацию алгебр С^. 
Лемма 3.3.1. Если C^-^Z(C^), то Си

м не содержит пря­
мых компонент типа l„, я > 1 . 

Лемма 3.3.2. Если C^^Z(C^) и Sp А-,-={.}, то Си
м -

алгебра типа 111. 
Действительно, в этом случае ри является т. норм, конечным 

следом на С/ц, и в силу леммы 3.3.1 можно утверждать, что 
Си

м имеет тип 111. 
Лемма 3.3.3. Если М — фактор типа 11» или Ш0 и Си

м Ф 
=t=Z{Cu

M), то С^—алгебра типа 11-. 
Действительно, так как согласно [20] S (М) есть множество 

(0, 1}, а в силу (it) теоремы 3.2.2 SpA£/CS(M), то SpAy—{1}, 
справедливость леммы теперь следует из леммы 3.3.2. 

Лемма 3.3.4. Пусть (С^)р —централизатор ри в С% , 
Р — проектор из (G^)p • Через (С^,)Р обозначим алгебру фон 
Неймана в пространстве HP=PjuPjuHu, порожденную опера­
торами (ju-Pj'u)PAP, где A6G.M' а через Др —сужение Аи на 
НР. Тогда Sp Ар = Sp Ay. 

Лемма доказывается с помощью тех же соображений, что и 
теоремы 3.2.1 и 3.2.2. 

В [8] построена классификация глобальных алгебр Нейма­
на, аналогично известной классификации факторов. Согласно 
этой классификации, из леммы 3.3.4 следует ввиду (ш) теоре­
мы 3.2.2, что Си

п может быть алгеброй типа III,. (0<A,{le}l), 
Hi, коммутативной алгеброй без минимальных проекторов и С. 

Таким образом, справедлива следующая теорема 
Теорема 3.3.5. Если M-----фактор с сепарабельным пред-
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дуалом, то алгебра С^, —имеет определенный тип (т. е. е е 
нельзя представить в виде прямой суммы алгебр разных типов), 
причем типы 1„ (я>1), lloo и Шо исключены. Д а л е е , если М — 
фактор типа Ш- и CU

M4"Z(CU
M), то С% — может быть фактором 

или алгеброй типа 111, ИГ. (0<^<1); если M — фактор типа Uh 
и Cu

M=f=Z(Cu^ то С%— фактор или алгебра типа 111, Шц, г д е 
ц = Х*, k6N; если M - т и п а Ш0 и CU

M^Z(CU
M), то Си

м м о ж е т 
быть лишь алгеброй типа 111 (в этом случае Z(C^)-7-=C (см. [22]). 
Наконец, если M —фактор типа 111 и C ^ T - - Z ( C ^ ) , то Си

м—-
алгебра типа 111. 

Для факторов М типа lll{lambda} ( 0 < . \ < 1 ) Си
м может совпадать 

с Z{CU
M) И С 

В работе [3] доказано, что все перечисленные возможности 
реализуются (т. е. доказана теорема существования). Tnn См 
и наличие центра Z{CV

M) ФС — инварианты исходного фактора 
М, эти свойства не зависят также от выбора ультрафильтра и 
(см. [3]). 

§ 4. МНОЖЕСТВО АСИМПТОТИЧЕСКИХ 
ОТНОШЕНИИ АРАКИ —ВУДСА И АСИМПТОТИЧЕСКИЕ АЛГЕБРЫ 

4.1. В [19] Араки и Вудс ввели асимптотический инвариант 
для классификации факторов, который они назвали множеством 
асимптотических отношений А(М) фактора М. Пусть X6R+ и 
0 < Я < 1 , говорят, что числа %, Аг1 принадлежат А{М), е сли 
М®/?х-— М, где RK — фактор Пауэрса типа Ш-. (см. п. 1.4). И з 
этого определения ясно, что А (М) несет информацию о струк­
туре фактора М. В настоящем параграфе будет указана с в я з ь 
A(M) с модулярными операторами и асимптотическими алгеб­
рами, а именно, мы докажем, что A (М) = S p Д-» и укажем при­
ложение этого факта. 

Напомним результаты Араки —Вудса [19] по классификации 
факторов, которые они получили с помощью А (М). П у с т ь 
фактор М типа III является бесконечным тензорным произведе­
нием факторов Mi типа I,,,, где я . ; < о о . Такие факторы теперь 
принято называть факторами Араки — Вудса. Все факторы 
Араки —Вудса, у которых A (M)-=R+ , изоморфны между собой 
и изоморфны фактору вида коо = Ях1®Н%г, где R%t, i = l, 2, — 
факторы Пауэрса, причем числа 1пЛ,-, £ = 1,2, рационально 
не соизмеримы. Далее, все факторы Араки —Вудса типа Ш-, 
изоморфны .̂{lambda}-

4.2. Перейдем к изучению связи между А{М) и SpAy. 
Т е о р е м а 4.2.1. Для того чтобы число X из R+ принадле­

жало А (М), необходимо и достаточно, чтобы X было собствен-
ьш значением для Ау, а См ^Z(CU

M), где Z ( G ^ ) — центр СМ' 

151 



Наметим доказательство, для этого приведем несколько 
вспомогательных лемм. 

Л е м м а 4. 2. 2. Пусть М — алгебра Неймана в гильберто­
вом пространстве Н, | — циклический отделяющий вектор для 
М в Н, Ар — отвечающий | м. о. Если число Я (А,>0) является 
собственным значением для Ар, то существует частичная изо-
метрия ибМ такая, что 

Л е м м а 4.2.3. Пусть число Х (0 < X < 1) является собствен­
ным значением Аи. Через D% обозначим подалгебру Неймана С м-
порожденную операторами из (См)ри и операторами v из С«, для 
которых Дс/2,о|с/==А,1/2'о|у (см. лемму 4.2.2). Если Z (Ля)— центр 
£>я, то Z{D%) = Z{{CU

M)PU), где Z((C^) P £ / ) -центр {Си
м)Ри, 

Более того, £>-.-— алгебра типа Шя. 
С л е д с т в и е 4.2.4. Если выполнены условия леммы 4.2.3, то 

в £>я существует частичная изометрия V со свойствами: 
1. AfVb^^Vb, Aull2V4a-^2V4u; 
2. VV=0, V*V+VV* = l. 
Теперь теорема 4.2.1 [ вытекает из теоремы 1.3 [15], 

поскольку, ввиду следствия 4.2.4, фактор М обладает 
свойством Lx' (см. определение 1.2 [16]), где х = --------. 

4.3. Продолжим изучение связи между А (М) и SpAy 
Т е о р е м а 4.3Л. Пусть Ж —фактор в сепарабельном гиль­

бертовом пространстве Н, CUM=J=Z(CM), тогда А (/И) = SpАи . 
Для доказательства теоремы нам понадобятся три вспомо­

гательные леммы. Понятие глобальной алгебры типа IIIi вве­
дено в [8]. 

Л е м м а 4.3.2. Пусть R— алгебра типа IIIi в сепарабель­
ном гильбертовом пространстве Н, <р и г|з — нормальные СОСТО­
ЯНИЯ на R с одинаковыми центральными носителями. Пусть 
Z(R) —центр R. Если Ф|г(Л)—"ф|Z(H), тогда для всякого е>0 су­
ществует унитарный оператор и из R такой, что ||-|э—ф..||<е, где 
Ф-С-) = (cp--Adv) (-). 

Доказательство проводится аналогично доказательству для 
факторов ,[25]. 

Л е м м а 4.3.3. Пусть F — алгебра Неймана, ф—.т. норм, со­
стояние на М, ^eSpAp, i=-1,2, где 1n A,- — рационально не со­
измеримы. Если/? =-( ® FA —-тензорное произведение счетного 

V.--—со / 
со 

числа экземпляров F с т. норм, состоянием р = II Ф;, где 
i—-00 

Fi = F, фг = ф, то R—алгебра типа 1111. 
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Лемма 4.3.4. Если См — алгебра типа Ш-, то См содержит 
в качестве подалгебры и", tgR, инвариантную сепарабельную-
алгебру Неймана/? типа III1, такого же вида, как ив лемме 4.3.3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 4.3.1. Ес.ли С^ — алгебра 
типа 111 или Ш-., 0 < Я < 1 , то SpAy есть либо {1}, либо 
(Я", n6Z) . Из теоремы 4.2.1 вытекает, что в этих случаях 
A(M)—SpA--. 

Пусть Сим—-алгебра типа Ш1, покажем, что в этом случае 
каждое X6R4, Я>0, является собственным значением для At-. 
Пусть R — oUt> t6R> инвариантная сепарабельная подалгебра См 
типа П1-, построенная в лемме 4.3.4. 

Положим Ф = рьфг и через R2 обозначим 12-подфактор R 
с матричными единицами etJ, i, /==1, 2, Z (/-̂ -носитель которых 
равен I. Пусть ^-==^2 ' r i^ . Рассмотрим на R т. норм, состоя­
ние ib вида соя,®Ф-, где в-,-состояние на R2 вида *»-.(•)•— 

1 

— Tr(( "*" i |. ]> a i|.1~- состояние на Rc, являющееся суже-

нием ф на Rc. В силу леммы 4.3.2, существует унитар­
ный v такой, что |1 Ф — %,||<s2 . Ввиду результатов § 6 
[191, ipj,, можно представить в виде tyv(A) = (Ar\, r\), где 
AQR, а вектор г\ принадлежит самодуальному конусу 
Р*1, построенному для R по вектору | у (см. [32], ил» 
[13]). Так как Щу —1\ ||-<||сР —''Ml <е- [32], то 

Il6t/-Til|<e. (3-1) 
Далее, из построения следует, что в R существует частичная 
изометрия й1 такая, что af (аг) =Хиа1г i6R; #./21=0, a1*a1 + 
+ a1a1* = L Но тогда a----Adz)*.a1, обладает свойствами: 
of (a)=V'a, где a*'---.Ad я*-a?-Ad г» и 

aa=-О, а*а+аа* = 1. (3.2) 
Поэтому Д -̂ат} — a"!> (a) ...--.V^ari, A.̂ -a*.- =A,--/2a*r), Теперь 

поскольку ly, i^ePI, то Su — jukT и S-,----/-/A}-/2, где А-- —м. о. 
алгебры i?, отвечающий вектору iq. Следовательно, из (3.1) 
получим, что 

| |А; / 2 а П -А^у| ;==| | / У (А! 1 %-Д[ /
/ 2 аЫ| |= | |а*п-а* | ( 7| |<б 

и 
HA^a^-AliVic/Ke. 

Таким образом, 

1! 
I K ' 2 

Alfa' 
-*£---

Ъ ~ 
-Ль\\<*(\+Ъи\ 
-^1/2^Ь||<е(1+Я-1/2) 
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./-/„/»•£„ 11-^ о / 1 _ 1 _ 1 - - / - \ ^ 

И 

\\a4u-bll2Juab\\<t(l+Xv\ 
II alu-%-ll2jua%u || < в (1 +.1-1/2) 

Итак, для 8Л == 1 /2" существует частичная изометрия а4, 
обладающая свойствами (3.2) и (3.3), где a" = (a/)6M£/, 
k&i. Ввиду предложения 5.2.1 можно прэдполагать, что a — 
ц.п. в М, а .V —частичные изэметрии в М, удовлетворяющие 
(3.2) и (3.3) в предположении, что \и, ju и е заменены на g, 
j e и s,„ соответственно. 

Пусть D — сепарабельная "-подалгебра M с единицей, плот­
ная в М. Тогда можно построить последовательность u — (tt„i), 
где ttm—ai<fy, со свойствами 

«„**„•—О, и / й + й А * - - / ; 
lim||[d, «,.]§||.— lim||[d, «/]j|==0, deD; (3.6) 
/г-ьоо /г -*-оо 

lira WiaS-W/pttJe) g || - l im ||(«— ^/-/p-VVp) I ll = °- (3-7) 

Из (3.7) вытекает, ЧТО U6/W</ (см. опред. 2.3.1), а из (3.6) и 
(3.7) следует, что и — ц. п. (см. лемму 1.4.2), а поэтому иб/Иус. 
Таким образом, П (a) EuGGAf и из (3.7) и предложения 2.2.4 вы­
водим, что д1/2П(й)|С/-=П(а)§С/ Я 

Следствие 4.3.5. Если С£-£Z(C"), то (С£) -цейтра-
•лизатор состояния ру в Са

м —алгебра типа 111. 
4.4. Применим развитую теорию к изучению Г-асимптотиче-

ских абелевых ТС?*-алгебр М с Г-инвариантным состоянием, где 
Г — счетная подгруппа AutM. 

О п р е д е л е н и е 4.4.1. [43] ЭД^-алгебра М называется 
асимптотически абелевои, если существует последовательность 
(7п) автоморфизмов М такая, что s-lim[x, yn(y)]— 0 для любых 

А-*-оо 
x, уШ. Пусть уп порождает группу Г, тогда М назовем Г — 
асимптотической абелевои (Г. — а. а.). 

Построим примеры а. а. алгебр Неймана, возникающих в 
связи с представлениями а. а. С*-алгебр. Пусть A—С*-алгебра, 
Г — группа ^-автоморфизмов А, относительно которой А яв­
ляется а. а., т. е. существует последовательность уп, где •у-.'ЗГ 
такая, что для любых х, у£А 

lim || [Y„ (x), у] | |=0. (4.1) 

При рассмотрении квантовых спиновых систем С*-алгебра 
А возникает как алгебра квазилокальных наблюдаемых, Г — 
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как группа пространственных трансляций [14]. В этой ситуации 
р—Г-инвариантное состояние, удовлетворяющее условиям КМШ 
(см. п. 1.1) относительно однопараметрической группы авто­
морфизмов G, р интерпретируется как равновесное состояние 
системы, ОНО является пределом гиббсовских состояний в ко­
нечных объемах, a G — как группа временной эволюции сис­
темы. 

Теорема 4.4.2. Пусть А—-С*-алгебра, Г —группа авто­
морфизмов А, относительно которой А — а. а., р—-Г-инвариант­
ное состояние на А. Предположим, что зтр — представление А, 
построенное по р, согласно конструкции ГНС, и что р продол­
жается до т. норм, состояния на М== пр(А)" (если р—-КМШ-
состояние на А относительно Q, то_р продолжается до КМШ-
состоянил на М [46]). Тогда если /Иу == (у(х) = уп (x)„gN, x6M). 
то n(MY)Ey —^-инвариантная подалгебр а Си

м, изоморфная М. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть гильбертово пространство Н 

является пространством представления Ж=пр(Л)' /. Тогда 
p(x)=(x^, |) , где xgM, а | —циклический вектор для М в Я , 
который в силу предположений теоремы является и отделяю­
щим для М. Согласно конструкции ГНС, в Н существует 
унитарное представление T:y-+Uy, для которого лр(у(а)) — 
= Uyn0 (a) Uy при a6A> Y6I1 и Uyi — Ь причем поскольку р — Г-
инвариантное состояние, то Uy, убГ, коммутирует с A"i £6R [33]. 

Так как пр (у (a)) = Uynp (a) U*, то у, убГ, расширяется до 
автоморфизма М, а так как р—- Г-инвариантно, то р-у=-р, 
поэтому при х£М 

(Пу (у (x)) fa %и) = ?и (у(х)) = lim р {уп (х)) = р (x). 

Таким образом, ри\м =Р и II(MY)Ey~M. Поскольку при 
х&Ма последовательность y(x)6M.y_. то_МусМи (см. предло­
жения 2.3.3). Но тогда ввиду (4.1) Myc:Mff. Поскольку у-аР= 
==аРоу, то из 2. 2. 6, делаем вывод о том, что алгебра 
Л(Му)Ец инвариантна относительно af, t6R • 

Следствие 4.4.3. Пусть выполнены предположения теоремы. 
(£) MV<Z.CM< где См — множество всех центральных последо­

вательностей x=(x„) в М таких, что x* — (хп*) также ц. п. в М. 
(ii) M — а. а. алгебра фон Неймана. 

• (Ш) SpAp--=SpA-/=-5(M), где Ау и Ар — м. о. для Си
м и М, 

соответственно. 
(Щ Положительные точки Sp А- образуют группу по умно­

жению. 
(ту) A(M) = SpAp. 

• (vi) М не может быть алгеброй типа I, 11^ и Ш0. 
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((it)) доказали независимо Араки [17] и Штормер [43], (it)—-
Тестард [49]). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (i) Так как, согласно теореме 4.4.2, 
П(Жу)ЯсС.м для любого свободного ультрафильтра U на N,, 
то МуССм и М—а. а.; (Ш) согласно теореме 3.2.2, SpAj/C 
CS(M)cSpAp, а поскольку М~ П (Mv) Еи, и n(Mv)Ec/, по тео­
реме 4.4.2, Qu

t— инвариантная подалгебра См, то SpApcSpAyc 
c.S(M) и (iii) имеет место. Отсюда и из теоремы 3.2.2, следует 
(it)), а из (iii) и теоремы 4.3.1 вытекает (•»). Из теоремы 3.4.5 
следует (t)i) Ш 

З а м е ч а н и е 4.4.4. В этом пункте мы рассмотрели Г-а. а. 
алгебру Неймана М в предположении, что на М существует 
т. норм. Г-инвариантное состояние р. В дальнейшем мы рас­
смотрим Г-а. а. алгебры Неймана, не предполагая существова­
ние Г-инвариантного состояния. Мы покажем, ЧТО В ЭТОМ случае 
Сми¥=^(Сии), а если Г является абелевой, то на М существует 
т. норм. Г — инвариантное состояние и тем самым имеет место 
ситуация, рассмотренная в теореме 4.4.2. 

§ 5. ЦЕНТРАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 
И АСИМПТОТИЧЕСКИЕ АЛГЕБРЫ 

5.1. Пусть См — множество всех ц. п. в факторе М такихо 
что если x = (xn)6CM, то~£* = (хп*)£См- Ниже будет доказан 
что С л — С*-подалгебра M=l°°(M, N). Это, в свою очередь, 
позволит доказать, что Ш0 (как и Поо)-факторы не могут быть 
асимптотически абелевыми. С точки зрения алгебр См рассмот­
рено свойство «L» Пуканского, и в заключение параграфа изучает­
ся связь между Aut М и Aut См-

5.2. Начнем с доказательства следующего предложения. 
Предложение 5.2.1. Пусть x=(xn)QMpcft т. е. А = 

= TL(X)EU£.CM, тогда (x„) содержит подпоследовательность 
(хП/с)кСм-

Докажем вспомогательную лемму. 
Лемма 5.2.2. Пусть x-=(x..)6M и а постоянная с(0<с<оо) 

такая, что для любого е > 0 найдется ц. п. (xty, где xffiM, 
обладающая свойствами: 

(О \\ х% II < с (с и е зависит от е); 
(ii) при достаточно больших п выполнена оценка j|(x„—x^||<e» 

где |—циклический отделяющий вектор для М. 
Тогда (хп) — ц. п. в М. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть a£Ma, тога Spa*SpQMa' и а | — 

-=Spa*Sp.|. Докажем, что 
11ш||[лгя, aU||—0. (2.1). 
Ли» со 
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Пусть С1-—max([|a||, | |Spa*Sp | | ) . Для е > 0 выберем ц. п 
(xty так, чтобы ВЫПОЛНЯЛИСЬ предположения (i) и (ii) леммы 
Тогда при достаточно больших и. имеем оценку 

| | [ x „ , a ] | | l < | | [ ^ , a ] . l l | + | | a | | . | | ( A : n - ^ ) | | | + 
| | S p a * S p | | . | | ( - « l , - ^ ) E | | < | | [ ^ , a l £ | | + 2 C l B . 

Так как (хп
е) —ц. п., то первое слагаемое стремится к ну­

лю при n{to}oo, а так как Ci не зависит от е>0, то из произволь­
ности е > 0 вытекает (2.1). 

Пусть теперь а — произвольный элемент из М. Тогда по­
скольку Мо"=М (по поводу М0 см. п. 1.3) и М0—>Ц-подалгебра 
М, то по теореме Капланского о плотности для е > 0 существу­
ет оператор a«6M0 такой, что 

\\(а~-ае)1\\<г, | | a 8 | | < | | a | | . (2.2) 
Тогда 

||[х„, а]гЦ|<||[.х„, ae]§|| + ||[x^ a-a2il\\ + \\[Xn-x% --—--*-UII-
В силу (2.1), первое слагаемое стремится к нулю при n{to} 

-У<Х>, второе стремится к нулю, так как (xn
e) —ц. п., а третье — 

в силу предположений леммы и (2.2) допускает оценку при 
достаточно больших п 

\\[ха-х%, а - а 8 Н | | < в ( 2 С + 2 | | а | | ) . 
•Отсюда ввиду произвольности е>0 (С, ||а|] не зависят от е>0) 
делаем вывод о справедливости леммы. 

Окончание доказательства предложения 5.2.1 приведено в 
[3], лемма 2.6.2. 

5.3. 
Л е м м а 5.3.1. Пусть М — фактор в сепарабельном гиль­

бертовом пространстве Я, р'—т. норм, состояние на М. Тогда 
M = l'a(M, N) не может содержать элемент и= («„) со свой­
ствами: 

1) ип — частичная изометрия; 
2) проекторы qn'=unu„*, qn = u.n*un попарно ортогональны 

l l m p ^ O - O , l i m p ( ^ ) > 0 ; 
П-юэ л-*-оо 

3) (к#), (дп)~ц. п. в Ж (а значит, («7,,') и (p„), где /?д=-
==/ — qn — qn\ также ц. п, в M). 

Приведем набросок доказательства. Пусть Мх —13— подфак-
тор М, матричные единицы e)j, i, , / = 1 , 2 , 3 , которого равны 
eii = ^ ' e22 = ^ ' el^Pv •з1г2 = г-1- Так как (а*), (.?„)-ц.п. 
в М, то 

з з 

/ — 1 2 — 1 
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также ц. п. в М, причем •»#, r,.6Mi — M/flM- Далее, восполь­
зовавшись методами, которые были развиты при доказательстве 
леммы 1.1.4 [23], для всякого е > 0 можно доказать существо­
вание попарно ортогональных проекторов ejr i = 1,2,3, и 
частично изометрического оператора е\г из М{, где е\х=е\ге\и 
е\ъ—е\\е\ч, и < г21 = (е12)* такйх> что для некоторого /i6N 

\\{ип-е\2)Ч\\<ъ, | | ( ? „ - е ? . Ш < е , IK^-4 . )EI I< 8 ' 
\pK^J~PK)9(etk)\<B, 0<p(e]1)<e (i,k=1,2,3). 

ПОНЯТНО, что в M1- существует /3-нодфа-<тор M2> матричные 
единицы e\v i = 1,2,3, и ef2, e|. которого уже определены. 
Поэтому можно рассмотреть фактор M2 — M^flM/ и продол­
жить индукцию. 

В результате мы построим последовательность операторов 
ek

u, i, / = 1 , 2, 3, k6N, из М со свойствами: 
(г) е* — матричные единицы /3-поДФактора. 
(И) е\} попарно коммутируют между собой при разных k; 
(Ш) —существуют такие k„6N, что 

I I К - еп) - I K - /2*+1> II (?*« ~ eW III < - § i r . 

(iv) р(е;',)<1/2''; 
p 

(v) |p(ae»<)-p(a)p(e«<)|<-—-, а.-=»П--?-у. -<*- . /><»• 

Но тогда если положить ек=е%2-\-еьа
 и /ft==-ll-e-- то 

s-lim/-.==/ существует и /=?--0 (см. свойства (гт>) и (•и)). 
й-»-со 

Положим t)/,= ef2 + е ^ + е^. Очевидно, (оА) —ц. п. в М, 
поскольку, согласно предположению 3) леммы и (Ш), (е*2), 
(e2

fej) и (едз)--ц. п. в М. Далее, так как •tvH=-'i./v, то должно 
быть 5-lim •Okf'Ok = / Ф О-

С другой стороны, поскольку e$lf=0, a s-lim/е*, = 
Й 

= s-1Imef,/==0, то s-Um Vkfvk= s-limeLfe%3 = s-\lmebf. Так 
ft ft A-H-o ft 

как ввиду предположения 2) леммы w — lim ef3 Ф f, то полу-
чается противоречие, которое доказывает лемму щ 

5.4. После приготовлений предыдущего пункта можно при­
ступить к доказательству следующей важной теоремы. 

Теорема 5.4.1. Пусть М — фактор в сепарабельном гиль-
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г 
I I 

бертовом пространстве Н, х — (л.,.)бСлг-__тогда для всякого сво-> ! 
бодного ультрафильтра U ка N U(X)EU£CM (т. e. x&Mff j 
в обозначениях следствия 3.1.4). _ __ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как_ A:gC.w, то л; и лс*—ц. гъ, по­
этому МОЖНО предполагать, что х—х*. Пусть Б=--П(л;)Яу, 
положим Ф(В)=ЕиВЕи-\-{1—Еи)В(1~Еи)1 Оператор Ф(_> 
является самосопряженным оператором из П(Ж&). Докажем, что > 
.8--=ф(,б). Предположим противное и обозначим А — (1 — Ец)Х < ,, 
X5Eu, тогда А* = ЕиВ(1-Еи) и Я-Ф(Я) = Л +А*. .; 

Так как _ __ 
[В,П(г)]£ (7=0, zGMd, (4.1) j . 

то, учитывая [П(г), E-/J----0, SeM^, получим [Ф (E), П (z)] Ey = | , 
=0 , откуда следует, что ' 

Ф(В)ЕиеСм. (4.2) ! 
5 

Из (4.1) и [И (z), Ey] = 0 находим, что I 
[А,П(г)]^=--0, zeMd. (4.3) 

Докажем равенство 
JAM, Е(г)]Ец^0, zeMd. (4.4) I 

Так как ввиду (4.1) Я£/.51Г(г)-=£'-/П(г).5, z£Md, то, учитывая 
(4.3), можно написать 

А *АП (i) Ec/ = А*Л (г) АЕи ^ЕиВ (I -Еи) П (г) АЕи = 
«-=- Eufifl (г) (/ - Ey) AE-,=Ejn. (г) 5 (/ - Еи) АЕа •— 

-=П(г)ЛМ£[,, 

что и доказывает (4.4). Следовательно, А*АбСм, а поэтому 
| A |=-(-4*Л)1/2бС.и. Выберем удобную «параметризацию» для_ А. 
Так как | А \&См> то по лемме 2.2.2 существует 5=(й„)бУИ?/+ 
такая, что | A |Ec/=ri(d)E-/. Пусть A = U | А | —- полярное раз­
ложение для А. Согласно лемме 2Л .2, существует у — (уп)бМ, 
для которого U|C/=n(y)i-£/, поскольку UgII(M)". Рассмотрим 
векторы 1и и г] •—' (#„1)^ Повторяя доказательство леммы 2.1.2 
применительно к £•/ и г| (вместо &-, как в лемме 2.1.2), можно 
доказать существование элемента ю = (ъп)£~М, для которого | 

U(i) lu = Ulu, n (« )*4 - -U4 
n(.o)*£y.= .-/*St/=0, П(^)"1 = 6~1-=0. (4.5) 

Так как Ti-=U£,y—П(.г>)£у, то 
П ( ^ ) 1и ----П fr)*"^ = £/*.= t/*^gy =-Q|6, (4.6) 
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.где Q = U*U —проектор из • С% для которого Q]A| — |A| . 
Следовательно, -э*"—(•t),-*i"„)6M&. Положим •г;я*,о„=-|.-"Л|̂  и через 
qn обозначим минимальный проектор из М, для которого дп | -о. | = 

••=-=|~п|. Согласно лемме •2.2.2, существует элемент q' = (qn')& 
,-6M&, где «7,/ —проектор из /W, причем qn' <q„, такой, что 
K(q')Eu — Q- Рассмотрим полярное разложение vn=-wn\vll\ для 
юп и ПОЛОЖИМ un'~=wnqn', #'=(«„'). Так как w*-»GM(/, то Б2 — 
•—Щ'О*'») коммутирует с Еи и BiEu=Q, но тогда и BEV = Q, 
где .б — П(|г>|), а |-в |=-(| ?»„(). Следовательно, 

П(«0Eu =ПJwg')Еи = Щ-ш)QE---=П("та)П(]"« |)у = 
=n(w)E [ /—UE£/=U. 

Пусть р / - конечный проектор для иа' и_р' = (р,/). Так как 
(1~Еи)^(и')Еи^иЕи = Ц{{1')Еи, то и(р')Еи=Ъ. Следова­
тельно, n ^ l - ^ - ' f l - ^ ^ s n (q')E u, или 1im||(.7/-
-(/-/>/)?л/-л/)Ш1=о. 

В силу леммы 2Л.З существует проектор г = (r„)GM;y, где 
/-„-проекторы из М и гпрп'—О, причем II(/-)E-/= J l ^ ^ E t / - Q . 
Далее, r, _ q'eMb, поэтому ~qrFeMpu и П (?'r) Ey == 
= n(-7')Eun(r)E-/--=Q2-=Q. Пусть -7л'г„-=ол|.7/гп| — полярное 
разложение для qn'rn, где о„ —частичная изометрия. Тогда qn = 
= оп*оп, q„p„'=0, ояо„*<.7„', причем если o—(o„), TO 

П (о) Еи=й (о) QEu=П (о) П (| .fr |) £„=.11 ft'?) Ey = Q, 

поскольку П(|~7'71-).££/=Q и |tf'r|2GM&. 
Теперь положим ип = ип'оп. Тогда qll = tin*un = oll*u'*un

fon = 
= оп*о„. Положим, далее, pri = untin*, u = (un), p = (pn) nq=(qn)-
Имеют место следующие соотношения 

?nAi—О (Яп<Гп, Рп<Рп* Гпрп' = 0); (4.7) 
1imp(p,.)-0; (4.8) 

n(M)E£/=n(«')H(o)Ec/=IT(K')QEu —U; (4.9) 
n(^)Ey==n(a*«)E£,==n(o*o)..5y=Q(^eM&). (4.10) 

Введем обозначения an=undn. Учитывая, что _ | Л | E-/== 
=11 (d) Еи и (4.9) получим_П (а)Еи-П (а) П (d)Еи - П(и)Ey | A | -
-=-<У | Л | — Л и П(а*)П(-3)Ey — | Л |2. Итак, нужная параметри­
зация для Л выбрана. Сделаем _ _ 

_ 3 а м е ч а н и е 5.4.2. Пусть EuBEu=R(b)Eu, где &-=(6„)е 
GM&, тогда ВЕи = {А-\-ЕиВ)Еи, или АЕи = ВЕи- ЕиВЕи 
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Последнее означает, что 11m||(a„—xn-j-bn)%\\=0. Так как 

в силу (4.2) Ф(В)Еи=11(Ь)Еи^С'м, то существует такая 
последовательность индексов nk, что (bnk) —-ц. п. в Ж (см. 
Предложение 5.2.1) и 1im|| {ank — xnk-\-bn^l\\ = 0. Но (x..) — ц. п. 

й-.-со 
согласно предположению теоремы 5.4.1, поэтому (хПк — bnk) — 
ц. п. в М. Следовательно, (аЛ/, )•—также ц. п. в M, эквивалент­
ная (Xnk — bnk)- Поэтому, без ограничения, в общности можно 
предполагать, что (а„) —ц. п. в М. 

Вернемся к доказательству теоремы. Наша цель состоит 
теперь в том, чтобы из (ип) и (.7-.) извлечь подпоследователь­
ности, которые являлись бы ц. п. в М и имели бы одинаковые 
индексы. Докажем сначала, что 

[•£/, Д(z)lEc/=0, г б Д . (4.11) 
Через Q„ обозначим подпроектор Q из Си

м, для которого 
l/nQ„<Q„|A|. Тогда Нп=\А\~ШСи

м и AHn = UQn~Un. 
Поэтому, принимая во внимание (4.3) и учитывая, что \Нп, Еи\ = 
= [П(г), Еи] = 0, "гвМd, получим равенство для zGMd 

K(z) U„Ey = n(2) АНпЕи=П(г) АЕиНп = АЩг) НпЕи = 
= АНпЕиЪ& Eu = UnJI (z) Еи. 

Следовательно, 
П (5) UEu^s-llm П (г) £/„Ei/=s-lim UJL (г) Eu = £/П (z) Eu 

и (4.11) имеет место- причем s — lim АЯл==5-Пт _̂ QW==~_/. Поло-
жим Hn==Jl(hn)Eu, где hn = (hs

n)eMpJ. Поскольку Нп£См_, то 
существуют операторы Hn,k='n.(hn-'l)Eu из (C^)o, где A"'u== 
=(h1<k)eNpJ (см. следствие 3.1.4) такие, что 

||(Яя-Я«.*)Ь,||<1/2*, ||H«,*||<[|Hn | |, (4-12) 
h^ = (hn/k)eNpuc, sup | |^ ' f t | |<C„<oo. (4.13) 

J . ft 

Пусть S —счетная «-подалгебра М с единицей такая, что 
S" = М. Через D обозначим С*-подалгебру М, порожденную 
элементами s —(s, s,...), где s6S, а=(ап), hn—(hl

n),_hrt-k = 
=(h"'k), и=(ип). Кроме того, включим в D элементы gn = {gi") 
и й*-(йг")> «6N, где n(^)Eu=Q„, n(a")Ey=U„-=UQn, при­
чем ^" — подпроектор <7„, а и,-/—и„<7£

в. Тогда .0 содержит счет­
ное всюду плотное подмножество относительно нормы и, 
согласно лемме 2.1.1, существует подпоследовательность индек-
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сов {tii) такая, что для любого d=(dt)QD 
P£/(d)=limp(dnA). (4.I4) 

й-*-со 

Поскольку Я„,йбС^, то из (4.14) следует, что для s&S 
lim |f [.A?-*, s] i | | HI [H^, n(.F)]E£-||.-0, (4.15) 
г-+-о 

a в силу (4.12) 
lim II {К-К*) g || — || (/-/„ — #„.*) &, || < 1/2*. (4.16} 

Далее, так как к"-(и/г)6.0 и U„E--==n(K")Eu — AHn- то 
1 ш | | ( а „ ^ — и")!-|Н||(ЛЯ„—/7„)^||=0, (4.17> 

a поскольку a*, uQD, то 
Ит| |(йЯ г-и* г)§| | = Нт| |« , гД^ г-^)й| | -=-ру(р-дА) ' / ? ' . (4.18) 

Докажем теперь, что (й-)-ц. п. В силу (4.13) и (4.15),. 
(h"'ih)T=,i — ц. п. в М (см. предложение 2.4.6). Так как (a„)- ц- п-
(см. замечание 5.4.2), то для у&М 

IK*"»;*,УЫ< I Is[«; ' . у]iII+111.0-,. И < s I I < 
<С1||[А^;й, £/]|||-!-С2||[^г, t/] 

где C1—Sup || Й„ || < oo, а С2 —Sup || Sp (A"'*)* Sp || < oo, посколь-
п п 

ку A^ft6M(o-p, е[---.с]) для всех /eN и некоторого С (0<С< оо) 
(см. предложение 2.4.6). Понятно, что первое слагаемое стре­
мится к нулю при i {to} оо, поскольку (А',!'*).3!- — ц. п., второе — 
так как (ал.) — ц. п. Таким образом, (Яд А"**)П-1 — ц. п. в М. 

Далее, при достаточно больших яг, в силу (4.16),, 
I! (а^К, - anikn

af) I |i < Сх \\{hn
ni - К*) l\\<Cx

l
w (4.19> 

а благодаря (4.13), 
l|e«iA2;*l!<C1Cn<oo, (4.20) 

где СхСп не зависит от щ и k. Ввиду (4.19), из леммы 5.2.2 
следует, что (аП1/г'^)Ты — ц- п. в М. Но тогда из (4.17) находим, 
что (««р.-.- —ограниченная по норме последовательность, экви­
валентная ц. п. (ал.А".)П»1. Следовательно, («{,)£.,!— также ц. п. 
в М. Опять поскольку | |#«.| |Hi«n?"J/< Ь то,- учитывая (4.18)-
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и вспоминая, что s-lim Qn — Q, из леммы 5.2.2 выводам, что 
(и,н) — ц.п. в М. " 

Итак, (и„) —ц. п., в силу (4.8) s-lim p„, == 0, но тогда 
(«*.) —также ц.п. в М. Можно считать, что индексы выбраны 
таким образом, что и (-?„) —ц. п. в М (так как Q — RfyEyQ, 
бСуи, то для правильного выбора индексов (tit) нужно было рас­
ширить С*-алгебру D, включая туда q—{qn), ~rl — (rn% где 
П(г')£иб(Сж)0 и .s-limn(rOEu=n(<7)E{/, а затем применить 
лемму 5.2.2). Но тогда Ц — 7Л1 —<7-г-—Р« — проектор в М, 
а (*„.)—• ц. п. в М. Следовательно, («„.), («„.), (qn.) и (tn.) — 
ц. п. в М. Существование таких ц.п . в М противоречит лем­
ме 5.3.1. Следовательно, A = 0 и В=Ф(В) (см. начало доказа-
зательства), поэтому [В, Ey]=-0 и BFu&C^ щ 

Следствие 5.4.3. Если х — (хп)£См и х — тривиальная 
последовательность, то х* =-(.-;„*)— также тривиальна. 

5.5. Из теоремы 5.4.1 можно извлечь ряд любопытных след­
ствий. 

Следствие 5.5Л. См — С*-подалгебра M=^l°°(M, N) и 
См=г\Мис, где пересечение берется по всем свободным 
ультрафильтрам /7 на N. 

Действительно, понятно, что nM&c_C.w» гДе M&c определе-
п 

но в следствии 3.1.4. С другой стороны, в_силу теоремы 5.4.1 
Щ(См)Еис:С'м. Следовательно, СМ=Г\М$, поэтому См — 
С*-подалгебра М. 

Следствие 5.5.2. Пусть фактор М является Г —а. а., 
положим Afv — (у (х) -=(y„ (x), х£М), тогда П (М^Яу —подфактор 
См, изоморфный М. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как i-u—циклический отделяющий 
вектор для С,и, то С% — конечная _либо сг-конечная собственно 
бесконечная №*-алгебра, a x->H(Y(x))Ey есть *-изоморфизм 
М в См- Согласно теореме_7 [48], это отображение *-слабо 
непрерывно, но тогда П(Му)-^~п одФа К т оР G-w> изоморф­
ный М Ш 

Теорема 5.5.3. Факторы типа 11^ и Шо не являются а.а. 
(случай II.» рассмотрен в [311, случай Ш0 сформулирован в 
качестве проблемы в [26]). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если М—-фактор типа 1110 (а также H-J 
и CM4=Z.{CU

M\ то по лемме 3.4.3 алгебра См имеет тип 111. 
Поэтому См не может содержать в качестве подфактора фактор 
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типа Шо (а также П.--), так как последние содержат бесконеч­
ные проекторы. Отсюда и из следствия 5.5.2 вытекает справед­
ливость теоремы 5.5.3 Н 

Перейдем к обсуждению свойства L Пуканского. 
Определение 5.5.4 [40]. Говорят, что фактор M обладает 

СВОЙСТВОМ L, если в M существует ц. п. унитарных операторов 
(и„) такая, что w== limгг„=0. 

Я - * СО 

Условимся говорить, что фактор М обладает свойством L*, 
если в М существуют ц. п. унитарных операторов u#—(uf), 
причем w =lim an =0. 

я-t-co 

Теорема 5.5.5 [3]. Для того чтобы фактор M обладал 
СВОЙСТВОМ L*, необходимо и достаточно чтобы См-^-С. Более 
того, если s-=lim[Mn, ип*\ф0, то Смф£{См)-

Я - * - С О 

5.6. Изучим связь между автоморфизмами M и См-
Теор_ема 5.6.Г Пусть 66Aut M, тогда отображение x = 

=-(x,j->-e(x) —(0(x-)) определяет _автоморфизм 0-алгебры М = 
=1°° (М, N) и ее подалгебр Мц и MPJ (см. лемму 2.2.2 и следст­
вие 3.1.4 соответственно). Этот автоморфизм индуцирует авто­
морфизм 0у алгебры Неймана См, причем р^од,—ру (следова­
тельно, o -̂Gy —0yoaf, teR). 

Доказательство по существу следует из соотношения р.— 
— (Р°0)у (см. теор. 3.1.3, детали приведены в [3]). 

Теорема 5.6.2. Пусть M фактор типа HI, 06AutM и су­
ществует последовательность tik такая, что для любых х, yQM 
.s*-=lim[0'!ft(x), у]=0, где [a, b]=ab — ba. Тогда на M сущест-
вует т. норм, состояние -ф, инвариантное относительно 0. (Тео­
рема дает ответ на вопрос, поставленный в [26]). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим Mo={0 (x)=(0"A(x), XQM), 
тогда Mo — С -̂подалг ебра M== /°°(M, N). Согласно следст­
вию 5.5.2, )Dy(M0)E-/ —подфактор См, изоморфный M. Суже­
ние ри на U.(Me)Ea является нормальным состоянием, точность 
его — следствие точности pv на См- Обозначим ^^Р^ПШЛЕ • 
Так как при xeM, 0_(x)6M, то 0(0 (x)) =(0Л* (0 (x))f=1 = (оЩх))), 
поэтому алгебра П (Mo) Ец инвариантна относительно 0у, дейст­
вие которого на П (Mg) Еи совпадает с действием 0 на М. Так 
как в силу предыдущей теоремы р^дц^Рц, то г1)о0 = ф, т. е. 
а]) —т. норм. 0 —инвариантное состояние на М Ш 

Следствие 5.6.3. Пусть М, 0 и ty—-такие же, как в тео­
реме 5.6.3, тогда чф —единственно и для любого т. норм, состоя-

v 
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иия р на M 
^(x)=-.limp(0"AH). 

Заметим, что далеко не для каждого 6 из AutM существует 
т. норм., б-инвариантное состояние. 
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