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МЕТОД РАССЛОЕНИЙ В НЕКОТОРЫХ 

ВЕРОЯТНОСТНЫХ ЗАДАЧАХ 
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ВВЕДЕНИЕ 

Одной из важных задач теории вероятностей является изу­
чение распределений функционалов, определенных на траекто­
риях случайного процесса. Если процесс задан в виде меры Р в 
функциональном пространстве X, то эта задача сводится к изу­
чению меры Р/-1, где f — измеримое отображение X в RK 

Цель настоящей работы состоит в том, чтобы познакомить 
читателя с рядом результатов, полученных в этом направле­
нии в течение нескольких последних лет с помощью так назы­
ваемого метода расслоений. Эти результаты относятся в основ­
ном к следующим вопросам: существование плотности у рас­
пределения Р/"1, существование ограниченной плотности и ло­
кальные предельные теоремы для Pnf-1. когда Р71 слабо 
сходятся к предельной мере. 

В первой главе приводятся необходимые сведения из теории 
случайных процессов и дается общее описание метода рас­
слоений. 

Вторая глава посвящена функционалам от гауссовских про­
цессов. Здесь устанавливается абсолютная непрерывность рас­
пределений гладких функционалов (в частности — функциона­
лов интегрального типа) и выпуклых функционалов (в част­
ности— функционалов типа супремума). Приводятся также 
достаточные условия для существования ограниченной плот­
ности у распределений функционалов интегрального типа. 

В третьей главе аналогичные вопросы рассматриваются для 
функционалов от процессов с независимыми приращениями. 

Результаты о предельном поведении распределений Р п / - 1 

собраны в четвертой главе. Здесь получена сходимость по ва­
риации этих распределений к предельному в случае, когда рас­
сматриваемые процессы — гауссовские, а также, если Рп — 
меры, отвечающие случайным ломаным, построенным по сум­
мам независимых одинаково распределенных случайных ве­
личин. 
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Наконец, в пятой главе изучаются функционалы от одно­
мерных диффузионных процессов. 

Авторы признательны H. В. Смородиной, написавшей пятую» 
главу, а также С. С- Валландеру, критические замечания ко­
торого способствовали улучшению рукописи. Авторы благо­
дарят также И. А. Ибрагимова за постоянное внимание и под­
держку. 

Приведем несколько обозначений, используемых в даль ­
нейшем. 

{Q, %, Р} -— основное вероятное подпространство; 
Pf~l — образ меры Р при отображении /; 
.^- = P! - 1 — распределение случайного элемента | ; 
Ас — дополнение к А; 
А0, А~, дА — соответственно внутренность, замыкание и гра­

ница А; 
AAB — симметрическая разность А и В; 
Мх— о-алгебра борелевских подмножеств X; 
<%т—о-алгебра борелевских подмножеств Rm; 
кт — мера Лебега в Rm; 
Рв —сужение меры Р на множество В: Р.з (A) —Р(Л Г) В} 

(например, Р",в обозначает сужение меры Р" на 5 ) ; 
< —-знак абсолютной непрерывности одной меры относитель­

но другой; 
со —модуль непрерывности функции х: а>х (h) = 

= sup \x(s) — x(t)\\ 
\s-t\<H 
KerL —ядро линейного отображения L; 
C —константы; 
• — знак окончания доказательства. 

Глава 1 

НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ -СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

§ 1. Случайные процессы 

Под случайным процессом, определенным на вероятностном 
пространстве {Q, g, P} и параметрическом множестве Т, мы 
понимаем, как обычно, семейство случайных величин (£i)-~ 
teT. Для значения процесса \ в точке I, наряду е записью g,, 
будет также использоваться l(t), а в т е х случаях, когда надо-
подчеркнуть зависимость от о — | ( t , со). 

Если траектории процесса | с вероятностью 1 принадлежат 
функциональному пространству XczRT, то мера &>ъ — распре-
деление процесса | — определена на (X, -Зх). Измеримое отобра­
жение f : X-+R1 определяет случайную величину co{to}/(g(cd)).,. 
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называемую функционалом от процесса g. Распределение этой 
случайной величины, очевидно, совпадает с мерой 5V"1 и, тем 
самым, однозначно определяется распределением процесса. По­
этому можно отвлечься от природы меры ёРг и рассматривать 
задачу изучения распределения Р/ - 1 в ситуации, когда Р—не­
которая вероятностная мера в пространстве X. 

Основными пространствами, рассматриваемыми ниже, яв­
ляются: С (Г)—пространство непрерывных функций на ком­
пакте Т с равномерной нормой; D [0, 1] —пространство функ­
ций, непрерывных справа, имеющих пределы слева в каждой 
точке, снабженное метрикой do Скорохода (см. [2, с. 153]); 
Lp(r, £, т)—пространство (классов эквивалентности) функ­
ций, интегрируемых с р-й степенью (р_5*П по мере х, с нормой-
I h l l p - U l h l ' d T ) ^ . 

Г 
Нам понадобятся некоторые характеристики случайных про­

цессов и вероятностных мер. Если YtGT ^eL1 (Q, g, P), то-
функция .--s-ui,---Е£,( называется средним значением процесса .-. 
Если Yi&T i-,GL-(Q, £?, Р), то корреляционная функция процес­
са | определяется равенством K(s, /) = Е( | ,—a () (|s—а,). Пусть 
Р — вероятностная мера в линейном топологическом простран­
стве X. Обозначим через X"'' пространство, сопряженное к X w 
снабженное слабой-* топологией, а через <-, •> — билиней­
ную форму, приводящую X и X* в двойственность. Средним 
значением меры Р называется такой элемент ЙР GX, что 
Ух*еХ* 

( аР, х* ) •= \ < х, х* ) Р (dx). 
х 

Корреляционный оператор меры Р —это такой линейный опера­
тор КР:Х*->Х, что Ух*у j/*6X* 

< КрХ*, у* ) =\ ( Z — (lp, А'* ) ( Z —• Яр, \}* ) Р (dz). 
X 

Характеристическим функционалом меры Р называется отобра­
жение гГр пространства X* в множество комплексных чисел». 
определяемое равенством 

Ч'р (x*) = ^ exp {i < x, x* ) } Р (dx). 
А' 

Линейный носитель NP меры Р определяется как наименьшее' 
замкнутое аффинное многообразие X, для которого Р (NP) -•— l.. 
Топологический носитель supp P определяется как наименьшее 
замкнутое подмножество X, для которого P(suppP) = L 

63'-



§ 2. Сходимость вероятностных мер 

Слабая сходимость. Теория слабой сходимости подробно 
изложена в [2] Напомним некоторые определения и приведем 
несколько менее известных, но важных для наших целей ре­
зультатов. 

Последовательность вероятностных мер (Р„), определенных 
на сг-алгебре %х борелевских подмножеств метрического прост­
ранства X, называется слабо сходящейся к мере Р, если для 
любой непрерывной ограниченной функции h на X ) /zdP„-> 

-v f AdP. Слабая сходимость обозначается символом =>. 

Если последовательность случайных элементов £„ простран­
ства X сходится по вероятности к !-, то &ъ^&\. 

Утверждение о слабой сходимости Р„ к Р эквивалентно сле­
дующему: для любого Р-почти всюду непрерывного функциона­
ла f;X-+R* Pnf-^Pf'1 . 

Справедлив и несколько более общий результат. Пусть пп 
и /г —измеримые отображения X в сепарабельное метрическое 
пространство Y. Пусть Хй — множество тех х, для которых со­
отношение hn(xn)-+h(x) не выполняется для какой-нибудь по­
следовательности (хп), сходящейся к х. 

Т е о р е м а 2.1. Если P"{Rightarrow}P и P(X0)=0, то Pnhn-^Ph~l. 
Доказательство см. [2, с. 53]. 
С л е д с т в и е 1. Пусть Y=Rl (или Rm), a hn, h ограничены 

одной и той же постоянной. Если Рп=*-Р и Р(Х0)=0, то 

JMP«-^jhdP. 
X X 

Т е о р е м а 2.2. Предположим, что X сепарабельно. Пусть 
(/в)—-семейство действительных функций на X, равномерно 
ограниченных и равностепенно непрерывных в каждой точке из 
множества Р-полной меры. Тогда из Р,,=НР следует, что равно­
мерно по 0 

j79dP..-^j/9dP. 
X X 

Доказательство см. ![60, теорема 1; 68]. 
С л е д с т в и е 2. Пусть h — измеримое отображение сепа-

рабельного пространства X в банахово пространство (В, | | - | | ) . 
Предположим дополнительно, что h ограничено по норме и 
Р-почти всюду непрерывно. Тогда из Р,.=>-Р следует, что 

j hdP„- J ArfP {to}0. 
X X 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Надо применить теорему 2.2 к семей­
ству {Л,,*}, || у* ||... < 1; _V (х) = < /г (х), у* ) Ш 

Сходимость по вариации. Пусть (J, —конечный заряд (знако­
переменная мера) на Я5д-. Вариацией заряда (л называется мера 
| ц | , определяемая равенством: 

H ( - 4 ) = sup{sum} |р(Л, . ) | , 
(Ап) п 

где точная верхняя грань берется по всем счетным разбиениям 
(A„). Величина ||ц||-= \\х(Х) | называется полной вариацией за­
ряда ii. ' 

Любой конечный заряд ц допускает разложение Хана: су­
ществуют две конечные меры |я+, ц,- такие, что \i = ix+—ц- и 
для некоторого измеримого множества A M,+ (A) = ii~(Ac) = 0. 
Тогда |(.i| =[x+ + p,-. 

Сходимость по норме банахова пространства всех конечных 
зарядов (j, на -Эд- с нормой ||{mu}|| называется сходимостью по в а-. 

var 
риации или сильной сходимостью и обозначается символом {to}. 

Отметим два свойства полной вариации. 
1. Если заряд (х абсолютно непрерывен относительно меры v 

и Л = | £ , то ||ц y - ^ l d v . 

2. Предположим, что n. ,<v, fx<v и hn — ̂ -, h = ^ , 

v —мера, i огда СХОДИМОСТЬ fi„—>\х эквивалентна сходимости пп 
к /г в норме пространства L1 (X, 95*, *>)- В частности, сходи­
мость по вариации абсолютно нгпрерывиых (по мере Лебгга) 
вероятностных распределений в /..?•'•" эквивалентна сходимэсти 
в среднем их плотностей. 

. § 3. Формула полной вероятности 

Пусть (X, S3) — измеримое пространство, Р — вероятностная 
мера на Э; Г — разбиение пространства X на непересекающи­
еся подмножества 7- Факторпространство, элементами которого 
служат подмножества у, обозначим X/Г. 

Пусть п-.Х^-Х/Т — каноническая проекция, сопоставляющая 
каждому хвХ тот элемент разбиения, которому принадлежит 
х. Снабдим факторпространство а-алгеброй %>x,v> состоящей из 
таких множеств AczX/Г, для которых я - 1 (Л)6Я5. На измеримом 
пространстве (X/Г, $£>х,т) возникает фактормера Рг-=Рл. -1. 

Наконец, в (X, 93) возникает а-подалгебра 33г, состоящая из 
множеств вида я"1 (А), А^Ьх.т-

Система вероятностных мер {PY}> УбГ> определенных на 95, 
называется системой условных мер для меры Р относительно 
разбиения Г, если для любого В@& функция y-+Vy(B) измерима 
относительно §8л-,г и для любого Лб^х.г 
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P(Bnn-i(A)) = §Py(B)PF(dy). (3.1) 
л 

Иными словами, функция Р„{.) (В) является вариантом условной 
вероятности Р (51 95г). 

При -A = X/r формула (3.1) превращается в формулу пол­
ной вероятности 

P(E) = jPY(E)P r(dy). (3.2) 
ЛГ/Г 

Если g—-интегрируемая функция, заданная на пространстве 
(Xi 95, Р), то из (3.2) следует равенство 

J g (x) P (dx) = f J g (x) PY (dx) Pr (dy), (3.3) 
JC Х/ГХ 

причем (3.2) является частным случаем (3.3) при g — 1.9. С Дру­
гой стороны, если / : (X, S3) {to}(F, St) — измеримое отображение,. 
то VAet 

P/- I(A)=]'PY /-MA)Pr(dy). (3-4) 
ЛГ/Г 

Меры P-f"1, заданные на пространстве (Y, 2£), называются 
условными распределениями функционала f относительно меры 
Р и разбиения Г. 

Предположим теперь, что X — полное сепарабельное метри­
ческое пространство, .в=-Эд: — борелевская ст-алгебра. Пусть 
Г •— разбиение на прообразы точек при некотором измеримом 
отображении (X, 89.x) в полное сепарабельное метрическое про­
странство. Такое разбиение будем называть измеримым. Для 
измеримого разбиения система условных мер существует. 
С ТОЧНОСТЬЮ до множества Р г -меры нуль-условная мера един­
ственна и сосредоточена на я_1(у) (см. [45, 38 (с. 259—261)]). 

Перейдем к изучению свойств системы условных мер. Сна­
чала сформулируем аналог (3.4) для плотностей распределе­
ний функционалов. Пусть f : X{to}Y — измеримое отображение, 
ц, — мера на Y. Предположим, что существует такая функция 
(-у, y)-*~Pt{y), измеримая по паре переменных и такая, что при 
Y<-X/r 

dV / - ' 
Ру(.У)-~^г(У)-

Тогда функция 
/>({/)— JMJ/)Pr(dy) (3.5). 

x/v 
является плотностью меры Р/"1 по мере \i. Соотношение (3.5) 
позволяет из информации о плотностях условных распределе­
ний рт извлечь информацию о плотности распределения функ-
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ционала f. На протяжении следующих глав именно формула 
(3.5) будет служить исходным инструментом исследования, 

Следующее утверждение выражает независимость функцио­
нала / от а-алгебры 93г в терминах условных распределений. 

Т е о р е м а 3.1. Пусть f\X-+Y — борелевский функционал 
со значениями в сепарабельном метрическом пространстве Y. 
Если Г —измеримое разбиение X, то для того чтобы / был 
независимым от 95Г, необходимо и достаточно, чтобы Р7/-1--= 
— Р/"1 для Рг-почти всех yGX/Г. 

Предположим теперь, что на Я5.-- заданы две меры Р и Q, 
Q-CP. Тогда, очевидно, Qr<Pr - Укажем связь между PY и QY. 

Теорема 3.2. При Рг-почти всех у QV<^PY и 
№у , . act , , 

dPr 
(n(x))Jl (3.6) 

V 
для Р-у-почти всех х. 

З а м е ч а н и е 1. Верно и обратное: если Q r < P r , QY<PY 
для Рг-почти всех y, то Q < Р. Формулу (3.6) следует понимать 
в том смысле, что правая часть является одним из вариантов 

<-Q Y плотности •—г-. 
_ У 
Приведем еще выражение для расстояния по вариации между 

двумя мерами в терминах условных мер. Пусть Р, Q —меры 
на X; {PY}, {QY}, Рг, Qr—соответствующие системы условных 
мер и фактормеры. Тогда 

HP-QH- S | | ^ 7 ( ^ - ^ - - Q v - - ^ ^ | ( P r + Q r ) ( d Y ) . (3.7> 
Х/Г 

В частности, если Р г = Qr> то 

| | P - Q | | = J | |PY-Qv i |Pr(dY)- (3.8) 
луг 

Соотношение (3.7) легко получить, пользуясь разложением 
Хана. 

§ 4. Метод расслоений 
Общая схема. Метод расслоений предназначен для изуче­

ния распределений функционалов от случайных процессов с 
помощью формулы полной вероятности. При этом основная 
идея заключается в том, что рассматриваются измеримые раз­
биения, элементы которых устроены достаточно просто. Во всех 
наших рассмотрениях элементы разбиения будут конечномер­
ными (как правило, одномерными) множествами. При тради­
ционном использовании формулы полной вероятности, наоборот, 
конечномерным оказывается факторпространство, а элементы 
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разбиения имеют сложную структуру, что затрудняет изучение 
условных мер. Неудивительно, что существует ряд задач, в ко­
торых метод расслоений дает лучшие результаты, чем тради­
ционный подход. 

Общая схема метода такова. Случайный процесс рассмат­
ривается как мера Р, заданная на полном сепарабельном метри­
ческом пространстве (X,S--), точками которого являются тра­
ектории процесса. Пусть f: (X, 8Х)-->(#т,-9m) — измеримый 
функционал со значениями в евклидовом пространстве Rm, 
Изучение его распределения — меры Pf_1 на Sm — проводится 
в три этапа. 
' На первом этапе подбирается такое измеримое 'разбиение Г, 

чтобы проще было изучить условные меры Рт. Для- этого эле­
менты разбиения у выбираются как множества простой струк­
туры— прямые линии, лучи, отрезки, гладкие кривые, d-мер-
ные плоскости и т. д. Обычно их удается подобрать таким 
образом, чтобы вдоль каждого у функционал /. был гладкой 
функцией, и его производная не вырождалась. 

На втором этапе изучается отображение функционалом f 
условных мер Рт. Соответствующая конечномерная задача хо­
рошо изучена (известные результаты приведены ниже). Итог 
второго этапа — информация об условных распределениях Р.,/-1, 
которые являются образами Рт при отображении | . ' 
• На третьем этапе оценивается фактормера Рг и с помощью 
формулы (3.4) информация, полученная на втором этапе, пере­
рабатывается в информацию о Pf_1. Если нас интересуют свой­
ства плотности распределения Р/ -1, то вместо (3.4) можно ис­
пользовать (3.5). 

Метод расслоений был впервые использован в [15—19] и 
получил дальнейшее развитие и применения в [28—33, 53—55]. 

Наша ближайшая цель — построить широкий класс разбие­
ний, отвечающих-требованиям метода расслоений, и изучить 
возникающие условные меры. 
- Допустимые полугруппы. Пусть (X, -Э*, Р) — метрическое 

пространство с мерой. Измеримое отображение G : X{to}X будем 
называть допустимым, если PG-'-CP. 

О п р е д е л е н и е . Семейство отображений {Qc}, c£R+
m, назо­

вем допустимой полугруппой, если 1) G-— тождественное ото­
бражение; 2) G-,°G-. —G-J+,-.; 3) при всех с отображение Gc 
допустимо и взаимно однозначно; 4) при любом х отображение 
c-^Gc(x) взаимно однозначно. 

Будем говорить, что xi, x26X эквивалентны (x-~x-) , если 
при некоторых cv c2QR+m 

Пусть Г —разбиение, порожденное введенным отношением 
эквивалентности, к:Х-+Х/Г — каноническая проекция. Множе 
68 



ства вида я-1 (у), YGX/Г, состоящие из эквивалентных точек, 
назовем орбитами. Орбиты инвариантны относительно Gc. 

Лемма 4.Г Пусть хх~ х2, Тогда существует единственное 
c(xvx2)QRm, такое, что если 0Cl(x1) = GCz(x2), то с1 = с2 + 
+ С (xi, x2)' 

Лемма 4-2. Пусть я - 1 (7) —орбита полугруппы, х6л~1(у). 
Тогда отображение ]х: у~+с{х,у) дает взаимно однозначное 
соответствие между я - 1 (y) и некоторым множеством CxaRm, 
причем действие полугруппы {GJ на я - 1 (-у) переходит в дей­
ствие полугруппы сдвигов на Сх: 

JxGc(y) = Jx(y) + c. (4.1) 
Отметим, что изменение исходной точки х в пределах орбиты 

приводит только к линейному изменению Jx и сдвигу множе­
ства Сх: 

Л, ( - ) - - М - ) +<••(•*••. -«г). (4-2) 
Cx=CXt + c{xv x2). (4.3) 

Помимо выполнения алгебраических и теоретико-множест­
венных условий 1—4, в дальнейшем будет предполагаться вы­
полнение топологического условия: 

5. Условие непрерывности: Jx является гомеоморфизмом, ес­
ли на п~1(у) рассматривать топологию, унаследованную из X. 

Пусть Хт—мера Лебега в Rm. Тогда на ЗЭХ можно опреде­
лить меру А,т соотношением 

Xy(B)^^(Jx(B[]n^(y))). (4.4) 
Заметим, что, в силу (4.2), значение Ху не зависит от того, 

какое л:бя-1 (у) используется в (4,4). Мера Ху сосредоточена 
на я-1 (y). 

Пусть Ве%х, св£?+
т. Тогда Q71 (В)&дх и 

G71 (В) П я-1 (y) =- ОТ1 (В П пт- (Y)). (4.5) 
поскольку л-1 (у) инвариантно относительно Gc. Кроме того, 
в силу (4.1), 

c + JxO? (-) = JX (•). 
Поэтому 

Ху (Ог- (Я)).-Я* (Jx (О--. (В) п я"» (Y))) = 
- Я" (Jx (В П JT- (Y)) — с) = Ху (В). (4.6) 

Равенство (4.6) устанавливает, что мера Kv инвариантна отно­
сительно действия полугруппы Gc. 

Вычисление условных мер. Предположим теперь дополни­
тельно, что X полно и сепарабельно, а Г— измеримое разбие­
ние на орбиты полугруппы {G0}. Тогда определена система 
условных Mep {PY}. Положим Рс = PG -1 . В силу допустимости 
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dpc 
полугруппы P - < P . Пусть рс = — — соответствующая плотность-

Т е о р е м а 4.1. Пусть Г — измеримое разбиение ПОЛНОГО 
сепарабельного метрического пространства X на орбиты допусти­
мой полугруппы {Gc}, c&R+

m, удовлетворяющей условию непре­
рывности. Тогда при Р г-почти всех у условная мера Рт абсо­
лютно непрерывна относительно инвариантной меры Ят, и плот­
ность может быть вычислена по формуле 

rfp 
£у(Ои(х))-Ку[р»(Ои(х))Г1 (4.7) 

для Рт-почти каждого х. Нормирующий множитель Кт постоя­
нен на у. 

З а м е ч а н и е 1. В этой теореме X можно заменить на лю­
бое открытое множество VczX, так как изменением метрики 
•оно может быть превращено в полное сепарабельное про­
странство. При этом надо считать, что отображения Gc дейст­
вуют из V в V. 

Доказательству теоремы предпошлем критерий абсолютной 
непрерывности мер в Rm в терминах сдвигов мер. 

Л е м м а 4.3. Пусть ц — конечная мера на (Rm, Sm), U — 
множество положительной меры Лебега Хт. Пусть ци (•) = 
= fx(••—«), — сдвинутая мера, и при почти всех uW \xu<^.\x. 
Тогда ц<СЛт и плотность М меры \х относительно Хт при \х-
почти каждом v£Rm удовлетворяет соотношению 

ЛЦа + й) — М ( * 0 [ ^ (а + и)]-1 (4-8) 
одновременно для .'.'"-почти всех uQU и любого измеримого 
по паре переменных варианта функции ----- (а). 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . Пусть v-ненулевая абсо­
лютно непрерывная мера, сосредоточенная на —U. Тогда для 
свертки v*[x справедлива формула 

v.{mu}(-)=- ^v(du)[i(-— «).-= fv(dtt)p,»(.). (4.9) 
-и -и 

Соотношение ц''-C^i можно переписать в виде jj.<^jx-", при этом 
- к е - f / . Поэтому из (4.9) следует, что JJ,<V*H. 

С другой стороны, v*\i<^Xm, так как v<A,m. Итак, {mu}<A.ra. 
Пусть М — плотность |j. относительно Хт. Тогда функция 
М(v)/М(v•}• и) будет измеримым вариантом плотности j^(v). 
Если р(и, •а)-любой измеримый вариант плотности т-^Оо), то 
функция р(и, v + u) будет измеримым вариантом ----- (v). Легко 
проверить, что любые два измеримых варианта функции •j—ui'V) 
70 



I 

совпадают на UxRm почти всюду относительно меры XmXV-
Поэтому р(«, ^ + и ) = = л ^ - - ) , 

M(v + u)=M{v)[№{v + u)~\~\ (4.10) 
Поскольку для ц-почти всех v (4.10) верно при .V-почти 
всех uQU, то лемма доказана Щ 

При m = l, U — R+1 аналогичное утверждение доказано в [50]. 
Идея приведенного здесь рассуждения принадлежит В. По­

лищуку. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4.1, Прежде всего, заме­

тим, что для фактормеры (Рс)г и семейства условных мер 
{ ( p c hh порождаемых мерой Рс и разбиением Г, справедливы 
соотношения 

(РС)г = Рг; (P'b — PvG-1- (4.П) 
Первое из этих соотношений сразу следует из инвариантности 
орбит относительно Gc: если А^х.т, то 

(Рс)г (А) = Р-я"1 (А) = PG~W (А) = Ря"1 (А) — Р г (А). 
Второе из равенств (4.11) мол-сет быть получено прямой про­
веркой соотношения (3.1). С другой стороны, применяя теоре­
му 3.2 к мерам Рс и Р, найдем ' . . 

^ - - • w - i - S ^ - M . i-...-
Поскольку пространство (X, Ху) эквивалентно подмножеству 
{/•?'", Xm), причем изоморфизм Jx переводит полугруппу {GJ в 
полугруппу сдвигов, то к мере ц - P v . / j l можно применить 
лемму 4.3. При этом выполнение условия (-Iе-Си эквивалентно 
установленному теоремой 3.2 соотношению РтС-- = (Рс)7<<£.Р-у-
Применение леммы 4.2 дает: Pv./--<A,m, что эквивалентно 
соотношению Р-у < XmJx — Хуг 

Для Р-.-почти всех х формула (4.8) применима с и = 0. По­
лучим 

-5JH«)-*V "°а J* (и) 

Возвращаясь в пространство (X, Ху), получаем с учетом (4.12) 
rfP -^[Ои(х))=Ку[рЧО„(х))Г1 • 

Вычисление условных распределений. В соответствии с об­
щей схемой метода расслоении за вычислением условных мер 
следует изучение их образов, т. е. условных распределений. 
Поскольку вычисленные в теореме 4.1 условные меры сосредото-
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чены на конечномерных множествах, ТО необходимо изучить 
преобразования мер в евклидовом пространстве. Перейдем к 
обзору соответствующих аналитических результатов. Пусть 
%т — мера Лебега в Rm, X = Xl. 

Т е о р е м а 4.2. Пусть / : Д-.-Я1, где Д — ограниченное от­
крытое множество в R1, В— измеримое подмножество Д, 
функция / дифференцируема А-почти везде на В. Тогда а) Для 
того, чтобы ABf "'<-?-. А, необходимо и достаточно, чтобы 

X{ceB\f (с) = 0}^0; (4.13) 
б) если дополнительно предположить, что / абсолютно непре­
рывна или монотонна на Д, и выполнено условие (4.13), то 
плотность может быть найдена по формуле 

^ - ( « н , 2 \г<с)\-к (4-14> 
Утверждение б) для абсолютно непрерывных функций до­

казано в [63]. 
З а м е ч а н и е 2. Нам неизвестно, справедливо ли равен­

ство (4.14) при более слабых предположениях, чем абсолют­
ная непрерывность. 

Нам понадобится также аналог теоремы 4.2 для функций 
нескольких переменных. 

Теорема 4.3. Пусть f: A->Rm, где Д — ограниченное от­
крытое подмножество Rm, функция / дифференцируема по Фре-
ше А,га-почти везде. Тогда а) если .Vf-'-САЛ TO 

К" {с |detD/(c)=---0} = 0, (4.15) 
где D / —матрица первых производных; б) если выполнено (4.15) 
и / непрерывно дифференцируема, то Хт/-1<^Хп и плотность 
•имеет вид 

/Ф)-= 2 |detD/(c)|--.' (4.16) 

Несомненный методический интерес представляло бы ослаб­
ление условия непрерывной дифференцируемое™ f. Известен 
аналог теоремы 4.2 для случая, когда размерности образа и 
прообраза различны (см. [20]). Приведенные теоремы допу­
скают обобщение на случай, когда функцией f переносится не 
сама мера Кт, а некоторая мера, абсолютно непрерывная отно­
сительно %т. 

С л е д с т в и е 1. Пусть р,— мера на Д, {mu}<^m. Тогда 1) Ес­
ли т = 1 и выполнено (4.13), то \iBf~x<^X. 2) Если т=\, функ­
ция / абсолютно непрерывна или монотонна на Д и выполнено 
условие (4.13), то плотность цв/- ' по % может быть вычислена 
по формуле 
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/Ф)= 2 \Г(с)\-г^(с). (4Л7> 
сегч»}пв 

3) Если функция / непрерывно дифференцируема по Фреше, и 
почти везде на Д матрица первых производных D / невырожде-
на, то 

р(и)= {sum} | d e t D / ( c ) | - ^ ( C ) . (4.18> 
сбГ'{«} 

Выведем формулу для условного распределения функци­
онала. Пусть по-прежнему {GJ — допустимая полугруппа, дей­
ствующая в X, Г — соответствующее разбиение на орбиты». 
{Р-/ — система условных мер. Напомним, что для xeX было-
введено отображение /я, параметризующее орбиту п(х) эле­
ментами некоторого множества С—7?т. 

Если } — измеримое отображение из X в Rm, то через /,, 
обозначим отображение 

c{to}/x(c)=/(./j1(C)), xex, сесх. 
Т е о р е м а 4.4. Пусть .6695*. 1) Если m = l , при почти всех 

с£/х(В) функция /х имеет производную, не равную нулю, то 
мера Ру.в/"1 абсолютно непрерывна относительно меры Лебега Л_ 
2) Если /n=-l, функция /х абсолютно непрерывна или моно­
тонна на Сх и fx>(c)=f=Q почти везде на Сх, то плотность меры 
Ру.в/'1 по мере Лебега вычисляется по формуле 

РМ- 2 ^(J7l(o))\fx'{c)\-"- (4.19) 

3) Если функция fx непрерывно дифференцируема по Фреше,-
и почти везде на Сх матрица первых производных невырож­
дена, то 

р {и)- S ж; ̂ {с)) I d e t D/*{c) I "'• (4i20> 

Д о к а з а т е л ь с т в о . . Очевидно Ру,в/~ — ̂ (•в,/ - 1» г д е 

плотность меры \х относительно %т задается формулой 

Применяя к мере \а соотношения (4.17), (4.18), получим ут­
верждение теоремы ,Ц 

Следующие теоремы дают достаточные условия непрерыв­
ной зависимости образа-меры от отображающего функционала. 

Т е о р е м а 4.5. Пусть fn, / — выпуклые функции со значе­
ниями в R1, определенные на ограниченном интервале AczR1. 
Пусть при Х-почти всех сбД 
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/'(с) «---О» /(с) — П т / Л 4 
J п 

Тогда для любой меры Р. абсолютно непрерывной относитель­
но Я. 

var 
Pnf-'^Pf'1- (4'21) 

Теорема 4.6. [19]. Пусть/, £ —непрерывно дифференци­
руемые функции со значениями в R\ определенные на ограни­
ченном интервале AcrR1 и f{ne}0 почти везде. Пусть .^ — семей­
ство мер на ст-алгебре ©А, плотности которых образуют равно­
мерно ограниченное и равностепенно непрерывное семейство. 
Тогда для любого е>0 найдется б>0, такое, что из неравен­
ства 

s u p ( | / - g | + | / - g ' | K 6 
д 

следует, что 
sup | |Pg- 1 -P / - I | |<e . 

Простые примеры показывают, что в условии теоремы нель­
зя отказаться ни от близости производных, ни от непрерывно­
сти {'. 

Глава 2 
ФУНКЦИОНАЛЫ ОТ ГАУССОВСКИХ ПРОЦЕССОВ 

§ 5. Допустимые сдвиги и условные меры 

Случайный процесс ••!= (|(), £67, называется гауссовским, 
если все его конечномерные распределения гауссовские. Рас­
пределение гауссовского процесса | в (RT, -Эт) будет гауссов-
ской мерой в смысле следующего определения. 

Мера Р в линейном пространстве X называется гауссовской, 
если Vx*GX* распределение случайной величины <•, х*) на 
вероятностном пространстве (X, Р) является гауссовским. 

При изучении структуры мер, соответствующих гауссов­
ским процессам, важную роль играют сдвиги, оставляющие эти 
меры квазиинвариантными. Напомним соответствующие опре­
деления. 

Каждый элемент I линейного топологического пространства 
Xпорождает группу G' = {GJ}, c£R\ сдвигов: 

Qc
l(x) = x+cl. (5.1) 

Вектор I называется допустимым сдвигом для меры Р, если 
P' = P(Gi') '«СР. Вектор / определяет допустимое направление 
для Р, если группа Q1 допустима, т. е. если РсгСР Для всех 
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CQR1. Множество всех векторов, определяющих допустимые на­
правления для Р, будет обозначаться НР. Оно является вектор­
ным пространством и не меняется при сдвигах меры: VigX 

Разбиение Г на орбиты группы G' будем называть разбие­
нием на прямые, параллельные I. Каждый элемент у разбиения 
Г может быть представлен в следующем виде: у = {х + cl, C&R1}. 
Такую параметризацию элементов разбиения Г будем называть 
естественной. Как обычно, через {Рт} и Рг обозначаем -систему 
условных мер и фактор меру для Р относительно разбиения Г. 

Перейдем к рассмотрению гауссовских мер- В этом случае 
пространство допустимых направлений и условные меры на пря­
мых, параллельных допустимым направлениям, могут быть опи­
саны исчерпывающим образом. Ниже, в теореме 5.1 собраны 
основные факты о структуре гауссовской меры в линейном про­
странстве, которыми мы будем пользоваться в дальнейшем. Хо­
тя многие из приводимых свойств выполняются и при менее 
жестких ограничениях, мы будем предполагать, что простран­
ство X локально выпукло и сепарабельно. Отметим, что эти 
условия заведомо обеспечивают измеримость разбиений прост­
ранства X на параллельные прямые. 

П р е д л о ж е н и е 5.1. Пусть Р — гауссова мера в X. Тогда 
среднее значение для Р существует. 

Если среднее значение для Р равно а, то для меры Р"" сред­
ним значением будет 0. Таким образом, при изучении простран­
ства Нр допустимых направлений гауссовской меры Р можно 
всегда предполагать, что исходное среднее равно нулю. В даль­
нейших рассуждениях этого параграфа, если не оговорено про­
тивное, рассматриваются меры с нулевым средним. 

Каждый линейный непрерывный функционал х* может рас­
сматриваться как гауссовская случайная величина на вероят­
ностном пространстве (X, Р), то есть как элемент пространства 
L2(X, P). Пусть ХР —замыкание X* в L2(X, P). Элемент h 
этого пространства, рассматриваемый как случайная величина 
на (X, Р), будет обозначаться <•, h}. Он является линейным из­
меримым функционалом. Последнее означает, что равенство 

< х + у, h) = < х, h) + < у, h > 
выполняется для РхР-почти всех пар (X, у)&Х Х X- Прост­
ранство Хр, как подпространство L2 (X, Р), является гильберто­
вым. Скалярное произведение, индуцированное из L2(X,P), 
будем обозначать (., .), а норму —1 + 

Пусть i* — оператор включения X* в ХР. Из сходимости л , / 
к х* в слабой-* топологии вытекает, чтб i* (х,.*) сходится 
к i* (.**) в норме Xp. Это означает, что оператор i* непре­
рывен, Обозначим через г оператор HaLXV—ХР в X, сопряжен­
ный к i*. Положим 
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JVP-= П kerx*. 
.**gkeri* 

Так как X сепарабельно, то X* тоже сепарабельно. Поэтому 
JVP совпадает с пересечением кег х}* для некоторого счетного 
множества x /gker i*. Поскольку для каждого J P(kerx;.*) — l, 
то P(7Vp) — 1 . Поэтому Л^Р является наименьшим замкнутым под­
пространством полной меры, то есть линейным носителем меры Р. 

Т е о р е м а 5.Г Гауссовская мера Р обладает следующими 
свойствами: 1) оператор i изоморфно отображает Xp на F/p; 
2) замыкание пространства Я Р совпадает с линейным носите­
лем 7vy, 3) линейный носитель М- является и топологическим 
носителем меры Р; 4) пусть Г—-разбиение X на прямые, парал­
лельные вектору ЩНР, I = i (k), hQXP; тогда для Pr-почти всех у 
условная мера Pv в естественной параметризации (y = {x-\-cl, 
сб-Я1}) будет гауссовской с параметрами (— ( х, h )JA|~-» | h\~2)\ 
5) пусть /6ЯР, l = i(h)> hQXp; тогда 

-^{x)-exp{{x,h)-±\h?}; (5.2) 

6) корреляционный оператор для Р существует и равен i-i*. 
Эти свойства, за исключением, вероятно, свойства 4), доста­

точно хорошо известны (см., например, [64, 62, 65, 8, 12, 51, 56, 
44, 7]; этот перечень далеко не полон, — обширную библиогра­
фию можно найти в [12, 44, 51]). Тем не менее для удобства 
читателя мы приводим доказательство пп. 1, 4—6. Доказатель­
ство свойства 4), .основанное на формуле сдвига (5-2), имеется в 
[28]. Предлагаемый здесь вывод свойства 4) и формулы сдвига 
(5.2) по-видимому является новым. 

Д о к а з а т е л ь с т в а Докажем 1). Заметим, что оператор i 
инъективен. Действительно, пусть i(h) = 0. Тогда Ух*£х* 
0 = ( i{h), х* > =(h, i*(x*)). Tak как i* (X*) плотно в XP, то 
VcpeZp (h, <P)=-0. Следовательно, A = 0, 

Пусть / — допустимый сдвиг. Для каждого х*(*Х* обозначим 
W-x*i у** распределения функционала { •, х* > относительно 
мер Р и Р1. Меры р,х*, vx* являются гауссовскими с парамет­
рами (0, 11* (х*) |2), ( ( I , х* ) , | i* (x*) |2), соответственно. Так 
как Р ' < Р , то Ve>0 Яб>0, такое, что из P (A)<6 вытекает 
P ' (A)<e . Значит Ух*£Х* из неравенства p,^*(E)<6 будет сле­
довать v.** (5) < s . Последнее означает, что параметры мер \ъх*> 
vx* связаны соотношением 

SUp Ш ^ 1 < со. 

Отсюда вытекает,' что линейный функционал (I, • ) продол­
жается с i* (X*) до непрерывного функционала на ХР. Следо­
вательно, существует AgXp такой, что < i, x* >--=(//, i* (x*)) 
Ух*вХ*. Но (A, f*(x*))= < 1(h), х* > и так как X* разделяет 
точки в X, то l = i(h). 
76 



Пусть теперь I-=(• (h), где h£XP. Покажем, что --—допусти­
мый сдвиг. 

Положим 1х = {х*еХ* | (I, х* > ==0}- Легко видеть, что ст-ал-
гебра Ш} подмножеств X, порожденная функциями {< •, х* ) , 
^ е ^ 1 } , совпадает с ст-алгеброй, порожденной разбиением Г 
пространства X на прямые, параллельные I. Так как Vx*£lx 

(h,i*(x*))= (l,x*) -==0, то h ортогонально каждой случайной 
величине < ., х* ) . х*^-1. Поскольку ХР образует гауссовское 
семейство, то это означает, что случайная величина (-,h), 
а следовательно, и 8= ( •, /г | h j - 2 ) , не.зависит от а-алгебры £01» 
Но тогда (см. теорему 3AJ мера PvFf'. где PY—условные меры 
ДЛЯ- Р относительно Г, для Рг-почти всех у совпадает с P-g""1, 
т- е. является гауссовской с параметрами (0, |/z|~2)- Пусть пря-
мая y имеет параметризацию y~{x-\-cl, W 1 } - Поскольку для 
Рг-почти всех у и почти всех cQRx 

?; (JC.+ cl)= (x+ct, h | А | - - ) == ( х, h ) | h | -2-f c, 
то сама мера Р г в указанной параметризации будет гауссов-
ской с параметрами ( - ( х, k ) \ h j - 2 , | h | _ 2 ) . Для меры Р- фак-
тормера Pf равна Рг, а условные меры Pv' получаются из Pv 
сдвигом на 1 (в естественной параметризации). Значит, PY<PV 
для Рг-почти всех y и по замечанию к теореме 3.2 получаем, 
что Р'<^Р. Таким образом, 1$Нр- Заметим, что одновременно 
мы получили доказательство и п.4). 

Выведем формулу сдвига (5.2). B соответствии с теоремой 3.2 
для Рг-почти всех у и Рт-почти всех у 

dpi dP' 

Пусть y=?x-\-cl и пусть pv, pl
y - плотности мер PY, P! в есте" 

ственной параметризации. Тогда 
< , Ply(c) P v (c-I) 
^Pv

 [У) Ру («0 - Ру (с) • 
Так как pY (с)-гауссовская плотность с параметрами 
( - < x,h >|Л|-2, |/гГ2), то 
f l ^ I 2 - - e x p { < * A . } + C | A | 2 — l | A | 2 } — exp{<//,h>—lfL2}, 

что i<i требовалось доказать. 
Доказательство свойства 6) вытекает из соотношения 

( i{i* (*•)). у* > =*{i*(x*), i* (£/*))-= J" (x,x*) < x, у* ) P (d.x), 
x 

.x*,y*ex*. 
Теорема доказана Я 
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Замечание 1. Пусть Кр — корреляционный оператор 
меры Р. Тогда /<p(X*) плотно в JVP. 

З а м е ч а н и е 2. Если X —сепарабельное банахово про­
странство, то поскольку оператор i* непрерывен в слабой-* 
топологии, он будет вполне непрерывен. Сопряженный к нему 
оператор i и оператор Кр — Ы* также будут вполне непре­
рывны. 

Замечание 3. Как следует из п. 4). дисперсия условных 
мер на прямых, параллельных допустимому вектору I, не зави­
сит от у. Ее величина будет обозначаться о\ (I). Величина 
cfP(i) совпадаете^!'1, где l = i(h)\ она будет называться 
мерой допустимости вектора /. 

Рассуждения, аналогичные использованным нами при дока-
зательстве второй части п. 1), дают возможность получить 

Предложение 5.2. Пусть (/1, . . . . i„) —линейно незави­
симые векторы из Яр, lk = i(hk), hkeXP, A —матрица, образо­
ванная скалярными произведениями (ht, hk)> Пусть Г —разбиение 
на /г-мерные многообразия, параллельные подпространству, 
натянутому на (/1, . . . , /„) . На элементе разбиения у введем 

параметризацию: Y= x + 2 c ^ * ' c^l\- Тогда Для Рг-почти 
всех y условная мера PY в выбранной параметризации будет 
гауссовской с матрицей ковариаций А'1 и средним а{х) — 
= — А~1Ь{х), где Ь(х) — вектор с координатами (x,h,,). 

Следует обратить внимание на тот факт, что матрица 
ковариаций мер PY не зависит от элемента разбиения. Заметим 

п 

также, что вектор aY=x+2a* W-*' гДе a*(x)—k-я коорди-
1 

ната а(х), не зависит от выбора xgy. Этот вектор aY будем 
называть центром условного распределения PY. 

Следующая теорема оказывается весьма полезной при на­
хождении пространства НР в конкретных ситуациях, 

Теорема 5.2. Предположим, что коореляционный опера­
тор КР меры Р допускает факторизацию КР=1°1*, где 
I — линейный оператор из некоторого гильбертового простран­
ства L = L* в X, а /* —оператор, сопряженный к I. Тогда 
tfp-=/(L). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть L- — замыкание /* (X*) в L, 
a Lo" —ортогональное дополнение к L0. Соответствие к:1*(х*)-*-
{to}/*(.**) в силу равенства 

(/* (x*), / * № = < /о/* (**), у* > = 
= < /of* (.**), у* > = (I* (х*), I* (у*)) 

является изометрическим изоморфизмом между i*(X*) и /* (X*) 
и продолжается до изометрического изоморфизма между ХР и 
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L0. Так как для Ф#* (X*) I (х (ф))-= i (Ф), то /ox = i. Следова­
тельно /(L0) — -r(>-(Xp)) — i(Xp) — Hp. Для ieLo1 и Ух*вХ* 
</(/). л* > =(i,/*(.**)).-.-= 0. Поэтому 7 ( 0 = 0 и значит 

/(L)-=-/(L0)-=tfP И 
З а м е ч а н и е 4. Мера допустимости вектора 1(1) равна 

Ipr.:,/!-1 и следовательно не меньше, чем | / | - 1 -
Отметим еще один полезный факт. 
Т е о р е м а 5.3, Предположим, что гауссовские меры P H Q 

эквивалентны. Тогда HP = HQ И мера допустимости стР (/) эле­
мента 1&НР эквивалентна aQ (l), то есть существуют две поло­
жительные постоянные сг и с2, такие, что "V7g/-/p 

С1<У<х([)<вр{1)<с2аа{1). (5.3) 
Рассмотрим несколько важных для дальнейшего примеров. 
Пример 1. Гильбертово пространство. Пусть Р — гауссова 

мера в гильбертовом пространстве (X, ||{cdot}||). Отождествим X* с 
X. Корреляционный оператор К меры Р будет положительно 
определенным и самосопряженным. Нетрудно показать (см., на­
пример, [44, с. 20]), что К будет ядерным. Имеет место оче­
видная факторизация: К=Ки2-Кш, где KW2 : X{to}X- квадрат­
ный корень из /(. Поэтому допустимые сдвиги имеют вид 1= 
= KU2h, hGX. Если К инъективен, то мера допустимости сгр (I) 
равна ||/г||-1 (в общем случае вместо вектора h надо брать его 
проекцию на замыкание образа Кт(Х)). 

Пример 2. Воспроизводящие ядра. Предположим, что 
Р - гауссовская мера в пространстве непрерывных функций 
X = C(r) на метрическом компакте Т с равномерной нормой. 
Сопряженным пространством X* будет пространство конечных 
зарядов на Г. Слабая-* топология — это топология слабой схо­
димости мер. Корреляционный оператор К в этом случае яв­
ляется интегральным оператором 

Kv(t)^\K(i,s)v(ds), (5.4), 
т 

ядро которого K(t, s) — положительно определенная непрерыв­
ная функция на ТхТ. Пусть L — гильбертово пространство с 
воспроизводящим ядром K(t, s), т. e. пополнение пространства 
функций вида 

f(t)~lK(t, s)v(ds), vex*, ter, (5.5) 
т 

по норме, порожденной скалярным произведением 
(Л-Л)— jJK(t,s)v1(dt)v2(ds). 

ТХТ 

Легко видеть, что К является непрерывным линейным операто­
ром из X* в U а его сопряженным будет оператор включения L 
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в С (Г). Поэтому допустимые сдвиги — это в ТОЧНОСТИ элеиен-
•ты L. Мера допустимости. аР(1) равна I |Г . 

- Пример '3 . Винеровское поле. Пусть Р—гауссовс кая 
мера в X=С (Г), Г = [0, \\d, соответствующая гауссовскому 
долю с нулевым средним и корреляционной функцией 

& 
K(i,s) = U(tiAsd> t,se[0,l]d. (5.6) 

• . i 

Чтобы, получить конструктивное, описание допустимых сдвигов, 
построим факторизацию оператора К, отличную от рассмотрен­
ной в предыдущем примере. 

Возьмем L = V?(T\ и определим операторы I: L{to}X, /* : X*{to} 
•{to}L равенствами 

d 

/*v(s) = f v(dt), [0,s]-=n[0, s;]; (5.7) 

• ' : Ih (t) = j" A (5) %d (ds), (5,8) 
l-V] 

'Непосредственно проверяется, что I, I* сопряжены и что 
K-p—IoI*. Таким образом, формула (5.8) дает общий вид до­
пустимого сдвига; мера его допустимости равна || h\\й\т)' В слу­
чае d = L рассматриваемая мера Р соответствует стандартному 
винеровскому процессу, и мы приходим к хорошо известному 
.(см. [12]) результату: допустимые сдвиги винеровской меры 
в С[0, 1] суть абсолютно непрерывные функции I, для которых 
i(0) = 0 и /'6L-[0, 1], Мера допустимости /равна |К'Jtjo.ip 

Пример 4. Полуустойчивые гауссовские процессы 
(дробное броуновское движение). Так называется гауссовский 
процесс (wa(t))i определенный на /?+ и имеющий нулевое сред­
нее и корреляционную функцию 

K(t,s)=*±[sa + ta-\s-t\a]. (5.9) 

Параметр а лежит в интервале (0,2). Пусть Р—-гауссовская 
мера в X — L2[0, J], соответствующая сужению wa{t) на [0, 1], 
Оператор А"Р В данном случае —это интегральный оператор 
c ядром K(t,s). Прямые вычисления показывают, что имеет 
место факторизация ATpWo/*, где / — интегральный оператор 
из V(Rl) в L-[0, 1] с ядром 
i(^s)-<:p{(t-s)-B1,o,^(s) + [ ( t - . s r 0 - ( -5 r e ]1 ( _ M , o l ( S )} , (5.10) 

Р=-?". *Р = J[( l-^rP-(-2-B]2d2+j(J-^)-2^ . 
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Оператор I* будет также интегральным оператором с ядром 
i(s, t). Таким образом, общая форма допустимого сдвига име­
ет вид: 

о / 
/ (*)----се J h(s) l(t-s)-V-(-S)-V] ds + c^h (s) (i-s)-&ds, 

— w 0 

heV(Rl). (5.11) 
Функция h называется производной дробного порядка (l—|3) 

от функции /. 
Приведем без доказательства одно полезное достаточное 

условие ДЛЯ того, чтобы функция I имела представление вида 
(5-11). 

П р е д л о ж е н и е 5-3. Предположим, что / (0 )=0 и что 
преобразование Фурье ! функции / принадлежит L?(R\ 
\t\l+aX(dt)). Тогда / представима в виде (5.11), т. е. является 
допустимым сдвигом для Р, и мера допустимости 

aP(i)>(l\i{t)T\t\x+adty\ 
В случае сс = 1, {3 = 0 мы опять приходим к описанию допу­

стимых сдвигов винеровской меры. Допустимые сдвиги гауссов-
ских полуустойчивых процессов изучались в [37]. 

П р и м е р 5. Стационарные гауссовские процессы. Рассмот­
рим стационарный гауссовский процесс (£.), t£Rl, с нулевым 
средним, корреляционной функцией K(t, s)=K(i—s) и спек­
тральной мерой F: 

K(t, s) = \ в 'С--)"" (du). 

Пусть Р — мера в L2[0, 1], соответствующая сужению нашего 
процесса на [О, 1]. Корреляционный оператор Кр ме­
ры Р — интегральный оператор с ядром K(t, s)—фактори-
зуется следующим образом: /Ср ==/-/*, где I:L2(R\ F){to} 
{to}L2[0, 1 ] . 

Ih(t) = $e-"'h(s)F(ds), te[0, 1]; 

/ * g ( s ) = \e^g{t)dt, seR1. 
ЮЛ) 

Поэтому l является допустимым сдвигом для Р в том и только 
том случае, если 

l(t)=\e-Ush(s)F(ds) (5.13) 
я1 

для некоторой функции hel?(Rl, F), 
Предположим теперь, что существует спектральная плот­

ность р вида 
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p(s)x(l + |s|)-2", (5.14> 
где п—целое число. В этом случае уравнение (5,. 13) имеет-
решение тогда и только тогда, когда I л раз дифференцируема 
и /<">eL2[0' -]• т- е- к о г д а 1 принадлежит пространству Соболе­
ва Щ[0, 1]. При этом мера допустимости 

/ я \ - 1 / 2 

Доказательства этих утверждений можно найти в [44., 
с. 37—40]. Заметим еще, что если условие (5.14) выполняется: 
не на всей прямой, а только на бесконечности, то описание до­
пустимых сдвигов остается прежним. Это следует из теоре­
мы 5.3 и того факта, ЧТО меры соответствующие стационар­
ным процессам, спектральные плотности которых совпадают вне-
некоторой окрестности нуля, эквивалентны ([44, с. 145—147]).. 

П р и м е р 6. Проектирование гауссовских мер. В ряде 
статистических работ (см., например, [22, 57]) встречаются: 
процессы вида 

lt = w(i)~tw{\)-2i^i(i)^i'{s)dw(s), ЩО, 1], (5Л6> 
1 0 

где до — процесс броуновского движения, а функции %t обладают 
свойствами: х/бЬ2[0, 1], к. (0) = и. (l) = 0, (и/, x/)L-[o,1]==6.tj-
Пусть Р —распределение процесса I в С [0, 1]» Функция I 
является допустимым сдвигом для Р, если i'gL- [0, 1], /(0)== 
= 1(1) =0, (I', x/')L«[o,1i-=0, i — 1 , . . . , n; при этом 

а р ( 0 - [1(1')Ш 

Этот результат непосредственно вытекает из следующего-
предложения (ср. с предложением 5.2). 

Предложение 5.4. Пусть Р-гауссова мера в линейном. 
пространстве X. Пусть lu-.., in-линейно независимые допу­
стимые сдвиги, lk = i{h.k),hk4Xt. Пусть Л-матрица скалярных 
произведений (й;, hk). Определим отображение J-.X-^-X равен­
ством 

•j* = x - 2 A7k < •*• h" > 1Р (5Л7> 
i,k 

где A~J-элементы матрицы А'1. Тогда для гауссовой меры 
Q-py- i пространство # Q - EJ-, где Е — подпространство F / P r 
натянутое на вектора .?.,..., 1п. Тем самым, аа(1) = аР{1). 

Заметим, что отображение J имеет простой геометрический: 
смысл. Рассмотрим разбиение Г пространства X на многообра-
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зия, параллельные порожденному векторами / 1„ подпро­
странству. Пусть ат — центр условной меры Рт. Тогда /-. есть 
fljt(.x), где п{х) —тот элемент разбиения, который содержит век­
тор х. 

§ 6. Абсолютная непрерывность распределений 
гладких функционалов 

Сначала мы докажем общую теорему для процессов произ­
вольного вида, а затем выведем из нее ряд следствий для гаус-
совского случая. Сформулируем требования, которым должны 
подчиняться рассматриваемые функционалы и процессы- В этом 
параграфе будем считать X полным сепарабельным метричес­
ким линейным пространством. Пусть В, И — подмножества про­
странства X, снабженные топологиями %в и тн-

О п р е д е л е н и е 1. Функционал / : X--+-R1 назовем (В,Н)-
гладким, если для каждого х&В существует направление ШН 
такое, что 

D / / ( * ) = l l m c - 1 [ / ( . A : + c O - / U ) ] ^ 0 (6.1) 
C-s-O 

и функция (у, h)-*-Dhf(y) определена и непрерывна в некоторой 
окрестности пары (х, I) относительно топологии ХвХты. Класс 
(В, Н)-гладких функционалов обозначим через Ж{В,И). 

О п р е д е л е н и е 2. Пусть на X заданы полунорма || • || и бо-
релевская мера Р. Будем говорить, что Р имеет (В, Н) -доста­
точное число допустимых преобразований, если для любых 
х£В, 1&Н существует упорядоченная система окрестностей Va 

точки х, система определенных на V" допустимых относитель­
но Р полугрупп G™ и система определенных на Vя- векторных 
полей 1а со значениями в Я таких, что 

1) для Р-почти всех y£Va чт . 

11т с"11| G? (у)-у-сГ (у) || = 0; (6.2) 
С-4-0 

2) отображение у {to} (у, 1а (у)) непрерывно на Vaf]B (если 
в образе рассматривать топологию т^Х^я), и 

3) х„-Urn la(x) = t. (6.3) 

Т е о р е м а 6.1. Пусть Р — борелевская мера на X, ||-|| — 
полунорма на X. Пусть В и Н — подмножества X, снабжен­
ные топологиями %в и тн, f • X-+R1 — измеримый функционал. 
Предположим, что 1) Р имеет (В, Н) -достаточное число допус­
тимых преобразований; 2) функционал f удовлетворяет локаль­
ному условию Липшица на В относительно ||-||; 3) f£JC{B,H). 
Тогда •Рв/-1,<Я.. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Для х(<В найдем направление 1 = 1 (х) 
для которого выполнено (6.1). Пользуясь (6.3), выберем а так, 
чтобы пара (х, 1а {х)) принадлежала области определения и не 
прерывности функции (.х, /)->D,/(x). Пользуясь непрерывностью 
отображения г/{to} (у» 1а (у)), можно найти окрестность Wa 

точки л: такую, что WacVa(x,l) и функция y{to}D/CC(//)/(y) 
•определена и отлична от нуля при y£\Vaf)B. 

Пусть для y£Waf)B выполнено (6.2). Рассмотрим функцию 
Л (с) = / (G? Ы)- Имеем, в силу условия Липшица 

! /y(c)- /y(0)--cD / a ( , y ) / (y) |< | / (G?(y))- / (y + cr(y))| + 
+ |/(f/+^a(y))-/,(0)-cD,e(//)/a/)| = 
— О (|| О? (y)-y-cla (у) ||) + о (с) = о (с). 

Таким образом, 

Поэто.му при почти всех с 

Из утверждения 1 теоремы 4.4 следует, что Р^лц-.-С.1 ' 
и, следовательно, в силу (3,2) 

Пользуясь сепарабельностью X, из покрытия множества В 
множествами Wa = Wa (x) выделим счетное подпокрытие {Wn}. 
При этом 

п 

З а м е ч а н и е 1. Если возникающие в доказательстве теоре­
мы полугруппы {G0

a} имеют вид (5.1), то условие Липшица в 
формулировке теоремы 6.1 можно отбросить, так как допре­
дельное выражение в (6.2) равно нулю. 

Теорема 6.1 обобщает аналогичные результаты [15, 19, 29]. 
Укажем широкий класс гауссовских мер, имеющих достаточ­
ное число допустимых преобразований. 

Пример 1. Пусть Р — гауссовская • мера в банаховом се-
парабельном пространстве X. Пусть В — любое.•подмножество 
X, || • || — любая полунорма, т в - любая топология, .а.'подмно­
жество Я и топология.т/н выбраны так, что Н?(]Н плотно в Н 
относительно тя. Тогда Р имеет (£, Я)-достаточное число, до-
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пустимых преобразований. Действительно, для' 1&Н, х&В можно 
положить Vn=X, а группы Gn взять линейными: 

Ос"(х) = x-\-cln, 
где 1п£НР П Я, 1 = тя-lim 1п. 

Допустимость полугрупп Gn отмечалась в § 5, а дифферен­
цирующее поле 1п(у)=1п постоянно при каждом п, и, следова-. 
тельно, отображение у-*-{у, 1п(у)) непрерывно относительно лю­
бых топологий тв, хн-

П р и м е р 2. Пусть Т — измеримое пространство с конечной 
мерой fj,; X=L-(7\ {mu}); (gt), ^еГ,— гауссовский процесс, траек­
тории которого принадлежат X. Пусть К — его корреляцион­
ная функция, а Р — соответствующая мера в X, и для любого -
ненулевого y*QX*—X 

I -* (У*) I 2 - f К (s, t) У* (t) У* (s) р (dt) ц (ds) > 0. (6.5) 
ткт 

Пусть Hpf\H плотно в Н относительно топологии %ц. Тогда 
Р имеет (В, Я)-достаточное число допустимых преобразований 
относительно любых В, хв, \\-\\. В частности, можно положить. 
Н — Нр и брать любую ТОПОЛОГИЮ т/у. Этот пример —частный 
случай примера 1, 

П р и м е р з . Пусть Т — метрический компакт, Х = С(Т), 
(£,), tQT, —гауссовский процесс с непрерывными траекториями. 
Пусть Р — соответствующая мера в X и для любого ненулевого 
заряда у*(*Х* 

I i* (У*) | 2 = j К (s, t) у* (dt) у* (ds) > 0. (6.6) 
ткт 

Тогда Яр плотно в X, и легко проверяется, что для Н—Х, бо-
релевских топологий Хн, хв мера Р имеет (В, Я)-достаточное 
число допустимых преобразований при любых ВаХ и полунор­
ме H U 

З а м е ч а н и е 2. Условия (6.5) и (6.6) эквивалентны невы­
рожденности распределений линейных непрерывных функцио­
налов от процесса. 

Приведем примеры (5, Н) -гладких функционалов, 
П р и м е р 4. Пусть (X, II • II) — банахово пространство, 

/ :X-W?'— отображение, дифференцируемое по Фреше на мно­
жестве ВаХ, т.е. при х5В существует такой элемент D/(x) 
пространства X*, что 

\\f(x + y)-f(x)- < У. D / ( * ) > ||--=0(1101|). (6-7) 
Предположим, что отображение x-*-Df(x) непрерывно, если 

в В рассматривать сильную топологию хв, а в X* — топологию 
двойственности. Из (6.7) следует, что при х&В, №Х 

DJ(x)= (I, Df(x)). (6.8) 
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Если Df(x){ne}0, то при некотором 1&X правая часть (6.8) от­
лична от нуля. Пусть тн=тв — борелевские топологии, Я = Х 
1отяа!&Л{В,Н). 

Действительно, достаточно установить непрерывность произ­
водной- Если хп~»х, то Df(xn){to}Df(x) в слабой топологии. По­
этому последовательность {Df(xn)} ограничена по норме в X* 
и, следовательно, при W-^-l. 

{£,-, D / (*„) > - { U D / (х) ) = < K-U D / (х„) > + 
+ (I, D / ( x , . ) - D / ( x ) > ->0. 

Пример 5. Рассмотрим интегральный функционал на 
X=-L-(7\ ц) 

f(x) = lq(xU))v.(dt). (6.9) 
г 

Предположим, что q удовлетворяет локальному условию 
Липшица, и на некотором множестве H.C.R1 производная q' 
определена, непрерывна и отлична от нуля. Пусть 
J B = fJC \\n{x{t))v(dt)^\i(T)\r\L~(T, р.), Я плотно в X, а 

Тд И %м — ЭТО Ь М -ТопОлогиИ. 
Функционал / определен на L°° (Т, р,). Продолжим его про­

извольным образом на все пространство X. Тогда / 6 . ~ (В, Н). 
Действительно, в силу условия Липшица, ограниченности х и i, 
подынтегральная функция в выражении 

$ c-*[q({X + cl){t))-q{x(t))\V-№ 
т 

будет ограничена. 
Совершив предельный переход под знаком интеграла, найдем 

D//(•«)--- q'{x{t))l{t)\x(dt). (6.10) 
т 

Непрерывность функции (х, Z){to}D,/(x) следует из непрерыв­
ности q'. Наконец, поскольку jc(t)GTI, то q'(x(t))^Q и можно 
найти такое ШН, что правая часть (6.10) отлична от нуля. 

Комбинируя примеры 5 и 2, получим следующий результат. 
Т е о р е м а 6.2. Пусть Р — гауссовская мера в пространстве 

X=L2(T,\i), удовлетворяющая условию (6.5), сосредоточенная 
на Ьм(Т,ц). Пусть функционал f задан формулой (6.9). Пред­
положим, что ядро q удовлетворяет условиям примера 5 и 
Я(^ 1 \П)=0. Тогда Pf-i«X. 

ДЛЯ Г=-[0, 1], ц = % теорема 6.2 доказана в [29]. Аналогич­
ный результат можно доказать для функционалов вида 

/ W - j < ? ( x ( 0 , t)\i(dt). (6.11) 
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П р и м е р 6. Рассмотрим функционал (6.9), где Т = [ 0 , 1 
ц — конечная мера, |х(Д) > 0 на любом интервале Дс:[0, 1 
Пусть функция q локально интегрируема и непрерывно диффе­
ренцируема в некоторой открытой области U, причем 

0Q{ueU\q'(a)i=0}-. (6.12) 
Пусть -8-dС[0, 1] — множество функций, для которых ло­

кальное время (плотность меры цх_1) ограничено. Тогда на В0 
•функционал / конечен. Положим 

.S=={.x|supje(t)>0, inf x{t)<Q, л(0) = 0}П-30, (6.13) 
'610,11 '610,11 

/-/ = {/|/(0)=-О, Z'eL-[Of l]}, 
Пусть тд—-борелевская топология, а %н — дискретная топо­

логия. Тогда fQJi (В, Н). 
Заметим, что здесь в качестве %н нельзя выбирать тополо­

гию равномерной сходимости, так как из равномерной сходимо­
сти 1п->1 не следует даже, что D, /(л.) определена при боль­
ших и, 

Если потребовать, чтобы функция q была локально огра­
ничена, то в определении J50 можно отбросить требование огра­
ниченности локального времени. 

Ввиду особой важности винеровского процесса представляет 
интерес следующий результат, вытекающий из примеров 6 и 1. 

Т е о р е м а 6.3 [19]. Пусть W — винеровская мера в С[0, 1], 
интегральный функционал (6.9) удовлетворяет условиям приме­
ра б, и плотность | £ локально ограничена. Тогда W/_1.{cdot}<̂ . 

Аналогичная теорема для функционалов вида (6,11) сфор­
мулирована в [19]. 

Теорему 6.3 можно распространить на довольно широкий 
класс процессов [19]. Достаточно потребовать, чтобы для лю­
бого открытого множества Д с Г существовал допустимый сдвиг 
I такой, что функция / — ненулевая, неотрицательная и ее носи­
тель принадлежит Д. Некоторые классы процессов, имеющих 
такие сдвиги, приведены в § 5 (см. примеры 3—6). 

§ 7. Распределение выпуклых функционалов 

Функционал f, определенный на линейном пространстве X и 
принимающий значения из расширенной прямой R~\ называется 
выпуклым, если 

1) Vx f(x)> — oo, 
2) Ух, J/6X и V^6[0. 1] 

/(px + (i-p)y)<pf (x)+ (I-p) /(у). (7.1) 
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Цель настоящего параграфа состоит в исследовании строе­
ния распределения Pf-1 выпуклого функционала / в том слу­
чае, когда Р — гауссова мера в X. 

Непрерывные выпуклые функционалы. Следующий резуль­
тат дает качественное описание распределения непрерывного 
выпуклого функционала. 

Т е о р е м а 7.1. Предположим, что X — локально выпуклое 
метриауемое сепарабельное пространство, Р —гауссовская мера 
в X, /—выпуклый функционал, непрерывный на носителе /VV 
меры Р, Положим 

а 0 = inf f{x). (7-2> 
-Vg-Vp 

Тогда 1) распределение Р / 1 сосредоточено на полупрямой 
[а0, оо) и на (ao, oo) абсолютно непрерывно; 2) плотность 
——- строго положительна на (а0, оо). 

З а м е ч а н и е 1. Можно показать, что Р-почти всюду непре­
рывный выпуклый функционал будет на самом деле непрерывен 
на Np. Поэтому теорема 7.1 применима в этом, формально-
более широком, случае. 

. З а м е ч а н и е 2. В силу TOfо, что функционал / может 
быть представлен в виде 

/(x)=-sup£„(x)> (7,3> 
п 

где gn — аффинные непрерывные функционалы, распределение 
Р/ -1 совпадает с распределением супремума последовательности 
гауссовских величин. Поэтому обширная имеющаяся информа­
ция о распределении такого супремума (см., например, [61] и 
обзор [43]) может эффективно использоваться при изучении 
распределений выпуклых функционалов. Мы приведем здесь 
лишь ОДИН результат, принадлежащий Б. С. Цирельсону [58]. 

Т е о р е м а 7.2. Пусть ({•„) - гауссовская последовательность» 
для которой Е§„>0, 'maxDg„>0 и £ = sup £„ < со почти на вер-
ное. Тогда 1) распределение величины £ сосредоточено на 
полупрямой [Ь0, со), Ъ0-= inf {b | Р {£> Ь)>0}, причем на (60, оо). 
оно абсолютно непрерывно; 2) плотность распределения £ не­
прерывна на (bQ, {infty}) за исключением быть может счетного 
числа точек, где она имеет скачки вниз; на [bQ+e, со), е > 0 , 
плотность имеет ограниченную вариацию. 

З а м е ч а н и е 3. Следующий пример, принадлежащий 
Маркусу и Шеппу [67], показывает, что условие непрерывности ; 

/ на Np является существенным-
П р и м е р 1. Пусть (Цп) — ортогауссовская последователь­

ность, c,, = (21nn + 21nlan)-1/-, .!„•--= C„TI„. Тогда, как установ­
лено в [67], supg-.--=l c положительной вероятностью. 
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Пусть Р —распределение последовательности (<-„) в X = R°°r 
/ ( x ) — sup хп, x = (x„). Мера Р центрирована. Поэтому OG-VP-

п 
и, значит, а 0 < 0 . В то же время атом y P / " 1 находится. 
в точке I. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 7. Г Без ограничения 
общности можно считать, .что NP = Х. Положим B = {x| j(x)> 
>а0} и покажем, что YxQB QlGHp и такая выпуклая окрест­
ность U точки х, что Vy&U T>if(y)¥=0. Тогда, применив теоре­
му 4.4, получим требуемое соотношение РВ/_1<СА,. 

По определению а0 и по непрерывности f найдется xi, для 
которого f(x)—f(xi) = 2 б > 0 . Из непрерывности f и непрерыв­
ности сложения в X следует также, что найдутся такие вы­
пуклые окрестности U, Uu U2 соответственно точек х, Х\ и xi—x, 
что VybU, yi&Uu y2eU2 

f(y)-f(yi)>S и y2 + y&Uv 

Так как NP всюду плотно, то найдется i6U2 П HP- Зафикси­
руем I и покажем, что пара U и I — искомая. 

Пусть Г — разбиение X на прямые, параллельные I. Рас­
смотрим функцию fy(c)=f(y + ct)—сужение функционала / на 
прямую {y + cl, cdR1}, проходящую через точки y5U и y + lGUy. 
Функция /„ выпукла и непрерывна. Кроме того, по выбору 
окрестностей U и U-. 

Л(0)-Л(1) = /(у)-/(^+0>е-
Отсюда следует, что для почти всех с, для которых y + clGl/y. 
fv'(c)=Dtf(y + cl)<0. Последнее означает, поскольку I — допу­
стимое направление, что для Р-почти всех ydU D,f (у) =---0. Тем 
самым абсолютная непрерывность Р/~' на (а0, °о) доказана. 

wp f-1 
Пусть f (х) = с>а0. Покажем, что —~—(с}>0. Пусть U и. 

I — выпуклая окрестность х и допустимое направление, выбран­
ные выше. Отождествим X/V с ker x*, где х* — непрерывный 
линейный функционал, для которого < U х* ) — 1. Пусть. 
я —оператор проектирования X на X/Г вдоль I: 

п(у) = у~ {у, х* > I. 
Пересечение прямой п'] (у) с U (для тех у&Х/Т, для кото­

рых оно непусто) представляет собой, открытый интервал; 
обозначим его (Ьу, су). Выше мы видели, что сужение / на 
прямую -тс"1 (Уо), где Yo = я(х), является строго убывающей 
функцией на [ЬУа, с-..]. Поскольку из y^Yo следует, что 
Ьу->ЬУа, су~>сУо, то найдутся такие выпуклые окрестности Ub 
и U2 точек ЬУа и сУо, что Vy-GUi, y2QU2 

f(byi)>c>flpVt). 
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Полагая V = n{U,)(]K(U2){\n(U), получим, что VyW суже­
ние / на прямую п-г(у) на интервале [bv с J убудет__ выпуклой 
строго убывающей функцией, причем / Ф\)> с '-•'• J (c\>- - ai< 
как условная мера PY является невырожденной гауссовской, 
то отсюда следует, что VyQV 

-¥-(-»-• {1А) 

Из формулы полной вероятности (3.5) находим, что 

й£-М>{--^МРг<'->>0. 
V 

в силу (7.4) и того, что Р г ( 1 / )>0 Я 
Распределение супремума непрерывного процесса. Рас­

смотрим подробнее случай, когда X — ССО, Т —• метрический 
компакт, а 

/ (x) = supx(0- (7-5) 
Очевидно, что f —выпуклый непрерывный на всем А' функци­
онал. Будем считать, что гауссовская мера Р в X является рас­
пределением непрерывного гауссовского процесса (£,), IbT. По­
ложим a(t)=E%„ e2(t)=Dlt, K(t, s)—корреляционная функ­
ция процесса |, 

a!----sup a(t), (7-6) 
/goo 

где D0-= {teT\a2(t) =0} — множество точек вырождения про­
цесса g. 

Теорема 7.3. '[29]. Распределение Pf"1 сосредоточено на 
[аь ос) и на (ai, оо) абсолютно непрерывно. 

З а м е ч а н и е 4. Легко видеть, что всегда Gi<</„. Простые 
примеры показывают, что а. может быть строги меньше ап. 
В силу теорем 7.1 и 7.3 в этом случае Pf ' абсолютно непре­
рывно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через Мх множество тех 
хаТ, для которых x(t) = f(x). Точки tv t.&T назовем Р-экпп-
валентными, если P{x| x(tx) = x(t2)} = 1, т. 'е. если li,---li, поч­
ти наверное- Обозначим через В{ совокупность тех х, для ко­
торых все точки, входящие в Мх, Р-эквивалептиы, По теореме 3 
.[59] (см» также теорему 3 [29]) Р(.8,)—I. 

Нам понадобится следующий просто проверяемый факт: 
Лемма 7.1. Для любых х, 1&Х 

D ^ / W - sup / (0. Df/(*)==- inf i(i) . (7.7) 

Пусть х£В^ и f(x)>al. Заметим, что У1цНР и Vi, S(]M, 
выполняется равенство l{t) = t{s). Действительно, условие xfiB\ 
•означает, что NPc{y \ у (t)= у (s)}. Но тогда поскольку i + aiiNp, 
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т о l(t)-\-a(t) = l (s)-j-a(s). TaK как !j,-=5, почти наверное, то 
<a(t) = a{s). Отсюда и следует, что l(t) — l(s). 

Выберем какую-либо точку t0 из Мх. Функция t(s)=K(t0, s) 
является (СМ. пример 2 § 5) допустимым сдвигом для Р. Так 
как f(x)>ah то 10фО0. Поэтому D,f (x) =l(t0) >0 . Теперь, повто­
ряя рассуждения из первой части доказательства теоремы 7.1, 
легко найдем такую открытую окрестность U точки х, что для 
Р-почти всех yzU D.f(y)>0. Применение теоремы 4-4 заверши-
••ет доказательство Щ 

Приведем еще один результат, который показывает, что по­
явление атома может определяться как ковариационными ха­
рактеристиками, так и средними значениями процесса (| (). 

Символами С1 и Со будем обозначать соответственно замы­
кание и выпуклую оболочку в пространстве L2(Q, g, P). Мно­
жество A{subset}L2(Q, g, Р) назовем GB-множеством, если сущест-
1вует такой гауссовский процесс т] =-(г)а), aGA, с нулевым сред-
•ним и ограниченными реализациями, что Vai, as6A 

ЕЛа.ца, —Eaia2. 
Вопрос о том, когда данное подмножество L2 (Q, g, P) яв­

ляется GE-множеством, практически решен (см. обзор [21]). 
Доложим 

а г = inf a (О- (7-8) 

Т е о р е м а 7.4 [30]. Предположим, что ау = яг. Для того, 
чтобы распределение Р / - 1 было абсолютно непрерывно, необхо­
димо и достаточно выполнения хотя бы одного из трех усло­
жни: 

1) множество /< ^ jli:=—----1, t£T, a (t) =£0J не является GB-
лпюжеством в L2(Q, F, Р); 

2) 0еС1Со-йГ; 
ОЧ a (t) — a~ 
3> SU,P a (О -с°-
Поясним смысл этих условий. Роль условия 1). Для любого 

J B > 0 множество 

*.-1Ь-#.--М>'.} 
является СВ-множеством. Поэтому условие 1) относится к по­
ведению процесса вблизи точек вырождения. Например, вине-
ровский процесс w=(wi), ^б[0, 1], удовлетворяет условию 1), 
но не 2) и 3). Абсолютная непрерывность Pf"1 объясняется в 
данном случае большим колебанием стохастической компонен­
ты процесса в окрестности точек вырождения. 

Роль условия 2). Пусть (£,), г'б [0, 1], — дифференцируемый 
процесс, Е£, = 0, go=£i---0, Ь - 1 / - Й 0 , Тогда условия 1) и 3) не 
выполнены, но выполнено 2), поскольку 
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о - lo,~s'^2-i-i{cdot}m.(^-^+^—^V)eclc0^. 
Здесь соотношение f ( | )>a i выполняется, .благодаря тому, что 
либо в окрестности нуля, либо в окрестности единицы g,>Q. 

Роль условия 3). Пусть lt^l/t + ц,, te[0, 1], где п.--диффе­
ренцируемый процесс, Е~- =0, Ло = 0. Очевидно, что в малой 
окрестности нуля £ (>0, и потому в точке ai = 0 атом отсутству-
ет. Здесь абсолютная непрерывность объясняется тем, что 
вблизи точек вырождения процесс вытягивается выше уровня-•• 
а. за счет высоких средних значений. 

Подробное доказательство теоремы 7.4 содержится в [30].. 
Там же имеется дополнительная информация об абсолютной не­
прерывности sup.5( в случае произвольных средних значений. 

Распределение нормы гауссовского вектора. Пусть (Х^1 

\\-\\)—сепарабельное банахово пространство, f(x) — \\х\\, Р — -
гауссовская мера в X. 

Т е о р е м а 7.5. Предположим, что Р не сосредоточена 
в одной точке. Тогда 1) если среднее аР£НР, то Р/_1<<А,; 
2) если каждая точка единичной сферы { x | | | x | | - 1 } является? 
крайней, то есть если пространство X строго выпукло, то 
р/-ч<а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если X строго выпукло или если 
ap-0, то существует единственная точка xoG-ZVp, в которой f 
достигает минимума. Применяя теорему 7.1, получаем абсолют­
ную непрерывность Р/" 1 . В случае аР£НР, а?'ф0 рассмотрим, 
Mepy Р0 с нулевым средним, получаемую из Р сдвигом на - ap-.' 
По доказанному Р 0 / - 1 <-<С ^- a так как Р0 эквивалентна Р» то 

Если. X не является строго выпуклым, то всегда найдется 
гауссовская мера Р (аРфО), для которой распределение Р / " 1 

имеет атом. Например, если отрезок |x0, хх] таков, что Vcg[0, lf 
|| c x o + O - с) Ху j |= l, то в качестве Р можно взять меру.. 
носителем которой является прямая, проходящая через точки 
.xo и xi. 

В связи с исследованием скорости сходимости в центральной 
предельной теореме в банаховых пространствах представляет 
интерес вопрос об ограниченности плотности нормы гауссов­
ского вектора. 

Т е о р е м а 7.6. Пусть (X, || • ||)-конечномерное банахово 
пространство. Если аР = 0 или если NP = X, то распределение. 
Р / ' имеет ограниченную плотность» 

З а м е ч а н и е 5. Если аР=£0 и NP^X, то как показывает' 
пример гауссовской меры в R2 с одномерным носителем и от-' 
личным от нуля средним, плотность распределения Р / - 1 может/. 
быть неограничена. 

В бесконечномерном случае положение является более слож­
ным. Следующий пример построен М. A. Лифшицем." Анала- • 
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гичный результат независимо получен В. Паулаускаеом [41, 

Т е о р е м а 7.7. В пространстве с0= {х= (хп) |x„{to}0}, ||х|| — 
= s u p | x n | , существует гауссовская мера Р с нулевым средним, 
для которой плотность распределения Pf-1 не ограничена. 

Опишем структуру этой меры. Пусть {P,ktl}, k£N, г—0, 1, . . . 
...,пк,— треугольный массив независимых гауссовских центри­
рованных величин. При этом все величины {.>,•}, г = 0, 1, ...,nk, 
имеют одинаковые дисперсии а,,2. Последовательности {пк}, {ак}, 
а также {yk}, определим индуктивно. Положим а1 = (2пе)~У2, 
щ- 10, ух - о х (2ln /~-Л • Если пр аг у;. определены при У in «, 
j <k, то полагаем yk==min\^~, окЛ, Далее выберем пА так, 
чтобы 

-1 
1 - 2. „ А-1 

пк > max 10, exp \ук
 l ' I I (V^nea^'k j 

Пусть, наконец, 

а,, = ^ (2 1п----^)-1 / 2 . (7.9) 
\ У In «/j / 

Тогда ilk-у оо, <Ук < ilk < cA~k, Располагая величины {rikli} в после­
довательность, видим, что ее распределение Р помещается в с0. 
Можно показать, что 

—£-м>*. 
Тем самым плотность распределения Pf-1 не ограничена. 

Из представления нормы в виде супремума модуля линей­
ных функционалов следует, что Pf-1 [0, в] убывает при e{to}0 
быстрее любой степени е. Поэтому неограниченность плотности 
.распределения нормы центрированного гауссовского вектора 
может достигаться только за счет редких осцилляции с ампли­
тудой, возрастающей по мере приближения к нулю. 

. • Следующая теорема показывает, что в пространствах Lp, 
1</?<оо, подобное явление невозможно. 

Т е о р е м а 7.8. Пусть (7\ £, т)~-измеримое пространство 
со счетно порожденной а-алгеброй £ и ст-конечной мерой, и 
Р-гауссова мера . в, пространстве X = L"(Г-, £» т). Пусть 
-Дх) = || х \\ = ( [\ х(t) \pr (dt)Y/P• Если ap=-0 или если d\mNP>p, 

то'плотность распределения Р / - 1 ограничена. 
З а м е ч а н и е 6.- При р = 2 ЭТОТ результат хорошо известен 

•-(см. [66, 7]'.).'; Для "пространств I", •.l{le}-p<{infty}, в-предположе-
-слиц, что достаточно большое (в зависимости от p) число пер-
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вых координат x i , . . . , x.v по мере Р независимы между собой ш 
не зависят от оставшейся последовательности (xj-+b . • • )> огра­
ниченность плотности нормы получена в [39]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В случае аР=0, u\mNP<p дока­
зываемый результат следует из теоремы 7.6. Поэтому в даль­
нейшем предполагаем, что uimNp>p, Нам будет удобно от~ 
исходной задачи перейти к эквивалентной ей и считать, что-
мера Р центрирована, а функционал / имеет вид: /(-Х:) — 
= j |x+a | | , a<cX. 

Выберем функционалы xt*£X*, i—\,...,d; d—-наименьшее-
целое, для которого p<d, так, чтобы они как элементы XV 
образовывали ортонормальную систему. Пусть E — подпростран­
ство, порожденное векторами lt — Kpx*, i -= l , . . . ,d ; /CP —кор­
реляционный оператор меры Р. Пусть Г-—разбиение X на. 
d-мерные аффинные многообразия, параллельные E. Фактор-
пространство X/Г отождествим с подпространством?. 

d 

F-=nKerxi*. По формуле полной вероятности (5,3) 
1 

^L{i) = ^b{t)?y(dy), (7.10). 

где ^ = -——. 
Лемма 7.2. Существует такое С>0, что 

при р > 2 
sup^(O<C(l + | | a | r i + | | i / m t (7.11> 

при 1 < р < 2 
8цр<7у(/)<С(1 + ||а| |-+||г/||-). (7.12у 

Из этой леммы, соотношения (7.10) и теоремы Ферника*, 
[12, с, 129] сразу следует доказательство теоремы. 

Докажем лемму 7.2. Пусть yQV. На элементе разбиениж 
у-\-Е введем параметризацию с помощью отображения Iy:Ra-+ 

d 

{to}t/ + Е, / y (c)==i/-J-{sum} CfêA- По предложению 5.2, условное рас-
пределение Ру совпадает с Q7~1, где Q —стандартная гауссов-

- i Q / - 1 

екая мера в Rd. Положим fv~f°Ir Тогда qy — " . 
Обозначим через т^ = (тъ..., тй) ту точку /?<•, в которой: 

/ у достигает минимума. В силу строгой выпуклости нормы в X 
при j3(3(l, оо) my определяется однозначно. 

Рассмотрим разбиение @ пространства Rd на лучи L9=-
= {my+50, sP_RJ, выходящие из точки т г Факторпространство 
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Rdl@ отождествим с единичной евклидовой сферой Si. Сужение-
функции / у на луч £0 имеет вид fy,e (s) = | |a+ y-\- /ny + se||,. 

d 

где ту — 2 mth-
1 

Положим г1ге (s) = f p
i 0 (s) и будем сначала считать, что p>2 . . 

Элементарный анализ показывает, что справедлива 
Лемма 7.3. Пусть p > 2 . Существует такое С > 0 , что-

Vsg/?+ выполняется неравенство 
VQ(S)>CSP-K (7.13). 

Из (7.13) следует, что 

f],,o(s) = ~lfy,Q(s)\p-nire(s)>Cs^(\\a+y + my\\ + sy-p. (7.14)* 
Нетрудно видеть, что условная мера Qo на луче L9 имеет 

ПЛОТНОСТЬ 

ro(s) = s'--i(2n)-d/2x(0)-1exp{ — ^(5e + OTy, sQ + my)}, (7.15)' 

где к-плотность фактор меры Qe относительно равномерного 
распределения dQ на сфере S... 

Функция -f{to}/X/le(5), s^R^, является выпуклой и строго воз­
растающей. Поэтому, полагая s—f-\(t), получим 

^ « = — ^ м . . 
Пользуясь соотношениями (7.13)-(7.15), находим 

sl/P ^яг (-) <1щ f uPJsd'P (11 а+у+ Шу"+5)р"' х 

Хехр | -^ - (50+»г у , -se + OTy)j}. 
Отсюда уже легко выводится, что 

sup qy (t) < J sup —|£— (t) x (0) de < С (l + || у || + || my || + || a Ц)""1.. 

Поскольку || /7i у | | <2 | | у + а||, то мы приходим к (7.11), 
В случае p{in}(l, 2) (7.13) заменяется неравенством 

в 

+*-' \ ir№»-•-•>!• ( 7 Л 6 > ' 
г\в 
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d 

где e = (6i> . . . , 6d), 6(0 — 2 e * M t ) , b(t) = \a{t) + y(t) + my(t)\, 
1 

-5 — { < 6 Т | | в ( 0 | < 7 } . ПУСТЬ TA={t\h{t)<A, Vft=l, . . . , d } . 
Из (7.16) следует, что 

Л е м м а 7.3. Существует такое Л > 0 , что 

in-f |0(t)|-T(rft) = o > O . 

Из этой леммы и (7.17) уже легко получить оценку 

Y.e(S)>C(l + | | a + ( / + m y | | r 2 ( s A s ^ ) . 
Поэтому 

/; ie(S)>C(l + | |a+H-TOJ)-i(5AsM-
Теперь, подобно случаю р ^ 2 , придем к (7.12). Лемма 7.2, а 
вместе с ней и теорема 7.5, доказаны Щ 

Отметим в заключение еще два результата о существова­
нии ограниченной плотности у нормы гауссовского вектора. 
К сожалению, они далеко не полны. 

1) X==c0, | |x| |==sup|xA | , мера-Р отвечает последователь-
k 

ности независимых гауссовских величин. В [41, теорема 2] 
содержатся некоторые достаточные условия, обеспечивающие 

dPf-1 
ограниченность -——. 

2) X=.C[0,1], Р — мера, отвечающая непрерывному стацио­
нарному гауссовскому процессу. В этом случае ограниченность 
dP f~l 

—---— может быть установлена с помощью леммы 1 [71]. 

§ 8. Ограниченность плотности распределения 
функционалов интегрального типа 

Мы установили в § 6, что если дифференциал функционала / 
отличен от нуля почти наверное относительно меры Р, то рас­
пределение Р / " 1 абсолютно непрерывно. Сейчас мы дадим 
оценки плотности —---— через вероятности множеств, на которых 
дифференциал близок к нулю. Особый интерес представляют 
условия, при которых плотность ограничена, так как ограни­
ченность плотности позволяет получить оценки скорости сходи­
мости распределений функционала в принципе инвариантности и 
бесконечномерной центральной предельной теореме [4—6]. 
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Пусть X — сепарабельиое (метризуемое) локально выпук­
лое пространство. Пусть Р - гауссовская мера на X, и задан 
измеримый функционал / : X-+R1. 

Т е о р е м а 8.Г Пусть В№х, {Вп} и {£„}-два покрытия 
множества В. Пусть задана последовательность Р-допусти-
.мых сдвигов 1п в пространстве X. Предположим, что BnczEn> a 
- п высекает на любой прямой, параллельной вектору 1п, выпук­
лое множество. 

Положим 
•*„ = inf [sup{c\x+clneEn}~mi{c\x+clneE,M. 

fon — это минимальная длина интервала, высекаемого множест­
вом Еп на прямой вида {x-j-cln, c£R1}. 

Предположим, что функционал / монотонен на Вп вдоль на­
правления 1п и производная допускает оценку 

inf |D,n/(x)|>d,,. (8.1) 
xGBn 

Тогда 
•^Рл/"1 

5 = sup —%—(v)< 

< С 2 P (£«) (2 + | 2 In P (E„) |1/2) dnl (a {tny* + b~% (8.2) 
n 

где С — абсолютная константа, а а(1п) — мера допустимости 
•сдвига /,„ определенная в замечании 3 к теореме 5.1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Г„ —разбиение пространства X 
«а прямые, параллельные /„. Через РЛ, Р" обозначим соответ­
ствующую фактормеру и условные меры. Поскольку Be L)5n, то 

и 

rfP f-x dP" в / - • 
S < 2 s u P - T - < 2 j r s up -^—-P n ( dY) . (8.3) 

Пользуясь формулой (4.19) и-оценкой (8.1), получим, что каждое 
слагаемое в (8.3) не превосходит 

d7l s u p - * Р» (<*?). (8-4> 
x/vn

 aKy 
Здесь 1-. - инвариантная мера на прямой, определенная в § 4. 
Для оценки плотности условной меры используем такой эле­
ментарный результат. 

Л е м м а '8A. Пусть Ф=-Ф(а, а2)-гауссовская мера на пря­
мой со средним а и дисперсией а2. Пусть Ф==-—> U-интервал 
на .прямой. Пусть длина U не меньше Ъ. Положим p=jnf| с-а |. 
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Тогда для некоторых абсолютных постоянных е., с2 

0 ( U ) < c 1 e x p { - ^ } , (8.5^ 

зирФ(м)<с2Ф(^)(1 + ^ ) К 1 + -'-1)- (8-6> 
а£У \ о / 

Применим для оценки ------- лемму в следующей ситуации-
Пусть ду — центр гауссовской меры Ру. Пусть 0=-PY, U= y n 
П Еп, b = 6„> a = a (/„). pY = Inf {| с | | aY + c/ne.S„}. 

Применяя (8.6), видим, что (8.4) не превосходит 

^ ( - М ' Ч » : 1 ) 1 -\ (^(l + PvO^nPr^Y). (8-7> 
x/r„ 

Разобьем интеграл (8.7) на две части, соответствующие 
условиям 

pY0(g-i<|2lnP(E„)|1 / 2+l. (8.8> 
pYa(U-1>|21nP(E„)|1/2+1- (8.9> 

Для области интегрирования, определяемой условием (8.8),.. 
применяя формулу полной вероятности (3.2), мы сразу прихо­
дим к (8.2). Для области интегрирования, определяемой усло­
вием (8.9), применим оценку (8.5) к PT(En). Поскольку функ­
ция u->(l+w) exp(—w2/2) убывает при у>1, соответствующая: 
часть (8.7) не превзойдет 

c2d-- (а (*„)-- + 6-1) Cl (2 + | 2 In Р (Еп) П X 

Xexp{- . | ( | 21nP(E r t ) r+ l ) 2 j< •2 
<ClC2d-^(0(g-1 + 6-i)(2+|21nP (E„) П V (Е„). (8.J0J) 

Возвращаясь от (8.10) к (8.7), (8.4), (8.3), получим (8.2) Щ 
Для интегральных функционалов производная по направле­

нию имеет достаточно простой вид (6.10) и легко оценивается 
снизу. Для целого ряда примеров мы в § 5 вычислили или оце­
нили меры допустимости. Поэтому из теоремы 8.1 можно вы­
вести ряд следствий применительно к нескольким типам часто' 
встречающихся процессов и функционалов. 

Теорема 8.2. Пусть wa(t), 0{le}t{le}1, —полуустойчивый га-
уссовский процесс с нулевым средним и корреляционной функ­
цией (5.9). Пусть q : ^1X[0,l]{to}R1 — измеримая по паре пере­
менных функция, и для некоторого о>0 функция q{-,t) не-
убывает (или не возрастает) одновременно для всех /6[0Д] на 
отрезках (0,v) и (—v,0). Пусть а, с2, сз — положительные 
числа, 

c2<lims2/<-
8-0 

lnPf sup Jwa(*)|<8\ , (8.Ц> 
76.0,11 * 

98 



и при почти всех иб( — «, г>) и всех ^6[0, I] 
|D„<? (a, t) \ > Cl ехр { - с2 f и |-2/а} tc.. (8.12) 

Тогда распределение случайной величины 

о 
имеет ограниченную ПЛОТНОСТЬ ПО мере Лебега. 

З а м е ч а н и е . При а = 1 мы имеем дело c винеровским про­
цессом, для которого (8.11) превращается в неравенство с2<^-. 

Случай винеровского процесса последовательно рассматри­
вался в работах [69, 46, 4, 31, 47]. Наименее обременительное 
из известных достаточных условий ограниченности плотности 
/(twi) имеет [47] вид 

| D ^ ( « , t ) | > < ; 1 e x p { - ^ - [ a | - - } | a | - " ! . 

Аналогичный результат справедлив и для броуновского моста. 
Рассмотрение функции q(v, ^)=exp(—с|и|~2) показывает, что 
постоянную с2 в формулировке теоремы нельзя увеличить. 

Если ядро q зависит только от пространственной перемен­
ной, то мы можем рассмотреть более широкий класс процес­
сов. Пусть (^() — гауссовский процесс с непрерывными траек­
ториями, заданный на конечном интервале Т, и Р — соответст-
ствующая мера в банаховом пространстве С(Т). 

Рассмотрим функционал 

f{x)^\q{x{t))l{dt), (8.13) 
т 

Сделаем следующие предположения относительно / и §. 
1) Функция q непрерывно дифференцируема и при малых 8 

длина наибольшей компоненты множества Ке-= {v j \qr (v) |<в} не 
превосходит сгес', а расстояние между его компонентами не 
меньше с3- Здесь и далее с,— несущественные для наших целей 
положительные постоянные. 

2) Модуль непрерывности процесса £ удовлетворяет оценке 
Р {со6 (г) > гс-} < с5 ехр {— г-с'}. (8.14) 

3) Для любого отрезка IаТ существует неотрицательная 
функция £/бС(Г) такая, что носитель 1{ принадлежит /> ^ б Я Р и 

lim inf [lf(t)X(dt)-aP{h)r~^>0. (8.15) 
Г-+0 \/\<r J 

4) Для любого отрезка IC.T семейство случайных величин 
{§<•> t67 | бесконечномерно в Ь?(С(.Г), Р ) . 
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Т е о р е м а 8.3. Если Ij и / удовлетворяют условиям 1—4' 
то плотность распределения Р / - 1 ограничена. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Положим /•„ =-= 2~". Не ограничивая 
общности, будем считать, что Г-=-[0, 1]. Пусть /,.,у-=-[у2 ", 
(У + 1)2"«] при 0 < у < 2 " - 1 , я — 3, 4, 5 , . . . . Положим /„,,— 

Будем говорить, что отрезок IczT свободен от множества 
KaR1 для траектории хбС(Г), если x(J)f]K--~0. Введем не­
сколько подмножеств пространства С(Т). Fn,/={x| j«J свобо­
ден от Кгп для х, Vv отрезок In-x,v не свободен от /<"-.._.}; 
Bl

nj^{x\x(j2-n)(iKrnJr}Fnj; В\,^{х\ x(j2~") ЬК,^ Л.,; не 
свободен от множества Кг П {х (У2~")> «•>)}PlFn.y; •^«,y== 

-={x|x(./2"n)^/-;j_1, /«,/ несвободен от множества -АГ..-,,,, П 
П( -оо , д:(у2-в))}П.Ря,у; B\,j=-{x\Inj свободен от AT-,,.,} nE«,/, 
££,; = {•* I x = y+ctntj, уеВп,], c&R1}. 

Проверка следующих элементарных свойств введенных 
объектов предоставляется читателю. 

A) BIJCEIJ. 
Б) Для всех i, n, j множества Bl„j и Е„,j высекают на лю­

бой прямой, параллельной вектору lnj, выпуклые множества. 
B) \jBln,j=Fa.j. 

i 

Г) U Bnj=\}{x\In,j свободен от А"-}, при этом допол-
i.n.j n,J 

нение к последнему множеству состоит только из функций, 
принимающих только одно значение (этим значением может быть 
любой нуль функции .?')• Из условия 4 и свойства Г) следует, 
что {5^,;) —покрытие Р-почти всего пространства С (Г). 

Д) Для любых i, n, у и траектории x6En.y среди отрезков 
[О, 1/4], [3/8,5/8], [3/4, 1] найдется такой отрезок Д, что при 
/„_1,,сД отрезок /-_i,v не свободен от Кг _. ДЛЯ х. В качест­
ве А можно взять ТОТ отрезок, который не пересекается с /„,_/. 

Свойство Д) означает, что траектория х на всем Д лишь 
ненадолго пскидает узкое множество Кг . Если при этом х 
успевает побывать в различных компонентах множества Кг > то 
переход между компонентами длится не дольше, чем 2/-,,_1 и, 
в силу условия 1, 

^(2г„.1)>с3 . (8.16) 
Если х успевает за промежуток времени Д побывать 

только в одной из компонент множества Кг , но удаляется 
от нее на расстояние (2г„_1)с', то 

--х(2г„.1)>(2г|,.1)--. (8 Л 7) 
100 



В остальных случаях х за промежуток А не выходит за 
пределы полосы, ширина которой 

Circ
nU + 2 (2г„.,)-' < (с! + 2С'+1) г£Л--. 

Отсюда 
sup \x(t) — x(s)\<carc

n°. (8.18) 

Оценивая вероятности событий (8.16), (8.17) с помощью 
условия 3, а вероятность события (8.18)—-с помошыо условия 4, 
получим, что для любого р > 0 для некоторой постоянной ср. 
зависящей только от р, 

Р ^ К с р / - ^ , . (8.19) 

Поскольку при x^Bnj отрезок IlhJ свободен от Кг i то 

l D ' , w / W l H I lnj{t)q'{x{t))dt >rn I ln.j(t)dt. 

Применяя к покрытиям {В'п>\, {Е1
п Л теорему 8.1, получим 

из (8.19), (8.15) 
sup -. (t))< 

< 4 G 2 s u P f I in.j(i)dt)'la(la,j)-1c^n_l\\nrn.l\^< 
"•' * Vnj J 

<^p2rL1C7,|lnr„_1|v-. 
n 

При достаточно большом |3 этот ряд сходится Щ 
Обсудим условия теоремы 8.3. Степенная оценка в усло­

вии 1—это аналог оценки q' снизу (8.12). Степенную оценку 
можно ослабить до логарифмической, если располагать оцен­
кой для малых уклонений | вида 

Р J sup | x (t)—x(s)|<rl < C e x p { — cr~c}, r{to}0, 
\ - . '6 д J 

как это имеет место для винеровского процесса. 
Полагая q(v) =s'mj(k)v на отрезке [2я&, 2я(&+1)], легко 

построить пример, в котором неограниченность плотности рас­
пределения / ( | ) достигалась бы за счет быстрого роста функ­
ции j , т. е. сближения компонент К* между собой. 

Условие 2 означает, что траектории процесса удовлетворяют 
условию Гёльдера. Достаточные условия для справедливости 
подобных утверждений хорошо известны [1]. Условие 4 легко 
проверяется во всех интересных случаях. 

П р и м е р 1. Пусть | — стационарный гауссовский процессе 
квазирациональной спектральной плотностью рь т. е. для це­
лого п и положительных чисел сю, си и достаточно больших s 
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^0(1 + |5 | ) ' - "<А(5)<сп(1+ |5 | ) - 2 П -
Тогда процесс £ удовлетворяет условиям 2—4. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предъявим систему функций {/-}, 
удовлетворяющую (8.15). Пусть i0 — ненулевая неотрицатель­
ная бесконечно дифференцируемая функция, носитель которой 
лежит в [0, 1]. Для любого отрезка / = [а, Ь] положим 

-/w-'o(5=j)-
Оценка (5.15) обеспечивает выполнение (8.15), причем с7---

П р и м е р 2. Любая алгебраическая комбинация алгебраи­
ческих и тригонометрических полиномов может рассматривать­
ся как ядро q функционала f и удовлетворяет условию 1. 

Один из вариантов теоремы 9.3 доказан в [28]. Теорему 8.1 
можно использовать для получения неравномерных оценок 
плотности Pf_1 [311. Рассмотрим применение теоремы 8.1 к 
проекциям броуновского моста (см. (5.16)). Для простоты 
формулировок ограничимся случаем одного направления х. 
Пусть w — процесс броуновского движения, и(0) =>с(1) = 0 , 
1И|2=-1, 

1 
l{t) = w{t)-tw{l)-K{t) [x'{s)dw{s). (8.20) 

о 
Рассмотрим интегральный функционал 

/(£)-=1Ш0.*)Ч-«)-
о 

Относительно ядра q, как и в теореме 8.2, предположим, что 
ДЛЯ некоторого о>0 функция q(-, t) не убывает (или не воз­
растает) на отрезках (0, и) и (—v, 0) одновременно для всех 
/<5[0, I]) . Следующий пример показывает, что условия (8.12) 
недостаточно даже для невырожденности распределения f. 

П р и м е р 3. Пусть % дважды непрерывно дифференцируема-
Положим q(u, t) = cx"(t)u. Из (8,20) видим, что 

/ ( й - с J «" (0 IV) А, (Л)= -с J х' (t)dl (0-0. 
о о 

Поэтому необходимо накладывать дополнительные условия, ко­
торые обеспечивали бы различие функций qu'(u, t) и Ы'(1). 
Приведем два варианта таких условий. Через Lip (а) обозначим 
класс функций, удовлетворяющих условию Липшица с показа­
телем а. 

Т е о р е м а 8.4. Пусть •xeLip(a), с1—с7 — положительные по­
стоянные. Предположим, что при £{le}£o 

cxexp{-c2\u\-2}t''<\qu'(u, t)l<czt-
e*, (8.21) 
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-При достаточно малых t существует н" и 
| x " ( t ) | > ^ - - ' , (8.22) 

Ъ<с» c2~~<jU (8-23) 

Тогда распределение Р / ' 1 имеет ограниченную плотность. 
T e o p e M a 8,5. Пусть xgLip(a), 6 > 0 и для любых пар 

<*i, «О, (*.2> щ) и з неравенств t2 <(1 — 6) t- <(1 — 6) t0, \u2\< 
< ( 1—6) | щ | следует 

Яи' («2. U) 
к" (М 

^ \ Яи' («1 , tj) (1—6). (8.24) 

•Пусть с2 < — и при i < £0 

с1ехр{ — c2\u\-z}tc-<.\qu'(u, t)\. (8.25) 
Тогда распределение Р/"1 имеет ограниченную плотность. 

Теорема 8.4 применима только в том случае, когда %" бес­
конечна в окрестности нуля. Отметим, что квадратичная интег­
рируемость %' не позволяет рассчитывать на получение в (8.22) 
-оценки с с 5 > 3 / 2 . Поэтому дробь ---------- из (8,23) не может быть 
•больше единицы и условие (8,23) более жесткое, чем условие 
••с2<— и з теоремы 8.5. Преимущество теоремы 8.4—-в отсут­
ствии условий, налагаемых совместно на q и и. Расхождение 
qu' и %" обеспечивается здесь за счет неравенства с7<с5. 

Теорема 8.5 приспособлена к случаю, когда у," имеет конеч­
ный предел в нуле. Тогда (8.24) — это, в сущности, требование 
•монотонности qu'. При этом ограничение (8.25) имеет точную 
константу с2, как и в случае винеровского процесса и броунов­
ского моста. Грубая асимптотика малых уклонений гауссов-
•ского процесса не изменяется при конечномерном проектирова-

Я" 

яии. Поэтому константа о-, возникающая для случая х = 0 в 
!(8.11), сохраняет свою роль и для | . 

Отметим, что функционалы типа ш2 с ядрами 
q(u, t)=q0(t)u2, 

•часто встречающиеся в статистике, подчиняются условиям тео­
рем 8.4, 8.5. Разумеется, ограниченность плотности для них не­
трудно установить, представляя f(£) в виде суммы квадратов 
.независимых гауссовских величин. 

Условия, накладываемые на -к, симметричны относительно 
•концов'отрезка [0, 1]. Поэтому теоремы 8.4, 8.5 допускают оче-
•видную переформулировку, в которой накладываются ограни­
чения на q' и х" в окрестности t=l. 
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Глава 3 

ФУНКЦИОНАЛЫ ОТ ПРОЦЕССОВ 
С НЕЗАВИСИМЫМИ ПРИРАЩЕНИЯМИ 

§ 9. Допустимые полугруппы для процессов 
с независимыми приращениями 

Процесс (.;.•), t£R+, называется процессом с независимым!-» 
приращениями, если для любых 0 < t 1 < . . . < t „ случайные вели­
чины go, &, — So. • • •. Ъп — Ьп_, независимы. 

Характеристическая функция стохастически непрерывного 
процесса с независимыми приращениями определяется формулой: 

taEexp{itf(& —S-)}.---
со I 

= адц_—^!+ jj 5(ехр{шх}—1--^)П(йн, ds). (9.1> 
— со О 

Мера П называется меро£ Леви —Хинчина процесса £. Она! 
определена на Ц1ХЯ+ и удовлетворяет неравенству 

00 t 

И г Т 5 ? П ( Л ' d s ) < 0 ° YtGR+- (9"2> 
— со О 

Обоснование формулы (9.1) и других свойств процессов с-
независимыми приращениями можно найти в [49]. Процессу £. 
можно [49, с. 48] сопоставить меру Р в полном метрическом' 
пространстве (D[0, 1], d0). 

Чтобы применить метод расслоений, мы должны найти до­
статочное количество допустимых полугрупп для меры Р. К со­
жалению, здесь уже нельзя, как в гауссовском случае, ограни­
читься линейными полугруппами вида (5.1). Два следующих:. 
предложения показывают, что запас допустимых направлений 
для мер без гауссовской компоненты состоит не более чем из. 
одного направления. 

П р е д л о ж е н и е 9.1. Для того чтобы функция вида /(*)==. 
зз 1 порождала допустимое направление для Р, необходимо к 
достаточно, чтобы распределение | 0 было абсолютно непрерыв­
но по мере Лебега Л, и имело положительную плотность. 

Доказательство этого предложения тривиально. 
П р е д л о ж е н и е 9.2. Если | 0 = с и гауссовская компонента 

отсутствует (т. е. сг(0----0 в (9.1)), то Р не имеет допустимых 
сдвигов и направлений. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / — допустимый сдвиг для Р, 
Определим меру Р1 соотношением 

P'(A) = P ( A - i ) , A c D [ 0 , l]. 
Введем последовательность процессов 

t 

In (t) = 5 (t) - J \[«v (dx, ds) - y - J - П (d*, ds)' 
{M>e„} 6 

где v(dx, ds) —случайная мера скачков процесса g. Если en{to} 
{to}0 достаточно быстро, то при каждом 2^.0 Р-ПОЧТИ наверное 
|„(/)-{to}a(/), но Р'-почти наверное £п (•-)->-(а + 0 ( 0 . Поэтому 
либо меры Р и Р ! ортогональны, либо i==0 H 

Если от(^)-й0, то множество допустимых сдвигов для Р' 
совпадает с множеством допустимых сдвигов гауссовской ком­
поненты процесса \. В этом случае применима вся техника, раз­
витая в главе 2. 

Построим класс допустимых полугрупп преобразований 
скачкообразной части процесса | . Не охватывая всех возмож­
ных преобразований, этот класс тем не менее оказывается впол­
не достаточным для решения рассмотренных ниже задач. 

Неформальное описание действия полугруппы на траекто­
рию таково. Берется скачок траектории %. Пусть ио — величина 
скачка, I — момент скачка. Величина скачка начинает изме­
няться, а момент скачка остается прежним. Если функция 
G-(£) имеет в момент t скачок величины к(с), то скорость из-
менения скачка — равна v(%{c), t). Здесь v—неслучайная 
функция, определяющая группу преобразований {Gc}. Функцию 
v назовем скоростью преобразования скачков. Мы укажем 
класс таких скоростей, что построенные по ним полугруппы G 
удовлетворяют требованиям § 4. 

Пусть Ai, . . . , Ам — конечное число открытых множеств в R1? 
отделенных от нуля. Множество Ак представим в виде объеди­
нения открытых непустых интервалов A f e= 1J (ajtk, P/,/<)• Пусть 
Tv . . , , Тм — непересекающиеся относительно открытые подын­
тервалы отрезка [0, 1]. Положим 

м 
Z = U (AbXTk). (9.3} 

Функцию v:RlX[0, i]-+Rl назовем скоростью преобразова­
ния скачков, если 1) v непрерывна по паре переменных на каж­
дом из множеств АкХТ„; 2) ^-1{0}=(/? ,Х[0, 1 ] ) \Z ; З) если 
т>>0 на (aJtk,fij,k)XTkt то функция 

( " ' ^ \ -чего 
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быть конечна и непрерывна на (а/,А, Р^-ОХТ* и должна 

S dt, _ + оо. (9.4) 
«(С. О 

Если v<0, то конечной и непрерывной должна быть функция 

и 

и должно выполняться (9.4). 
Ядром полугруппы преобразований со скоростью v назовем 

-функцию g:JR+XZ-+Rl> которая при с > 0 является решением 
уравнения 

g(e,y.,t) 
С —— = с . (9.5) 

Условие (9.4) обеспечивает однозначную разрешимость уравне­
ния (9.5) относительно g. При этом с->g (с, и, t)--монотонная 
функция, g(0, х, £)=-и и 

limg(c и, t)eK,ft}U{P;.ft}. 

Значение предела определяется знаком v. 
Через Dz обозначим множество элементов х пространства D 

таких, что при некотором t (x(t)—x(t—), t)4Z и при любом t 
(x(t)—x(t—), i)$dZ. Множество Dz открыто в D. 

Полугруппой с ядром g назовем семейство отображений 
'Gc: Da->-Dz, определяемое формулой 

оо / 

[Ос (X)} ( 0 = J J [g(C X, 5) -%} 1ZV (dX, dS) + x (0, (9.6) 
—coO 

где v—-мера скачков траектории JC. 
Пусть 6;t(z.)—-скачок функции х в момент времени t. Если 

<6,(t), t)eZ, то 8GcW (t) = g(c fi^(t), t) и (60 c W (0- i)eZ. Если же 
6x(t)iz, то So,w(0-6^(0• 

Поскольку множество Z отделено от нуля в пространстве 
скачков, то полугруппа {G-} действует на конечное число скач­
ков, и интеграл (9.6) является конечной суммой. 

Пример 1. Положим Л, —(1, оо), Тг = [0, 1], t)(%, t) = 
= 1.4, (и). Пусть nx(t) — число скачков на промежутке [0, t], 
величина которых больше 1. Тогда 

[GAx)]{t) = x(t) + cnx(i). (9.7) 
Таким образом, в этом примере орбиты прямолинейны, хотя 

и не параллельны друг другу. 
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Перечислим несколько свойств построенных полугрупп. До­
казательства приведены в '[32], 

Пусть для любого BczRlx [0, 1] 

П (5 П Z) - j Щ (dt) j я (х, t) \BC[ZX (dx), (9.8) 
0 —CO 

т. e. условные меры, порожденные мерой П, абсолютно непре­
рывны на Z относительно X. Если я > 0 на Z, то {G-} будет до­
пустимой полугруппой. Орбиты полугруппы {Gc} являются 
гладкими кривыми в D. Введем обозначение 

-о t 

[О' (х)] (i) = ^ g/ (0. х, s) v (dx, ds). 
—оо О 

Если 11.11 равномерная норма в D, то 
II Ge+Ae (x)~Gc (x ) -AcG' (Gc(x)) II —о (| Ас \). (9.9) 

Поэтому Gf(x) можно интерпретировать как касательный 
вектор к орбите полугруппы в точке х. 

Т е о р е м а 9.1 [32]. Пусть xeD и множество {t\x(t)=£ 
=£x(t—)} всюду плотно в [0,1]. Тогда для любых е>0, /6D 
найдутся область Z, скорость преобразования скачков v и 
число 6 > 0 такие, что б-окрестность х лежит в Dz, и при 
-do(x, f/)<6 

do(/, G'(y))<e. 
Этот результат показывает, что класс построенных полу­

групп достаточно широк. 
З а м е ч а н и е . Если ZQa{Rx\ {0}) X [0, 1] — открытое мно­

жество и {t\6x(t)£ZQ} плотно в [0,1], то в утверждении тео­
ремы 9.1 можно выбрать ZcZ0. 

Дадим описание условных мер, порождаемых мерой Р на 
орбитах полугруппы {GJ. 

Т е о р е м а 9.2. Пусть мера П имеет на Z вид (9.8). Тогда 
условные меры РТ на орбитах полугруппы {G-} существуют, и 
их плотности относительно инвариантных мер А,- вычисляются 
по формуле 

где V —мера скачков траектории х. 
Н а б р о с о к д о к а з а т е л ь с т в а . Рассмотрим процесс 

!..(..).= [Ge(!.•)] (0- Это процесс с независимыми приращениями. 
Пусть П° — мера Леви—Хинчина для %с. Она вычисляется как 
образ меры П при следующем отображении: 

(х, t) -> (g (с, и> 0» t) на Z, 
(х, *)->-(*, 0 на ( Я ' Х Р , 1 ] ) \ Z . 
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Если я > 0 на Z, то ПС<П и полугруппа (G-) будет допу­
стимой. Тогда для вычисления условных мер МОЖНО восполь­
зоваться теоремой 4.1. Формула (9.10) легко выводится из 
(4.7) и формул А. В. Скорохода, которые выражают плотности 
мер, соответствующих процессам с независимыми приращения­
ми, в терминах мер Леви—Хинчина [48, 49, с. 265]. В общем 
случае меру Р можно приблизить по вариации мерами Р„, для 
которых лХп>0 на Z Ц 

О п р е д е л е н и е . Устойчивым называется процесс с неза­
висимыми приращениями и мерой Леви—Хинчина специально­
го вида: 

n(dx, dt) = \K\-l-a(c1l^>0) + c2\^<oi)dv,dt. (9.11) 
П р и м е р 2. Пусть полугруппа (G-) определяется соотноше­

нием (9.7). Тогда для устойчивого процесса с мерой Леви — 
Хинчина (9.11) формула условной плотности имеет вид 

^(Oe{x)) = Cy&LpWln[(c + H)-i-*]^dH,dt)l (9-12> 

где Ст — нормирующий множитель, у — мера скачков траекто­
рии х. 

Содержание этого параграфа можно распространить на слу­
чай процессов с независимыми приращениями со значениями в 
пространстве Rm, m > l . В этом случае приходится рассматри­
вать пространство D", состоящее из /?т-значных функций без 
разрывов второго рода. 

Для широкого класса гладких функций v со значениями в. 
Rm ядро g полугруппы преобразований может быть найдено из 
дифференциального автономного уравнения первого порядка 

D-g(c, х, t)=v(g(c, х, t), t), c^O, 
с начальным условием g(0, х, t)=%. Это уравнение служит 
m-мерным аналогом для (9.5), Полугруппа преобразований 
(Ос) вводится, аналогично (9.6), соотношением 

t 

\GC (x)} (t) = j* J [g (с, x, s) ~ x ] 1zv (dx, ds) + x(t). 

Формулировка теоремы 9.1 сохраняет силу и в /я-мериом 
случае. Что касается теоремы 9.2, то формула (9.10) примет вид 

X det D„g (с, х, s) v (dx, ds)}. (9.13) 
Определитель в (9.13) можно выразить по формуле Лиувилля 
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detD}g(c, x, s) —exp j Sp D**» (g (и, к, s), s)dtt. (9.14) 
о 

При т=\, делая в (9.14) замену переменной w = g(u, к, s), 
•получим 

с 

ехр j DHv(g(u, к, s), s)du = 

О 

= ex/l"f" -°=!(«, - ) r f - - - P ^ x ^ ' '> . (9.15) 
Подставляя (9.15) в (9.13), снова придем к (9.10). 

§ 10. Абсолютная непрерывность распределений функционалов 

Пусть Р — мера в D, соответствующая процессу с незави­
симыми приращениями g. Пусть П — мера Леви—Хинчина для 
£. Рассмотрим измеримый функционал / : D{to}iR- и, следуя об­
щей теории из § 6, будем искать достаточные условия абсолют­
ной непрерывности распределения Pf-1. Будем использовать 
введенные в § 6 понятия (В, Я)-гладкости функционала и 
(В, Н) -достаточного числа преобразований. 

Л е м м а 10.1. Пусть Z— открытое подмножество /?'Х[0, 1], 
П<СА,2 на Z и 

- g - > 0 на Z. (10.1) 

Пусть BdD и для любой траектории х&В и любых tx<t2 
существует такое t, что 

tx<t<t2, (bx(i),t)qZ. (10.2) 
Если в качестве тл и TD рассматривать топологию простран­
ства D, то мера Р имеет (В, D)-достаточное число допустимых 
преобразований. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существование достаточного числа 
полугрупп преобразований следует из теоремы 9.1 и замечания 
к ней. Допустимость этих полугрупп следует из теоремы 9.2Щ 

Г е о р е м а 10.1. Пусть ZczRlX [0,1] — открытое множество 
такое, что для любых различных tu ^^[0,1] 

ti 
j | 1 ^ П = о о . (10.3) 

Пусть мера Леви—Хинчина П<Х 2 на 2. Предположим, что 
/ : D-vi?1 является (В0, D) -гладким функционалом для некото­
рого В0 такого, что P(D0) = L Пусть f удовлетворяет локально­
му условию Липшица в равномерной норме. Тогда Р/_,-СХ. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть В состоит из таких элементов х 
множества Во, что для любых различных U, h, 0{le}ti<t2{le}1, 
существует t, удовлетворяющее (10.2). Поскольку мера скачков 
процесса .- пуассоновская, а (10.3) есть среднее количество 
скачков в Z, то Р(В)=Р(.80) = Г Временно предположим, что 
выполнено условие (10.1). Тогда из леммы 10.1 следует, что ме­
ра Р имеет (Б, D)-достаточное число допустимых преобразо­
ваний. Утверждение теоремы 10.1 следует теперь из теоремы 
6.1. В общем случае меру Р можно приблизить по вариации ме­
рами, соответствующими процессам с положительной ПЛОТ­
НОСТЬЮ мер Леви—Хинчина. Но если Pn{to}P, то P„f-l-+Pf~\ а 
сходимость по вариации сохраняет абсолютную непрерывность. 
Следовательно, Pf-1<g.&B 

З а м е ч а н и е . Условие (10.3) играет ту же роль, которую в 
гауссовском случае играли условия невырожденности (6.5), 
(6.6). 

В качестве объекта применения теоремы 10.1 рассмотрим 
интегральный функционал 

f(X) = $q(x(t))\i(dt). 
о 

Предположим, что q удовлетворяет локальному условию 
Липшица и на некотором множестве UczR1 производная q' 
определена, непрерывна и отлична от нуля. Пусть ц,—конечная 
мера на [0,1] - Функционал / определен на всем пространстве 
D, и если 

p{t\x(t)W}=0, (10.4) 

то производная / по направлению l£D в точке х вычисляется 
(см. пример 5 из § 6) по формуле 

о 

Предположим, что A,(J?-\C7) =0, {mu}<A,, |х([0,1])>0. Пусть В0 
состоит из таких х, для которых выполнено (10.4). Тогда из 
формулы (10.5) видно, что f является (50> D) -гладким функ­
ционалом. 

Условие (Ю.1) и абсолютная непрерывность П гарантируют 
абсолютную непрерывность одномерных распределений процес­
са | . Поэтому из условия X(Rl\U)=0 следует, что P(5o) = l . 
Таким образом, при сформулированных выше условиях Pf~l,<t^h. 

Аналогичный результат справедлив и для интегральных 
функционалов от многомерных процессов. В этом случае 
q : Ят-*-Я\ а формула для производной примет вид 
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- V (x) = j (grad q {x (t)), I (t)) ц (dt) 
0 

и условия невырожденности и непрерывности нужно наклады­
вать на градиент функции q, 

§ 11. Интегральные функционалы от устойчивых процессов 
Для функционалов вида 

г 
и гауссовских мер Р мы нашли в § 8 достаточные условия огра­
ниченности плотности распределения Р/ -1 . Получим аналогич­
ный результат для меры Р, соответствующей устойчивому про­
цессу. 

Пусть Р — мера в D, соответствующая устойчивому процес­
су g, с мерой Леви—Хинчииа вида (9.11). 

П р и м е р . Пусть / — функционал вида (11.1), причем \i=Xt 
Г=[0 , 1], q(u,t)=0 при | « | > е и 

Jim sup I q (и, t)\ = Q. (П.2> 
6-+0 |« |<6 

Можно доказать, что 
lim sup тг 'Р / - 1 ([0, v\) — со, 

•о-»-О 

и, следовательно, ПЛОТНОСТЬ распределения Р/ - 1 не может быть 
ограниченной. 

Этот пример показывает, что, в отличие от теоремы 8.2, нам 
недостаточно ограничений, налагаемых на q в окрестности ну­
ля, несмотря на то, что £(0)=0. Мы будем предполагать, что 
существуют возрастающая последовательность вещественных 
чисел U={un}, inf (ип—- ип~А) >0, и невырожденный отрезок 

п 
Д о [ 0 , 1] такие, что функция q{-, t) монотонна на [«„-ь "•.] 
при всех п для любого /6Д « при почти всех u£Rl 

|DB?(«, t)\>c3exp{-c4p{u)-a}, (11.3)-

где р(-) — расстояние до множества U, а с3, ^—положитель­
ные постоянные. 

Т е о р е м а И Л [33]. Пусть мера Р отвечает устойчивому 
процессу с параметрами (с1, с2, о,). Рассмотрим функционал: 

1 

/ ( .«Н | ?(*(*). t)K(dt). 
о 
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Предположим, что ядро q удовлетворяет условию (11.3). Если 
•с гс2>0 и 

с 4 < А, (Д).2-а (2-\-2а-\-а-1)-1Л\щ sup8 а | 1пР {sup | \t | <s} |, (11.4) 
ЕЧ-О 10,1] 

то плотность распределения Р/ - 1 ограничена. 
Доказательство теоремы П.1 вполне аналогично доказа­

тельствам теорем 8.2 и 8.З. Главное отличие заключается в том, 
что вместо расслоений на параллельные прямые рассматри­
вается расслоение на орбиты полугрупп преобразований скач­
ков (см. § 9, пример 1). 

З а м е ч а н и е . Существование предела логарифма вероят­
ности малых уклонений (11.4) показано в [36] для строго 
устойчивых процессов. Для произвольного устойчивого процесса 
верхний предел (11.4) конечен. 

Верхний предел логарифма вероятностей и сомножитель 
.Л, (А) необходимо появляются в (11.4) так же, как и в (8.11). 
Остальные сомножители (11.4) можно улучшать. 

Ограниченность плотности суммы независимых случайных 
величин. Пусть li, i — \, 2, 3 , . . . , —независимые одинаково 
распределенные случайные величины с плотностью распределе-

k 

ния рх. Пусть 41/, = = 2 ^ ь а Ри — плотность распределения Цк-

Ограниченность ри.— необходимое условие выполнения класси­
ческих локальных предельных теорем, остальные условия кото­
рых выражаются в терминах ри см. [23, с. 154]. Поэтому ин­
терес представляют условия на pi, обеспечивающие ограничен­
ность ph при больших k. 

Т е о р е м а 11.2. Если для некоторого е > 0 

Ep1f(c) = l|A||[i+e («, )<co, (11.5) 

то /?,,, ограничена при k> (l-]-s)e-1. 
Этот результат получен в [23, с. 157] методом характери­

стических функций. Поскольку сумма — простейший вид функ­
ционала от процесса с дискретным временем, можно дать эле­
ментарное доказательство теоремы 11.2, основанное на методе 
расслоений. К сожалению, условие (11.5) не является необхо­
димым для ограниченности ръ,. B связи с этим отметим сле­
дующий факт. 

Т е о р е м а 11.3. Пусть F — произвольная функция распре­
деления. Тогда существует такая ограниченная случайная вели­
чина | , что при ы^О 

l — f ( « ) < P { p 1 ( i ) ^ u } , 
однако рк ограничена при k^2. 

Таким образом, не приходится надеяться на получение ин­
тегрального критерия типа (11.5), который давал бы необхо-
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дамое и достаточное условие ограниченности pft. Тем не менее, 
-если сузить класс рассматриваемых плотностей, то (11.6) ока­
зывается также и необходимым. 

Т е о р е м а НА. Пусть R1 допускает разбиение на конечное 
число отрезков, на каждом из которых плотность рх МОНОТОН--
иа или ограничена. Если ph ограничена, то при e<k~l выпол­
нено условие (11.5). 

§ 12. Функционалы типа супремума 

Пусть (•!(/)), /G[0, 1], —/n-мерный процесс с независимыми 
приращениями. Р — его распределение в X=-Dm[0, 1], 

/(х) = &щ>\\хУ)\\, (12.1) 

где х£Х, а ||-|| — некоторая норма в Rm. 
При изучении распределений функционалов такого типа 

можно эффективно использовать разбиения на параллельные 
прямые. 

Т е о р е м а 12.1. Предположим, что распределение величины 
£(0) абсолютно непрерывно. Тогда Р/~'<СЯ. 

Если значение процесса | в начальный момент времени фик­
сировано, ТО у распределения Pf-1 может появиться атом. 

Т е о р е м а 12.2. Предположим, что 1(0)= а с вероят­
ностью I, а У(*б(0,1] распределение l(t) абсолютно непрерыв­
но. Тогда распределение Р/ - 1 будет сосредоточено на полупря­
мой [\\а\\, {infty}) и на (||а||, {infty}) будет абсолютно непрерывно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 12.1. Мы проведем дока­
зательство лишь для размерности m.5-2. В случае т=\ дока­
зательство аналогично, но значительно проще. 

Пусть г, 1И|-=1, — вектор максимальной евклидовой длины, 
R — одномерное подпространство, натянутое на г, a Е— орто­
гональное дополнение (в евклидовой метрике) к R. Пусть (si), 
1 = 1 , , . . , т—1, — орты в Е. Пусть L — подпространство 
Dm[0, 1], порожденное функциями (k), £ = 1 , . . . , т — 1 , k(t)=ei 
V*e[0, l ] . 

Рассмотрим разбиение Г пространства Dm[0, 1] на много­
образия, параллельные L. Отождествим факторпространство 
Dm[0, 1]/Г с совокупностью тех xeD»[0, l ] , для которых 
x(0)6J?. Рассмотрим также разбиение А пространства Rm на 
многообразия, параллельные Е. Факторпространство RmJA 
можно отождествить с R. 

Обозначим через Q распределение вектора g (0). B силу неза­

висимости приращений процесса ?j условная мера PY на много­

образии Y+ 2 ' с ^ ' C i 6 / M ' Y(0)eflvсовпадает с условным рас-
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пределением Q-̂ o, меры Q на многообразии Y(0) + 2 ctei* 
cfcR1}.. Из предположения, что Q-C-V* следует» что Р7<Я,т-1! 

для Рг-почти всех у. 
I т-1 V 

Сужение функционала / на многообразие 7 + 2 Citt, с.б--?1?» 
4(0)6/?, имеет вид: 

ЛИ —/y + 2 ск = sup "~MC)' 
от—1 

где c = (c1,...,cm_i), гГ, (с) Y(0 + 2 ciei 
Поэтому fy, как супремум выпуклых функций, будет вы­

пукла. Рассмотрим более подробно функции 4t. Обозначим че­
рез tx(t), y2(t) соответственно проекции y{t) на подпростран­
ство R к Е. Пусть а = sup || Yi (-0 И • В силУ выбора вектора ГТ 

ш—1 

функция г1г(с)-~ аг +2 С/с; будет иметь единственный мини­

мум. Если y\{t)^=0, то график функции с"->-¥((с) получается и*. 
графика функции с {to}'? (с) сдвигом и подобием с коэффициен­
том) не превосходящим 1. Если же Yi(.-) —0> Т0 ^^ (с) =-

т— 1 

y2 (0+2 с»е» 

ка функции с-

и ее график получается сдвигом из графи-
m - l 

2 с<е< • Но тогда функция с {to}/v (с) также 
будет иметь единственный минимум, достигающийся в некото­
рой точке су. Последнее обстоятельство позволяет заключить.». 
что Ру/^-С?- (Для доказательства этого достаточно применить-
формулу полной вероятности к разбиению пространства Rm на 
лучи, выходящие из точки су). Таким образом, по (3.5) Р/_ 1-С 
«А, Ш 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 12.2. Пусть 0 < 8 < 1 ж 
а>0 . Положим: 

A —{xeX | sup| |x(0| |>| |a | | + a}; 
[е,1] 

В = {хвХ | sup || х (t) || < || а || + а}; 
10,6] 

C={^eX| / (x) = | |a | |}; D = X\C. 
Поскольку функции из X непрерывны справа в нуле, то па» 

заданному 6>0 можно найти s и а так, что 
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P ( D \ A ) < 6 , Р ( Я ) > 1 - 6 . (12,2) 
Обозначим через ie отображение X в Jf e=D"[e, 1], сопо­

ставляющее функции х ее сужение на интервал [в, I], Пусть 
Р8 = Р..-1. Положим 

е 
Л С*) = sup || .* (О ||, х&Хе; 

le.ll 
« ( с ) - | | a l i v e ceR1; 

g(x) — « ( / e ( i E (*)))> хеХ. 
Пусть G = D\(A[]B). Из (12.2) следует, что P(G)<26. Так 
как f(x) = g(x) дл-я xQC{J(Ar}B), то отсюда следует, что 

| | P / - i _ P g - i | | < 2 P ( 0 ) < 4 6 . (12.3) 
Распределение величины Ej(s) абсолютно непрерывно по усло­

вию. Применяя результат теоремы 12.1 к процессу (tj(0)> Щ^ 11 
и функционалу / е , получим, что PEf^l<^k. Поскольку Рег1 = 
- (Ре/<Г!)щ"1' то распределение Pg_1 будет сосредоточено на 
[ || a ||» оо) и будет абсолютно непрерывно на (||a||> oo). Отсюда. 
и из неравенства (12.3), устремляя б к нулю, получаем, ЧТО 
распределение Р / - 1 обладает аналогичным свойством-Н 

Аналоги теорем 12.1 и 12.2 имеют место и для процессов с 
независимыми приращениями со значениями в равномерно вы­
пуклом банаховом пространстве. 

Г лae a 4 \ 

ЛОКАЛЬНЫЕ ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ J 

§ 13. Теоремы о СИЛЬНОЙ сходимости 

Слабая сходимость мер Р„ к Р обеспечивает, как хорошо из­
вестно, слабую сходимость распределений Pj~l к Pf_1 для. лю­
бого Р-почти всюду непрерывного функционала /. В этой гла­
ве с помощью метода расслоений выделяются широкие классы 
функционалов, для которых распределения Pnf~l СХОДЯТСЯ К 
Р/ - 1 в более сильном смысле - по вариации. Если рассматри­
ваемые распределения имеют плотности, то сходимость по ва­
риации равносильна сходимости плотностей в метрике L1. Та­
ким образом, речь идет о возможности получения локальных 
предельных теорем «одновременно» для многих функционалов. 

Пусть X — полное сепарабельное метрическое пространство, 
Р, р,,, /1=1,2 , ... ,-вероятностные меры на -В*, / -и змери­
мый функционал на X, Г-измеримое разбиение X, фактор-
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мера и условные распределения для мер Р„ относительно Г 
будут снабжаться индексом /г:Рг, P". ПОЛОЖИМ 

Символом Z (X) обозначим банахово пространство всех 
конечных зарядов на f&x с ПОЛНОЙ вариацией в качестве нормы. 

Т е о р е м а 13.1. Пусть Р„=>Р. Предположим, что для некото­
рого разбиения Г выполняются условия: 1) J \\v^ — vy\\Pr{dy)'-^0[ 

XIV 
2) отображение y {to}vy из 1 /Г в Z ^ 1 ) непрерывно Рг — 

почти всюду. Тогда Р,,/"1—«-Р/-1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим меру \in, полагая I.1--.— 

= J vYP£ (dy). В силу (3.4), (3.9) 
X/F 

ЦР^-'-Р/'ЧК III v"—v7||pГ(dy)+||^lл-P/-, II-
x/t 

Поэтому достаточно" установить, ЧТО ||Ц„—Pf~4|{to}0. Но это 
сразу вытекает из следствия 2 теоремы 2.2 если применить его 
к функции y{to}vT. В 

З а м е ч а н и е 1. Условие 1) эквивалентно, очевидно, така-
му: Ve>0 при n{to}oo 

Pr{Y. | |h»-v , | |>e}-*0. (13Л) 
Отметим также, что из определения мер v™, vv следует, что 
\\у" — vy\\<\\Py — Р.у || и, следовательно, условие 1) будет выпол­
нено, если условные распределения для мер Р„ сближаются по 
вариации с соответствующими условными распределениями 
для Р. 

З а м е ч а н и е 2. Структура множества значений функцио­
нала / не влияет на существо дела. Можно считать, что f есть 
измеримое отображение X в произвольное измеримое простран­
ство (Е, (о) (при этом в условии 2) вместо пространства 
Z(i?') появится Z(E)). В частности, результат, аналогичный 
теореме 13.1, будет справедлив и для функционалов f со зна­
чениями в ЯЛ 

З а м е ч а н и е 3. Можно усилить теорему 13.1, потребовав, 
чтобы условия 1) и 2) выполнялись лишь в окрестности Р-
почти каждой точки х относительно разбиения, зависящего от 
х. Точную формулировку такого «локального» варианта теоре­
мы 13.1 можно найти в [19, теорема 3.2]. Нам, однако, она не 
понадобится. 

Регулярные последовательности разбиений. Ниже, в § 14 и 
15, будет показано, что условные меры для распределений Рп 
в линейном пространстве X относительно разбиений на парал­
лельные прямые сближаются с соответствующими условными ме-
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рами для предельного распределния Р лишь в редких случа­
ях. ЭТО обстоятельство затрудняет непосредственное примене­
ние теоремы 13.1 к изучению поведения распределений функци­
оналов обшей структуры. Конструкция, к описанию которой 
мы приступаем, использует часто встречающееся явление 
«стабилизации» условных распределений и позволяет более 
эффективно изучать сильную сходимость. 

Начиная с этого момента, будем предполагать, что X — пол­
ное сепарабельное линейное метрическое пространство. 

Пусть (Рп) и (Qre) —две последовательности вероятност­
ных мер на ЭХ, слабо сходящиеся к мере Р. Нам будет удобно 
рассматривать формально более общую задачу о сближении 
по вариации распределений Р„/-1 и QJ~l. 

Пусть F-—замкнутое линейное подпространство простран­
ства X коразмерности 1, I — какой-либо элемент X, не содер­
жащийся в Г, а (/..) — некоторая последовательность, сходящая­
ся к I. Обозначим через Г„ и Г разбиение X на прямые, 
параллельные, соответственно, 1п и L Факторпространства 
естественным образом отождествляются с У. Условные расп ре-
деления для мер Рп и Q„ относительно разбиения Г,, буд ут 
обозначаться (Ру"), (Q/), y£Y, а фактормеры — Р£ Q? . Поль-
зуясь теоремой 5.5 [2], легко вывести, что при п-> оо 
Pry^Pr, Qr„-->Pr. Положим Р/—-P/a-1 , где а- —линейный 
непрерывный функционал, аннулирующий Y и равный 1 на /„. 
Пусть, далее, P$,v — Vy.v аг# Соответствующие объекты, 
построенные по мерам Q„, обозначаются аналогично. 

Определение 1. Последовательность разбиений Г,, выше­
указанного типа назовем регулярной (относительно последова­
тельностей (Р„) и (Q„)). если для любых VQ%>x> U6.Br таких, 
что P(.3l/) — 0, Pr(.5U) = 0, выполняется соотношение 

^KvPrJdyj-JQlvQ'^idy) ->0, п^сс. (13.2) 
и и 

Мы покажем, что возникающие естественным образом по­
следовательности разбиений оказываются регулярными всякий 
раз, когда конечномерные распределения мер Рп и Qn сходят­
ся по вариации к соответствующим конечномерным распределе­
ниям предельной меры Р. 

Заметим, что условие (13,2) обеспечивает сближение по ва­
риации лишь определенных смесей условных распределений и 
потому оно существенно слабее требования о сближении по ва­
риации индивидуальных условных распределений, которое по 
сути используется в теореме 13.1. 

Предположим, что с-алгебра 95дг порождается счетным набо­
ром %-={uk}™ линейных непрерывных функционалов. Пусть 
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Y — кеги0, l$Y, ln-*l. Обозначим через nk отображение X 
в Rkn, определяемое равенством 

nk{x) = (u0(x), ...,щ(х)). 
Теорема 13.2. Предположим, что Pn-->P, Q„=>P и что 

для любого к 
var var 

Рип-1->Ря-1, Q„r t -^Pn- i . (13.3) 
Тогда последовательность (Г„) разбиений пространства X на 
прямые, параллельные векторам /„, регулярна, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как о-алгебра 5&х порождается 
множествами вида п~1 (В), В&&кП, то соотношения (13.2) доста. 
точно проверить для случая, когда 

\z=V(-5i), ад5ж; 
U={x] (иг(л;), , , , а 4 (x))e-52, w0(x)=0}, 526-5ft. 

Заметим, что для Аб.®1 

t(U, V, A)--=j Pn
UiV(A)P£n(dy) = Pn{En), 

тде 
Е»Ах\Ш*А> * <*-<-*-• W ^ ~ ^ 4 • • • 

Аналогично 
о (U, V,A)=\ U'y,v(A)Q&n (dy) = Qn (£,.). 

и 
Множество Е„ есть множество вида n~l(B), В£%>к, и поэтому 

sup|T(U ,l/,A)-o(U , К, .А)|<||Рвп-1-Ояя-1||->0И 

Применим полученный результат к пространству непрерывных 
функций .А' = С[0, 1]. В качестве Y возьмем подпространство 
тех у, для которых «/(t0) —0> где ^о~---е--оторая точка из [О, 1]. 
Пусть l£X, i(t0)=-fc0, /„{to}/. Через л/, /А, как обычно, обозна­
чим координатные отображения: 

ntt...tk(x) = (x{ti), ...,x{tk)). 

Пусть Т~счетнс-е всюду плотное подмножество интервала [О, 1], 
одержащее точку t0. Из теоремы 13.2 непосредственно выте­

кает следующее утверждение (ем. Предложение 6.1 [19]). 
Предложение 13.1. Предположим, что Р„-->Р, Q„=->P 

.и что для любых tu ...,tkQT 
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1 1 1 v a - I 

рвял!.,/й-*ряг:!../й, Q ^ ^ . . ^ - ^ Р Я - . 1 . . ^ . (13.4) 
Тогда последовательность Г„ разбиений пространства X на 

прямые, параллельные векторам 1п, регулярна. 
Допустимые классы. Введем некоторые обозначения. Пусть 

Т„ — разбиения вышеуказанного типа, пусть 
У,п = {г + с1п, CZR1}, чУ

п = {у + с1п, сб/?1}, г,у&, 
— два элемента разбиения Г„ и пусть / — измеримый функцио-
•нал на X, Зададим отображение Iz,y,n'. Y/-^yy" равенством 
Jz,y,n (.2 + Cln) =y-\- Cln. ПОЛОЖИМ 

Через >t£iV, и w .̂̂ .v обозначим объекты, аналогичные введенным 
м образованные с помощью / и условных мер Qz

n. 
Обозначим через Ov множество тех у£У, для которых при 

любом s > 0 найдется такая Y-открытая окрестность Uy точки 
у&, что при п-> ОО 

Kn{z&Uy\H,v-vn
Ziy,v\\>^^0, (13.5) 

Qln {геиу | \\ к1 у - •&,„, v || > е] {to} a (13,6) 
О п р е д е л е н и е 2. Класс 35cz%>x будем называть допусти-

алым для функционала / , если 
1) V1/G25 Р((3\/)=0; 
2) для любого множества V вида 

V^Vk+l\\jVi, V&2D, i=\,...,k + \, 
i ' 

существует регулярная для (Р„) и (Q„) последовательность раз­
биений Г„ такая, что Рг(Оу)— 1. 

Введение такого определения оправдывается следующей 
•теоремой. 

Т е о р е м а 13.3. Предположим, что Pn=*-P, Qn-^P и пусть 
W—открытое множество, для которого V(dW) — 0. Если суще­
ствует такой допустимый для / класс 25, что для Р-почти 
.каждого х^Х найдется окрестность VXQ3), то 

||P«,w/-1-QB,w/-1IK0. 
Доказательство этого утверждения лишь незначительными 

деталями отличается от доказательства теоремы 6.1 [19], мы 
его приводить не будем. 

Условия теоремы 13.3 трудно проверить непосредственно. 
Однако именно эта теорема является той базой, на которой 
•строится доказательство основной теоремы, приводимой ниже. 

Асимптотическая стабильность. Семейство А = {а} мер на 
(-R1, S31) назовем стабильным, если плотности ga этих мер рав­
ностепенно непрерывны и равномерно ограничены на -R1. 
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О п р е д е л е н и е 3. Семейство ( Р / ) , г/бУ, nON, условных 
мер для последовательности Р„ относительно разбиения Г„ на­
зовем асимптотически стабильным, если существует такое ста­
бильное семейство мер А — ( а / ) , г/бУ, n6N, что Ve>0 при п-*-оо, 

Рг„ {«/6Г 11| Р / — а / || > в} {to} 0. (13-7* 

Следующий пример показывает, что без условия типа асимп­
тотической стабильности даже для очень хороших функциона­
лов f сильной сходимости P J - 1 к Р/"1 может и не быть. 

П р и м е р 1. Пусть | — гауссовская случайная величина с 
параметрами (0, 1), не зависящая от стандартного процесса 
броуновского движения {w(t)), -б[0, 1]. Пусть 1п=К(1), гд<--
hn(s) = [ns]n_1, seR1. Положим : ;••• 

Г ти(2/--1),.<б[1/2, 1] 

tiB(0 = -a»1(t)+EB|2t-T|, t6[0, J], 
1- (0 -= -1 (0 +- s 1..?̂  -11> te[o, i]. 

Обозначим через Р „ и Р распределения в С [0, 1], соответствую­
щие процессам цп и т]. Очевидно, что Р„=>Р. Несколько менее 
очевидно, что для любых точек t.;6[0> 1], i=l,...,k, никакие 
две из которых не симметричны относительно точки 1/2 

var. -Э»л;^1. i ~*^n7i..t » В то же время для линейного непрерывного 
функционала 

f{x) = \x{t)dt, хвХ, 
о 

сходимость Р , . / - 1 ->Р/ - 1 невозможна, так как / (г\„) = - <3в». 

f (г}) = - s- Сужение функционала / на прямую { x + c i , C&JR1}* 

l(t) = \2t — \\, есть линейная функция; c{to}/(x) + - с . Tel.» 
самым в этом направлении / меняется: достаточно быстро-. 
Условные же распределения Р / (соответственно, Рх) будут" 
с точностью до сдвига совпадать с распределением величины. 
-j \п (соответственно, тгЩ. Поэтому стабилизации условных рас­
пределений здесь нет. 

Основная теорема. Множество А={х+с1, сб[а, ft]}, x, iGX,. 
a, b&R1 назовем отрезком, параллельным вектору /; в этом слу­
чае будем использовать обозначение Д||/. Отрезки Л„= {x„.+-
+ cln, cQ[an, bn]} сходятся к отрезку А, если хп~>-х, /„{to}/, an{to}a,. 
bn-*-b. Положим ДЛЯ функционала f и отрезка А== {x+ci... 
с6[а, Ь]} :fA(c)=f(x+cl), св[а, ft]. 
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О п р е д е л е н и е 4. Будем говорить, что функционал f при-
надлежит классу Ж{х, I, (/„)), х, Ш, /„{to}/, если найдется та­
кая окрестность V точки х, что для Р-почти каждого y£V и 
для любого отрезка &={y + d, св[а, b]}, AczU, из условия 
Anil'•>, An{to}A вытекает сходимость 

• V A ^ W - (13-8)-
Основным результатом настоящего параграфа является сле­

дующее утверждение. 
Г е о р е м а 13.4. Предположим, что Pn{Rightarrow}P, Q„=J-Q. Пусть 

W — открыто и P(dW)—0. Предположим также, что для Р-поч­
ти каждого X&W существуют вектор /GX и последовательность. 
(4) , К^Х, обладающие свойствами: 1) последовательность раз­
биений Т-п, порожденная направлениями 1п, регулярна; 2) се­
мейства условных распределений (P./1), (Q/) для мер Р„ и Qn 
относительно разбиений Г„ асимптотически стабильны; 3) f& 
GJt(x,l, (tn)). 
Тогда || Pn.wf-1—Qn-wf-1 ||{to}0 при n{to}{infty}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть X0 — множество Р-полной ме­
ры, о котором говорится в условии теоремы, и пусть Vx — такой 
открытый шар с центром в x, существование которого для 
хЧХ0 гарантируется условием 3). Можно считать, что P(dVx) = 
= 0. Мы покажем, что система 3>=(Vx)xBXo образует допусти­
мый класс. Тогда требуемое заключение будет вытекать из тео­
ремы 13.3. Заметим, что поскольку условия теоремы симмет­
ричны относительно (Р„) и (Q.n), то достаточно проверить со­
отношение (13.5). В дальнейшем фиксируем точку х и индекс х 
у Vs опускаем: V — V. В качестве регулярной последовательно­
сти разбиений берем ту, которая фигурирует в условии теоремы. 

Мы установим справедливость (13.5) в случае, когда V&SD 
и W — X. В общем случае все рассуждения вполне аналогичны. 

Обозначим через Г разбиение X на прямые, параллельные 
вектору /, и положим 

vy=*{y-\-ci, сеЯ1}. уу
п={у+с1п, ceR1}. 

Множество U*={y£Y \ уу О V=£0} открыто и без ограничения-
общности можно считать, что Р Г (dU) == 0. Если yQY\U, то 
найдется такая Г-окрестность Uy точки у, что Vz£Uy при всех 
достаточно больших я множество y / R V будет пусто. Следо­
вательно, для таких г и л меры V'v и ^iUiV будут нулевыми. 
и (13.5) выполняется очевидным образом. 

Пусть теперь Z/6U и Uy —некоторый открытый Y-шар с 
центром в у, Очевидно, что 

Pnrn{^UAPlv~Ky,v\\>a}<^ + ^ + ^ 
где 
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61-=Pr / i{26Uy | | |v« ) . /-a^K | |>|}, 

^ ^ - ( a / Z - ^ K / - 1 ; Iz.«:Rl + yt
n, /-,»(c)-=2 + ^-; 

A= {a/}—стабильное семейство, существование которого 
•обеспечивается условием 2) теоремы; 

Ясно, что 
\\^,v-^,v\\<\\plv-(a'nl7>\\< 

< | | P / - a / / - / J | i - | | P z " - a / | | . 
Поэтому 6-->0 при п~> оо, Аналогично получаем, что бг-5"^* 
•Оценим б3. 

Лемма 13.1. Для Рг-почти каждого г/бК и для любого б > 0 
•существует такой Y-шар Uy с центром в у, что 

11m sup | | a j , - a » , . , !!< 6. (13-9> 

Доказательство леммы проводится вполне аналогично дока­
зательству теоремы 4.6. 

Выберем теперь Uy в соответствии с леммой 13.1 при 
•S-8/6. Тогда при достаточно больших п будем иметь 63 = О. 
Таким образом (13.5) установлено, и теорема доказана • 

Классы ЖР и JCf>. В ЭТОМ пункте мы приведем определе­
ние двух классов функционалов и установим некоторые их 
свойства: 

Определение 5. а) Будем говорить, что функционал f 
принадлежит классу Mv, если для Р-почти каждого х£Х най­
дется такой вектор ЩНр, что /£Л(х, I, (1п)) для всякой после­
довательности (•?„), сходящейся к I. б) Через Ж^а) обозначим 
класс тех / из ЖР, для которых кроме соотношения (13»8) для 
соответствующих отрезков А выполняется также следующее 
соотношение 

•-/-•«А.. (13.10) 
Классы Jtp и Л^ весьма обширны. 
Теорема 13,5, [18, Предложение 1]. Предположим, что 

Нрф{0}. Тогда для любого Р-почти всюду непрерывного функ­
ционала / и для любого 8>0 существует /е&Л(,а1 такой, что 

S U p | / ( x ) - / - ( . J C ) | < 8 . (13.11) 
.vgA' 

122 



TeopeMa 13.6. Пусть feJCfi). Тогда Pf~l<^X. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из покрытия множества Р-полной 

меры, о котором говорится в определении класса Ж^а\ выби­
раем счетное подпокрытие {Vk}. Так как Р f-l<^Pkf-\ где 
РА=-РИЙ . то достаточно установить абсолютную непрерывность 
мер Р*/"1. Зафиксируем к и рассмотрим разбиение Г простран­
ства X на прямые, параллельные допустимому направлению •?-,, 
соответствующему Vк. Тогда по (З.4) 

Р*/-1- J PYl*/--Pr И). 
здесь PYift = Р7,КА. 

В силу теоремы 4.1, для Рг-почти всех у мера Ру абсолютно 
непрерывна. Поэтому из условия (13.10) следует, что PY„../-1<X 
для Рг-почти всех у. Значит и Р..-,/-1, как смесь абсолютно 
непрерывных мер, будет абсолютно непрерывна Ш 

Рассмотрим гладкие функционалы. Ниже предполагается, 
что X — сепарабельное банахово пространство. Будем говорить, 
что функционал f непрерывно дифференцируем по Фреще в об­
ласти G{subset}X, если отображение x-^Df(x) из G в X* непрерывно 
в слабой-,., топологии. 

Теорема 13.7. Предположим, что для Р-почти каждого х 
выполняются условия: 1) существует окрестность Vх точки х, 
в которой функционал / непрерывно дифференцируем по Фреще; 
2) 1)/{х)(НР)ф{0}. Тогда feMp. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х принадлежит множеству 
Р-полной меры, о котором говорится в условии, и пусть Vх — 
соответствующая окрестность. Из условий теоремы следует, 
что Э/0бЯР, такой что 

(l„ D/(x)> = D/o/(x)-=6-£0. 
Не ограничивая общности можно считать, что б>0. Умень­
шая, если надо, окрестность Vx, получим (см. рассуждения, ис­
пользованные в примере 4 § 6), что для у, близких к х, и на­
правлений I, близких к 10, имеет место неравенство: Dtf{y)^ 
^ 6 / 2 . Возьмем какой-либо отрезок Ao={yo+ck, c£[a0, bo]}, 
параллельный /о и лежащий в V*, и покажем, что 

Ь/Й-^/л.1 ( 1 3 Л 2 > 
всякий раз, когда A„{to}A0. 

Пусть A„={t/„ + c/„, се[ап,Ьа]}. Так как ап^-а0, b„->b0, то 
без потери общности можно считать, что все функции /д., 
определены на одном и том же отрезке [а0, Ь0], Легко прове­
ряется, что /д и /д сходятся равномерно на [а0, Ь0] соответ­
ственно к /д . и / д / в силу выбора Vx /д . отделена от нуля. 
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Поэтому, применяя теорему 4.6, получим (13.12). Абсолютная 
непрерывность А,/-1 вытекает из теоремы 4.4 I 

В заключение этого параграфа укажем достаточные условия 
принадлежности выпуклых функционалов классу Жра\ 

Мы предполагаем, что мера Р имеет среднее ap, а /—-не­
прерывный выпуклый функционал (см. замечание 1 к теореме 
7Л), ПОЛОЖИМ 

a0--= in! f (x). 
.rgsuppp 

T e o p e M a 13.8. Предположим, что выполняются следующие 
условия: 

1) (aP + #p)--=suppP; 
2) P { j c | / ( x ) < f l o } - 0 . 

Тогда fQMP
a). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть xesuppP таково, что / ( х ) > а 0 . 
Так же, как и при доказательстве теоремы 7.1, найдем lQHP 
и такую выпуклую окрестность V точки x, что VAczl/, Д| | / 
функция / д является строго монотонной и выпуклой. Поэтому 
^/д1<С^- Далее, если Л„->Д, то / д (с) будут поточечно 
сходиться к / д (с). Поэтому соотношение (13,8) вытекает из. 
теоремы 4.5 Я 

§ 14. Функционалы от гауссовских процессов 
Гауссовские меры обладают обширным запасом допустимых 

направлений и потому являются идеальным объектом для при­
менения техники расслоений. В этом параграфе мы рассматри­
ваем последовательности Рп гауссовских мер в сепарабельном 
банаховом пространстве X и показываем, что одна слабая 
сходимость Рп=^Р0 без других дополнительных предположений 
влечет сильную сходимость Рп/""1 к Po/_I для широкого класса 
функционалов f. 

Предельное поведение условных распределений. Чтобы при­
менять метод расслоений к получению локальных теорем, не­
обходимо иметь информацию об асимптотическом поведении 
условных распределений. Для гауссовских мер естественно ис­
пользовать разбиения на параллельные прямые, поскольку в 
этом случае мы имеем (см. § 5) полное описание условных рас­
пределений. Тем не менее, оказывается, что непосредственно к 
терминах корреляционных операторов характеризация поведе­
ния условных мер затруднительна. Следующее утверждение 
показывает, что условные распределения гауссовских мер по 
любому фиксированному направлению могут асимптотически 
вырождаться. 

Т е о р е м а 14,1. Существует последовательность гауссов­
ских мер (Р„), я—0, 1, . . . , обладающая свойствами: 1) P„=>P0i 
2) корреляционные операторы КРП сильно сходятся к КРо1 
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3) Н,п совпадает (как множество) с ЯРо; 4) VAe#P. дисперсия 
<r„2(h) условных распределений на прямых, параллельных h, 
стремится к О при /г{to} oo. 

_ г ' ? л 0 п а 3 п Т е Л Ь С Т В 0 , П у с т ь ро — винеровская мера в Х= 
— С [0, 1]. Обозначим через Л совокупность всех неубывающих 
автоморфизмов отрезка [0, 1] с отделенной от нуля и бесконеч­
ности производной. С каждым ибЛ свяжем ограниченный и об­
ратимый линейный оператор Ти: 

Tax{s)^x{u(s)), sg[0, 1], Х&Х. 
Мера Ро-Т будет гауссовской. Из описания допустимых сдви­
гов для винеровскои меры (см. § 5, пример 3) следует, что 
если k6Hp0, то Ти hQHpt. Значит, h будет допустимым сдви­
гом и для Р07,7 . При этом дисперсия условных мер для Ро-Т1 

на прямых, параллельных Л, будет равна дисперсии условных 
мер для Р0 относительно разбиения на прямые, параллельные 
-ПГ'Л. Она будет вычисляться по формуле (см. § 5, пример 3) 

vlu{h) = \\\h'{v(s)Y\\v'(s)Yds\ , (14.1) 

где v — функция, обратная к и. 
Выберем теперь автоморфизмы ипбЛ так, чтобы 1) ип рав­

номерно на [0, 1] сходились к «(£)==£; 2) для любого борелев-
ского подмножества Е отрезка [0,1] положительной лебеговой 
меры при п—.УОО 

\ —г—- ds -> °° • J "я (S) 
В 

Последовательность Рэт = Р0Г~ип является искомойИ 
Теперь мы установим, что при надлежащем выборе направ­

лений (своего направления для каждого п) вырождения услов­
ных распределений можно избежать. 

Т е о р е м а 14.2. Пусть (Р„) —последовательность гауссов-
ских мер в сепарабельном банахов-ом пространстве X, слабо 
сходящаяся к Р0- Тогда VhQHPa существует последовательность 
(h„), А.,е#Ря> такая, что 1) || А„ —A0||{to}0; 2) опЦкп)-+ааЦ1г0). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через Uli* замкнутый еди­
ничный шар пространства X*. Пусть ¥ « — характеристический 
функционал меры Рп (определение см. в § 1 гл. 1). 

Л е м м а 14.1. При n{to}{infty} ^ ( x * ) ^ ^ - - * ) равномерно по 
Х * 6 Ш 1 * . 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . Семейство функции 
{ехр (<•<•> •*•*>)}, x*—~-i*> равномерно ограничено и равностепен­
но непрерывно.' Поэтому требуемое заключение вытекает из тео­
ремы 2.2 Щ 
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Пусть ап — среднее значение меры Pn. 
Л е м м а 14.2. При n->-oo an-иго. 
Доказательство леммы вытекает из предыдущей леммы и 

того факта, что 
in! lnf |Ч."«(-**)1>° • 

/ 1=0 ,1 , . . . , Jf*gIUt* 

Так как пространства #Р>, не меняются при сдвигах мер 
Р„, то можно считать, что средние значения мер РЯ —нулевые,. 
Слабая сходимость Р„ к Р0 сохранится при этом в силу 
леммы 14.2, 

Пусть in* —вложение X* в Hp„-=Hp„. введенное в § 5. 
Л е м м а 14.3. При л {to} оо 

y„— sup | |/„(•«*)-'о (•«•) II-*0. (14-2) 
."*£Ш,* 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. Так как a„ = 0, то 

Y,- (jc*) = exp {—-g-1 /„* (JC*) |„*}, 
где |-|Я —норма в ЯР;,. Поэтому из леммы 14.1 следует, что 

sup | \in*(x*)\a — l~o*(-**)lo|-->0. (14.3) 
.**gIII. 

Замечая, что (л, у)* — -̂  (| x |„2 + | У U2 — \х—У\п2), из (14.3) по­
лучим, что при и {to} оо 

б — sup | (i„* (x*), i,* (y*))n~(V (x*), i0* (y 'DohO. 

По определению вложения in* VfiQHp и Vy*QX* 
(h, iB*(j/»)) - (h,y*). 

Следовательно, 6„ = v,.. Значит, у,,-.>0 Ш 
Ясно, что в леммах 14.1 и 14.3 единичный шар может быть 

заменен шаром любого другого радиуса. Таким образом, если 
А0бЯРо и имеет вид А0=-о* (х*)> т0> полагая h„ = in* (х*), по­
лучим искомую последовательность,- Действительно, сходимость 
1гп к Л в норме X следует из леммы 14.3, а сходимость услов­
ных дисперсий —из (14.3). В случае произвольного h0£HPa, 
требуемая последовательность выделяется диагональным про­
цессом. При этом используется тот факт, что i0* (X*) всюду 
плотно в Нр0 Ш 

З а м е ч а н и е 1. Предположим, что h06Hp„ имеет вид А0=— 
= -o*(x*) и КФО. Пусть hn = in*(x*) и пусть Г,, = ( Y / ) - р а з ­
биения X на прямые, параллельные hn. Так как 

<h,, ,x*>=|A,, |„2{to}|A0 |02>o, 
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то факторпространство Х/Тп можно отождествить сУ=Кег .**• 
Зададим параметризацию на элементах разбиения (у/), у&У^ 
следующим образом: 

Y/ — {y+chn, ceR1}, 
Тогда из теоремы 5.1 п. 4) получим, что средние условных. 

мер на прямой у/ равны 

a?n{bm У) — - - - — - - - , 0. 

Таким образом, в этом случае центры условных распределе­
ний концентрируются на подпространстве У. 

Основная теорема. После проведенной подготовительной ра­
боты мы можем приступить к обсуждению и доказательству 
центрального результата этого параграфа. 

Т е о р е м а 14.3. Предположим, что Р,.->Р0, a /QMPB. Тогда 

Эта теорема в сочетании с теоремой 13.6 дает функциональ­
ную локальную предельную теорему: 

С л е д с т в и е К Если Р.. =>Р0, a fQJtp?, то плотность. 
абсолютно непрерывной компоненты распределения Рп/"1 

СХОДИТСЯ в метрике L1 к ПЛОТНОСТИ распределения Ро/"1-
Укажем одно из возможных приложений теоремы 14.3* Пусть 

{&J- стационарная гауссовская последовательность, Eg„-0. 
п 

Положим S„ = 2 £.• и рассмотрим непрерывную случайную-

ломаную bn(t), te[0, l], с вершинами в точках (-—,—--—--], 
k==0, ..., п. Обозначим через Р„ распределение в С [0, 1], соот­
ветствующее гауссовскому процессу (bn(t)), £б[0, 1]. Предпо­
ложим, что с ростом п дисперсия сумм Sn правильно меняется: 

DS,l = nv2,(/i), 

где 2?— медленно меняющаяся функция, a ye (0, 2). 
В этом случае (см. [13]) P.,{Rightarrow}Po, где Р0 —мера в С[0, 1], 

соответствующая полуустойчивому гауссовскому процессу ЙУТ, 
описанному в примере 4 § 5. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 14.3. Сначала мы докажем 
Утверждение теоремы в предположении, что носитель 7Vp0 пре. 
дельной меры совпадает с X. 

Пусть х принадлежит множеству X0 Р0-полной меры, о ко­
тором говорится в условии /6^р„; Vx, ^--соответствующие 
открытые шары и Р0—допустимые векторы. Можно считать, 
что p0(dVx) = 0 Vx&X0. Из покрытия {V,,}, .xGXo, множества X-
выбираем счетное подпокрытие {VX/i} и полагаем Уп = Ухк,. 
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A-I 
Wk=Vk\\J Vt, lk=lxk- Пусть Гй—разбиение Х на прямые, 
параллельные lk, щ—каноническая проекция X на X/Tk- Легко 
.видеть, что шары Vk можно выбрать так, чтобы 

Ро(дя-Чя*0^)))-=0 Yk'J- (14.4) 
Стандартным рассуждением проверяется, что для доказа­

тельства сходимости по вариации PJ _ 1 к P0f_1 достаточно уста­
новить, что при каждом k 

| |P».(-A/- I-Po,-rA/-1 | | -+0. (14.5) 
Зафиксируем k и будем индекс k опускать: W=Wlt> l = h> 
Г==ГА. Пользуясь теоремой 14.2, выберем такую последователь­
ность (ft,,), knQHpn, что A„{to}i и о,.2 (/*„)•--> сг0

2(/), Выберем линей­
ные обратимые операторы /„:X-->X так, чтобы Jn(l) = h„ при 
. л = 1 , 2 , . . . и чтобы Ух&Х Jn(x)-*-x. Положим Q-=—Ро- ,̂71 и 
покажем, что 

ЦР-i.----/-1 —Q,,-r/--1|-"0- (14.6) 
Для этого воспользуемся теоремой 13.4. Заметим следующее-
1. Последовательность разбиений (еЯ) пространства X на 

•прямые, параллельные hn, является регулярной для (Р„) и (Q.,). 
Это следует из теоремы 1З.2 и предположения, что Npa = X, 
так как в этом случае для любого конечного набора U=-=(.«i*>.-. 
. . . , Кй*) линейных непрерывных функционалов распределения 
P„U_1 и QnVr1 сходятся по вариации к P-U-1. 

2. Условные меры для Рп и Q„ на прямых, параллельных 
й„, являются гауссовскими. Их дисперсии, в силу выбора векто­
ров h„, в совокупности отделены от нуля. Следовательно, семей-
•ства этих условных мер асимптотически стабильны. 

3. Если xBX0f\W, то, в силу выбора W и I, функционал f бу-
.дет принадлежать Ж(х, I, (h„)). 

Таким образом, теорема 13.4 применима и мы получаем 
(14.6). 

Покажем теперь, что 
6" = ||Q«,w/-1 — Po,w/-1 |KO. (14.7) 

Это соотношение вместе с (14,6) дает (14.5) и, тем самым, 
доказательство теоремы будет в рассматриваемом случае за­
вершено. 

Заметим, что Q . - / - i = p / -1 , rAe fn(x) = f(Jn(x)). 
Поэтому бЛ<бГ) + б</), где 

4 ° H I ^O.J-lmfn'-Po.wfn1 || . 6 f = || Po.wf^-Po.wf-1 || . 

Поскольку 
б1/ )<2Р0(У7АУ-1(Г))^0, 

•то достаточно оценить 8i2). 
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Отождествим X/Г с подпространством У коразмерности 1, 
не содержащим I. По формуле полной вероятности (3.4) 

•of < I бд (у) Р£ (dy), 
у 

где 

Пересечение прямой {y-\-cl, ceR1} с W есть объединение попар-
но дизъюнктных отрезков Ak, k= 1, 2,. . .,/•/. Поэтому 

6 « Ы < 2 1 | Р ° , г / д ' - Р и / д ; , Л . (14.8) 
ft=l 

здесь P,.iU, обозначает меру Р°,«у. перенесенную_на /?• с помощью 
отображения y+cl-*c, a Ak,n = Jn{Ak). Мера Ру° является гаус-
совской. Поэтому аппроксимируя ее плотность ступенчатыми 
функциями и пользуясь (14.4) и тем, что для любого x£XQf\W 
« любой последовательности (г,-), сходящейся к I, f принадле­
жит Ж (х, U (г,,)), получим, что для РГ-ПОЧТИ всякого у каждое 
•слагаемое в правой части (14.8) при я-> оо стремится к нулю. 
Тем самым (14.7) доказано. 

Перейдем к общему случаю. Пусть ./--какой-либо проектор 
X на NPxi, для которого /(X)=-./VPo. Положим g{x) = f(J(x)), 
•Q„ = P„/_1. Ясно, что Q-=->P0, и так как NQncNPo, то по пер-

VIIГ 

вой части доказательства Q„f~l-+PQf~K Поэтому достаточно 
показать, что 

j| Р,,/-1 - Q-/-111=11 Р » / - 1 - P«g" II -* о. 
Это делается с помощью рассуждений, вполне аналогичных ис­
пользованным в первой части доказательства• 

Рассмотрим два конкретных класса функционалов, к кото­
рым применима теорема 14.3. 

Интегральные функционалы. Пусть Х — С(Т), где Т—мет­
рический компакт. Пусть (!.•), tBT, — непрерывный гауссовский 
процесс с распределением Р и корреляционной функцией 
K(t,s). 

Рассмотрим интегральные функционалы вида 

f{x)~\q{x(t))\i{dt), (14.9) 
г 

где {mu} —конечная мера на 85--, Ч — некоторая измеримая функция 
на R\ 
'.- Предположим, что выполнено следующее условие невырож­
денности: 
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Vq>eL-(4i), Ф-jfeO, \\К(*> s)<V(t)V(s)v{dt)\i(ds)>0. (14.10> 
f T 

Это условие означает, что любая смесь значений процесса & 
вида 5&Ф(*)ц(Л). где Фб--1 (40 и Ф-^0, имеет невырожденное 

г 
распределение. Условия такого типа были использованы на­
ми в § 6 для получения абсолютной непрерывности распределе­
ний интегральных функционалов. 

Т е о р е м а 14A. Предположим, что q' непрерывна и почти: 
всюду отлична от нуля. Если выполнено условие невырожден­
ности (14.10), To/ejfp <">. 

З а м е ч а н и е 2. Для конкретных процессов условие на q-
может быть ослаблено. Например, в случае винеровского про­
цесса (или броуновского моста) достаточно предположить, что» 
V B > 0 найдется открытый интервал Jcz(—e, е), на котором q 
непрерывна и отлична от нуля. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Аналогично примеру 5 из § 6, легко 
показать, что при сделанных предположениях f&J£(B, H), где-
# - = Я ^ , a B = {*eX|n{fer|x(i)G.4}=..0}, A —множество тех 
cGR\ для которых q'(c)=0. В силу условия невырожденности-. 
(14.10) Р(В) = 1. Поэтому по теореме 13.7 fej( р(а)Ш 

Супремум непрерывного процесса. Рассмотрим случай, когда. 
Х = С(Г), Т — метрический компакт, Р — гауссовская мера, яв ­
ляющаяся распределением непрерывного процесса (gj), t&T, a. 
функционал f имеет вид 

/(x)-=-supx(.-.). 
т 

Это непрерывный выпуклый функционал. 
Т е о р е м а 14.5. Следующие условия эквиваленты: 1) /б«^р Г-

2) Р.ЛЧА.. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . To, что из 1) следует 2), является' 

следствием теоремы 13.6. Покажем, что 2) влечет 1). По тео­
реме 7.1 из 2) следует, что выполняется условие 2) теоремы: 
13.9. Поскольку Р — гауссовская мера, то выполнено и усло­
вие 1) теоремы 13.9. Таким образом, fGJ{р^Ш 

§ 15. Локальный принцип инвариантности 

В этом параграфе мы применяем развитую в § 13 технику 
к изучению сильной сходимости распределений функционалов.'-
от классического объекта — случайных ломаных, построенных. 
по независимым одинаково распределенным величинам. 

Условные распределения случайных ломаных. Пусть ,|п,. 
n&Jf, — последовательность случайных величин с нулевыми м а ­
тематическими ожиданиями и конечными дисперсиями, пусть. 
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5n = E1+ .. - +£„ — соответствующие частичные суммы, ап
2— 

= DS„ —их дисперсии и пусть Р„ — распределения в простран­
стве X=C[0, l] случайных элементов £„, которые задаются ра­
венством 

S» (0-= °? (sw\ + W~ И ) SHI+I). (15.1) 
При анализе асимптотического поведения условных распре­

делений мер Р„ на параллельных прямых обнаруживается не­
ожиданная связь с задачей изучения асимптотики некоторых 
процессов, играющих важную роль в математической статисти­
ке. Проиллюстрируем это на примере. 

Пусть Г— разбиение X на прямые, параллельные вектору 
I, l(t)=st, и пусть /„ — отображение X в Rn, определяемое ра­
венством 

ЛМ = алИ1), x(^) — x(I),..., x{l)-x(^)). 
Обозначим для краткости J„ (х) через х. 
Мера Рп сконцентрирована на подпространстве Еп непре­

рывных ломанных с вершинами в точках —, k = 0,..., п. Суже­
ние ./„ на Еп линейно и взаимно однозначно. Поэтому условное 
распределение для РЛ на прямой yy = {y-{-ct, c$R^} совпадает 
с условным распределением для PnJ7: на прямой {y-\-cl, сб/?1}-
п / - ч dPnJ^ 
Плотность последнего рп (у, с) в предположении, что й* „ 
существует и равна дп, будет вычисляться по формуле 

г, (7, ^ _ _ l 2 i Z ± i _ _ 
P,^c)~lqn{y + cl)ac- (15-2) 

Л' 
Рассмотрим теперь семейство статистических экспериментов 

Ъп*=Щм %п, Pg, 66©}, в котором 3%n = R",%n = W,P0» = PnJ-\ 
9 = /?\ P(;(A)=-P0"(A + el„), 1Я = ( 1 , . . . . \)6Rn- Наблюдением, 
соответствующим Щп, будет вектор £л = (£1,..., g„). Пусть 

„ . . dPe+cn-'on (Sn) 
Z - e ( c ) - 5g 

— нормированное отношение правдоподобия. 
При сделанном выше предположении о существовании плот­

ности у меры Рп-/"1 получим 

Z „ , e W - " - - | ^ ^ . (15.3) 
•7л (£и + е1л) 

Подставляя в (15.2) б„ вместо t/, обнаруживаем, что 
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„ If лч Zn,o(°) 
Л№». с ) - г 2 я о ( в ) Л > (15.4) 

я1 

Таким образом, имея информацию о поведении процессов 
Zn>e, можно сделать определенные выводы о свойствах после­
довательности (рл(у, с)). Задача же изучения Znfi является 
одной из центральных в асимптотической теории оценивания. 
В ряде случаев она хорошо исследована (см, [24]). Так, для 
независимых одинаково распределенных наблюдений Т-г, ^ , . . . 
в предположении, что плотность р их общего распределения 
абсолютно непрерывна и соответствующее информационное коли­
чество Фишера /р-=\-^-— dk конечно, процесс Z„,e будет асимп­
тотически гауссовским. Более того, из теоремы 4,4 ]25] сле­
дует, что Vs>0 при п-> ОО 

P{||A„||L.(R')>e}->0, (15.5) 
где 

А,г(с)~Рп(Хп, С ) - ] / " ^ е х Р { ^ ( е п ( У - ^ 2 } , О5-6) 
а 

B-G/J — j cpn(y, c)dc. (15-7) 

Соотношение (15.5) означает, что условные плотности 
рп(У, •) по вероятности сближаются в метрику L1 (R1) с гаус-
совскими плотностями, имеющими среднее 9„ (у) и постоянную 
дисперсию 1~1. Тем самым семейство условных плотностей для 
мер Рп «а прямых yv асимптотически стабильно в смысле опре­
деления 3 § 13. В то же время сходимости плотностей условных 
распределений к соответствующим предельным плотностям в 
рассматриваемом случае нет. Действительно, в силу принципа 
инвариантности Донскера—Прохрова [2, е. 10,01, меры Р„ сла­
бо сходятся к 'винеровской мере W. Для нее же условные рас­
пределения на прямых уу, Х0ТЯ и гаусеовские, но с дисперсией, 
равной 1. Поэтому сходимость условных плотностей может про­
исходить лишь в случае 1Р=1. Последнее равенство справедливо 
(см. [27, с. 558]) только для гауссовской плотности р. 

Отметим еще, что результаты и примеры, относящиеся к 
случаю, когда If = oo, показывают, что тогда интересующие нас 
условные плотности асимптотически вырождаются (см. [24, 
гл. 2,4]). 

В более общей ситуации: когда направление / — произволь­
ный вектор из #w. уже не удается воспользоваться готовыми 
статистическими результатами. Однако методы их доказа­
тельств оказываются вполне'применимыми. Прежде чем давать 



точную формулировку соответствующего утверждения, сделаем 
еще одно замечание. . 

Если ig/Zw, но 1йЕ„, то условные распределения для Р л 
на прямых, параллельных I, будут вырожденными. Поэтому мы 
будем проектировать I на Еп с помощью отображения in:X^-
{to}E„, сопоставляющего функции х непрерывную ломаную 
с вершинами в точках (-|, JC{- ) ) . k = 0, 1, . . . , я , и следить за 
условными распределениями мер Р„_ на прямых, параллельных 
вектору ln = in(l). Обозначение рп(у, с) мы сохраняем для плот­
ности условного распределения меры Л.Л71 на прямой {у+сТп, 

Т е о р е м а 15.1. Предположим, что /6#w, т. е. /(0)=-0 и 
f6L2[0, 1]. Предположим, ЧТО величины gn независимы, одина­
ково распределены и что / - < о о . Тогда V e > 0 имеет место 
(15.5), где Дп и 9n определяются, соответственно, формулами 
(15.6) и (15.7). 

Доказательство этой теоремы в случае, когда I кусочно-ли­
нейна, содержится в [19]. В полном объеме теорема доказана в 
[55], Там же приводятся обобщения этой теоремы на многомер­
ный и многопараметрический случаи. 

Локальный принцип инвариантности. Пусть величины §„ не­
зависимы, одинаково распределены и E|n = 0, Dgn —а2<оо. 
Распределения Pn случайных ломаных (15.1) в этом случае 
слабо сходятся к винеровской мере W и потому для любого 
W-почти всюду непрерывного функционала f распределения P„f-1 

слабо сходятся к W/-1. Налагая более жесткие условия на об­
щее распределение величин In и сужая класс функционалов, 
можно получить более сильное утверждение. 

Т е о р е м а 15.2. Предположим, что выполнены следующие 
условия: 1) плотность р общего распределения величин £„ абсо­
лютно непрерывна и / р < о о ; 2) функционал /принадлежит 
классу Mw Тогда 

var 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим Q., = W r i и покажем сна-
п 

чала, что 
II Р » / - 1 - О » / ' 1 II-"О. (15.8) 

Пусть xQX0, Xo — множество W-полной меры, о котором го­
ворится в определении принадлежности / классу Ж^, /6Hw — 
соответствующий W —допустимый вектор, а /„ = ....(/), Посколь­
ку /6^C W l то /£Ж (x,t, (1п)), Далее, из существования плот­
ности у распределения величин §ft и локальной теоремы Про­
хорова [23, т. 4.2.2] следует, что конечномерные распределе­
ния процессов %,„ сходятся по вариации к надлежащим распре-
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делениям винеровского процесса. Сходимость по вариации ко­
нечномерных распределений мер очевидна. Тем самым по пред­
ложению 13.1 последовательность (Гп) разбиений X на пря­
мые, параллельные 1п, будет регулярна. 

Условие / р < о о , в силу теоремы 15.1, обеспечивает асимпто­
тическую стабильность условных распределений {Рт™}. Меры 
Q„ совпадают с распределениями в X случайных ломаных, по­
строенных с помощью (15.1) по независимым одинаково рас­
пределенным гауссовским величинам с параметрами (0, 1). 
Информационное количество Фишера для таких величин рав­
но 1. Поэтому семейство условных мер {Q-n} также будет 
асимптотически стабильно. 

Таким образом, выполнены все условия теоремы 13.4 и 
var 

(15.8) доказано. Сходимость Qn^'-^-Wf-1 вытекает из теоремы 
14.3 а 

Пространство D[0,1], Наряду с непрерывными случайными 
ломаными £п, часто рассматривают процессы вида 

i W = ^ » <e[o, l], (1s-9) 
траектории которых являются непрерывными справа ступенча­
тыми функциями. Пространство С[0, 1] непригодно для изуче­
ния слабой сходимости таких процессов, и обычно его заменя­
ют пространством D[0, 1] функций без разрывов второго рода, 
снабженным топологией Скорохода. При исследовании сильной 
сходимости распределений функционалов от траекторий про­
цессов £„ возникает затруднение, связанное с тем обстоятель­
ством, что пространство D[0, 1] не является линейным тополо­
гическим пространством, и потому непосредственно пользовать­
ся результатами § 13 мы не можем. Эту трудность можно 
преодолеть двумя путями. Первый состоит в том, чтобы полу­
чить аналоги основных теорем § 13 специально для простран­
ства D[0, 1]. Просмотр соответствующих доказательств пока­
зывает, что никаких принципиальных изменений при этом не 
понадобится. Однако в данной ситуации проще поступить ина­
че, поскольку есть возможность заменить D[0, 1] другим, более 
удобным для наших целей пространством. 

Пусть £> — а-алгебра борелевских подмножеств D[0,1] , 
a U—-а-алгебра подмножеств D [0, 1], порожденная равномерной 
топологией. Пусть Рп — вероятностные меры на ©, соответствую­
щие процессам б"», W —винеровская мера на ЯХ Меры Р„ и W 
продолжаются с Э на U (см. [2, с. 210[). Мы сохраним обозна­
чения Р„ и W для этих продолжений. Если величины (£,.), опре­
деляющие £„, независимы, одинаково распределены, имеют 
нулевое среднее и конечную дисперсию, то аналогично прин­
ципу инвариантности в С [0, 1] имеет место слабая сходимость 
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Обозначим через Е[0, 1] равномерное замыкание множества 
тех функций из D[0,1], которые имеют конечное число скач-
•ков, причем моменты этих скачков — рациональные точки. Мно­
жество Е[0, 1], снабженное равномерной нормой, будет сепара-
чбельным банаховым пространством; сг-алгебра борелевских под­
множеств пространства Е[0,1] совпадает с а-алгеброй 1ХП—[0,1]. 

Поскольку Е[0, 1] является носителем мер Pn, W, то мы 
можем непосредственно применить результаты § 13. Дословно 
повторяя доказательство теоремы 15.2, получим следующее 
утверждение. 

Т е о р е м а 15.3. Пусть Р—распределения в Е[0, 1], соот-
.ветствующие процессам 1,„ построенным с помощью (15.9) по 
независимым одинаково распределенным величинам !jft„ Пусть 
—b — 0, D«s = a - < « , a плотность р распределения величин §-, 
абсолютно непрерывна. Если / р < с о , а функционал / на про-

var 
•странстве Е[0, 1] принадлежит классу Mw, то Р„/_1--> W/ - 1 . 

Некоторые обобщения. Теоремы 15.2 и 15,3 допускают ряд 
•обобщений. 

Первое связано с увеличением размерности параметрическо­
го множества, Пусть {£"}, fi^jf",— массив независимых одина­
ково распределенных случайных величин. Определим случай­
ные процессы £„, полагая 

g j ^ - ^ V r *e[o, 1]», (15.10) 

где S- - 2 §-. <*п - нормирующие постоянные, a [tit] — цело-

численный вектор, j-я координата которого равна [ntj]. 
Формула (15.10) определяет случайный элемент пространства 

Е [0, \]d~^параметрического аналога пространства Е|0,1]. 
Это пространство можно описать следующим образом. Пусть 
Aj = {8j,s}, s = 1, . . . , kj\ j = 1, . •., d, - конечные разбиения 
интервала [0, 1] на подынтервалы вида [а, Ь) с рациональными 
•концами, а Д = ПД, — разбиение [0, Ц", являющееся прямым 
произведением разбиений Ду. Пусть Ед —совокупность всех 
функций на [0, l]d, постоянных на элементах разбиения Д, 
и пусть Е== иЕд, где объединение берется по всем разбиениям 
Д вышеуказанного типа. Пространство Е[0, l]d—.это замыкание 
Е в равномерной метрике, снабженное равномерной нормой. 

Если Е|^-=0, D|^-cf2<oo, а ап = cnd/2, то распределения Р„ 
•случайных элементов (15.10) сходятся слабо в Е[0, 1]" к рас­
пределению W... й-параметрического винеровского поля — так 
называется гауссовский процесс с нулевым средним и корреля­
ционной функцией (5.6). Доказательство этого факта можно 
извлечь из [70]. 

Асимптотическое поведение условных распределений для Р„ 
гна параллельных прямых изучалось в [55]. Так же, как и в слу-
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чае d=l , оказывается, что конечность информационного коли­
чества Фишера /Р для распределения исходных величин влечет-
асимптотическую стабильность семейства условных распреде­
лений. 

Сходимость по вариации конечномерных распределений сле­
дует, как и ранее, из теоремы Прохорова- Поэтому, не внося 
практически никаких изменений в рассуждения, мы придем к 
аналогу теоремы 15,3- Точная формулировка дословно совпа­
дает с формулировкой теоремы 15.3. 

Следующее обобщение — на многомерный случай, когда 
(1тг)—массив независимых одинаково распределенных случай­
ных векторов с нулевыми средними и конечными вторыми мо­
ментами- Соответствующий результат формулируется вполне 
аналогично, только вместо конечности информационного коли­
чества Фишера нужно предполагать конечность информацион­
ной матрицы- Доказательство этого результата содержится в, 
[55]. 

Еще один путь для обобщений —рассмотрение взвешенных 
сумм независимых одинаково распределенных величин. Пусть 
(£„), ngZ, —последовательность таких величин, Eg,—О, D£,,= l. 
Пусть (а/), 7 = 1 , ...,п; п£Ж, — семейство последовательное-

+ ею 

тей а/=-(а^), k£L, для которых {sum} (an
jk)2=\. Положим 

+ 00 

-/.(0=- {sum} l<Kit]ih, t 6 [o , l ] . (15 .и> 

В силу известных результатов о сходимости рядов из неза­
висимых величин эта формула определяет случайный элемент 
пространства Е[0, 1]. В частности, если а".-,=- ——- при 1 < .£<: / 

и а"А — 0 при k> j или k<0, мы получим процессы (15,.9)„ 
B [54] показано, что если / р < о о , то при определенных; 

дополнительных условиях иа коэффициенты an.k для процессов: 
(15.1 l) будет выполняться аналог теоремы 15.3. Сформулируем, 
здесь только один результат из [54], относящийся к схеме 
скользящего суммирования. 

Пусть (ск), k&Z, — суммируемая с квадратом последователь­
ность, пусть 

+-° П со 

Чп = 2и сЬ-пЬп S n — ^ % — 2d М « ' * ^ ' 
k=— оо 1 А.=—оо 

п 

г д е «,-.,* = {sum} ck.t. 
. • — -
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- Положим aj —•—•—. Тогда (15.11) преобразуется к виду 

S„W — -—=—Si-n, te[0, 1]. (15.12). 

Обозначим через Р„ распределение £„ в Е[0, 1]. 
Т е о р е м а 15.4, Предположим, что выполнены условия: 
1) DSn=nyh(n), где уб(0, 2), a h — медленно меняющаяся 

функция; 2) для некоторого s>{2y)'1 Е | gi | 2 -< ~ ; 3) информа­
ционное количество Фишера, соответствующее распределению-
величин -ЗА, конечно; 4) 

{sum}cft = aft - А»/-(л) (1 + 0(1)), 

О • Y - 1 

_ ̂ сА=Рп -'А>/Я(Л) (1 + 0(1)), 

причем а 2 + р 2 > 0 ; 5) функционал / принадлежит классу Ж-w ,.. 
где Wv-распределение в Е[0, 1] гауссовского процесса с ну­
левым средним и корреляционной функцией (5.9). Тогда 

З а м е ч а н и е 1. Условие 4) появляется при исследовании 
условных распределений мер Рл . Для доказательства слабой 
сходимости к Wv достаточно лишь условий 1) и 2} (см. [13]).. 

ОО +00 

В случае, когда {sum} | £-ft | < оо и {sum} ck — o=f=0, условие 4) выпол-

няется автоматически, поскольку DS,,==a2«.(l+ о (1)). Поэтому 
7 = 1 и предельная мера совпадает с винеровской: Wi = W. 

Линейные функционалы. В теоремах 15.1—15.4, устанавли­
вающих локальный принцип инвариантности, имеется весьма 
жесткое условие конечности информационного количества Фи­
шера. Вопрос о том, можно ли его заменить более слабым 
(например, условием существования плотности р распределения 
величин | „ ) , остается открытым. Однако для некоторых под­
классов класса -Ж41 ослабление условия 1р<<х> оказывается; 
ВОЗМОЖНЫМ. Рассмотрению одного такого подкласса — функци­
оналов типа супремума — посвящен § 16. Здесь мы укажем 
другой подкласс. 

Пусть Р,-распределение в X-Е[0, 1] случайного элемента'. 
(15.9), построенного по последовательности независимых одина­
ково распределенных величин (g,.j с нулевыми средними и еди­
ничными дисперсиями, пусть W-винероеская мера в Е [0, 1] и 
пусть f:X-+Rm— m-мерный функционал вида /==-(/i, . . . , /т),. 

fk(x) = j x (t)\ik(dt), цЙ-конечный заряд на ^о .ц . 
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Т е о р е м а 15.5. Предположим, что для некоторого щ шют-
здость абсолютно непрерывной компоненты распределения суммы 

По 

{sum}gft отлична от нуля. Предположим также, что распределение 
1 

V9.T 

"W/-1 невырождено. Тогда P„/"1{to}W/-1. 
Доказательство легко выводится из теоремы 2 [14]. 

§ 16. Функционалы типа супремума 
В этом параграфе мы будем рассматривать функционалы 

.вида 
/ ( * ) = supY(je(t)), xeD[0,l] , (16.1) 

/gio.n 
где Ч — выпуклая вниз функция. 

Структура этих функционалов позволяет использовать тео­
рему 13.1. B применении к случайным ломаным полученные ре­
зультаты оказываются существенно сильнее тех, которые мож-
;но вывести из локального принципа инвариантности, а именно, 
.условие конечности информационного количества Фишера за­
меняется просто условием существования плотности. 

Функционалы от процессов с независимыми приращениями. 
Пусть (.in(0), ---[О. 1]> п = 0, 1 -—одномерные стохастически 
непрерывные процессы с независимыми приращениями, опре­
деленные на i[0, 1]. Переходя, если нужно, к модификациям, 
можно считать, что с вероятностью 1 траектории этих процес­
сов принадлежат пространству D [0, 1] (см. [9], т. 2, с. 401). 
Обозначим через Р„ соответствующие процессам |„ распреде­
ления. 

Т е о р е м а 16.1. Предположим, что выполняются условия 
1) Р„=->Р; 2) распределение &\п(щ величины g„ (0) сходится по 
вариации к .̂ -„(О); 3) ^„(О) <Я; 4) V (i)=-А0 ДЛЯ почти всех 
№К Тогда Р , , / - 1 ^ / - 1 . 

Следующий результат относится к часто встречающемуся 
случаю, когда значение предельного процесса в начальный 
момент фиксировано. 

Т е о р е м а 16.2 Предположим, что выполняются условия: 
1) Р„=>Р; 2) §0(0)=-с с вероятностью 1; 3) V6> 0 Ш6(0, в) 

var 
такое, что ^ - л „ ) - * ^ 6 | ( 0 ; 4) vte(0, 1] ^ Ы 0 « Я ; 5) Ч " ( t ) ^ 0 для 
.почти всех teR1; 6) Ря {х | / (х) > ¥ (с)} -> Р0 {х | / (х) > ¥ (с)}. 
Тогда Pnf-l->pQf-\ 

^Заметим, что условие 6) не вытекает, вообще говоря, из сла­
бой сходимости Рп к Р0. Нижеследующий пример показывает, 
что возможна ситуация, когда свойства 1)—5) для процессов 
•in выполнены, свойство 6) — не выполнено и сильной сходимо­
сти Pnf-- к P0/-i нет. 
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П р и м е р 1. Пусть (w(t), £<S[0, 1]) —стандартный винеров-
ский процесс. Положим 

lt(t) = w(t), ЩО, пг% 
ln{t) = w{t) + h{nrl)~h{t), Щпг\ I], 

где h(t) = tv\ 
В качестве ¥ возьмем функцию xI'(t) = i. 
Легко видеть, что свойства 1)—5) теоремы 16.2 выполнены. 

Из закона повторного логарифма для винеровского процесса 
([26, с. 52]) следует, что распределение P-f-1 имеет атом в ну­
ле. В то же время распределения Pnf_1 абсолютно непрерывны. 

var 
Поэтому сходимость P„f-1{to}P0f~1 невозможна. 

Приведем одно следствие теоремы 16.2 для случайных ло­
маных. 

Пусть г),,— последовательность независимых одинаково рас­
пределенных случайных величин, принадлежащих области при­
тяжения устойчивого закона iz?a с показателем аб(0, 2], Положим 

5„=2 щ и пусть а„ —те нормирующие постоянные, для ко­
торых распределение o~lSn сходится к .S?-.. Процессы g„, л > 1 , 
определим формулой (15,9), а в качестве £о возьмем устойчивый 
процесс, для которого ^„о , =3?а-

D[0,1] 

Пусть h0eD [0, 1], hn yh0. Положим 
/,,,. (x) = sup {.*(*.) + М О } . 

ЮЛ1 

fi,n(x) = sup|-Jc(t) + An(0|. ft —0, 1, . . . 
[0,11 

Т е о р е м а 16.3. Предположим, ЧТО выполняются условия: 
1) для некоторого т распределение &>sm имеет ненулевую 
абсолютно непрерывную компоненту; 2) Р„{х| /•,« (x)>h0{0)}^ 
~>PQ{х | fi.Q (x) > h0 (0)} (соответственно, P/t {x | /2,« (x)> | К (0) I}-* 

var 
-> Po {x I /2,0 (x) > IA0 (0) J». Тогда Pe/T^-V-To (соответственно, 
Pnf^?>Pnfll). 

Перейдем к доказательствам. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 16Л. Рассмотрим разбие­

ние Г пространства D[0, l] на прямые Y={x+cl, c&R1}, где 
l(t)=l V/6[0, 1]. Факторпространство отождествим с под­
пространством тех х, для которых x(0) .---0. 

Так как процессы .;„, п>0, имеют независимые приращения, 
то условные распределения Рл-'г мер Р,. на прямой {x + cl, c£R1} 
совпадают с распределением ^„{о,. Поэтому 
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|| Р / / - 1 - Р / / - 1 II < II ^6Я(0) - ^Ы-) II - > 0 

по условию 2). Таким образом, условие 1) теоремы 13.1 выпол" 
HGHO- . . 

Рассмотрим функцию /я(с) = /(х+с1), хф [О, 1|/Г. Ее 
можно представить в виде /^ (с)= SUP Мс)- г д е -/(-О — 

f g l O . l l 
= 4(x(t) + c). Так как ¥ выпукла и ¥ ' (с)ф0 почти всюду, 
то и fx будет обладать такими же свойствами. 

Пусть *neD[0, lj/Г, х„-*х. Это означает, что существует 
последовательность ип неубывающих автоморфизмов отрезка 
[О, 1], равномерно сходящаяся к тождественному отображению, 
и такая, что функции ~хп {t) = xn (и,- (t)) равномерно на [0, 1] схо­
дятся к jc(t). Поскольку / - =/х„, то в дальнейшем можно 
считать, что сами х„ сходятся к х в равномерной метрике. 

Полагая ¥,« (с) — ¥ (х„ (t) + с), будем иметь: 
\fxn(c)-fx(c)\< sup \Vt»(c)-4t(c)\. (16.2) 

<glo.i l 
Пусть 6„ = sup|x„(zf) — x(f)j, а М таково, что sup| A*„(t) | < M 
при всех п. Из (16,2) следует, что для любого конечного интер­
вала [а, Ь\ 

sup | Л я ( с ) - / , ( с ) | < sup | ¥ ( / ) - ¥ (s)|. 
cgla,*l J*\H SltQ[a-M,b+M} 

\t-s\<&n 

Так как Ч; непрерывна на R1, то отсюда следует, что /Д.д схо­
дится к /^ равномерно на конечных интервалах. Применяя тео-

П _ 1 V a r —1 
рему 4.5, получаем, что Ка/-1 = Рыо)/хп-+&ыо)/х ^Рд-0/"1-
Это означает, что имеет место условие 2) теоремы 13.1. Сле­
довательно, \\Рп/-1 — Р0/~1\\-+0 Ш 

Доказательство теоремы 16.2 мы не приводим, так как оно 
с ПОМОЩЬЮ аппроксимации функционала / функционалами 
/г(х) = supxY (x(t)) выводится из теоремы 16,1 почти точно 

le .U 
так же, как доказательство теоремы 12.2 выводится из теоре­
мы 12.1. Близкие рассуждения использованы в [19, т. 4.1]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 16.3. Положим 
I» (*)---£-(<) + Ы')> л - 0 , 1 , . . . , 

и пусть Ч'(t)==t (соответственно, XY (t) = 11 \). Покажем, что 
для процессов |,i выполняются условия теоремы 16.2. 

Сильная сходимость одномерных распределений (усло­
вие 3)), вытекает из локальной теоремы Ю. В. Прохорова (см. 
[23, с. 159]). Условие 4) следует из того, что распределение 
величины l{t) устойчиво. Условие 6) превращается в условие 
2) доказываемой теоремы. Условия 2) и 5) выполняются оче­
видным образом. Для проверки слабой сходимости |n к |~0 но 
НО 
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теореме 2.1 достаточно установить Р0-почти всюду непрерыв­
ность отображения x{to}x+ft. Это вытекает из того, что сложе­
ние в D[0, 1] непрерывно в точке {х,у), если функции х к у 
не имеют общих скачков, и из стохастической непрерывности 
процесса £ - • 

Функционалы от процессов со значениями в Rm. Предполо­
жим, что значения процессов (E«(t)), te[0, 1], n = 0, 1, 2 
принадлежат Rm. Предположим, также, что приращения 
этих процессов независимы и что их траектории с вероят­
ностью 1 принадлежат пространству Dm[0, 1]. Обозначим через 
Р„ распределения в Dm[0, l ] , соответствующие этим процессам. 
Рассмотрим функционал 

/ ( x ) = sup| |x(i . ) | | , ^6Dm[0, l] , (16.3) 

где || • II — некоторая норма в Rm. 
Мы встречались с функционалами этого типа в § 12, где 

изучался вопрос об абсолютной непрерывности их распреде­
лений. 

Г е о р е м а 16.4. Предположим, что выполняются условия: 
1) — 3) теоремы 16.1. Тогда Р„/- - {to} P 0 / _ I -

Г е о р е м а 16.5. Предположим, что выполнены условия 
1) —4) теоремы 16.2. Предположим также, что 

Pn{x\f(x) = \\c\\}-+P0(x\f{x)=\\c\\}. (16.4) 
var 

Тогда P„/-I{to}P0/-1. 
Из теоремы 16.5 можно получить различные следствия ДЛЯ 

случайных ступенчатых процессов, построенных по независи­
мым случайным векторам. Мы не будем этим заниматься. 

Доказательства теорем 16.4 и 16.5 вполне аналогичны дока­
зательствам теорем 16.1 и 16.2. 

Функционалы от полей с независимыми приращениями. Ме­
тод, основанный на применении теоремы 13.1, малочувствителен 
к размерности временного параметра и позволяет получить ана­
логи предшествующих результатов для полей с независимыми 
приращениями. 

Под случайным полем мы подразумеваем случайный про­
цесс |7,ТеТ, для которого 7{subset}Rd. В дальнейшем, в рамках это­
го раздела, будет предполагаться, что Т= [0, l ] d . 

Как обычно, для t, sgT, мы пишем i?<s, если t = (tu..., td), 
J=(sb..., srf) и tj<st при i = l , . . . , d. 

Поле 5 = (сГ)> t£T, мы называем полем £ независимыми при­
ращениями, если для любых tu t2,..., tmQT, t1 < . . . < tm, 
t£TQ = T \ (0,l]-\ величины ?•- ^ - £--,..., g ^ - £rm_. 
независимы. 

З а м е ч а н и е l. Существует Другое определение поля с 
независимыми приращениями, в котором постулируется незави-
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симость приращений А|(Щ), ..., Aj(Пт) для любых попарно 
непересекающихся параллелепипедов ЩсТ» Под приращением 

поля § на параллелепипеде П.----Д [t,, ti + г̂) понимается вели-

чина Д|(П)--=Д*-.. .А^й--, где А/—-оператор взятия разности 
по i-й координате: 

A . ^ W - g ^ i . — - tt-i, U+h, iVi , . - . td)-g(T). 
В случае, когда значения поля |гпри №Т0 фиксированы с 

вероятностью 1 (т. е. неслучайны), это определение выделяет-
более узкий класс полей, чем определение, принятое нами. 

Пусть (In), п = 0, 1 , . . . , — последовательность полей с не­
зависимыми приращениями и с реализациями, почта наверное 
принадлежащими пространству D (Г) — многопараметрическо-
му аналогу пространства D[0,1]. Пусть Рп —распределение 
поля | п в D (Т) и пусть f — функционал вида 

/ ( x ) = sup¥(x(*)), x6D(r), 

где W — выпуклая функция. 
Приведем аналог теоремы 16.2. Что касается аналога тео­

ремы 16.1, то его формулировка дословно совпадает с форму­
лировкой теоремы 16.1. 

Т е о р е м а 16.6. Предположим, что выполнены условия: 
1) Р„=Чу, 
2) для t£T0 lo{t) = c(t) с вероятностью 1, c:r0{to}/?1; 

_ var 
3) V e > 0 аг.б[0, е)<- такое, что 9>l щ-*^%^у 
А) У7бГ\Т0 0>ит<&Ь 
5) ХУ (s)-7-=0 для ПОЧТИ всех sgR1; 
6) Рп{х\/ (х) > с} -+ Ро{х | / (х) > с}, где с =_sup ¥ (с (7)), 

<6г„ 
var 

Тогда Р д / ' ^ Р о / - 1 . 
Доказательство этой теоремы очень близко к доказательству 

теоремы 16.2. 
Применим теорему 16.6 к полям (15.10), построенным по не-. 

зависимым одинаково распределенным величинам, лежащим в 
зоне притяжения устойчивого закона 3?а с показателем аб(0, 2]. 

Пусть оп = а(п) — те нормирующие постоянные, для которых 
распределение величины a-lS{nt...,n) сходится к 9?а. В этом 
случае, как показано в [70], распределения Р„ полей £я схо­
дятся слабо в D (Т) к распределению Р0, соответствующему 
полю с независимыми приращениями Va, для которого: 

1) va(t)=o vt6r0; 
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2) для любого параллелепипеда П с Т распределение прира­
щения куа (П) совпадает с распределением случайной величины; 
(.V. (n))i/«g, где ?ъ*=&а. 

Пусть heD (Г) и 

M-— max {5Г(гГ- + А(^)}, л = 1 „ . . , 

M=_sup{l/a(7) + A(7)}. 

Т е о р е м а 16.7. Предположим, что выполнены условия' 
1) для некоторого п0 абсолютно непрерывная компонента рас­
пределения 5 - отлична от нуля; 2) Р {Ж-=с}=0, где 
с =jsup h (t). Тогда плотность абсолютно непрерывной компо-
ненты распределения величины Мп СХОДИТСЯ В метрике L1 (R1) 
к плотности распределения величины М, 

Доказательство этой теоремы вытекает из теоремы 16.6,, 
если положить 

So (0 = V* (Т) + h (J), %п (1) = Vn (t) + К (i), 

а в качестве \F взять W (.s) = s. 
Решетчатый случай. Рассмотрим предельное поведение рас­

пределений функционалов 
f(x)= sup^(t) , g(x)-= sup |x (0 | 

••610,11 <£I<U) 

в том случае, когда значения процессов g,v(z.) имеют решетча­
тые распределения. 

Говоря более ТОЧНО, МЫ будем предполагать, что Vt6[0, 1] 
значения величины £-.(0 принадлежат решетке Ап={ап,}, anh= 
= &hn, kGSZ, причем hn-+0. Обозначим через D,. подмножества. 
пространства D[0, 1], состоящее из тех х, для которых 
x([0, l])c=An. Обозначим через /п отображение R1 в Ап, сопо­
ставляющее точке s ближайшую к ней справа точку вида anh. 

Положим 

Здесь Р„ — распределение в D[0, l], соответствующее процессу £... 
Заметим, что распределение а„ сосредоточено на решетке Ап и 

о„ (ал*) — Р {/ (Шап,к-ъ a„,k]}. 
Т е о р е м а 16.8 [17]. Предположим, что процессы |„ имеют 

независимые приращения и что £j-(0)-=c с вероятностью 1-
Предположим также, что выполнены условия: 
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1) V*e(0,1] 0»8.(о«Л,; 
2) vie(0,ii H ^ o - ^ t o j ^ I K O , n->«->; 
3) ЯдЫ —ая(с„)->0, где ca = Jn{c). Тогда | | я я -а я | | ->0 . 
Если предельное распределение P0f_I имеет достаточно ре­

гулярную плотность р, то сближение по вариации л„ и 0„, уста­
навливаемое в теореме, будет эквивалентно следующему равен­
ству: 

lim 2 | Щ (апк) — hnp (апк) | = О, 
" . - J - O Q 

жоторое имеет форму локальной предельной теоремы. 
Аналогичное утверждение имеет место и для функциона-

.ла g. 
Оценка скорости сходимости. Пусть 11 , . . . , Е„ — независи­

мые одинаково распределенные случайные величины, E|ft=0, 
'D|fc=1, E|gft|3<oo. Пусть Р„ — распределение в D[0, 1] случай­
ного элемента (15.9), построенного по величинам | ь • • • . £-. 
Пусть W —• винеровская мера в D [0, 1]. Положим 

¥ .(*)=(* In £ ) ! / , V2(t) = t1/2\lnt\-\ Щ0,\}; 

^(L)={xeD[0, m^itxWiit), v/e[o, l]}, 1 = 1,2. 
Рассмотрим функционалы: 

/ e (x) -=SUp{x(^)- f /Z(0} ! ge (x) -=SUp|x( / ) + A( t ) | , 
[6,11 |В,1] 

•здесь xeD[0, 1], h — фиксированная функция из D [0, 1], sgfO, l/2]. 
Теорема 16,9 [19]. Предположим, что для некоторого пй 

абсолютно непрерывная компонента распределения суммы ^_ §ft 

отлична от нуля. Тогда найдется постоянная си зависящая лишь 
•от L и E|gA|3 такая, что Vn>e_I, 8>0, имеет место оценка 

sup ||P;!/r1™W/:TI||<c18--/-(lnrt)3/8/i-1/8., (16.5) 

Теорема 16.10 (М, A. Лифшиц). Предположим, что для не-

к̂оторого /х0 распределение суммы 2и %>< и м е е т ограниченную 
1 

•плотность. Тогда найдутся постоянные с2 и съ, зависящие 
только от L и Е| gft |3 и такие, что 

sup I I P ^ - W / o ^ K c z n - ^ O n n ^ e x p ^ / i n n ) . (16,6) 
ftg/.f-(£) 

В точности такие же оценки справедливы и для функионалов ge; 
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Глава 5 

•ФУНКЦИОНАЛЫ ОТ ДИФФУЗИОННЫХ ПРОЦЕССОВ 

§ 17. Допустимые группы преобразований для мер, 
отвечающих диффузионным процессам. 

Результаты об абсолютной непрерывности 

Пусть Q — распределение в пространстве С = С[0, Т] про­
цесса, удовлетворяющего стохастическому дифференциальному 
уравнению 

t t 

£(-)-= Ш + .1 a(s,m)dsi- \b(s,Us))dw(s) (17Л) 
о о 

В уравнении (17,1) w — винеровский процесс, а £(0) — 
случайная величина, не зависящая от w. Введем новый процесс 
w(t) — w(t) + .-(0). Ясно, что dw = dw и всюду в дальнейшем мы 
под w будем понимать именно процесс w, нигде этого специаль­
но не оговаривая. 

Предположим, что коэффициенты уравнения удовлетворяют 
следующим условиям: 

1. Функция a(t, х) дважды непрерывно дифференцируема 
по х, а функция b(i, х) дважды непрерывно дифференцируема 
по х и один раз по t, причем все перечисленные производные 
непрерывны по (t, х) и ограничены на [О, Т] XR1. 

2. Для любых (t, х) b(t, х)фО. 
Обозначим через Р распределение процесса а» в С. Для 

меры Р допустимыми являются группы операторов сдвига. Точ­
ное описание таких групп дается в следующих двух леммах. 

Л е м м а 17.1» Для любого АбЬг[0,Г] группа сдвигов 

Gc
h(x) = x + cl, l(t) = \ h(s)ds допустима для Р, причем услов-

6 
иые меры на элементах разбиения суть гауссовские с диспер­
сией а2 = (||/г||22)-1. 

Л е м м а 17.2. Если -^ко-С^. то группа сдвигов F-(•*)-= 
= x-\-ct, l(t)=s\ допустима для Р, причем условные меры на 
элементах разбиения Рг-яочти везде совпадают с ^цо,. (Рг— 
фактормера разбиения на орбиты групп). 

Для доказательства леммы 17.1 достаточно заметить, что 
условные распределения процесса w при фиксированном £(0) = 
= x не зависят от х и совпадают с распределением стандартно­
го броуновского движения, выпущенного из точки х. Соответ­
ствующий факт об условных распределениях установлен в § 5, 
пример 3. Лемма 17.2 очевидная 
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Будем теперь искать допустимые группы преобразований 
для меры Q. Идея состоит в том, чтобы рассматривать меру Q 
как образ меры Р под действием измеримого отображения 

S : w(a, •)--»-|(со, •) 
(Измеримость ЭТОГО отображения вытекает из свойств стоха­
стического интеграла, см. [34]). 

Заметим, что из условия отличности от нуля коэффициента 
диффузии сразу же следует, что отображение 2 обратимое Дей­
ствительно, обратное отображение Е - 1 задается формулой 

О О 

В пространстве .3(C) определим группы преобразований 
Фв* и Vc, полагая ..«j 

Фе*.-ВОв"а-1, Т—So-e<»S--. 
(Мы используем обозначения, введенные в леммах 17.1 и 17.2; 

/гбЬ2[0,Г]). 
Справедливо следующее утверждение. 
Т е о р е м а 17.1. Инфинитезимальные операторы групп пре­

образований ФД ЛбЬ-[0,Т], и WC определены как непрерыв­
ные отображения C{to}C и задаются формулами 

t 

L"y (t) = b(i, у (t))f{t) Jj Ф (s)-'h (s) d.s (I7.2> 
о 

^О-тжЛ'О. (17-3> 
где 

t 
Г / db db 

4»W---«pJ [^(s,y(s))- b(Stg{8)) - b{aty{8)) a{s,y(s))-
о 

— I ^ F (s> -/ ^ b ( • * • y W) ds" 
З а м е ч а н и е 1. Из теоремы 17.1 сразу же следует, что для 

Q-почти всех х отображение c{to}Ф0'l (х) задает гладкую несамо-
пересекающуюся кривую в С, причем касательный вектор к 
этой кривой в точке г/бС есть Lh(y) (соответственно L(y)). 

З а м е ч а н и е 2. Рассмотрим разбиение С на орбиты груп­
пы ФД Тогда условные меры на элементах разбиения суть га-
уссовские с дисперсией а - (||А||2-)-1. Это следует из того, что 
S обратимо, а элементы разбиения {Фк(х)} суть образы траек­
торий групп сдвигов. Аналогично, условные меры на траектори­
ях групп Ч/с совпадают с ^ о , . 

З а м е ч а н и е 3. Из формулы 17.2 и непрерывности коэффи­
циентов уравнения следует, что отображение y-*Lh(y) непре-. 
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рывно и, кроме того, легко видеть, что множество Но(у) = 
= {1ЧУ), h6L2[0, Г]} плотно в пространстве С°= {x6C|x(0)-0}. 
Таким образом из теоремы 17.1 вытекает, что мера Q имеет 
(С, Я0)-достаточное число допустимых сдвигов. 

З а м е ч а н и е 4. Если a(t, х)=0, b(t,x)=b(x), то условие 
&(x) -5---0 можно заменить условием ^m({xGjRl\b{x) =0}) =0. 
В этом случае с вероятностью 1 b ( |(0) {ne}0 Для всех t. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 17.1. Докажем (17.2). Без 
ограничения общности, можно считать, что процесс ш реализо­
ван на вероятностном пространстве (С,.$,Р). ДЛЯ сб./?1 опре­
делим процесс £с, полагая 

tc(t) = tc(t,w) = t(t,w+d) = [E(w + cl)](t). (17.4) 
Нетрудно показать, что процесс !,. (i) удовлетворяет стоха-

сп.ческому уравнению 

Ъс (t) = w (0) + jj a (s, lc (s)) ds+^b (s, lc (s)) dw (s) + 
о б 

+ c^b{s,le(s))h(s)ds. (17.5) 
о 

Будем рассматривать {У как семейство диффузионных про­
цессов, зависящих от параметра с. При сделанных относительно 
коэффициентов уравнения (17.1) предположениях из результа--
тов [3] следует, что для Р-псчти всех w существует непрерыв­
ная по (г!, с) производная ~-(i), удовлетворяющая стохастиче­
скому уравнению, которое может быть получено из (17.5) фор­
мальным дифференцированием по с. Обозначим через L (t) — 
*=L(t,w) значение этой производной при с = 0. Тогда ~L{t) есть 
решение следующего стохастического уравнения (уже со слу­
чайными коэффициентами): 

i t 

l{t) = \l (S) $± (S, I (5)) dw (S)+[L (S) g- (5, g (5)) ds + 
0 0 . 

t 
+ \b(s, g(s))h(s)ds. (17.6) 

0 

Из (17.4) следует, что для Р-почти всех w при всех t 

— ([S(-» + c/)](t))|e_o-=-Z:.(w, t). (17.7) 

Кроме того, так как функция Ъ {t, ID-\-cl) непрерывна по (t. с), 
из (17.7) следует более сильное утверждение: при с-»О 

|| с1 (S (да + cl) — S (w)) — cl (w, •) || {to} 0. 
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Заметим, что непосредственно воспользоваться результатами 
[3] мы здесь не имели права, поскольку в [3] доказательство 
ведется в предположении, что двупараметрический процесс 
•=-(£) сепарабелен. Просто заменить наш процесс на эквива­
лентный ему сепарабельный мы не можем, так как для нового 
процесса может не выполняться (17.4). Тем не менее, можно 
показать, что отображение Н можно изменить- на множестве 
Р-меры нуль так, что реализации нового процесса !<•(£) будут 
иметь нужную нам гладкость. Кроме того, относительно функ­
ции h мы предполагаем только, что она из L2[0, 1], но не на­
кладываем условие ограниченности, как это требуется в [3]. 
Доказательство при отсутствии предположения об ограничен­
ности проводится вполне аналогично. 

Уравнение (17.6) линейное, его решение явно выписывает­
ся (см. [10, с. 37]) 

i 

Z(t)-^%(t)\(K(s))-lb{s, ij (s)) A (s) cf.s, (17-8) 
о 

где 

Х(0-=еХрН — (5,Ц.5))—^f^(S.6(s))l,—' + 

+ У~ (3,^(3)) dw (.5)1. 

Такая запись решения еще недостаточна для наших целей, так 
t 

как сюда входит выражение \ т— [s, Г; (s)) dw (s). Мы же должны 
о 

уметь находить это решение, зная только траекторию ?;(•) и не 
имея информации о процессе w. Чтобы обэйти эту трудность, 
воспользуемся следующим тождеством, которое легко прове­
ряется с помощью леммы Ито. 

Ъ (t, g (t)) = b (0, Г; (0)) ехр Н д± (s, g (s)) dw (s) + 

db \ db 
W(S, 1(S))) | Ш(8,Щ) 

b(s,l(s)) + b(s,t(s)) a^S' *W> + 

+ i g ( s , Us))b(s, g( s))_I jji(.s. Z(s))]ds\. (17.9) 
t 

Далее, в (17.8) вместо члена \ —-. (s, £ (s)) dw (s) подставим 
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его выражение, полученное из (17.9). Теперь остается только 
ПОЛОЖИТЬ L" (у) — Z({cdot}, S-1 (у)) и заметить, что полученное из 
(17,-8) и (17.9) выражение для Lh (у) в точности совпадает с тем, 
которое фигурирует в условии теоремы. 

Доказательство п. 2 проводится совершенно аналогично. 
Соответствующее линейное уравнение для Z (̂ ) == -—§—--1 с_0

 бУ" 
дет иметь вит. 

i t 

o о 
Его решение явно выписывается: 

Z ( t ) . - e x p K [ J £ ( s , F j ( s ) ) _ I ( ^ ( s , g(s)))8]ds + 

's, -3(s))dai Ab 
0 

ОПЯТЬ остается лишь воспользоваться тождеством (17.9) • 
Теперь в нашем распоряжении имеется целое семейство до­

пустимых групп преобразований и мы можем, используя техни­
ку, развитую в предыдущих параграфах, получить результат об 
абсолютной непрерывности распределений функционалов от 
траекторий процесса £. 

Справедливы следующие два утверждения. 
Т е о р е м а 17.2. Пусть функционал / : C{to}i?- локально удов­

летворяет условию Липшица (в равномерной метрике) и для 
Q-почти всех sGC существует такое i-,6C0, что ненулевая произ­
водная •D.f(y) по направлению I в точке у существует и непре­
рывна в некоторой окрестности (s, is). Тогда Qf_1<.L 

Т е о р е м а 17.3. Предположим, что величина |(0) имеет аб­
солютно непрерывное распределение ^ C l , а функционал / 
локально удовлетворяет условию Липшица и для Q-почти всех 
•s существует Dmf(s)=£Q (L(s) определяется формулой (17.3)). 
Тогда Q/-'.«X. 

Теоремы 17.2 и 17.3 вытекают (с учетом замечаний 17.2 и 
17.3) из теорем 6.1 и 17.1 | | 

§ 18. Сильная СХОДИМОСТЬ распределений функционалов 
от диффузионных процессов 

Пусть |п ( п - Г 2 , . . . , ) , I — решения стохастических урав­
нений (с непрерывными коэффициентами) 

t t 

In (*)---•£- ( ° )+ f fl« (s ' -" •»)-** + J b» (5> S™ (s))dw (s), (18.1) 



. t t 
6(t) = €(0)+Ja(-s. Z(s))ds+ §b(s, t(s))dw(s). (18.2) 

о о 
Обозначим через Q„, Q распределения в С процессов |„, .-, 

соответственно. Хорошо известно (см., например, [Ю]), что ес­
ли коэффициенты (18.1) сближаются с соответствующими коэф­
фициентами (18.2), то величина sup | £-,(/)—£(0 1 стремится 

0</<7" 
по вероятности к нулю и, следовательно, Q„ слабо сходится к Q. 
Целью настоящего параграфа будет доказательство сильной 
сходимости QJ- 1 к Qf_1 для достаточно широкого класса функ­
ционалов f. 

Будем предполагать, что коэффициенты уравнений (18.1) и 
(18.2) удовлетворяют следующим трем условиям: 

1. Функции an{t, х), a(t, х) дважды непрерывно дифферен­
цируемы по х; bn(t, x), b(t, х) дважды непрерывно дифференци­
руемы по х и один раз по i, и все перечисленные производные 
ограничены на [О, Т] xR, 

2. Последовательность 
rn = sup(|art(t, x) — a(t, x)\-\-\bn(t, x) — b(t, x) | + 

t,x 

+ 
+ 

dan ,, , da %*(t, x)-%(t,x) + ^(t,x)-^(t,x) дгап ., s d2a + 
dbn,. , db %*{t,x)-%{t, x)\+s£{t, х)-ш(Ь x) й-6„., . дЧ 

стремится к нулю при n->oo.. 
3. Для всех t, х, п bn(t, х)фО, b(t, х)^Ц,0. -
Сформулируем основной результат параграфа. 
Т е о р е м а 18.1. Пусть последовательность случайных вели­

чин £,1(0) сходится по распределению к 1(0), а коэффициенты 
(18.1), (18.2) удовлетворяют условиям 1—3. Предположим так­
же, что функционал f локально удовлетворяет условию Липши­
ца и для-некоторого X0czC, Q(Xo) = l, принадлежит классу 
J({X0,C°). Тогда. . . 

var 
0„/-1-»-Q/-1 . (18.3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим сначала, что начальные 
распределения вырожденные: g, (0) = лГд, g (0) -—= х п. н., причем 
х„->х. В силу этого, можно считать, что винеровский процесс, 
фигурирующий в уравнениях (18.1) и (18.2), начинается в нуле. 
Будем также предполагать, что он реализован как координат­
ный процесс на вероятностном пространстве (С0, ЯЗс» Р). 

Обозначим через Е„ измеримое отображение w (•)-*%„(<$), •), 
через Ф^*--группу преобразований, построенную по процессу t-n, 
как в § 17, и через Ln

h — ee инфинитезимальный оператор. 
Следующее утверждение показывает, что при возрастании и 

орбиты групп Ф^-й и Фс" в некотором смысле сближаются. 
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Л е м м а 18.1'. Для Р-почти всех да, любого heL2 [О, Т] и 
•произвольного конечного интервала AcR1 ВЫПОЛНЯЮТСЯ соот-
ношения: 

lim sup || 3„ (да + cl)-E (да + с/) 11 = 0, (18.4) 
n-t-oo с ^ Д • .' II \ 

lim sup || Ln
h (3„ (w + с/)) —L'' (S (w + ci)) 11 = 0. (18.5) 

w-s-c- с е д " " Ч 

О ( тт V a f 

• з а м е ч а н и е 1. Для доказательства сходимости Q-/_1->-
{to}©./"1 достаточно установить, что из любой последовательно­
сти {п'} можно выбрать подпоследовательность (п"\ так, чтобы 

var l 

Q«"/"-{to}Q/"'. Это простое соображение дает нам возможность 
считать, не умаляя общности, что 

r„<n ' 4 , | x „ - x0 |<n"4. (18.6) 
((Подобное рассуждение мы будем использовать и в дальнейшем.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. Зафиксируем открытый интер­
вал / с [ 0 , 1] и определим функцию а(д, t, х), 06-/, обладаю­
щую следующими свойствами 

а) a(0, t, x) = a(t, x), a{tvl, t, x) = an(t, x); 
б) а непрерывно дифференцируема по 6 и sup -Л < оо, 

Q,t,x о э 

(Дифференцируемость при В — О достигается за счет условия 
Определим аналогичным образом функции b (О» t, x) и х (6) 

и рассмотрим стохастическое уравнение 
i . t 

g9.oW — x(e) + U(0, s, 'b,o{s))ds + $b{Q, s, b,0{s))dw{s). 
о о 

Тогда случайный процесс fa,c> определяемый равенство^ 
Ь,с{1®, •)=-=§9,о('̂  + сь •)> удовлетворяет уравнению 

' ' t ' t. 

.b,e{t) = x{$)+\ra% s,b,c{s))ds+[b(Q, s, b,c(s))dw(s) + 
о о 

t 

, + С J 6(6, S, g9,c(S))h(S)dS. 
0 

Рассматривая {.le,c(-)} как семейство диффузионных про­
цессов, зависящих от векторного параметра (6, с), нетрудно 
убедиться, что для этого семейства выполнены условия теоре­
мы 2 [3]. Применяя указанную теорему, получаем, что для 
Р-ПОЧТИ всех w функция £в,с(.0 непрерывна по (9, с, t). Отсюда, 
разумеется, следует утверждение-лемм-ыв 
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Вернемся к доказательству теоремы 18Л. Соотношение 
II Q„/-x - Q/'111=II (Р.-3'1) Г 1 ~ (Р-3"1) Г1 II=II pSn' - Р?1 II. 

где gn = /-E„, g-=/-S, показывает, что для доказательства 
(1.3.3) достаточно установить, что 

p-g .7 l l"pF1- (18"7> 
Пусть Х0 — множество Q-полной меры, о котором говорится 

в условии теоремы. Принадлежность классу Ж (X0, C°) озна­
чает, что v{cdot}s{in}Xoa6̂C° такое, что в некоторой окрестности 
l / c C x C 0 точки (s,/.) производная D,/(z/) существует, от­
лична от нуля и непрерывна по (у, I). Из непрерывности сле­
дует, что найдется такая функция bV'-R+-+R+, <V(c)-^0>| что 
ДЛЯ ЛюбыХ (у1,.-1). G b - ^ G 1 / 

\Dltf Ш-D,,/ (!/2)\<&v(\\yi-y2\\ + \\h-h\\)-
Без ограничения общности, можно считать, что V = U XW, 
где U и W—открытые шары с центрами, соответственно, в s 
и I, и Q(dU)= О- В силу замечания 3 § 17, можно считать, 
что/—£"(s), где h6L2[0, 1]. Так как отображение y->Lh(y) 
непрерывно, то, уменьшая, если надо, радиус шара U, можно 
также считать, что VygU Lh (y)£W. 

Зафиксируем е>0 и выберем точки su . . . , sNQX0 так, 
чтобы QllJ илу\—ъ. Пусть Us (а также Wj) и 1}—-шары и 
направления, построенные для s, описанным выше способом. 
Положим U/==IUy\ IJ Ukj > Bj = 3_1 (U/). Для доказательства 
(18,7), очевидно, достаточно показать, что для каждого j 

PjBfa^PBjg-1, (18.8) 
где Рву — сужение меры P на множество В}. 

Зафиксируем / и будем индекс j опускать: s,- — s, В,—В, 
Uf = U't Wj = \V, lj = l. ' J 

Рассмотрим разбиение Г пространства С на прямые, парал­

лельные вектору l(t) = § h(u)du, где А —ТОТ элемелт L2 [0, 1], 
о 

для которого l = Lh{s). Факторпространство С/Г отождествим 
с подпростр ' нством Т коразмерности 1, которое не содержит 
/. Пусть /—линейный функционал, для которого /(i)--=l., 
ker/«=7\ Пусть /Y — сужение I на прямую {y-\-d, c^R1}; 

По формуле полной вероятности 
152 



\\p^-PBg-1\\<<j\\Py,B&~PyiBg-l\\Pr(dy) = 
г 

= i\\Py,Bg-\-Py,Bg^\\Pv(dy). 
г 

По теореме о мажорируемой сходимости для доказательства 
(18.8) достаточно показать, что Рг-почти всюду 

I I K B g ^ - P y . a g - i ||{to}0. (18.9> 
Заметим, что 

Ру.в (-)^Ру (Iy1 (•) П-5)=Р7 (1у1 (О П "-1 (U')) — Pv (• П А), (18.10) 
где А=*1у{&~\и')П{У+с1, ^ Я 1 } . 

Так как отображение T Y : C - > S (у+с/) непрерывно, а мно­
жество U' открыто и так как A—x~l (U1), то A представляется 
в виде объединения не более чем счетного числа непересекаю­
щихся открытых интервалов: A— и А*. 

к 
Обозначим через \хк сужение меры PY на ДА. Тогда, в силу 

(18.10), Ру.в=~2.-1 ' ' и д л я Доказательства (18.9) достаточно 
установить, что для каждого k при n {to} оо 

и^-^чк0- (18---> 
Пользуясь леммой 18.1, будем иметь 

sup | g,,,, (c)-gy (с) | = sup | / (3,. (y + cl))-/ (S (y+ cl)) | < 

< C s u p | | S „ ( Y + ^ ) - s ( r + ^ ) | | c o - > 0 . 
сбАА 

Далее 
s u p | g ; , Y ( c ) - g ; ( c ) l = sup |D e n / ( a , ( (y+ c / ) ) -D ( ! / ( a (Y+cO) [ , 
*в&л "'7 v ' е е А * 

где e„ == Ln
h (B„ (y + с/)), е = L" (3 (y + cl)). 

В силу леммы 18.1, по любому е ' > 0 МОЖНО найти интервал; 
А / с Д * такой, что, во-первых, \nk(Ah\Ab')<&', а во-вторых, при 
всех достаточно больших п одновременно для всех сбЛ/ вектор-
---(Y+^O будет лежать в U, а вектор е„ — в W. 

Поэтому 
sup | beJ (Зя (y+ сГ)) - D . / (3 (Y+ сГ)) < 

<Sup6(l |S„(y+rf) — S(Y+c/) | | + | | e n - e | | ) , 

здесь 6—функция из условия теоремы. 
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Применяя теорему 4.6, видим, что 
11m sup Н ^ 1 - ^ 1 ^ в'. 

В силу произвольности е', получаем (18.11). 
Таким образом, наша теорема доказана при дополнитель­

ном предположении о вырожденности начальных распределе­
ний. 

Переход к общему случаю легко осуществляется с ПОМОЩЬЮ 
теоремы Скорохода (см., например, [52, е. 62], благодаря ко­
торой можно считать, что !jn(0)-{to}i|(0) почти наверноеИ 
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