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УСТОЙЧИВОСТЬ В С^НОРМЕ КЛАССОВ 
ГАРМОНИЧЕСКИХ ОТОБРАЖЕНИЙ*) 

А. П. Копылов 

В настоящей статье мы исследуем на устойчивость в С^-норме 
пучки сЛп)Ш (всех) гармонических функций на Шп со значениями в про­
странстве Шт (п ^ 2, т > 1), т. е. пучки бесконечно дифференцируемых 
отображений д = (</i,... ,ym) : U —• Й т открытых множеств U простран­
ства Rn , у которых каждая скалярная функция-компонента gs : U —• Ш 
представляет собой решение уравнения Лапласа 

п 

Д л я того чтобы охарактеризовать основную из решаемых нами в 
данной работе задач , введем понятие квазигармонического отображе­
ния. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Отображение / = ( / i , . . . , / m ) : U —* Mm открытого 
множества U пространства Жп называется е-квазигармоническим, О ^ е < 
1, если оно непрерывно дифференцируемо, принадлежит классу 

W\U,Rm) = (J Кюс(иЛт) (1) 
р>п 

и удовлетворяет почти всюду в U дифференциальному неравенству 

Г п V'2 

|Д/(*)| Ы n £ \0jsf(x)\2 \ . (2) 

Отображение / называется квазигармоническим, если оно является е-
квазигармоническим д л я некоторого е Е [0,1[. 

В правой части соотношения (1) W? loc(t/,Mm) представляет собой 
пространство Соболева функций h : U —» Mm, которые обладают в U 
обобщенными частными производными [1] djsh = (djshi,..., djshm) вто­
рого порядка, локально суммируемыми в степени р, и объединение 
строится по множеству всех чисел р, больших п. 

Обозначим символом <&п,т(£), 0 ^ е < 1, класс всех £-квазигармо­
нических отображений в Rm областей (открытых связных множеств) 
пространства Шп и символом Ф°п,т(£) — его подкласс, который состоит 
из отображений h : В —• Ш™ единичного шара 

В = В(0,1)=\х = (хи...,хп)еШп\\х\ = 

*' Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь­
ных исследований (код проекта 96-01-01769). 

© 1998 Копылов А. П. 
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пространства^" , удовлетворяющих условию sup ЦЛ а̂г)!! ^ 1, где \\h'(x)\\ 
хев 

— операторная норма производной (дифференциала) h'{x) = dh(x) ото­
бражения h в точке х. 

ЗАМЕЧАНИЕ. В силу свойства гипоэллиптичности эллиптических 
линейных дифференциальных операторов [2] класс <&n,m(0) 0-квазигар-
монических отображений совпадает с классом ($n>m гармонических 
отображений, т. е. с классом, порожденным посредством следующе­
го ниже соотношения (4) пучком *Л£)Ш гармонических функций на Шп 

со значениями в Шт. 
Упомянутую выше задачу можно представить в виде следующей 

проблемы (устойчивости в С -норме классов 0 n > m гармонических ото­
бражений). 

Проблема А. Пусть 0 < р ^ 1 и £ —• 0. Верно ли, что 

sup { inf [8up(\f(x)-g(x)\/2p+\\(f-gy(x)\\)]}-+0? (3) 
/€0°n,m(e) g:B->mm, \x\<p 

ge&n,m 

Вопросы устойчивости в С^-норме классов гармонических отобра­
жений мы рассматриваем в данной статье с точки зрения предлагае­
мой ниже концепции ^-устойчивости классов отображений. Эта кон­
цепция находится в тесной связи с концепцией ^-устойчивости в С-
норме классов отображений [3] и является очередным этапом в д а л ь ­
нейшем развитии лежащих в ее основе идей. В случае классов гармо­
нических отображений концепция ^ -устойчивости естественным обра­
зом приводит нас к проблеме А, причем если 0 < р < 1, то теорема 8 
статьи (вместе с теоремой 9) дает утвердительный ответ на вопрос (3). 

Переходя к подробному обсуждению результатов статьи , мы на­
чнем с изложения основных положений концепции ^ - у с т о й ч и в о с т и в 
С1-норме классов отображений. 

Итак, пусть пит — произвольные натуральные числа, и пусть 
Ф означает непустой класс непрерывно дифференцируемых отображе­
ний областей пространства Rn , порожденный некоторым пучком *Ж = 
{^(U)} функций на Шп со значениями в М т , т. е. 

в = в(^) = и^(К), (4) 
v 

где объединение справа строится по множеству всех областей V про­
странства М".1) Предположим также, что выполнены следующие усло­
вия. 

(i) Класс (3 и класс & производных отображений из класса 0 ин­
вариантны относительно преобразований гомотетии пространств Шп и 
Шт и пространств Rn и _£?(Мп,Мт) соответственно. Здесь под производ­
ной непрерывно дифференцируемого отображения g : V —• Mm, где V — 
область в Rn , мы понимаем отображение д' : V —• JS?(IRn,IRm) такое, что 
д'{х) есть производная отображения д в точке х (Е V"); преобразование 
гомотетии линейного пространства X — это отображение h : X —• X 
в и д а h(x) = CX + XQ, х Е X, где с Е К, с > 0, и хо Е Х\ наконец, инвариант­
ность относительно преобразований гомотетии класса 2) отображений 
g : V —» X областей V С Мп в линейное пространство X означает, что 
из принадлежности отображения h : V —* X классу 2) вытекает также 
принадлежность этому классу и отображения Т2 о h о [Т\|т-1/^ч], где 
Ti : Шп -* Шп и Т2 : X -* X — гомотетии. 

*) Т а к как пучок Jf однозначно восстанавливается по порождаемому им классу 
Ф(*/К), то мы, как правило, отождествляем ниже пучок J/ с классом Ф(сУК). 
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(ii) Если семейство G = {д : V —• Шт} отображений из класса Ф, 
где V — область пространства Шп, таково, что множество G1 = {д' : 
V —• j£?(IRn,IRm) | д G G], составленное из производных отображений 
семейства G, равномерно ограничено, то отображения семейства G' в 
совокупности своей равностепенно непрерывны на каждом компактном 
подмножестве Е области V, т. е. ipGtE(t) —• 0, когда t —• 0. Здесь 

ФоА1) = *Ы sup \W(x)-g'(y)\\h *>0> (5) 
g£G x,yeE,\x-y\^t 

и равномерная ограниченность семейства G' означает существование 
вещественного неотрицательного числа с, удовлетворяющего неравен­
ству Цу^х)!! ^ с (||/|| — операторная норма линейного отображения / : 
Шп —• R m ) д л я каждого отображения g E G и каждой точки х Е V. 

(iii) Класс 0 замкнут относительно локальной сходимости в С1-
норме. Это означает, что если последовательность {gu : V —• М т}^ е 1 Ч 
отображений в Шт области V пространства Мп, принадлежащих клас­
су Ф, сходится равномерно на каждом компактном подмножестве Е 
области V к непрерывно дифференцируемому отображению / : V —* М т , 
а последовательность {д'и}иеп производных g'v : V —•. j£?(Mn,Rm) отобра­
жений </„ на такого же рода множествах сходится равномерно к про­
изводной / ' : V — -5?(Мп,Мт) отображения / (т. е. sup \\g'v(x) - f(x)\\ — О, 

х£Е 
когда v —» со), то / также принадлежит классу Ф. 

Отметим, что основной объект нашего внимания в данной работе 
— классы Фп,т гармонических отображений в Шт областей простран­
ства Mn, n ^ 2, т ^ 1, доставляет нам наиболее характерные примеры 
классов отображений, удовлетворяющих условиям (i)-(iii). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть пит — пара произвольных натуральных 
чисел и р — положительное вещественное число, меньшее либо рав­
ное 1. Класс <& непрерывно дифференцируемых отображений в Rm 

областей пространства Шп, порожденный некоторым пучком функций 
и удовлетворяющий условиям (i)-(iii), называется ^-устойчивым (от­
носительно класса W2 — (J FK2([/,IRm), где W2(U, Rm) определяется 

L/Cln 

соотношением (1) и при построении объединения используются все 
области U пространства Шп), если существует неотрицательная функ­
ция OLp = aPy® : [0, + оо[—* [0, +оо[ такая, что 

1) оср{е) —• о>(0) = 0, когда е —• 0; 
2) если д л я непрерывно дифференцируемого отображения / : V —• 

Mw, К С Мп, из класса И^2 выполнено неравенство Е*(/, (3) ^ е, е ^ 0, то 
оно удовлетворяет также неравенству 

#(/,<SKap(e). 
Здесь функционалы ^ ( - , 0 ) и Е*(-,0) определяются равенствами 

#(/ ,<&)= 8 U p ^ i B ( / , e ) 

Hj(/, 0 ) = sup Ej(*,./, (5) = s u p { i i m ^ i B ( r i r ) ( / , <&)}, 

где в свою очередь В = В(х,г) — шар с центром в точке х и радиуса г 
пространства Шп и 

^,B(„r)(/^) = s;BJnf56e^(/,,), 
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причем величина с*(/, у) в правой части последнего соотношения пред­
ставляет собой нижнюю грань множества всех вещественных неотри­
цательных чисел с, удовлетворяющих д л я каждой точки у шара 
В(х,рг) неравенству 

1/Ы - Я(у)\/2рг + ||/ '(у) - 9'(у)\\ < cdmmf'(B), 

diamf'(B) — sup \\f\y1) — f'(y2)\\ (ср. левую часть соотношения (3) с 

левой ч а с т ь ю последнего неравенства). 
При 0 < р < 1 функционал £р(-,Ф) позволяет оценить близость в 

С1-норме рассматриваемого отображения / : V —»Мт, где V — область 
в Мп, на компактных подмножествах каждого шара В С V, функцио­
нал же Е* (0 < р ^ 1) — в бесконечно малых шарах. В то же время 
функционал ^i(* '^) измеряет близость отображения в С^-норме в ка­
ждом шаре В С V, причем во всем таком шаре, а не только на его* 
компактных подмножествах (ср. функционалы £* и S* с функционала­
ми близости в С-норме £р и Ер из [3, гл. 1]). Мы будем говорить далее , 
что £* и S* я в л я ю т с я функционалами глобальной и соответственно ло­
кальной близости в С1-норме отображений к классу (5. При этом классы 
(5, порожденные пучками непрерывно дифференцируемых функций на 
Rn со значениями в Шт и удовлетворяющие условиям (i)-(iii), мы бу­
дем называть £1 -нормальными. 

Таким образом, ^ -нормальный класс 0 называется ^ - у с т о й ч и в ы м , 
если д л я каждого отображения / £ W2 локальная ^ - б л и з о с т ь (т. е. 
Ер-близость) / к отображениям класса Ф влечет глобальную его £*-
близость к ним. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Легко показать, что из совокупности условий, состо­
ящей из условия дифференцируемости отображений g : V —• Шт класса 
0 и локальной ограниченности их производных д' : V —• JSf(Mn,lRm), 
и из условий нормальности (i)-(iii), вытекает непрерывная дифферен-
цируемость каждого отображения ц G б . Следовательно, совокуп­
ность э тих условий может быть положена в основу определения по­
нятия ^ -нормальности класса 0 (ср. с условиями нормальности 01-06 
из [3, гл. 1]). Не вдаваясь в подробности, отметим также, что иссле­
дование ^ -устойчивости можно вести не только относительно класса 
W2, но и относительно других классов функций (например относитель­
но классов С1). 

В терминах введенных понятий основную задачу теории ^ - у с ­
тойчивости классов отображений можно сформулировать следующим 
образом. Пусть 0 — £х-нормальный класс отображений и р — веще­
ственное число из полуинтервала ]0,1]. Выяснить, является ли класс 
(5 (^-устойчивым. 

Прежде чем перейти к непосредственному обсуждению проблем 
устойчивости классов 0n,m гармонических отбражений, отметим р я д 
свойств общего характера ^ -нормальных классов и ^ - б л и з к и х к ним 
отображений. 

Лемма 1. Предположим, что 0 — непустой класс непрерывно диф­
ференцируемых отображений в Шт областей пространства Шп. Тогда 
условие (i) для этого класса эквивалентно следующему условию: если 
g : V —• Ж т , где V — область в Мп, — отображение из класса 0 , 
Л : Мп —• Шт — аффинное отображение, с\ и С2 — вещественные по­
ложительные числа и a — точка пространства Мп, то отображение 

file:////f/y1
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до : VQ -> Rm такое, что V0 = c^(V - a) = {с^\х - a) | x E V} и 
д0(х) = с2д(сгх + а) 4- Ж*)> (6) 

ж G Vb, также принадлежит классу 0 . Далее, если класс 0 удовлетво­
ряет условиям (i) и (iii), то он содержит каждое аффинное отображение 
A : M n - > M m . 

Лемма 2. Пусть 0 — ^-нормальный класс отображений в Ш™ обла­
стей пространства Шп. И пусть f : V —* Ш™ — непрерывно дифферен­
цируемое отображение. Тогда если отображение А и параметры с\, с2 
и а имеют тот же смысл, что и в лемме 1, то для отображения /о, 
построенного на основе отображения f посредством соотношения (6), 
имеют место равенства 

#/о,в) = # / ,в) 

Sj ( /o , e ) = E}( / f e) , 
0 < р $ 1. 

Лемма 3. Если 0 — £*-нормальный класс отображений и число р 
больше О и меньше либо равно 1, то непрерывно дифференцируемое 
отображение f принадлежит классу 0 тогда и только тогда, когда 
# ( / , 0 ) = О. 

Лемма 4. Предположим, что 0 — ̂ -нормальный класс отображе­
ний в Шт областей пространства Мп, / : V —* М т , где У — область в 
Мп, — непрерывно дифференцируемое отображение и В — В{х,г) — п-
мерный шар, содержащийся в области V. Тогда функция р »-> £*#(/ , 0 ) , 
О < р ^ 1 (а вместе с ней и функции р »—• £р(/, 0 ) и р н S j ( / , 0) ) , ограни­
чена сверху числом 2. 

Пусть непрерывно дифференцируемое отображение / : V —• Шт 

области V пространства Шп д в а ж д ы дифференцируемо в точке х Е V 
(последнее эквивалентно тому, что каждая из частных производных 
djf : V —*• Шт, j — 1,... ,п, дифференцируема в этой точке). Отправля­
ясь от второй производной f"(x) отображения / в точке х, построим 
отображение w = wxj : Шп —* Mm, полагая 

Цу) = w(Vl, . . ., yn) = l-[f"{x)](y) = \J2 У1УАЛХ)> У € К". (7) 

Заметим, что, как это и принято в дифференциальном исчислении, мы 
естественным образом отождествляем вторую производную / " ото­
бражения / в точке х с М т-значной квадратичной формой 

п 

J2 УзУ»дзЛ(х)' 

Напомним также, что из условия дифференцируемости в точке х част­
ных производных djf : V —• Шт, j = 1,...,гг, вытекает равенство сме­
шанных производных второго порядка в этой точке: djsf(x) — dSjf(x); 
j,s = l , . . . , n (j ф s). 

Лемма 5. Если непрерывно дифференцируемое отображение 
f : V —• E m области V С Шп дважды дифференцируемо в точке х 6 V, 

п 
причем Yl \dj*f(x)\2 > 0, то для каждого р Е]0,1] и каждого £1-нор-

./,5 = 1 
мального класса 0 

2j(x,/,<5) = Hj (« ; I > / ) e ) . 
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Лемма 6. Пусть отображение h : Шп —• К т представляет собой М т -
значную квадратичную форму 

п 

ЧУ) = Н(У1Т->УП)= Yl У]У»аз" 

г д е aJ5 £ М т . Тогда для каждого £1-нормального класса (25 

EJ(A,<S) = #(A,<8), 

если 0 < р ^ 1, и всякий раз, когда О < р < 1, 

#(*, в) ;*/>#(*, в). 
Леммы 1-6 соответствуют утверждению, содержащемуся в заме­

чании 1.1.2 из [3, гл. 1], а также леммам 1.1.1, 1.1.3, 1.1.4, 1.1.2 и 1.2.1 той 
же монографии и утверждению из сноски 3 статьи [4], представляюще­
му собой уточненный вариант леммы 1.2.2 из [3, гл. 1]. Доказательства 
э т и х лемм достаточно элементарны, поэтому мы остановимся только 
л и ш ь на обсуждении доказательства одной из них, а именно, леммы 4. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 4. Итак, пусть 0 < р ^ 1, (3 — ^ - н о р м а л ь ­
ный класс отображений в IRm областей пространства Шп

} f : V —• IRm, 
V — область в Мп, — непрерывно дифференцируемое отображение и 
В = В(х,г) — n-мерный шар, содержащийся в V. Нам нужно устано­
вить , что 

U B ( / . ® K 2 . (8) 

Если diam/ ' (В) — 0, т. е. если ограничение / = /\в отображения 
/ на шар В является сужением на этот шар некоторого аффинного 
отображения, то из леммы 1 вытекает, что / Е (25. Но тогда лемма 3 
позволяет з а к л ю ч и т ь , что £* Б ( / , (25) = 0 (< 2). 

Пусть теперь diamf'(B) > 0. Если при этом diam/'(В) = -hoc, то не­
равенство (8) следует непосредственно из определения функционала 
£р в . В случае же, когда 0 < diam f'(B) < -foo, рассмотрим произвольное 
отображение g : В —• М т из класса (3 и, отправляясь от него, постро­
им новое отображение g : В —• М т следующим образом. Пусть у0 — 
фиксированная точка шара В(х,рг). Положим 

я(у) = а(у) + [f(y°) - g(y°)l уев. 
Из условия (i) ^ -нормальности класса (25 вытекает принадлежность g 
классу (25. Следуя далее рассуждениям, используемым ниже при вы­
воде неравенства (14) в доказательстве леммы 7, мы приходим к не­
равенству 

sup {\f(y)-9(y)\/2pr+\\f'(y)-g'(y)\\}^2 sup | |/ '(y) - g'(y)\\, 
y£B(x,pr) y£B(x,pr) 

из которого в силу определения функционала £l
 B и произвола в вы­

боре отображения g (E (25) вытекает в свою очередь, что 

^ в ( / ,©К2^,в( / ' ,0 ' ) - (9) 
Здесь 

£р ,в( / ,25) = mf < sup — —— — >, (10) 
9:B-+mm, {Уев(х,рг) d iam/ ' (£(z , r)) J 

g£® 
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причем этот (вспомогательный) функционал близости представляет 
собой разновидность функционала £р>в из [3, гл. 1] (см. также [4]). И 
так как класс & производных отображений класса Ф удовлетворяет 
условиям 0i, 02 и 05 из [3, гл. 1], то легко убедиться в том, что доказа­
тельство леммы 1.1.2 в [3, гл. 1] сохраняет свою силу и в обсуждаемом 
нами случае, т. е. д л я функционала, определяемого формулой (10). 
Следовательно, применяя эту лемму, мы приходим к соотношению 

е„,в(/',<&'К1. 
что с учетом неравенства (9) завершает доказательство леммы 4. 

Согласно определению 2, если Ф — ^ - у с т о й ч и в ы й класс отобра­
жений, то д л я каждого отображения / : U —• Mm, U С Мп, из класса 
W2 малость значения величины Е*(/, (5) влечет близость / в С1-норме 
к отображениям класса Ф на каждом шаре В С U. Следующая тео­
рема показывает, что в подобном случае близость отображения / в 
С1-норме к отображениям класса Ф имеет место не только в шарах, но 
и на «компактно» расположенных в U областях. 

Теорема 1. Пусть ^-нормальный класс 0 отображений в Шт обла­
стей пространства Шп является ^-устойчивым, 0 < р ^ 1. И пусть U — 
область в Жп, а V — компактная ее полобласть (т. е. V — ограниченная 
область, содержащаяся в U вместе со своим замыканием c\V). Тогда 
существует неотрицательная функция /Зр(е) = /?p,i/,v,<»(£), e ^ 0, такая, 
что 

1) lim/?,(e) = /?,(0) = 0; 
2) для каждого непрерывно дифференцируемого отображения f : 

U —• Шт из класса W2, для которого выполнены условия Н*(/, <5) ^ е, 
е ^ 0, и diam f'(U) < +оо, в классе (25 можно указать отображение g : U —• 
IRm, удовлетворяющее неравенству 

(diam inn V)-l\f(x) - g(x)\ + \\f(x) - <Д*)11 < Шdiam/'(£/), 
если х G V. 

Здесь 
diaminn V = sup{d-fnn(x,y) | х,у G V} 

— диаметр области V, подсчитанный во внутренней ее метрике d\nn 
(d\nn(x,y), x G V, у G V, равно нижней грани д л ин непрерывных кривых, 
содержащихся в V и соединяющих точки х и у). Заметим также, что 
если diaminn V = -fсо, то мы полагаем (diaminn У)~ равным нулю. 

Теорема 1 вытекает непосредственно из определения 2 и следую­
щего утверждения. 

Теорема 2. Пусть Ф — £1 -нормальный класс отображений в Шт 

областей пространства Шп, U — область в Шп, V — ее компактная под­
область ир — число из полуинтервала]^, 1]. Тогда существует неотри­
цательная функция ур(е) = 7Р,С/,У,Ф(£), £ ^ 0, обладающая свойствами 1 
и 2 функции Рр из теоремы 1, во втором из которых при этом неравен­
ство Е*(/, Ф) ^ е заменяется неравенством ££(/, <S) ^ е. 

Д л я доказательства теоремы 2 — а вместе с ней и теоремы 1 — 
нам потребуется 

Лемма 7. Пусть (5 — ^-нормальный класс отображений в Шт обла­
стей пространства Мп. И пусть U — область в пространстве Шп и V — 
ее компактная подобласть. Тогда для каждого р G]0,1] выполняются 
неравенства 

ll(e) =* У°Р(е) 4 Ы(е), (11) 



56 А. П. Копылов 

£ ^ 0, где функция у% = 7p,(/,v,0 определяется соотношением 

Тр 00 = sup i mf sup * ; ^ ~ 
/:C/-Km U:C/-*Km, Uev \ diam/ ' ( l / ) 

0<diam/'(£/)<+00 

№)-g'(*)imi (12) 
+ diam/'(£/) Л / ( ' 

(C1 = C 1 , n , m = (J Cl{U) Шт) — класс всех непрерывно дифференцируе-
с/скп 

мых отображений в Rm областей пространства Мп), а функцию ух
р = 

7p,u,v,& можно построить, исходя из определения функции у® и от­
брасывая первое слагаемое ' i a m i"i am/ /u/) " в я Р а в о * * части равен­
ства (12). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Левое из неравенств (11) вытекает очевидным 
образом из определений функций ур и у1

р. 
Л л я доказательства же правого из этих неравенств рассмотрим 

произвольные отображение / : U —• Шт из класса W2, удовлетворяю­
щее неравенствам £р(/, Ф) ^ е и О < diam/'({/) < +оо, и положительное 
число I/ и подберем отображение g = ^„^ : {/ —• Mm, у € Ф, так, чтобы 

| |/ '(х) - д'(х)\\ < [7Це) + u] diam/ ' ([ / ) , (13) 

если х £ V. Заметим, что последнее возможно в силу определения 
функции 7р • 

Фиксируя точку х° G V и исходя из отображения д, построим новое 
отображение д : U —• М т , полагая д{х) = y(ar) -f [/(я0) — #(х0)], a: £ (7. В си­
лу условия (i) ^ -нормальности класса 0 отображение д п р и н а д л е ж и т 
классу Ф. К тому же если х £ V, то выполняются соотношения 

||/|(*)-г/(х)|| = ||/#(х)-^)|| 

| / (х) - д(х)\ = | ( / - д)(х) - ( / - у)(х°)| <J { sup | | ( / - дУ(у)\\}1(Тхох) 
уегх0х 

для каждой непрерывной кривой Гхох С К, соединяющей точки х° и х. 
Здесь 1(Тхох) — д л и н а кривой Гхох. Но тогда д л я х £ V справедливо 
неравенство 

(diam inn V)-X\f(z) - д(х)\ < sup ||/ '(у) - g\y)\V 
yev 

Тем самым, учитывая неравенство (13), мы можем утверждать , что 

sup{(diam inn V)~l\f{x) - д(х)\ + | | ( / - д)'(х)\\} ^ 2[7J(e) + *] diam/'(£/)• (14) 

И так как д £ Ф, то в силу произвола в выборе отображения / и числ а 
I/ последнее соотношение приводит нас к правому из неравенств (11). 
Лемма 7 доказана. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2. Мы утверждаем, что искомой может 
быть, например, следующая функция: 

Г Д г ) ( = Г , , ^ , в ( е ) ) = { ^ ) > если е > О, 
если е = О, 

где 7° = Jp,u,vt& — функция, определенная соотношением (12). 
В самом деле, из определения функции 7р и леммы 3 непосред­

ственно вытекает, что функция Тр обладает свойством 2 из формули­
ровки теоремы. Остается доказать, что Тр(е) —» 0, когда е —• 0, е ^ 0. 

Допустим, что д л я некоторого />0 б]0,1] 

lim Г„0(с) = lim7°0(e) = О 0. (15) 

Тогда из леммы 7 следует, что 

l i m ^ e ) > £• (16) 

Здесь 7р» Р £]0,1], — функция из формулировки этой леммы. Заме­
тим также, что рассматриваемые в соотношениях (15) и (16) пределы 
существуют в силу неубывания функций 7р и 7р-

Пусть далее {/j}j€N — последовательность непрерывно дифферен­
цируемых отображений fj:U—+ Шт таких, что 0 < diam fj(U) < -foo, 
& ( Л , в ) < 1 Л ' и 

l l / j W - ^ W I k с . 
,8gg diam/<«7) » 2 ' ' = 1 ' 2 - " <17> 

д л я каждого отображения д : U —+ Шт из класса 0 (в силу леммы 2 
можно также полагать, что 0 € V, //(О) = 0, /j(0) = 0 и diamf'AU) = 1, 
j Е N). Исчерпаем область С/ расширяющейся последовательностью 
{ î}/€N «компактно» расположенных в U областей. При этом можно 
считать , что V\ = V и V/+i Э cl V/, / 6 N. 

Рассмотрим пару областей V\ и V .̂ Семейство {/j}. N равномерно 
ограничено (для каждых точки х £ U и натурального числа j £ N 
| |/j(x)| | ^ 1). В то же время несложный анализ позволяет з а к л ю ч и т ь , 
что в рамках обсуждаемой нами сейчас концепции ^ - у с т о й ч и в о с т и 
классов отображений имеет место следующий аналог теоремы 1.1.1 
из [3, гл. 1]. 

Теорема 3. Предположим, что (3 — ^-нормальный класс отобра­
жений в М т областей пространства Мп, число р принадлежит полуин­
тервалу ]0,1] и непрерывно дифференцируемое отображение f : В(х°,г) 
—• Шт шара В(х°, г) пространства Шп обладает ограниченной производ­
ной / ' : B(z°,r) -> J$?(Mn,lRm) ( sup \\f'(x)\\ < +оо) и удовлетворяет 

хев(х°,г) 
условию 

а / ' , © ' ) = sup ZP,BU',®')<\, 
BCB(x°,r) * 

где величина £Р)в(Г,&) определяется соотношением (10) и верхняя 
грань подсчитывается по всем шарам В, содержащимся в шаре В(х°, г). 
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Тогда для каждой пары чисел а б]0,1[ и т Е]0, (р/я)(1 — a)r[ выполняется 
неравенство 

^f\B(xO,ar)(r) := SUp \\f(x) - f'(y)\\ 
x,yeB(x°,ar)} \х-у\^.т 

< {[1 + %Af> в')]^в(о,1/3)(1/«) + 2 U / ' > « ' ) } " d iam/ ' (S(*° , r)), 

ц = ln{(l - a ) r / r} г 

Щк/р) 
Здесь V"B(O,I/2) = V'G.BJ причем Е = cl B(0,1/2) и 

G = {(<? : B{0,1) - Mm) € <5 | sup ||<?'(*)|K 1} 
a?€B(0,l) 

и функция фв,Е определяется соотношением (5), а число /с больше 2 и 
удовлетворяет неравенству [1 + 2£р(/ ' , e/)]V,B(oli/2)( 1/Л) + 2£,( / ' , ®') < 1-

Доказательство теоремы 3 осуществляется по тому же плану и 
основывается на тех же идеях, что и доказательство теоремы 1.1.1 
из [3, гл. 1] (при этом используются условия ^ -нормальности и лем­
мы 1-4). По этой причине подробное обсуждение доказательства тео­
ремы 3 мы опускаем. 

Непосредственно из теоремы 3 вытекает такое 
Следствие. Пусть класс 0 и число р удовлетворяют условиям те­

оремы 3, а & есть семейство непрерывно дифференцируемых отобра-
жений) определенных в фиксированной области U пространства Мп, 
обладающее следующими свойствами: 1) семейство &', составленное 
из производных f : U -+ J£?(Mn,Mm) отображений f : U -> Rm семей­
ства &, равномерно ограничено (т. е. существует число с ^ 0 такое, 
что | | / ' (я) | | ^ с, если f £ ЗР и х Е U)> 2) существует число х £]0> 1/2[, 
удовлетворяющее условию 

«ДДв'Хх (18) 
д л я каждого отобраткения f Е J^. Тогда семейство &' равностепенно 
непрерывно на каждом компактном множестве Е С U. 

Заметим, что величина £ р ( / ' , 0 ' ) в левой части неравенства (18) 
определяется так же, как и в формулировке теоремы 3, но при этом 
шар В(х°,г) следует заменить областью U. 

Возвращаясь к последовательности {/j}jeN (в прерванном доказа­
тельстве теоремы 2) и учитывая ее равномерную ограниченность, мы 
в силу отмеченного следствия теоремы 3 можем утверждать , что се­
мейство {/j}jGN равностепенно непрерывно на множестве c\V\. А из 
равномерной ограниченности последовательности {/J}JGN производ­
ных /• отображений fj и из условия /ДО) = 0, j Е N, вытекает рав­
номерная ограниченность последовательности {fj\v2}jen сужений ото­
бражений fj на область Vi (в последнем легко убедиться, если рас­
смотреть, например, конечное покрытие области Vi шарами £?i , . . . , Bv, 

такое, что cl Vi С Е = |J Bg С U с\В$ С Уз, и существующее в силу 
0 = 1 0 = 1 

способа построения последовательности {V/}/€N, И затем учесть, что 

l/j(*)l = l/j(*) - / i(0) | ^ {sup ||/'(l/)||} diam inn Я <: diam inn E < +oo, 
yeu 

x £ CIV2, j E N). Применяя теорему Арцела — Асколи к последо­
вательности {/jlciVxbeN сужений / - ^ 1 ^ производных / j на множество 
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cl Vi, мы приходим к заключению о существовании подпоследователь­
ности {/jjj/eN последовательности {/j}jeN, сходящейся равномерно на 
множестве cl V\ к некоторому отображению h : cl V\ —• Mm. Исполь­
зуя еще раз теорему Арцела — Асколи, мы можем утверждать , что 
и у последовательности {/j, }*eN есть подпоследовательность {/ji, K€N» 
сходящаяся равномерно на множестве cl V\ к некоторому отображению 
a\ : c\V\ —• Mm. Но тогда ограничение а\\ух отображения а\ на область 
V\ непрерывно дифференцируемо, причем h(x) — а\(х), х Е Vi. 

Рассматривая вместо пары областей V\ и V2 пару Vi и Vz и вме­
сто исходной последовательности {fj}j^N e e подпоследовательность 
{/j, } и используя еще раз только что изложенные соображения, мы 
построим новую подпоследовательнеость исходной последовательно­
сти (точнее, подпоследовательность последовательности [fjt } N) , 
сходящуюся в С1-норме || • Цс1^,!™) в области V^ к непрерывно диф­
ференцируемому отображению а^ : V̂  —* ^т- Повторяя этот процесс по 
индукции, мы построим в итоге счетный набор {/J}JGN, ' = 1,2,.. . , по­
следовательностей таких, что первая из них совпадает с исходной по­
следовательностью {//}jeN? каждая следующая является подпоследо­
вательностью предыдущей, наконец 1-я последовательность сходится 
в С^-норме в области V} к С^-гладкому отображению а\ : V\ —• Шт. Из 
сказанного вытекает, что a/+i|y, = Щ, I Е N. Это позволяет нам по­
строить непрерывно дифференцируемое отображение а : U —> Шт так, 
что а(х) = а/(#), если ж Е V/, / Е N. Применяя диагональный метод 
Кантора к набору последовательностей {/I}jeN, / = 1,2,..., мы полу­
чим последовательность {fj}jei$, которая на каждом множестве cl V/ 
(и, следовательно, на каждом компактном множестве Е С U) сходится 
в С^-норме к отображению а. Мы утверждаем, что а Е Ф. 

В самом деле, пусть шар В = В(х°,г) содержится в области U вме­
сте со своим замыканием с\В. В силу условия £L(/ j j®) < 1/JP", j E N, 
имеем 

&(// .<&) < A i t J € N , 
где Aj —• 0, когда j —• 00. Следовательно, для каждого j E N существует 
отображение gj : В -^ Шт из класса <& такое, что 

\fj{x) - gj(x)\/2por + \\(fj - gJY(x)\\ ^ Xi diam[(//) '(B)] 

^А,-<Кат[(//) '(10] = A,-

для х Е В(х°, рог). Тем самым для этих же я 
К * ) - 9j(x)\ <С \а(х) - fj(x)\ + \fj(x) - gj(x)\ 

<: sup \a(x)-fj(x)\ + 2poXj (19) 
xedB(x0,p0r) 

и 

\\{а-дЛ'(х)\\$\\(а-ф\х)\\ + \\(/1-дЛ'(х)\\ 

^ sup IKa-ZD'OOH+Aj. (20) 
^eciB(x°,p0r) 

И так как из-соотношений (19) и (20) вытекает сходимость в С^-норме 
в шаре В(х°,р0г) последовательности {gj}j^N к отображению а|я(го РоГ), 
то последнее в силу условия нормальности (iii) принадлежит классу 0 . 
Произвол в выборе шара Б и то обстоятельство, что класс 0 порожден 
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пучком, приводят нас к заключению о принадлежности отображения 
а классу 0 . Но тогда сходимость в С^-норме на каждом компактном 
множестве Е С U последовательности {/f }j€N K a противоречит соот­
ношению (17). Теорема 2 доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Теоремы 1 и 2 доставляют один из возможных типов 
оценок отклонения в СЯ-норме непрерывно дифференцируемого ото­
бражения / от отображений ^-нормального класса 0 на подобластях 
области определения / . Не вдаваясь в детали, отметим, что теми же 
методами можно получить еще один тип подобных оценок, восходя­
щий к теореме 1.1.2 из [3, гл. 1]. 

Теорема 4. Предположим, что число р принадлежит полуинтер­
валу ]0,1] и (£*-нормальный) класс 0 отображений в Шт областей про­
странства Шп (m,n = 1,2,...) является ^-устойчивым. Тогда суще­
ствует неотрицательная вещественная функция 6Р = 8Р)<& : [0,2[х]0,1[—* 
[0, +оо[, обладающая следующими свойствами: 

1) Sp(e, pi) —• <$р(0, pi) = 0, когда pi E]0,1[ и е - • 0; 
2) если / : [ / — • Шт — непрерывно дифференцируемое отображение 

области U С Шп с S j ( / , 0 ) ^ е, где 0 ^ е < 2, то для каждого числа 
Р\ G]0,1[ и каждой ограниченной области V,* содержащейся в области 
U вместе со своей (f-окрестностью 0<ДК) = {х £ Mn | inf \х — t\ < у?}, 

(р = <p(p1,V) = {(1 — pi)/2pi } diam К, в классе Ф найдется отображение 
g : V —• Mm такое, что 

(diam inn V)- x | / (x) " <К*)| + II/'(*) " ff'OOII ^ ^ ( £ l / 3 l ) d i a m / ' ( O v ( V ) ) 

д л я xG V. 
Приступая к непосредственному обсуждению проблем устойчиво­

сти в С1-норме классов гармонических отображений, мы начнем с та­
кого утверждения. 

Теорема 5. Пусть п (^ 2) и m (^ 1) — натуральные числа и р — ве­
щественное число, большее 0 и меньшее либо равное 1. Тогда если не­
прерывно дифференцируемое отображение f : U —* Шт, где U — область 
пространства Шп, принадлежит классу W2 и удовлетворяет условию 
е° = 16n1 /2p"1Sj(/ , <5n,m) < 1) то оно является е°-квазигармоническим в 
смысле определения 1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу неравенства (2), которое характеризует 
£-квазигармонические отображения, нам достаточно доказать , что в 
тех точках х, где / д в а ж д ы дифференцируемо (а таковыми по опреде­
лению класса W2 я в л я ю т с я почти все точки области {/), имеет место 
неравенство ш̂,-1 /̂, «„,*.) Е Î/OOI2> • (21) 

Если в такой точке все частные производные второго порядка рав­
ны нулю, то неравенство (21) в ней выполняется очевидным образом. 

п 
Предположим теперь, что ]Н \djSf(x)\2 > 0. Тогда леммы 5 и б позво-

j , 3 = l 

л я ю т нам утверждать , что 

S = S i ( / , ®n,m) = S l ( u / , в п , т ) = tUw, 0 „ > m ) , 
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где w = wxj : Шп —• Шт — отображение, определяемое на основе отобра­
жения / соотношением (7). Определение функционала £* легко позво­
ляет убедиться также в том, что 

(В — единичный шар в Шп). Поэтому, рассматривая произвольное 
положительное число Л, мы можем подобрать гармоническое отобра­
жение g = g\ : В —> Шт так, чтобы 

1 Ч У ) - g(y)\/2p + \\w'(y) - g'(y)\\ ^ & + Л) diamw'(B), 
если у £ B(Q,p). Из последнего неравенства вытекает, что 

1 Ч У ) ~9(У)\ ^ 2p(e + \)dmmw'(B), \у\ <С р. (22) 

Перепишем неравенство (22) в виде равенства 

Ч У ) = </Ы + Ые + A){diamti/(S)}t;(y), (23) 

где \v(y)\ ^ 1 и |у| ^ р. Учитывая , что 

О = w(0) = g(0) + 2р(е + A){diamtt/(£)}t>(0), 

придадим равенству (23) следующий вид: 

Ч У ) = 9(У) + Me + A){diamu/(B)}t;(y), (24) 
<7(у) = g(y) — g(0), \v(y)\ ^ 1, \y\ ̂  p. Интегрируя равенство (24) почленно 
по сфере S(0,p) = hB(0,p) (относительно поверхностной меры Лебега), 
приходим к равенству 

/ w(y)ds = J g(y)ds + 4p(e + \){dicimw'(B)} f v(y)ds. (25) 
5(0,p) S(0,p) 5(0,p) 

Оценим каждый из интегралов, участвующих в его построении. 
Из определения отображения w непосредственно вытекает, что 

/ 4>(v)da=UJT I yjy>ds\djlf(x)=^-Snf2djjf(x). 

Далее, в силу хорошо известного свойства гармонической функции 
о совпадении среднего ее значения на сфере со значением в центре 
сферы имеем 

J g(y)ds = pn-lSng(0) = Q' (27) 
S(O,P) 

Наконец, из условия \v(y)\ ^ 1, \у\ ̂  /?, следует неравенство 

/ 
v(y) ds 

S(0}P) 

С другой стороны, 

<Pn~lSn. (28) 

d iamu/ (B)= sup Ww'tf) - w'(y2)\\, 
у1,у2ев 
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г д е 

II^V)-^V)ll = max J^i'ldswiy^-dMy2)] 

ч 1/2 
5 = 1 

^ IdMv1) ~ dsw(y2)\2 

П о э т о м у 

d i a m u / ( S ) < 2 

£G/j-y?M,/(z) 
J=l I J 

1 I /2 Г n 1 ! / 2 

/(х)|2| ^2J£|d i 5 / (*) | 2 j . 

(29) 

И з р а в е н с т в а (25) с у ч е т о м с о о т н о ш е н и й (26)-(29) м ы т е п е р ь без 
т р у д а п о л у ч а е м н е р а в е н с т в о 

п I ( п \х12 

£ > , / ( * ) ^ 1впр-1(е + \)\ £ \djs№\2 \ , 
i= i I l j>= i J 

к о т о р о е в с и л у п р о и з в о л а в в ы б о р е Л в л е ч е т н е р а в е н с т в о (21). Т е о р е ­
м а 5 д о к а з а н а . 

С л е д у ю щ а я т е о р е м а несет на себе г л а в н у ю н а г р у з к у в д о к а з а т е л ь ­
с т в е ^ - у с т о й ч и в о с т и (0 < р < 1) к л а с с а ®n,m и м о ж е т р а с с м а т р и в а т ь с я 
с а м а к а к т е о р е м а об у с т о й ч и в о с т и э т о г о к л а с с а в С ^ н о р м е . 

Т е о р е м а 6. Пусть пит — п а р а натуральных чисел, п ^ 2, га ^ 1, 
и пусть вещественное число р принадлежит интервалу ]0,1[. Тогда 
существует неотрицательная функция Ср = Ср}&п,т : [О, Ц—* [0, +оо[ такая, 
что 

1) С Р ( 0 — Ср(0) = 0, к о г д а е -+ 0; 
2) если f : U —+ М т , С/ — область в Мп, является е-квазигармониче-

ским отображением (0 ^ £ < 1), то 

# ( / , 0 n , m K C p ( * ) -
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . П р е д п о л о ж и м , ч т о / : £ / — • М т , /7 С Мп, я в л я е т ­

ся £ - к в а з и г а р м о н и ч е с к и м о т о б р а ж е н и е м , 0 $J £ < 1. О т п р а в л я я с ь о т 
о т б р а ж е н и я / , п о с т р о и м новое о т о б р а ж е н и е F, п о л а г а я 

F = (F\, . . . , F n , -Fn + 1> . . . , i*2n, • • • , F(m_i)n + i, . . . , Fmn) 

= ( a i / i , . . . , e „ / i > a 1 / 2 > . . . J 5 „ / 2 , . . . , e i / m , . . . , 5 n / m ) : ^ - ^ M m n . (30) 
В с и л у о п р е д е л е н и я 1 и т о г о о б с т о я т е л ь с т в а , ч т о о т о б р а ж е н и е к л а с с а 
W2 п о ч т и в с ю д у в своей о б л а с т и о п р е д е л е н и я д в а ж д ы д и ф ф е р е н ц и р у ­
емо, о т о б р а ж е н и е F я в л я е т с я н е п р е р ы в н ы м И ^ - р е ш е н и е м (где ч и с л о 
р = р ( / ) б о л ь ш е п и з а в и с и т т о л ь к о л и ш ь от / ) с л е д у ю щ е й с и с т е м ы 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х с о о т н о ш е н и й : 

' m n X 2 ) 1 / 2 ( " ™ oV12 

£(£№_ 1 ) n + i Ы*Т. Е[¥(мм«1 
0 ^ , = 0 , ^ , 
djFn+s — dsFn+j, 
. . . , 
<9jF(m_i)n_|_j = 9 e F ( m - l ) n + j j 

L j,S= 1 , . . . ,П, j < S. 

(31) 
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Другими словами, F обладает обобщенными производными d8F, s = 
1,. . . ,п, первого порядка в смысле Соболева [1], локально суммируе­
мыми в р-й степени в области U и удовлетворяющими почти всюду 
в U системе (31). Но тогда с очевидностью F есть также И^-решение 
дифференциального неравенства 

/=1 \ j= l / j,s=l 1=1 ) 

Иn £ ^e^'-1^2 • (32) 

Рассмотрим линейный дифференциальный оператор 

D : C°°(Kn,]Rmn) — C 0 0 (R n ,M m ( 1 + J T l i ) ) 

первого порядка2) такой, что 

( п п п 

i= i ;=i i= i 
5iG2 — d2G\,diGn+2 — ^2G n +i , . . . , d i G ( m _ i ) n + 2 — d2Gx m _ i ) n +i ; . . . ; 
d\Gn — 5nGi,5iGn+n — 9nGn+i, • • •,5iG(m_i)n-|_n — dnG(m-i)n+i;...; 

\Gn — <9nGn_i, dn-iGn+n — 3nGn4.n_i , . . . ,<9n_iGmn — <9nG(m_i)n+n_i J, 

G £ C°°(IRn,IRmn). Нетрудно проверить, что этот оператор является 
эллиптическим в том смысле, что для каждых t = (tfi,... ,tn) £ Шп \ {0} 
и г; = ( v i , . . . , vm n) G Mmn \ {0} имеет место соотношение 

т / п \ 2 - . n m 

Последнее позволяет нам использовать далее результаты из теории 
устойчивости в G-норме (точнее, теории ^-устойчивости) пучков ре­
шений эллиптических систем линейных уравнений с частными про­
изводными [3, гл. 3]. 

Согласно теореме 3.2.4 из [3, гл. 3] пучок JVQ С°°-решений системы 
М. Рисса DG = 0 ^-устойчив (относительно пучка W1), причем основ­
ным этапом доказательства этой теоремы является теорема 3.2.10 мо­
нографии [3, гл. 3], из которой следует, что при достаточно малом зна­
чении параметра е И^-решения дифференциального неравенства (32) 
глобально ^-близки к отображениям пучка J/n. Л л я наших целей по­
лезен следующий (близкий к исходному) вариант теоремы 3.2.10 из [3, 
гл. 3]. 

Теорема 7. Пусть дифференциальный оператор D° : G°°(IRn,lRm) —• 
п 

С°°(Мп,Шг) определяется следующим образом: D°g(x) = П̂ Aidig(x), где 

2> Мы будем называть далее систему DG = 0 и сам оператор D системой и опера­
тором М. Рисса соответственно, присоединенными к системе Ад = 0 и оператору 
Лапласа А (в этой связи заметим, что в случае m — 1 система DG = 0 является 
системой М. Рисса сопряженных гармонических функций). 
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А\ — (aljs) — вещественные матрицы порядка fc х ш, / = 1, . . . ,п , 
* = 1,...,т 

и g : U —• М т — бесконечно дифференцируемое отображение открытого 
множества U пространства Шп (при этом dig(x) рассматривается как 
матрица-столбец и умножение справа матричное). Предположим, что 
оператор D0 является эллиптическим (как и выше, это означает, что 
п 
£ tiAiv ф О, еслиХ е Mn\{0} nv e М т \{0}). Тогда для каждого числа ре 
]0,1[ существует функция rjp = TJPDO : [О, -foo[—• [О, +оо[, удовлетворяющая 
условиям: 

1) г)р(е) —• г?р(0) = О, когда е —• О; 

2) если/i : U —• Шт, U С Мп, есть W1-решение дифференциального не­

равенства \D°h(x)\<: e\Vh(x)\(= е{£ IftftOOl2}1 *)> то £ , ( f t , 0 K ^ ( е ) , где 
0 — класс отображений, порожденный пучком J/DQ (всех) С°°-решений 
системы D°g = 0. 

Доказательство этой теоремы можно осуществить, внося незначи­
тельные и очевидные изменения в доказательство теоремы 3.2.10 из [3, 
гл. 3], что избавляет нас от необходимости приводить его здесь. 

Возвращаясь к построенным выше отображению F и оператору D 
и используя теорему 7, мы приходим к следующей ситуации. Д л я 
каждого n-мерного шара В = В(х,г) С U можно указать бесконечно 
дифференцируемое решение G — Gp : В —• Штп системы М. Рисса DG = 
0, удовлетворяющее неравенству 

\F(y)-G(y)\^Vp(e)dmmF(B), (33) 

если у £ В(х,рг) (т]р — функция из теоремы 7 в том случае, когда роль 
оператора D0 в ней играет оператор D). И так как д л я отображения 
G выполняются , в частности, равенства djG(i-i)n+s = <95G(/_i)n+j, / = 
1 , . . . , га, j , s = 1 , . . . , n, то М т -значная внешняя дифференциальная форма 

n 

Ф — 2-j(Gj dtj,Gn+j dtj,. . . , G(m_!)n+j dtj) 
3 = 1 

замкнута в В. Но тогда теорема Пуанкаре о внешних дифференциаль­
ных формах позволяет утверждать , что эта форма точна: ф = dg, где 
роль отображения g = (<7i,..., <7m) • В —• Mm может играть , например, 
следующее отображение: 

у 

g(y) = f(*) + J Ф, 
X 

у £ В. Здесь интеграл от формы ф вычисляется по ориентированному 
отрезку х~у, соединяющему точки х и у, покомпонентно. 

У ч и т ы в а я сказанное в предыдущем абзаце и определение отобра­
жения F, мы в силу легко проверяемых неравенств | |/ '(у) — g'(y)\\ ^ 
\F(y) -G(y)\ и diamF(B) ^ n1/2 diamf(B) и неравенства (33) убеждаемся 
в том, что 

\\f'(y) - д'(у)\\ ^п"\(е)йттГ(В), 
у £ В(х,рг). Тем самым произвол в выборе шара В, правое из нера­
венств (11) и определение функционала £* позволяют нам з а к л ю ч и т ь , 
что 

ep(f,®n,m)^2n1/2r1p(e). 
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Наконец, полагая Ср(^) = 2п1^2г]р(е) (е ^ 0) и учитывая последнее нера­
венство, а также соотношения 

\ипт]р(е) = 71р(0) = 0, 

мы видим, что функция Ср является искомой. Доказательство теоре­
мы 6 завершено. 

Из теорем 5 и б вытекает первый из основных результатов данной 
статьи , т. е. следующая 

Теорема 8. Для каждой пары значений параметров пит такой, 
что п ) 2 и т ) 1, класс Фп,т гармонических отображений ^-устойчив, 
если 0 < р < 1. 

Еще одно непосредственное и важное следствие теоремы б, а также 
того факта, что в силу определения функционалов £* и Е1

р для каждого 
^ -нормального класса (5 и каждого непрерывно дифференцируемого 
отображения / из класса W2,n,m выполняется неравенство Н*(/, 0 ) ^ 
^(/,<&), — это 

Теорема 9. Пусть натуральные числа пиши вещественное число 
р таковы, что п ^ 2 , га ^ 1 и 0 < /? < 1. Тогда существует функция 
0р = 0Л п ,т : [0,1[—• [0, +оо[, удовлетворяющая следующим условиям: 

1) Yp(e) -> 0ДО) = 0, когда £ -> 0; 
2) если отображение f : U —• Mm, где £/ — область пространства Мп, 

является е-квазигармоническим, 0 ^ £ < 1, то имеет место неравенство 

Zl
p(f,®n,m)^ep(e). 

ЗАМЕЧАНИЕ. Р О Л Ь функции 9Р в теореме 9 может играть функция £р 
из формулировки теоремы 6. 

Теоремы 5 и 9 в том случае, когда 0 < р < 1, позволяют рассматри­
вать понятие отображения, Неблизкого (т. е. локально ^ -близкого) к 
классу Фп,т гармонических отображений, как асимптотически экви­
валентное при е —• 0 понятию £-квазигармонического отображения. 
Последнее, в свою очередь, приводит нас к заключению о том, что 
в случае 0 < р < 1 теорема 8 дает утвердительный ответ на вопрос, 
сформулированный в начале статьи в виде проблемы А. 

Мы завершим статью следующим наблюдением. Пусть га > 1. 
Тогда скалярные функции-компоненты fj : U —• Ш отображения / = 
( / ь - ч / т ) : U —• М т , U С Мп, ^ -близкого к классу 0 П ) т гармониче­
ских отображений, (вообще говоря) не обязаны быть близкими к ска­
лярным гармоническим функциям. Другими словами, произвольное 
£р-близкое к классу ФП)Ш, га > 1, отображение нельзя расщепить на 
скалярные функции, ^ - б л и з к и е к классу <Sn,i-

В самом деле, пусть п и га — натуральные числа, большие 1, и £ — 
положительное вещественное число (е < 1). Построим отображение 
Л = ( / e i , - . . , / e m ) : R n - > K m , полагая 

I s = l 

I /««(*) = 0, / = 3 , . . . , т , 

х = ( x i , . . . , z „ ) G К". Непосредственный подсчет позволяет легко убе­
д и т ь с я в том, что ft является е-квазигармоническим отображением. 
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Но в то же время лля первой его компоненты f€\ (и лля любой точки 
х € Жп) имеем 

г - 1 ~ 1 / 2 

|ЛЛ1(*)|{п £ l«i(*)|2J =1-
В заключение отметим, что основные результаты настоящей ста­

т ь и анонсированы в [5]. 
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