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Введение 
В работе [7] было рассмотрено броуновское движение в /я-мерном 

евклидовом пространстве R m с убивающей мерой [х и мерой скорости v. 
Это броуновское движение обладает свойствами: 

А) Выходные вероятности ъи (х, Г), отвечающие любой обла-
cmuU в R m и любому х£ R m

2 ) , мажорируются аналогичными вероят­
ностями для винеровского процесса. 

Б) (х, i?m)->l при п-*оо для любого x^Rm и любой последо-
п 

вательности областей Uny каждая из которых содержит х и диа­
метры которых стремятся к нулю при п->со. 

Е. Б. Дынкин высказал в [7] предположение, что класс процессов, 
для которых справедливы утверждения А) и Б), должен быть близок к 
классу всех броуновских движений с любыми убивающими мерами и ме­
рами скорости. В этой статье доказана справедливость этого предполо­
жения. Именно, показано, что при некоторых слабых дополнительных 
предположениях любой процесс, для которого справедливы А) и Б), мо­
жет быть получен с помощью случайной замены времени в некотором под­
процессе винеровского процесса. Этот результат без подробных доказа­
тельств был опубликован в [9]. 

Случай совпадения всех выходных вероятностей с выходными вероят­
ностями винеровского процесса изучали Маккин и Танака [16]. Согласна 

*) Основные результаты статьи доложены на заседании секции теории вероятно­
стей Московского математического общества 20 марта 1963 г. 

2 ) Эти вероятности определены J равенством пц (* ,Г) = Рх {х (хи) £ Г} (Г £ Вт)>, 
где хи момент первого выхода рассматриваемого процесса из £/, Вт совокупность боре* 
левских множеств в Rm. 



М А Р К О В С К И Е П Р О Ц Е С С Ы 325 

их результатам, любой процесс, у которого выходные вероятности совпа­
дают с винеровскими, может быть получен с помощью случайной замены 
времени в некотором винеровском процессе. 

§ 1. Точная формулировка результатов и предварительные 
замечания 

1. Мы будем пользоваться, в основном, терминологией и обозначе­
ниями монографий [5], [6]. 

Напомним некоторые определения. Пусть в измеримом пространстве 
{Rm, В т ) задан однородный марковский процесс X = {x-t, С, оки Р х ) 
с пространством элементарных событий Q. Переходную функцию этого 
процесса обозначим P{t, х, Г) ( О 0, x£Rm, Г £ 5 т ) . Символом JPf бу­
дем обозначать 0-алгебру в Пространстве £1̂  = порожденную со­
бытиями {Хи^Т, где 0 < # < ^ , Г £ Вт- Через обозначим ст-ал-
гебру в Q, порожденную событиями {хи ( Г}, где и > О, Г £ В т . Мы по­
ложим A^JPt+a, если при каждом u^>t событие { Д принадлежит 
*№ и, и положим Л ( если для каждой конечной меры на сг-алгебре 
В т найдутся множества Д и А2 из Л ^ + 0 такие, что Д с Л С / Д к 
^ Р х {Д\Д} {dx) = & Аналогично сг-алгебре JP.f+0 определяются ст-алгебры 
Е • 
JPf и J№°. 

Процесс X назовем с т а н д а р т н ы м , если 
B J процесс X является непрерывным справа строго марковским 

процессом; 
8 2) для любой неубывающей последовательности марковских мо­

ментов%п и любого х^ Е последовательность х(%п) стремится к 
x{z) при /z -юо (п. н. il, Рх)г\где t = l imт п и Q = {to: %(а>)<С(«>)}; 

п-»оо 
8 3 ) о-алгебра <Жг содержит в себе при всех t>0. 
Термин «стандартный процесс» был предложен Е. Б. Дынкиным. Не-

обрывающиеся стандартные процессы впервые изучал Дж. А. Хант [15]. 
Нам придется также сталкиваться со следующим условием: 
{Н) процесс Х е 9 получаемый из X с помощью введения дополни­

тельного состояния е, является стандартным. 
Операция введения дополнительного состояния рассмотрена в добав­

лении. Условие (Н) более ограничительно, чем требование стандартности. 
Однако если стандартный процесс X не обрывается, то он автоматически 
удовлетворяет условию (#). 

Случайную функцию <pf = у* (<*>), заданную на интервале 0 < * < С ( о > ) 
и принимающую значения из интервала [0, -f-oo], назовем о д н о р о д н ы м 
а д д и т и в н ы м ф у н к ц и о н а л о м от процесса X , если 

Г\) при любом t^O функция измерима относительно 

Г 2) для любого x{Rm и любых s>0 и t>0 выполняется равен­
ство cps + 6scpt = <p f + s (/г. н. С119 Р х ) , где О̂  — { © : V+'s<C(<i>)}," a 6S — 
оператор сдвига [5]; 

Г 3) при любом х£ R m функция <р* как функция переменной t не 
убывает в интервале 0 < * < С {п. н. Р х ) . 

*) То есть, почти наверное на Q относительно меры Рх. 
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Это определение несколько отличается от определения однородного 
аддитивного функционала, принятого в [6]. Обычно вместо термина «одно­
родный аддитивный функционал» мы будем употреблять более короткий 
термин «функционал». При t>£ мы доопределим функционал <р* равен­
ством 9 t = lim<pu. 

«тс 
Случайная величина т^ , определяемая равенствами 

inf (if: / > 0, х£ V), если Xt^ V при некотором / £ ( 0 , С) 
С в противном случае, 

называется м о м е н т о м п е р в о г о в ы х о д а из У ( У £ £ т ) . Для стан­
дартного процесса вероятность Рх{ху = 0} равна нулю или единице. В пер­
вом случае точка х называется регулярной для множества V. 

2 . Рассмотрим теперь стандартный процесс X, заданный в пространстве 
Щту Вт) и удовлетворяющий условиям А) и Б). Из условия Б) вытекает, 
что. Я я . { О - 0 } = 1, т. е. что процесс X нормальный. Совокупность 
условий А) и Б) эквивалентна совокупности условий А) и 

Б') любая точка x£Rm регулярна для Rm\{x}. 
Основной результат этой работы содержится в следующей теореме. 
Т е о р е м а 1. Всякий непрерывный стандартный процесс Х = 

— {xt, С, ' <M>f, Я з е ) , заданный в (Rmj Вт) и удовлетворяющий усло­
виям А) и Б), может быть получен с помощью случайной замены 
времени в некотором подпроцессе некоторого винеровского про­
цесса1^. 

Рассмотрение одномерного случая существенно отличается от рассмот­
рения многомерного (т>1). Исследование одномерного случая проведено 
в § 6. В оставшейся части этого параграфа и в § 2—5 рассматривается 
лишь многомерный случай. 

Основная трудность доказательства теоремы состоит в построении 
процесса X = {xt, С, оМи Рх)> являющегося подпроцессом винеровского 
процесса X, выходные вероятности ^и(х, Г) которого для любой области 
U и любого x(rRm совпадают с выходными вероятностями процесса, X. 

Мы рассматриваем последовательность марковских моментов ^^опре­
деляемую следующим образом. Полагаем V w ) = 0. Если ^ уже опреде­
лено, то 4^ приравниваем нижней грани моментов t таких, что tZ>^+1 

и r{x(t), х(4^)))^^-^Т\ при условии, что множество таких t не­

пусто; в противном случае полагаем 4^ Случайные величины х\^]) 
образуют цепь Маркова. 

Далее, пусть 

если ^ } < С и k2'n<t<(k + l)2'n [(при и t^k2~n величина 
xn(t) не определена). Случайные векторные функции xn(t) служат-траек-

!) Под в и н е р о в с к и м п р о ц е с с о м X мы подразумеваем стандартный процесс 
{xt, о о , Wlt,'Px}, переходная функция которого является вйнеровской и для которого 
(при любом х £ Rm) /^-почти все траектории xt непрерывны по t. 

2) г(х, у)—расстояние -между точками хну. 
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ториями некоторого неоднородного процесса Маркова, заданного на том 
же множестве элементарных событий, что и X, и имеющего переходную 
.функцию Рп(s9 х9 t, TJ=Px{x{z{?)£ Т} = Р п ( 0 , х9 2~nv9 Г), где v — 
разность целых частей чисел 2 4 и 2ns. Этот процесс мы обозначим Хп= 

:-=(Xn(t)i £п> Р[п)

х). Аналогичным образом, исходя из винеровского 

процесса, строим цепь х ( ? л ) ) и процесс Хп с переходной функцией 

Я п ( 5 , х9 t, Г). 
Переходная функция искомого процесса X будет построена впослед­

ствии как предел Pn(s9,x9 t9 Г). 
Важно отметить, что Pn(s9 х9 t, T)^Pn(s9 х9 t9 Г). Заметим также, 

что изучение вероятностей P n ( s , х9 t, Г) сводится к изучению распреде­
лений сумм независимых векторов. В самом деле, рассмотрим последова­
тельность независимых случайных векторов \ i 9 каждый из которых равно­
мерно распределен на окружности единичного радиуса с центром в начале 
координат Rm9 и предположим, что t двоично-рационально и, стало быть, 

M = k02rni> при некоторых натуральных k0 и п0. Тогда Рп(0, х9 t9 Г) при 
л > я 0 равно вероятности попадания случайного вектора 

m множество Г. Обозначая через Я т меру Лебега в Rmy находим 
аг) каковы бы ни были Г > 0 , е > 0 и х^Е9 найдутся такие 

числа N и К, что при n^>N выполняется неравенство 

-для всех Г £ Вт. 
Действительно, непосредственное вычисление, основанное на простых 

геометрических соображениях, показывает, что при т>3 распределение 
'вектора Е2 —J— £3 имеет ограниченную плотность относительно меры Я ш . 
С другой стороны, при т = 2 распределение этого вектора имеет неогра­
ниченную плотность относительно Я2, но зато плотность распределения 
шектора %г + ? 2 + ^ 3 + h ограничена. Таким образом, мы вправе восполь­
зоваться теоремой 1 из [1], из которой и вытекает а х. 

Из однородности процесса. X по пространству выводим, что если (2) 
справедливо, для фиксированного х£ Rm и всех Т(- BW9 то оно справедливо 
сразу для всех х£ Rm и всех Г ( Вт. Отсюда й из равенства Чэпмена— 
Колмогорова получаем 

а) каковы бы ни были Г > 0 и е > 0 , найдутся числа N=N(*9T) 
it К = К(е9Т) такие, что при n^>N выполняется неравенство 

<для всех x^Rm, Т(-Вт и всех s9t^0, для которых £ — s > 7 Y 
Из упомянутой теоремы 1 работы [1] вытекает также 
б) при фиксированном двоично-рациональном t и п-+оо функция 

а) 

Рп(0, х, Т, Г )< /С -Я } П (Г) + г (2) 

t, Г ) < Я - Я т ( Г ) + е 
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Я * (О, х, t, Г) стремится к переходной функции P(f, х, Г) винеров­
ского процесса равномерно по x^Rm и Т£Вт. 

Дальнейшие свойства рассматриваемых процессов X и Хп устанавли­
ваются в § 2 и § 3. 

§ 2, Некоторые свойства процесса Х П 

Л е м м а 1. Пусть x£Rm и s > » 0 фиксированы. Если диаметр-
области U, содержащей х, достаточно мал, то для всех Т£Вт 

\жц{х, Т)-ъи(х, Г ) | < е . (3). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть утверждение леммы неверно. Тогда 

можно найти последовательность областей Un ) х, диаметры которых стре­
мятся к нулю (п~*оо), и последовательность множеств Г п , такие, что 

ъ (x,Tn)>%v {х, Г п ) + е, 
п п 

где ttv{x, F) — выходная вероятность процесса X, отвечающая паре V ш 
х. Складывая это неравенство с неравенством 

«,7 (х, Rm\Tn) ^ ъи (х, Rm\Tn)y 
п п 

получаем 
\>7t (Х9 Rmj + S, 

п 
что противоречит Б). Отсюда и вытекает наша лемма. 

З а м е ч а н и е 1. Рассуждение, аналогичное только что использован­
ному, позволяет заключить, что из неравенства Р^\{^п^>s}^>1—8 сле­
дует соотношение 

| Р П ( 0 , х, t, Т)-Рп(0, х, t, Г ) | < е 

для всех t<s, T£Bm. 
Лемма 1 позволяет нам заключить, что любая точка границы у (УУ 

области V с гладкой границей1) регулярна (относительно X) для дополне­
ния к замыканию V. Учитывая это обстоятельство и принимая во внимание 

неравенство \xn(t) — х$)\<^^^pr> приходим к следующему утвержде­
нию. 

Л е м м а 2. Пусть V — область с гладкой границей. Тогда для 
любого х £ R m выходная вероятность процесса Хт отвечающая х 
и V, при п-*со слабо сходится к ъу(х, Т)2\ 

Всюду в дальнейшем через Ve(x) будет обозначаться внешность 

е-окрестности точки х, а через а^(8)—верхняя грань значений 

Рп ( 5 , х, t, У е (л:)) при X ( Rm и t — s < S. 

*) Мы говорим, что V имеет г л а д к у ю г р а н и ц у , если V ограничена и y(V)" 
является (m—1)-мерным гладким многообразием класса С2 (не обязательно связным). 

2 ) Меры |х л слабо сходятся при п -> оо к мере jx, если J / ф л J / ф для всякош 
непрерывной функции / , стремящейся на бесконечности к нулю. 
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Л е м м а 3. Для всякого а > 0 существует 8 ' > 0 такое, что при 

scex достаточно больших п величина д не превосходит а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим [и] целую часть числа и. Пусть 
:2% = [2Ч] и 2 Ч = | 2 п 5 ] . Тогда \ t — ^ | < - 2 " п и \s — $1]<2'п. Поэтому 
из неравенства \ t — s | < 8 следует 

| [2nt\ — [2ns\[ = 2 n I ix — sx \ < 2n (8 + 2 - - n + 1 ) = 2 n S + 2. 
Отсюда находим 

< (8) = sup Px {x Cin) £ V, (x)} < sup Р я {x £ У8 (*)}, 

где v = I [2 n/] — [2ns] j . Обозначая через ^ ' проекцию случайной величины 
$ i на ось xkf получаем 

«что (см. [4], гл. 3, теорема 2.2) не превосходит 

/=1 

Пусть d равно дисперсии величины V.1*, а 5 < 1 — двоично-рациональ-
шое число. Тогда при достаточно большом. п величина (4) не превосходит 

00 х2 

8 т {е ~*dx (k^ 2 ! _ V 
J V mVmdJ 
k 

что и доказывает лемму. 
Обозначим через А совокупность двоично-рациональных чисел. Пусть 

Rn{s, Г, s, 8) — событие, состоящие в том, что найдутся такие t, и£А, 
для которых r(xn(t), x n ( w ) ) ^ e , \t — я | < 8 , s<t, и<Т. В силу оценки 
(6.28) книги [5] 

s 

^ { / ? » ( * , Г, . , 8 ) } < 2 Г а - ^ . 

Поэтому из леммы 3 вытекает 
Л е м м а 4. Пусть s > 0 и Г > 0 ( Г < о о ) фиксированы. Сущест­

вует такое S > 0 , '/mo /г/?й в^д: достаточно больших п, всех x^Rm 
л всех s < Т 

P[nl{Rn(s, Г, s, 8 ) } < е . (5) 

Если 8 выбрано так, чтобы удовлетворить (5), т о 

^ { S*P l * » ( 9 l > * } < « . (6) 
О tnin (Т,С ) 
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где а— - f 1J s j x | , | г | означает длину вектора z. 

Важную роль в дальнейшем будет играть 
Л е м м а 5. Для любых фиксированных x£Rm9-T>0 и е > 0 

можно указать столь малое s > 0 , что при всех достаточно боль­
ших п будут выполняться неравенства 

Р[п)

х{ sup | х - ^ ( 0 1 > з } < 8 , (7а> 
' 0 ^ < m i n ( s , C N ) 

^ { C « > s » l - e , (7б> 

Kni{T + s^n>T}<B. (7в> 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое из этих неравенств непосредственно* 
вытекает из леммы 4. Докажем (76). Выберем ег так, чтобы для шара U 

с центром в х и с диаметром е2 мы имели Рх{хц'<X}> 1—у. Тогда,, 

согласно лемме 2, при всех достаточно больших п Р[п)

х { ^ } < С п } > 

Р> 1 — ^ , где 4^ — момент первого выхода Хп из U. Если число s > 0 будет 

выбрано так, чтобы удовлетворить (7а) с заменой е на min ^е х , то* 

из только что сказанного получим 

^ 2 { C » > « } > p g { C n > ' » ? ) ; 1 — 

при всех достаточно больших п, что и доказывает (76). 
Остается проверить (7в). Фиксируем е1 ? и выбираем число а так, , 

чтобы при всех достаточно больших п выполнялось (6). Обозначим V 
шар радиуса а с. центром в х. Рассмотрим совокупность Vx точек г£ V, 
для которых при всех достаточно больших п 

^ „ > 2 5 } > 1 - е . (8> 

В силу (76) при достаточно малом s мера * m ( 7 \ V i ) не превосходит 
~ . Теперь подберем число Nt так, чтобы лебегова мера множества V t 

точек г £ V, для которых (8) не выполняется хотя бы при одном п — 
= /г(л:)>Л^1, не прейосходила ех. Не ограничивая общности, будем счи­
тать число Nt большим числа N, фигурирующего в а х). Тогда согласно а х > 

P n ( 0 , х, Г, V*)</Csx + e при всех достаточно больших п. 
Далее, 

P[n)

x{T + s<Q^Pn(T9 у, Г + Rm)Pn(0, х, Т, dy) = 

= ^ ^ n > v \ P n ( 0 , Хг T>dy)r 

где v={[(T-\-s)2n] — [ Г - 2 - п ] } 2 - п и, поскольку t i < 2s при всех доста­
точно больших п% то из сказанного выше имеем (при всех достаточно 
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больших п) 

Отсюда легко вывести (7в). 

§ 3. Некоторые свойства процесса X 

Рассмотрим событие 5' = {со: sup \ x t | < о о } . 

Л е м м а 6. Существует предел 

[T l (a ) )=HmXt(co ) {п. н. Sr, Рх). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать, что при любом нату­
ральном п указанный предел существует для Рх-почти всех ш из мно­
жества 5^ = {со: sup j X t ; | < # } . Фиксируем натуральное п. Пусть функция 

fi(x) сопоставляет точке х ее i-ую координату (Km). Тогда gi(x) = 
=zfi{x)Jrn являются так называемыми зксцессивными функциями для 
части процесса X ш множестве Dn — {х: \х\<п}. Поэтому пределы 

lim gi(xt) существуют (п. н. О, Рх), и, следовательно, сущест-

вует и limXf(co) (п. н. S'n, Рх). 

Л е м м а 7. Пусть 1п — последовательность марковских моментов: 
для X, и пусть \ п \ 5 . Пусть 5 = {со: sup | . Ы < о о } . Тогда 

UmPx{S, S n < Q = P , { 5 , ? < C } . 
/ 2 - » CO 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нам достаточно убедиться в том, что 

Px{ZSh} = 0 (9) 
при любых x^Rm и kp>0, где 

Z = {co: при всех п и $ = 
Sk={(u: sup\xt\<k}. 

Рассмотрим случай, когда Рх{%п^>0} — \ при всех п и л:. Мы фиксируем 
£, д;0 и е > 0 . Обозначим % предел limx*, если он существует. Положим 

Л 5 -={л:(0^ V 5 U(0)) при некотором / ( ( 0 , 0 , 

< = { 5 п < С и x(t)JVb (x(Zn)) при всех [ 6 Я , С)}, 
Т 

# * = { £ п < С .при всех /г и лг(01Р^ С*Ы) П Р И 

8 

и пусть F = {x: Р# {Аь} > 1 — е}. В дальнейшем мы фиксируем 8 > 0, 
подчинив его условию PXo{f\i(:Dh\F}<^e (напоминаем, что D A = 
= {х: \x\<k}). 
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Вокруг каждого х из Dk опишем открытый шар радиуса у и из по­
лученного покрытия множества D f e выберем ^конечное покрытие {Vi} так, 
чтобы центры z{ шаров, вошедших в это покрытие, образовали ~ - сеть 

в Dk. Затем рассмотрим функцию hi(x), равную Рх-вероятности достиже­
ния траекторией х% внешности шара V;. Каждая функция h\ удовлетво­
ряет равенству 1ц{х)= \^и{х, dy)hi(y)y если область V содержится 
в Vi, и, следовательно, hi субгармонична в Vi в классическом смысле1). 
Согласно известному результату Картана [12], из (JV^ можно выки-

нуть открытое множество 2t сколь угодно малой емкости2 > так, чтобы 
каждая из функций 1ц оказалась непрерывной в Обозначим 9^ со­
бытие, состоящее в том, что х ($ и )£2{ хотя бы при одном п. Пользуясь 
известными свойствами емкости, легко находим, что 

€рли емкость % достаточно мала (см. [14]). В дальнейшем будем считать 
это неравенство выполненным. 

Рассмотрим совокупность W точек со из Sk\%, для которых ^ ( i7. 
Ясно, что на множестве {W, % £ Vi} Ях-почти наверное выполняется ра­
венство lim hi (х (in)) = hi (т|) и что в силу выбора точек zi для каждого 

/2->00 
<o(-W можно указать такое i0 = i0(m), при котором расстояние между 

б4 

zt и не превосходит —. При этом hio fa) > Р^ (Аь) > 1—е и, следова­

тельно, 
hi(x(Q)>l-e и Р ч { Л ' } < з 

при всех достаточно больших п и ш£ W. Кроме того, 

PJS^W^PJ-n, i Dk\F} + PXo{^Sh}<2B. 

Эти неравенства сейчас будут использованы. Имеем: 

РХа < PJCn, \ * } = J РЧп {А'} РХа {dm}, (10) 

где Сп = {(х>: sup\xt\<k}. Ясно, что Сп ф S f t, и поэтому интеграл в (10) при 
«К 

достаточно больших п отличается не больше чем на е от 

/ „ = f Р {A'}PXo{d.}. 

Опираясь на приведенные выше неравенства, получаем 

Jn<b+Px{Sh\W}<& 

г ) См., например, [13], гл. 2. 
2) При т = 2 под емкостью мы понимаем логарифмическую, а при га нью­

тонову емкости. 
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при достаточно больших п, Следовательно, 

P ^ W } < l i m P ^ S f c < } < 5 e , 

и, поскольку Z(ZR*\ то и PXo{SkZ}<5s. 
Таким образом, (9) доказано при дополнительном условии, что 

Р х { ? п > 0 } = 1 при всех п. Выполнения этого условия можно достичь 
с помощью перехода от последовательности Лп к последовательности 
^ = т а х ( а , Еп), где a — const. Это замечание позволяет легко доказать 
(9) и в общем случае. 

Из леммы 7 нетрудно вывести, что процесс X обладает свойст­
вом (И). Кроме того, полагая в лемме 7 Ъп — тт(п, Q, получаем 

С л е д с т в и е 1. Для всех x£Rm имеем 
P,x{sup |x* |<oo , ^ с о } = 0.] 

Обозначим xF характеристическую функцию компакта FaRm. 
Л е м м а 8. Справедлива альтернатива: либо т=2 и Рх { £ = оо} ~ 1, 

Л и б о , , : 

Рх {\xP{xt)dt<оо}=1 (11) 
. • . -о 

для любого компакта F. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть т> 3. Из свойств винеровского про­

цесса выводим, что 

lim Px{z 4 F < C } = l i m P x { T < с ю } = = 0 . 

Поэтому Ях-вероятность достижения F после первого выхода из множе­
ства Dn стремится к нулю при п -> оо. Из этого утверждения и из след­
ствия 1 вытекает (11). Пусть теперь т = 2. Могут представиться два 
случая: А) ъи (х, R2) = 1 для любого открытого круга U и Б) 
^ ( х 0 , # 2 ) < 1 для некоторого х0£ R2 и открытого круга <70. В" случае 

А) функция g(х) = РХ{С = оо} гармонична в классическом смысле во всем 
R2 и g(x)>0. Поэтому g(x) = C, где С — постоянная. Поскольку при 
всех t>0 выполняется равенство g = Ttg, то С==СРХ{£>/}, и, стало 
быть, либо С — 0 (тогда справедливо (11)), либо Рх { С > / } = 1 (тогда 
осуществляется первое из утверждений альтернативы). 

Пусть теперь имеет место случай Б). Не ограничивая общности, можно 
считать, что х 0 f D n и (70

ч совпадают с открытым ядром множества D n 

при некотором п. Функция gn(x) = izD (х, R2) субгармонична в U0 (в клас-
п 

сическом смысле) и потому полунепрерывна сверху в U0. Вследствие этого 
неравенство gn(x)<C 1 справедливо на замыкании W некоторой открытой 
окрестности U точки x0(U(ZU0).Из неравенств 

Ч V С*. Т (Dn)) < * w (х, у (Dn)) < 1 

получаем при всех х £ D n 

! gn(x) = Px{iD < С } < 1 . 
п 

22 Труды Московок, математич. о-ва, т. 13 



334 М, Г. ШУР 

Следовательно, и gh(x)<^l при k^>n и x£Dn. Из полунепрерывное™ 
сверху функции g" n + 1 (х) вытекает, что 

P=supffn+i- (*)<l . 
xeDn 

Положим теперь т х равным моменту первого выхода (процесса X) из 
Dn+i> T s — моменту первого достижения Dn после т 1 э т 3 — моменту первого, 
выхода из Dn+1 после t 2 , Ч 4 — моменту первого достижения Dn после т л 

и т. д. Тогда имеем 

я л ^ + 1 < с } < р / ) , Н к с } < Р / ) Л ^ 1 < С } < . . . < ^ ' 

откуда следует, что с /^-вероятностью единица С (а)) совпадает е ^ + 1 ( ш ) 

для всех* достаточно больших к. С другой стороны, если ^ xF (xt)dt—oof 

о 
то С —оо и, согласно следствию 1, т 2 й + 1 («>)«<С(«>) при всех к. Отсюда 
вытекает справедливость (11). 

Теперь покажем, что в процессе X можно сделать такую замену 
времени, чтобы после этой замены получить процесс, который может до­
стичь бесконечность лишь за бесконечное время (точная формулировка 
этого утверждения дана ниже). Обозначим через Gf функционал 
min (t, С) 

f -^-r , где g {х) — неотрицательная функция, и через Г — процесс 

о 
{y(t), Су, o/Hf(Y), Р Х ) , получаемый из X при случайной замене времени, 
отвечающей функционалу Gt. 

Л е м м а 9. Существует непрерывная функция• g^>0i такая, что 
Р Х { sup | ^ ( и ) | < [ о о } = 1 при всех t(0<t<ioo). 

0^и< min {t, Су) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно рассмотреть лишь случай, когда 

осуществляется второе утверждение альтернативы, содержащейся в лемме 8. 
Обозначим pi равномерное распределение на границе шара D{. Выберем 
числа е ь г ('"^ 1)> подчинив их условиям 

i 

М 5 , ^ : 1 Х д ' + « \ | , . ( Л | ) Л < 2 < } < 2 " и 0 < e " i < 1 ' 

о 
где 5 = {(о: sup \xt | = оо}, и положим £j 0 = 1. Из леммы Бореля—Кан-
телли следует, что Р^-почти наверное осуществится лишь конечное число 
событий, указанных в фигурных скобках. Положим функцию gt(x) равной 
е ь 0 в Д и равной eui в Di+1\Di {i> 1). Этой функции отвечают функцио­
нал б\ш процесс Y1 = (yl{f),Z1 QM^\ Р Х ) , определяемые через посредство 
gi (х). Тогда 

P i ' sup • |у 1 (й) | = ро} = Р {Sr sup '\х$и)\ = о о } , (12) 
^ 0 ^ « < m i n (f,Cx) P l 0 ^ « < r a i n (/, d ) 

где fL—функция, обратная для функции G* Если sup \х{$и)\ — о о > 

Г И 0^«<min• (* Д,). ' 
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то t>Xt. Поэтому (12) совпадает с 

О 

что в силу выбора чисел slti равен нулю. Теперь последовательно строим 
функции gn(x), полагая gn(x) = gn_1 (х), если х ( Dn^t9 и полагая 
gn (x) = enti при х£ Di+1\Di{i "> п), где eUti подчинены условиям 

\ f i > ~~ J Z D , + 1 \ D 4 С*') Л < 2 * } < 2 - * и - 0 < e n > < < в я , ь 

о 
Этим функциям отвечают функционалы Gn

t и процессы УП9 причем в есте­
ственных обозначениях имеем Р { sup | у Л (f) | = оо} = 0. 

0^;a<mln(;,t ) 
Пусть Л (х) = lim gn (х) и g (х) — произвольная положительная непре-

рывная функция, не превосходящая h(x). Функция g(x) удовлетворяет 
условию леммы 9. Действительно, пусть х 0 ( D n фиксировано. Тогда 
тс (х 0 , Т)<Ьп-рп(Т), где Ln — некоторая постоянная, и потому 

п 

РХо{ьщ\у{и)\^со}<>МхН 

где Н (х) = Рх{sup\у(и)\ — оо}, s n — момент первого выхода У из D n , 
а все верхние грани взяты по и из интервала 0 < # < m i n (t, tY). 

Т е о р е м а 2 . Пусть непрерывные стандартные процессы X и Y 
удовлетворяют условиям А) и Б), и пусть отвечающие им выходные 
вероятности ки (х, Г) и .ти(х, Г) совпадают для любой области U 
с гладкой границей. Тогда существует процесс Z, эквивалентный 
процессу X и получаемый из Y при некоторой случайной замене 
времени. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу предыдущей леммы достаточно рас­
смотреть случай, когда процессы X и Y обладают свойством, сформули­
рованным в утверждении предыдущей леммы. Аппроксимируя произвольную 
область областями с гладкими границами, заключаем из леммы 7 , что 
тг^ (х, Г) — 7 и а (х, Г) для всех х ( Rm, всех областей U и всех Г ( Вт. 

Рассмотрим какую-нибудь [точку efRm и построим из процессов X 
и Y новые несбрывающиеся процессы Хе и Ye с помощью конструкции, 
описанной в добавлении. Простые сссбражения показывают, что выходные 
вероятности процессов Хе и Ye, отвечающие открытык множествам в 
Rm\J {е}, совпадают. Кроме того, из леммы 7 нетрудно вывести стандарт­
ность этих процессов. Поэтому, согласно теореме Блюменталя, Гетура и 
Маккина [И], процесс Х€ эквивалентен некоторому процессуZ'»получав 
емому из Ye при случайней замене времени. Отсюда следует наша теорема. 

§ 4. Одна лемма о предельном переходе под знаком интеграла 

Л е м м а 10. Пусть имеется семейство борелевских мер в Rm 

v n ( x , Г), где х £ # й , и семейство борелевских мер в Rk ^ ( Г Н / г ^ О ) , 

Причем V n ( x , Rm)<l U \*>n(Rk)<ltlr 

2 2 * 
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1) если Г — произвольное борелевское множество (TdRm)r иго 
функция УП(Х, Г) является борелевской в Rk; 

2) для любого шара FCZRm при | х | - > о о ф у н к ц и я чп{х, F) стре­
мится к нулю равномерно по п\ 

3) при любом x^Rk и п->оо меры vn(x, Г ) слабо сходятся 
к мере У (х, Г); 

4 ) при п->оо меры рп слабо сходятся к мере р; 
5) при любом фиксированном е > 0 существует такое К1 = 

= Kt ( г ) < о о , что 

Н ( Г ) < З + / С А ( Г ) ( f c ^ ) 
и 

v n ( x , Т ) < з + ^ Я т ( Г ) ( £ С Я ™ ) -

Тогда 

lim \ v„ (х, G) рп (dx) = \ v(x, G)t*(<ix) 

для любого открытого и ограниченного множества GaRm, граница 
G' которого удовлетворяет условию Я т (Gr) = 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем е > 0 и ^ > 0 . Пусть ограниченное 
множество G открыто в . / ? т и Xm(G')=0. Тогда из слабой сходимости 
мер у п (х, Г) к v (х, Г) следует равенство lim vn (х, G) — v (х, G) при всех 

x£Rk- Выберем в Rk компакт F так, чтобы v n ( x , G X ^ при всех 
X-£Rh\F й всех п. Затем, пользуясь теоремой Лузина, находим непре­
рывную функцию g (х) < 1, равную нулю вне F, и такую, что множество 
Д = {х : | g (х) — v (х, G) | > S j ) удовлетворяет условию Яй (Л) < ех. Тогда 
при всех достаточно больших п множество В={х: [ g (х) — vn (х, G) | > 2s 2 } 
удовлетворяет условию ^ ( ^ X ^ S r Поэтому 

(J v n ( x , G)pn(dx) — f ^ ( x ) p . n ( d x ) | < 2 s 1 + s + 2/C1e1 

\ V 

при достаточно большом п и * 

j J v (х, G) р (dx) - ]g (х) р (dx) | < s x + е + # А . 

Из этих двух оценок и из слабой сходимости мер рп немедленно вытекает 
наша лемма. 

Заметим, что если v n ( x , Г) и j i , n (Г) удовлетворяют условиям леммы 10» 
то интеграл 

Уп (Г) — J v n (х, Г) pn(dx) (Г £ # т ) 

Ч 
мажорируется величиной^+?(Ап (Г). Положим Dn — {х: | х j < /г, х £ 
Если меры v„(x, Г) и | x n ( f ) удовлетворяют условиям леммы 10 несли, 
кроме того, величина ' y n (R m \D t ) при / о о стремится к нулю равномерно 
по п, то меры v n(r) слабо сходятся при п -> оо к некоторой мере v'(r). 
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§ 5. Доказательство теоремы 1 

Начнем с рассмотрения семейства функций 

Ф п ( 5 , x9t9T) = § P{s9x9 dy)P.n(s9 у9 t, Г), 

где п>19 t> s, Г ( / ? ш , Я ( s , х, Г) — Ёинеровская переходная функция. При 
любом фиксированном 5 > 0 это семейство равностепенно непрерывно по х 

Покажем, что при малых 5 функция Ф п (s, х9 t, Г) хорошо аппрок­
симирует Рп(0, х, t9 Г). Фиксируем s 0 > 0 , s > 0 и х ( Пусть s ( s < s 0 ) 
удовлетворяет неравенству (76). Тогда из замечания 1 и из равенства 
Чэпмена—Колмогорова для Хп следует существование такого i V 0 > 0 , что 

•|яя(0, x,t,. Г ) - { Я Я ( 0 , x,s,dy)Pn{s, у, t, Г ) | < в (13) 

при всех / > 5 0 , Г £ 5 Ш и п > Л т

0 . Из (13) и из утверждения б) получаем 

[ Р п ( 0 , * , Г ) - Ф „ ( 5 , х, *, Г ) | < 2 з (14) 

при всех ^ > 5 0 и Г (• Вт и всех n^>N19 где — некоторая константа. 
Неравенство (14) оправдывает утверждение, сделанное в начале этого 
абзаца. Важно отметить, что равенство (76) выполняется при любом s 1 9 

меньшем выбранного числа s9 и потому (14) справедливо и при s = s 1 9 

всех t^>s0 и Г ( Вт и всех n^>N2, где N2 — некоторая постоянная. 
Л е м м а 11. Для любого 5 0 > 0 существует последовательность 

{nh} такая, что для всех х£ Rm и всех t^>s0 (t^ А) меры Я п (О, х9 t, Г) 
слабо сходятся к некоторой мере QSo{t9 х9 Г). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем 5 0 > 0 и п>0. Для каждого х£ Rm 

выберем s = s(n9 х) ( 0 < 5 ( п 9 х)<2~п) так, чтобы удовлетворить 7(6) и 
(13) при е = 2~п~2. Затем вокруг каждого х опишем открытый шар V(x9 п)9 

для всех точек у которого 

\Ф1(89П9 х)9 х9 19Т)^Ф1(8(п9х)9у9 t9 Г ) | < 2 " л 

при любых 1>09 Г£ Вта, t^>sQ. Оставляя пока п фиксированным, извлечем 
из системы шаров V(x, п) счетное покрытие всего Rm. Центры шаров, во­
шедших в это покрытие, обозначим хп,Г9 и выберем {nk} так, чтобы меры 
PNK (О, х9 t9 Г) слабо сходились к некоторой мере Qs (х9 t9 Г) для всех 
точек х==хПгГ при любых п и г и любых t\> s0(t (• А). Последователь­
ность {пи} является искомой. В самом деле, фиксируем натуральное п и 
х 0 ( Rm9 и пусть 2~n°<s(п, х0). Затем найдем точку г==хп такую, 
что x0£V(z9 п0). Тогда, полагая v — s(n09 г), получаем 

Pi(0, х09 t9 Г ) - / > , ( 0 , г, t, Г ) | < | Л ( 0 , х09 t9 Г ) - Ф , (о, х0, t,T)\ + 

+ ]Ф / (у , х09 t9 Г ) - Ф , ( з , z9 t, Г ) | + | Ф « ( о , z9 t9 Т)-Рг(09 z9 t9 Г)|. 

Так как XQ^V {z9n0)9 то второе слагаемое этой суммы не превосхо­
дит 2~п°. Третье слагаемое также не превосходит 2~п° при всех доста­
точно больших / в силу определения 5 (n09z). Из цепочки соотношений 
v=s(n09 z)<2"n°< s (п9 х0) и из рассуждения, предшествующего лемме 11, 
вытекает, что первое слагаемое не превосходит 2~п при всех достаточно 
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больших /. Следовательно, при достаточно большом / 

\Pi(0, х0, t, Г ) - Я , (О, г, i, Г ) | < 3 . 2 - ^ , 

что и доказывает лемму. * . 
Переходя, если это необходимо, к некоторой подпоследовательности по­

следовательности {nk}, получаем следующее утверждение. 
Л е м м а 12. Существует последовательность {nk} татя, ято 

для любых х£ Rm и t^A(t>0) меры Pnh(0, х, t, Г) слабо сходятся 
к некоторой мере P(t, х, Г) при k->oo. 

Пусть для последовательности {пп} выполняется утверждение леммы 12. 
Тогда из оценок (7а) и (76) вытекает, что меры Pnk(0, х, t,T) слабо схо­
дятся к некоторой мере P(t, х, Г), даже если t£A(t>0). Из леммы 10 
и из равенства Чэпмена—Колмогорова для Хп легко получаем при i(- А и 
s ( A 

P(s + t, х, Г) = f P.{s, х, dy)P(tr у, Г) (15) 

для всех областей Г с гладкими границами, а значит, и для всех Г £ / ? ш . 
С помощью леммы 11 это равенство распространяется сначала на случай 
f £ А, а затем и на случай 5 ^ А. Таким образом, P(t, х, Г) является пере­
ходной функцией, причем P(t, х, Г) мажорируется переходной функцией 
винеровского процесса. Кроме того, в силу (7а) lim P{t, х, Rm) = l. 

Из этих свойств P(t, х, Г) вытекает, согласно одной теореме П. А. Мейера 
[17], что Я (t, х, Г ) отвечает некоторому подпроцессу X=.(x(t), С, ^ + 0 , Я Х ) 
винеровского процесса. Этот подпроцесс, как мы увидим, и является тем 
самым подпроцессом процесса X, о котором говорилось в первом пара­
графе. 

Оказывается, что конечномерные распределения 

РоП,х К * ШГ.. •••, x,4U)£ Г , } ( Г , £ Bm,U£ А,0<tx<...<U) 
при k - > o o слабо сходятся к конечномерным распределениям 

При 1 это утверждение вытекает из определения меры P(t, хг Г). 
В общем случае это утверждение может быть легко доказано методом 
индукции с помощью леммы 10 и оценки 

> о ? 1 К Ю 6 Г 1 , . . . , х п й ) 6 Г г } = 

= J . . . j' W»KO-,x,tl,dyl).'„PW(tl-t,yl.t,ti_1,dyl_^ 
Гг Г/_1 

( г г ) Р £ r l t . . . , £ r z _ 1 } - h " e < -

. .;..</сл(г 1хг,х'...хГ|)+^ 
выполняющейся в силу а) при всех х£ Rm, всех Т{£ Bm(i<l) и всех до­
статочно больших п (здесь е — произвольное фиксированное число, а К2 и-
К3 зависят лишь от /) . , • 
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Легко также видеть, что процесс X yдoвлeтвopяef условиям А) и Б). 
Следствием этого «обстоятельсгва является непрерывность по t функции 
P(t, х, Rm) (см. [2], стр. 167). 

Л е м м а 13. Пусть V —область с гладкой границей. При k - > оо 
выходная вероятность процесса Xk, отвечающая любой точке х и 
области V, слабо сходится к выходной вероятности ъу(х, Т ) про­
цесса X, отвечающей х и V. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим какую-нибудь точку e£Rm. В про­
странстве Rm (J {е} введем топологию, считая открытым любое множество Г, 
содержащееся в этом пространстве, для которого Г \ { е } открыто в Rm. 

Пусть X' = (x'(t)9 o o , e # m , Р'х)—процесс, получаемый из X с помощью 
конструкции, описанной в Добавлении, a X'n=(x'n(t)9 оо, ч/У*'*, Р ^ ) —про­
цесс, получаемый из Хп с помощью аналогичной конструкции (здесь JP't

s(n)— 
s-алгебра, порожденная множествами {хп(и) ( Г } , где s<u<t, Г ( 5 т . 

До конца доказательства термин «марковский процесс» будем пони­
мать в смысле монографии Дж. Л. Дуба [4], стр. 86. Фиксируем x£Rm, 
Г > 0 и е > 0 . Согласно теореме 3.1.2 из [8], при t<^T можно построить 
еа некотором вероятностном пространстве (Q,Ш, Р) процессы x'k (t), тра­
ектории которых почти наверное не имеют разрывов второго рода, и сепа-
рабельный процесс xf (t)1) так, чтобы начальные распределения всех этих 
процессов были сосредоточены в х и конечномерные распределения про­
цессов x"k(t), отвечающие двоично-рациональным значениям параметра t, 
совпадали с соответствующими конечномерными распределениями процес­
сов X .При этом, не ограничивая общности, можно требовать, чтобы для 

k 

всех t£ A (t < Т) величина х^ (t) стремилась к х' if) при k оо почти 
наверное. Будем считать это требование удовлетворенным. Тогда, как 
легко видеть, конечномерные распределения процесса xf (t), отвечающие 
двоично-рациональным значениям совпадают с соответствующими рас­
пределениями процесса Хг. 

Пусть Sft — момент первого выхода из Rm процесса x^(t)2), % — анало­
гичный момент для xf{t). Из (7а) и (76) имеем Р ' { 5 А > 0 } = Я { 5 > 0 } = 1. 
Далее, почти все траектории х£ (t) при всех t из интервала (?ft, Т) лежат 
в точке е, и поэтому l imS A >S почти наверное. С другой стороны, вероят' 

k-+oo 

еость события Л = {lim > • 6 } равна нулю. В самом деле, пусть верно 
k-*oo 

противное: Р{А}>0. Вспоминая, что {<?} является открытым множеством 
•что процесс xf (t) сепарабелен, видим, что для почти всех <о£ А и ж н о 
указать такое t — t(&) (t£A) из интервала(5, lim? f t), при котором xr (t)-e. 

k-+oo 

г) С множеством сепарабельности А. 
2) Мы интерпретируем Т как момент 

кой интерпретации определение момента 
прежним. 

обрыва рассматриваемых процессов. При та-
первого выхода из множества остается 
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•Поэтому при t = t(w) траектория х^ (t) не стремится к xr(t), в то время 
как число t двоично-рациональное. Отсюда и вытекает, что Р{А}'==0. 

Итак, 6 ^ю) = lim 6ft («>) почти наверное. Из леммы 4 следует, что 

l i m P { s u p ^ ( 0 l > £ i } = 0 

при любых фиксированных 6 > 0 и е х >> 0 и что почти все траектории 
xr (t) непрерывны при 0 < ^ < 6 . Мы будем считать, что хг$(ы)) = е, если 
со £ Q1? где = {со: S (со) < Т}гК Таким образом, траектории процесса xf Щ 
оказываются непрерывными справа почти наверное. Поэтому все конечно­
мерные распределения процесса xf (f) совпадают с соответствующими рас­
пределениями для процесса Х\ и, следовательно, выходная вероятность,, 
отвечающая процессу хт (t) и области V, совпадает с Рх {х £ Г, fv<X}Y 

где 1 У момент первого выхода X из У. 
Обозначим т и tk соответственно, момент первого выхода из V про» 

цесса xf(f) и. x£'(t). Из совпадения конечномерных распределений про-
песса лс'(£).с соответствующими распределениями процесса Хг вытекает,, 
что каждая точка z границы области V регулярна (относительно процесса 
xf(f)) для дополнения к замыканию V области V (если бы это было не; 
так, то мы бы имели lim Я (t,z, V) = l, что невозможно). Докажем теперь 

но 
равенство i = limih (почти наверное). Из леммы 4, фиксировав § > 0 , вы-

k->oo 

водим, что почти все траектории xk (i), для которых т > 8 , - . при всех 
t£ (0, ъ — Ь) и достаточно больших k лежат в V и потому т < linn;г, почти 

наверное. С другой стороны, lim т й почти наверное. В самом деле, для 
k->oo . 

почти всех траекторий процесса х1(t), для которых *<С.Т', при любом фикси­
рованном 8^>0 можно указать такое двоично-рациональное t£• (т, Г) , для 
которого t — т < 8 и точка xr (I) лежит вне замыкания области V. Но тогда 
и х£ (t) лежит вне замыкания области V при достаточно больших k и 
почти всех со из множества {со: т;((|))<!Г}, и потому к - ^ Х ш tk почти на-

к-+оо 

Ёерное. 

Таким образом, 4 — limzh почти наверное и мерыР{x T f (тЛ)£ Г, ^ < Г } 

слабо сходятся к P{xr (z) ( Г, % < Г } = Р х {х (т^} ( Г, < Т}. Отсюда 
легко приходим к утверждению доказываемой леммы.. 

Из лемм 2, 13 и теоремы [2 следует теорема L 
г ) Если это условие не выполняется, то величину (со)) можно переопределить 

при со £ Qx с помощью равенства я ' (£(©)) == е. При этом конечномерные распределе­
ния процесса х' (t) не изменятся. Действительно, если и — постоянная и б > 0, т а 

( о* б 
Р { § ( с о ) = и } < Ш й Р \ и ~<lk<u+~ 
< Й Е { н - в < С п Л < в + в } < Р ^ { С > и-2д}-Рх{£, >и + 26} 
и, следовательно, Р {£ (о) == и} = 0, так как последняя разность стремится к нулю при 
б - > 0 . 
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§ 6. Одномерный случай 

В этом параграфе намечены основные моменты доказательства тео­
ремы 1 для одномерного случая. Поскольку при т — \ утверждения а) и б) 
не выполняются, то нам придется существенно изменить многие из исполь­
зованных выше рассуждений. Часть прежних доказательств (например,, 
доказательства лемм 1—4 и первых двух неравенств, содержащихся в 
лемме 5) остается в силе. 

1. Всюду в этом параграфе, где не оговорено противное, сохранены 
обозначения предыдущих пяти параграфов с той лишь разницей, что 
всюду положено т — 1. Отметим, что случайные величины (см. § 1) 

принимают теперь значения-f-1 и — 1 с вероятностями, равными По-

этому величины xn{t) и xn(t) принимают лишь значения, кратные числу 

} / " 2 ^ Г Г • Положим 

5 - = 7 = J l и
 s'n = sn+s, 

i = l 

где t и 5 — неотрицательные числа, и пусть 

Через Ап обозначим совокупность чисел вида k0}f2~n~1, где k0 — четное 
число. 

Л е м м а 14. Пусть t ( А фиксировано. Тогда для любого е >> О/ 
можно указать Л > 0 , 5 0 > > 0 и i V ( e ) > 0 , для которых 

n\Sn\>A} + P{\S'n\>A}<* (16) 

и 

(l-e)Qn(k)<Pn(k)<(l+e)Qn(k) (17) 

при всех нечетных / г > ] У ( е ) , всех нечетных k, модули которых 
не превосходят Л ] / 2 П + 1 , и всех s£An, модули которых не превос­
ходят s0. ; 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пользуясь классической центральной предель­
ной теоремой, выберем число а > 0 так, чтобы при всех достаточно 
больших п вероятность Р {\Sn\^> а} не превзошла Затем положим 

Л = 2а. Тогда при любом s, модуль которого не превосходит а, и приг 
всех достаточно больших п будем иметь (16). Пусть теперь п стремится 
к бесконечности, пробегая нечетные значения. В силу центральной пре­
дельной теоремы для решетчатых распределений (см. [3], § 42) отноше­
ние 

стремится к единице равномерно по k, ксгда k пробегает нечетные зна­
чения из интервала (— З а у г 2 п + \ З а ] / 2 n + 1 ) . Отсюда следует, что и от--
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ношение 

- T - ^ ^ ) V ^ e x p l 2 ^ — / 

-стремится к 1 равномерно относительно пар k и s, где k принимает не­
четные значения из интервала (—Л]/"2 П + 1 , A}r2n+1)i a s £ Ап и | s • << А 
Отсюда легко вытекает существование искомого числа s 0 . . 

2 . В этом пункте рассмотрены некоторые свойства процессов X и Х п . 
Л е м м а 15. Пусть г \ г — момент первого достижения процессом X 

точки z^Rx. Для любых х и z из Rt вероятность РхЬ\г<Щ поло­
жительна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, нам достаточно рассмотреть случай 
x ^ z . Пусть для определенности x<^z и пусть Рх{r\z<С}: = 0. Тогда 

шижняя грань и0 тех значений и, для которые Р х {ч\и<С Ц — удовлет­
воряет неравенству x<iu0<z. При этом Pv{% < Ч } = 0 для всех и, 
меньших и0. Фиксируем £ > 0 и произвольное число и2, большее и0. В силу 

-А) и Б) для всех чисел и19 достаточно близких к и0 я меньших и0, будем 
иметь я ( и (Й0, и2)<^г. Отсюда, учитывая равенство Р и ^ { ^ < Ч } = 0, 

-получаем 

^ К < К К < ? - * ( * ) = « . } + Л Л < < . хЮ = щ}<: 
где % = x(UiU Следовательно, Р {YJ ' < С } = 0 при любом и2, большем и0, 
что невозможно ввиду леммы 1. Из полученного противоречия вытекает 
наше утверждение. Таким образом, процесс X является регулярным в Rx 

(в смысле монографии [6]). 
Л е м м а 16. Для любого компакта KdR1 и любого s > 0 можно 

указать такое 8 > 0 , что Рх{%(х, 8 ) < С } > 1—е для всех л;( /С, где 
%(х, 8) — момент первого выхода процессах из Ь-окрестности точки х. 

Доказательство этой леммы мы опускаем. Следующая лемма являет­
ся усиленным вариантом леммы 5. 

Л е м м а 5'. Для любого компакта KdRt и любых чисел Т>0 
и s > 0 можно указать столь малое s > 0 , что при всех доста­
точно больших п и всех х£К будут выполняться неравенства (7а), 
(76), (7в). 

Доказательство проводится тем же методом, что и доказательство 
«леммы 5, но с учетом леммы 16. 

В заключение этого пункта рассмотрим семейство функций 

Wn(s, х, t, Г)== j P „ ( 0 , х, 5 , dy)Pn(s9 y , t s 9 Г), 

где 0 < 5 < ^ , 5 ( Л , Г ( 5 Х . Фиксировав компакт KCZR1 и е > 0 , выберем 
столь малое число s > 0 , чтобы для всех х£К и для всех достаточно 
больших п иметь (7а). Тогда при указанных значениях х и п легко no-

случим 

\Wn(s9 х9 t, T ) - P n ( 0 , х, t, Г ) | < е (18) 

:для всех Г ( 5 Х . В силу же леммы 14 при фиксированных s > 0 , t и Г 
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можно указать такие JV и 8, что для всех нечетных п >N будет спра­
ведливо неравенство 

х> t9 T)-Wn(s, у, U Г ) | < е , (19) 
-если х и у лежат в Kf]An и'|л: — # | < 8 . Из (18) и (19) вытекает 

Л е м м а 17. Пусть фиксированы компакт RCLRi, множество 
Т£Вг и положительные числа в и t. Тогда можно найти такие 
числа Nub, что для всех нечетных n'^>N будет выполняться 
оценка |Я П (0, х9 t, Т) — Рп(0, у, t, Г ) | < е , если двоично-рациональные 
мочки х и у лежат вКС\Апи | х—-у |<8 . 

3. Приступим к построению переходной функции искомого процесса X. 
Рассмотрим возрастающую последовательность нечетных чисел п% та­

кую, что меры Рп (0, х, t,.T) при любых фиксированных х£ А и t£ A(t^O) 
слабо сходятся к некоторым мерам, когда / - > о о . В силу леммы 5' анало­
гичная сходимость будет иметь место в случае любого t^O. Положим, далее 

<2,(s, х, t, T) = Pn^s, ~ , t9 г), е с л и ^ = р < х < - ^ - . С помощью 

леммы 17 устанавливаем, что меры Qi(0, x9.t:9 Г) при / >со и любых 
фиксированных х(Rt и t>0 слабо сходятся к некоторому пределу 
Р (t9 х, Г). При этом мера ~P(t, х, Г) мажорируется винеровской пере­
ходной функцией P(t9 х> Г). 

Легко видеть, что для любого отрезка TciRx величина Qi (О, х9 t, Г) 
стремится к P(tr х9 Г) при / - > оо, причем в соответствии с леммой 17 
это стремление происходит равномерно на, любом компакте KCZRj- Это 
^позволяет установить равенство (15) для всех двоично-рациональных зна­
чений t и 5 и всех отрезков Г. Затем указанное равенство распростра­
няется на все неотрицательные значения t и на все борелевские множе­
ства Г. Нам остается распространить (15) на случай s£A- Это достигается 
•с помощью леммы 5' и замечания о том, что в силу леммы 17 функция 
P{t, х, Г) непрерывна по х для любого отрезка Г и любого i > 0 . Таким 
-образом, P(t, х, Г) является переходной мерой, и так же, как и ранее, 
«ей отвечает некоторый подпроцесс X винеровского процесса X. 

Полезно отметить, что для любого множества Г — { у : а < г / < ^ & } , где 
еа и Ь действительные числа, функция Р (t, ' х9 Г) совпадает с P(t, х,•Т1)9 

где 1\{у: а<*у<Ь}, и потому эта функция непрерывна по x(t>0). Это 
:замечание позволяет утверждать, что при / - > о о конечномерные распреде­
ления процессов Хп9 отвечающие двоично-рациональным значениям t, слабо 
сходятся к соответствующим распределениям процесса X. В самом деле, 
фиксируем двоично-рациональные моменты времени tx и t2 (tx << 12) и рас­
смотрим ограниченные полуинтервалы Ti = {x: ai<x<^bi} (i = l, 2). 
Тогда РП1{хП1Ш x,.ti9 dy)Pni(t19 у, t2rT2). 

г, 
•При / ->oo функция Pn (fl9• y9 t29 T2) стремится к функции P(tz — t19 у, Г 2 ) , 
жоторая, как мы отметили, непрерывна по у. Это стремление происходит 
равномерно по у на каждом конечном отрезке. Поэтому 

i-»oo I I I 
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Рассмотрим теперь произвольную непрерывную в R2 функцию f (х9 у)9 об­
ращающуюся в нуль вне некоторого квадрата K i O ? 2 . Эту функцию" можно 
равномерно в R2 аппроксимировать функциями, принимающими конечное 
число значений, причем, не ограничивая общности, можно требовать, ч'тобы 
каждое из этих значений принималось на множестве, составленном из ко­
нечного числа множеств вида Г х х Г 2 . Отсюда и из (20) следует наше ут­
верждение для двумерных распределений. В общем случае это утвержде­
ние доказывается аналогичным образом. Из этого утверждения вытекает-
лемма 13, в силу которой выходные вероятности процессов X и X совпа­
дают. Теперь доказательство теоремы 1 завершается без труда с помощью 
тех же рассуждений, что и в предыдущих параграфах. 

Добавление 

Пусть в измеримом пространстве (Е, В) задан однородный марковский, 
процесс X = (Xf9 С, Л ^ * + 0 » Рх): Если Рх {С — ос} ф 1, то иногда вместо 
процесса X вводят в рассмотрение новый необрывающийся процесс Х€9,, 
относительно которого исходный процесс , является частью. Этот процесс 
строится следующим образом1). Пусть е и ш', соответственно, некоторые-
точки, не принадлежащие Е и Q. Положим E' = E\J \е}9 CI = Q (J {ш'} ш 
обозначим через В1 о-алгебру подмножеств множества Е\ пересечение 
которых с Е принадлежат В. Далее, пусть 

( xt(<s>)9 если со £ Q и t<iZ((ti)9 

е9 если o)(Q и t>Z(m)9 

е9 если (о = о)г, 

и пусть ^ с о о т в е т с т в е н н о Sfti+0 и gt* + 0 определяются через посред­
ство функций х\ так же, как определились о-алгебры JV*t и т . д . 
через посредство функций Xt (только вместо С в определении новых а-алгебр 
возьмем + о о ) . Через Ш° обозначим наименьшую а-алгебру, содержащую все dit* 
а. через Ш° — наименьшую o-алгебру, содержащую все а-алгебры dtt-

Приступим теперь к построению системы мер Рх на Щ° (х £ Ег). Если 
множество А имеет вид А == {x's (го) £ Г} (s > 0, Г £ В')9 то полагаем 

( P(s9 x9T[JE) + Xr(e)Px{^s}9 если хфе9 

. * • { Хг(е), если х = е9 

г д е £ —характеристическая функция множества Г (ср. с равенством (4.6); 
в книге [5]). Если же А имеет вид 

А = {х'$Т1, x'e £ Тп} (si+l > s{, 1У£ В')9 ( 1 > 

!) Мы предполагаем, что для исходного процесса Mt = <A°t + 0. Однако аналогичная? 
конструкция осуществима и при ctitti совпадающим с е/|/°/, №t или # ^ + 0 , . и в случае не­
однородного процесса с <М] = <№s

t- Нумерация формул и результатов, помещенных в добав­
лении, не зависит от нумерации в § 1—6. 
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то РХ{А} приравниваем к интегралу 

J Pr(s19 х,dyx) j P{s2—s19 yi9 dy2)..l J P(sn—sn-i,yn-i, Гп). 
Уг^Г1 ^ е Г 2 УП-1еГп-1 (2) 

•Справедлива следующая 
00 

Л е м м а 1. Если множества Ап(п^О) имеют вид (1), A0=\J Ап, 

*а множества Ai f) Aj пусты при 1ф\ и i, то 
00 

п=\ 

Утверждение этой леммы становится очевидным, если его переформу­
лировать в терминах процесса X. 

В силу этой леммы функция Р'х я заданная на классе множеств (1) фор­
мулой (2), однозначно распространяется на 9t° (см. теорему 1.1 из [5]) и 1 ° . 
Пусть теперь ffi* минимальная система подмножеств множества Q', содержащая 

:все множества вида {д:^(о))(Г} и замкнутая относительно операции сложе­
ния и пересечения любого числа множеств и относительно операции взятия 
дополнения. Каждому множеству А £ Ш* сопоставим множество 6J A(t>0)y 

считая, что оператор 6̂  инвариантен относительно операций сложения и 
.пересечения любого числа множеств, что b't (А\В) = b't А\Ъ[В и что 

«;к i г } = { * ; + ь ^ г} ( А > О , г ^ в'). 
Л е м м а 2, Если А ( Ши то множество А* =='ЛО { С > f}. лежит 

-в dp*. Если А £ Mf+o, то А% £ <ИЛ+ 0. Если A (Ifo+o, то At^Uft^ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если А имеет вид (1) при Si<t9 то Л принад­

лежит 91*, a At £ <з/Л. Отсюда с помощью леммы 1.1 из [5] выводится 
первое утверждение нашей леммы. Пусть теперь Л ( Sft*+0- Тогда 
Af+U (• dit+u и, следовательно, At+U £ e ^ f + u при любом # > 0 . Тем самым 
доказано второе утверждение леммы. Третье же утверждение вытекает из 
второго и из определения 0-алгебр eV^+o и ^ *+о- Лемма полностью доказана. 

Т е о р е м а 1. Набор Хе = (х{, со, й * + 0 , Я^) определяет однород-
тый марковский процесс. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из всех условий, определяющих однородный 
:марковский процесс (см. [5], п. 2.8), в проверке нуждается лишь следую­
щее: для любых t>0, А £ Ш° и х £ Е' 

. Р'Л%*т*+.} = Р'Х%{А} (п. н. Р'Х). (3) 
Пусть Л имеет вид (1), причем Г * с £ . Тогда 0/Л = 0 { Л, где 0 г —опе­
ратор сдвига, отвечающий процессу X, а множества Л и в/Л лежат в О, 
•:и условие (3) вытекает из марковского свойства процесса X и из леммы 2. 
.Пусть теперь Л имеет вид (1), где 1 \ с £ при . < я , а Г„ = {е}. Положим 
А = { < e ^ , . . . , * ; iTn.uX' iE}и52={<бг1,...,л-; егп_;}. 

п — У « П 1 п — 1 

.По доказанному Я * { 0 / £ г | ^ + о } = Яж' ({£*} (п. н. Р'Х). Следовательно, 

- р ; { 0 ; л | д г + о } = р ; { 0 ; ( 5 л ^ ) | ^ + о } = 
(п. н. Р'Х). 
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Поэтому (3) справедливо и в рассматриваемом случае. Таким образом.. 
(3) доказано для двух частных видов множества А. Отсюда вытекает (3) 
для всех А вида (1), а, значит, в силу леммы 1.1 из [5] и для всех. 
А ( т°. 

Т е о р е м а 2. Пусть процесс X является строго марковским.. 
Тогда процесс Хе также является строго марковским. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть * — случайная величина, не зависящая? 
от будущего для процесса Хе. Обозначим через Шх з-алгебру в про-̂  
странстве QT = {x<cx>} , составленную из множеств Л С Й Т , для которых 
{A, z<t} £ dtt при всех t>0. Мы должны показать, что для любой не­
отрицательной ^-измеримой функции, 8 > 0 и любого Г £ Вг 

Р'ЛК.ъ i Г|*а = / > ( 8 , Г) (п. н. Q,, Рх). 

Заметим, что если % не зависит от будущего для Хе9 то в силу леммы 2 
величина индуцированная величиной х и Q, не зависит от будущего; 
для X. Из этого замечания и из леммы 2 вытекает доказываемое равен^ 
ство при Г С Г £ . Если же Г - { е } , то F { < + б ( Г \ Щ = Fx { т < .оо| Щ — 
- F {хх+6 ( Е\dtx} = 1 - F (б, х'х9 Е) =F (б, хХ1 Г) (п. н. Qt, FJ, что т 
требовалось доказать. 

Поступило 
.20. VI. 1962. 
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