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Аннотация. Изучаются вопросы наличия трансцендентных первых интегралов для некоторых

классов систем с симметриями. При этом получены достаточные условия наличия в неавтоном-

ных однородных системах второго порядка первых интегралов, являющихся трансцендентными

функциями, как в смысле теории элементарных функций, так и в смысле комплексного анализа,

и выражающихся через конечную комбинацию элементарных функций.

СОДЕРЖАНИЕ

1. Предварительные результаты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2. Системы с симметриями и переменной диссипацией с нулевым средним . . . . . . . . 59

3. Системы на касательном расслоении к двумерной сфере . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4. Неавтономные однородные системы второго порядка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

5. Некоторые случаи наличия рационального первого интеграла . . . . . . . . . . . . . . 65

6. Некоторые случаи наличия трансцендентного первого интеграла . . . . . . . . . . . . 71

7. Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

1. Предварительные результаты

Результаты предлагаемой работы являются развитием предыдущих исследований, в том чис-
ле, и некоторой прикладной задачи из динамики твердого тела (см. [9, 10, 13, 16], где были
получены полные списки трансцендентных первых интегралов, выражающихся через конечную

комбинацию элементарных функций). Позднее данное обстоятельство позволило провести пол-
ный анализ всех фазовых траекторий и указать на те их свойства, которые обладали грубостью и
сохранялись для систем более общего вида. Полная интегрируемость таких систем была связана

с симметриями скрытого типа.
Как известно, понятие интегрируемости, вообще говоря, достаточно расплывчатое. При его

построении необходимо учитывать, в каком смысле оно понимается (имеется в виду некий крите-

рий, по которому делается вывод о том, что траектории рассматриваемой динамической системы
устроены особенно «привлекательно и просто»), в классе каких функций ищутся первые инте-
гралы и т. д. (см. также [1, 2, 6, 7, 8]).

В данной работе принимается подход, который учитывает в качестве класса функций как
первых интегралов трансцендентные функции, причем элементарные. Здесь трансцендентность
понимается не только в смысле теории элементарных функций (например, тригонометрических),

а в смысле наличия у них существенно особых точек (в силу классификации, принятой в теории
функций комплексного переменного, когда функция имеет существенно особые точки). При этом
их необходимо формально продолжить в комплексную область (см. также [5, 14, 15]).
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Конечно, в общем случае построить какую-либо теорию интегрирования таких неконсерватив-

ных систем (хотя бы и невысокой размерности) довольно затруднительно. Но в ряде случаев,
когда исследуемые системы обладают дополнительными симметриями, удается найти первые ин-
тегралы через конечные комбинации элементарных функций.

Многие результаты данной работы регулярно докладывались, в том числе и на семинаре
«Актуальные проблемы геометрии и механики» им. проф. В. В. Трофимова под руководством
Д. В. Георгиевского и М. В. Шамолина.

2. Системы с симметриями и переменной диссипацией с нулевым средним

Рассмотрим системы следующего вида (точкой обозначена производная по времени):

α̇ = fα(ω, sinα, cosα),

ω̇k = fk(ω, sinα, cosα), k = 1, . . . , n,
(2.1)

заданные на множестве

S
1{α mod 2π}\K × R

n{ω}, (2.2)

ω = (ω1, . . . , ωn), где достаточно гладкие функции fλ(u1, u2, u3), λ = α, 1, . . . , n, трех переменных
u1, u2, u3 таковы:

fλ(−u1,−u2, u3) = −fλ(u1, u2, u3),

fα(u1, u2,−u3) = fα(u1, u2, u3),

fk(u1, u2,−u3) = −fk(u1, u2, u3),

(2.3)

при этом функции fk(u1, u2, u3) определены при u3 = 0 для любого k = 1, . . . , n.
Множество K или пусто, или состоит из конечного числа точек окружности S

1{α mod 2π}.

Последние две переменные u2, u3 в функциях fλ(u1, u2, u3) зависят от одного параметра α,
но они выделены в разные группы по следующим причинам. Во-первых, не во всей области
определения они однозначно выражаются друг относительно друга, а, во-вторых, первая из них

нечетная, а вторая — четная функции α, что по-разному влияет на симметрии системы (2.1).
Поставим в соответствие системе (2.1) следующую неавтономную систему

dωk
dα

=
fk(ω, sinα, cosα)

fα(ω, sinα, cosα)
, k = 1, . . . , n, (2.4)

подстановкой τ = sinα приводимую к виду

dωk
dτ

=
fk(ω, τ, ϕk(τ))

fα(ω, τ, ϕα(τ))
, k = 1, . . . , n, (2.5)

ϕλ(−τ) = ϕλ(τ), λ = α, 1, . . . , n.

Последняя система может иметь, в частности, алгебраическую правую часть (т.е. быть отно-

шением двух полиномов), что иногда помогает искать ее первые интегралы в явном виде.

Определение 2.1. Рассмотрим гладкую автономную систему (n+1)-го порядка нормального
вида, заданную на цилиндре R

n{x}× S
1{α mod 2π}, где α— периодическая координата периода

T > 0. Дивергенцию правой части V(x, α) (которая, вообще говоря, является функцией всех фа-
зовых переменных и не равна тождественно нулю) данной системы обозначим через divV(x, α).
Назовем такую систему системой с переменной диссипацией с нулевым (соответственно, ненуле-

вым) средним, если функция
T
∫

0

divV(x, α)dα (2.6)

равна (соответственно, не равна) тождественно нулю. При этом в некоторых случаях (например,
когда в отдельных точках окружности S

1{α mod 2π} возникают особенности) данный интеграл

понимается в смысле главного значения.
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Заметим, что дать общее определение системы с переменной диссипацией с нулевым (нену-

левым) средним достаточно сложно. Приведенное только что определение использует понятие
дивергенции (как известно, дивергенция правой части системы нормального вида характеризует
изменение фазового объема в фазовом пространстве данной системы).

Следующее утверждение погружает рассматриваемый класс систем (2.1) в класс динамических
систем с переменной диссипацией с нулевым средним. Обратное вложение, вообще говоря, не
выполняется.

Теорема 2.1. Системы вида (2.1) являются динамическими системами с переменной дис-

сипацией с нулевым средним.

Доказательство. Данная теорема доказывается с использованием лишь некоторых из вышепе-

речисленных симметрий (2.3) системы (2.1), а также использует периодичность правой части
системы по α.

Действительно, вычислим указанную дивергенцию векторного поля системы (2.1). Она равна

∂fα(ω, sinα, cosα)

∂u2
cosα−

∂fα(ω, sinα, cosα)

∂u3
sinα+

n
∑

k=1

∂fk(ω, sinα, cosα)

∂u1
. (2.7)

Следующий интеграл от первых двух слагаемых (2.7) равен нулю:

2π
∫

0

{

∂fα(ω, sinα, cosα)

∂u2
d sinα+

∂fα(ω, sinα, cosα)

∂u3
d cosα

}

=

=

2π
∫

0

∂fα(ω, sinα, cosα)

∂α
dα = hα(ω) ≡ 0, (2.8)

поскольку функция fα(ω, sinα, cosα) периодична по α.
Далее, в силу третьего уравнения (2.3) для любого k = 1, . . . , n выполнено свойство

∂fk(ω, sinα, cosα)

∂u1
= cosα ·

∂gk(ω, sinα)

∂u1
, (2.9)

при этом функция gk(u1, u2)— достаточно гладкая для любого номера k = 1, . . . , n.
Тогда интеграл по периоду 2π от правой части равенства (2.9) дает

2π
∫

0

∂gk(ω, sinα)

∂u1
d sinα = hk(ω) ≡ 0 (2.10)

для любого k = 1, . . . , n. Из равенств (2.8), (2.10) и следует утверждение теоремы 2.1.

В данной работе будет рассмотрен случай, когда функции fλ(ω, τ, ϕk(τ)) (λ = α, 1, . . . , n) яв-
ляются полиномами по ω, τ .

Пример 2.1. В работах [9, 13, 19, 20, 23] рассмотрены маятниковые системы на двумерном

цилиндре S
1{α mod 2π} × R

1{ω} с параметром b > 0:
{

α̇ = −ω + b sinα,

ω̇ = sinα cosα,
(2.11)

и
{

α̇ = −ω + b sinα cos2 α+ bω2 sinα,

ω̇ = sinα cosα− bω sin2 α cosα+ bω3 cosα,
(2.12)
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которым в переменных (ω, τ) можно ставить в соответствие уравнения с алгебраическими пра-

выми частями
dω

dτ
=

τ

−ω + bτ
, (2.13)

и
dω

dτ
=

τ + bω[ω2 − τ2]

−ω + bτ + bτ [ω2 − τ2]
(2.14)

вида (2.5), соответственно. При этом данные системы являются динамическими системами с
переменной диссипацией с нулевым средним, что нетрудно проверить напрямую.

Действительно, дивергенции их правых частей равны соответственно

b cosα, b cosα[4ω2 + cos2 α− 3 sin2 α];

при этом они попадают в класс систем (2.1).
Более того, каждая из них обладает первым интегралом, являющимся трансцендентной (в

смысле теории функций комплексного переменного) функцией, выражающейся через конечную
комбинацию элементарных функций.

Пример 2.2. Рассмотрим в трехмерной области

{0 < α < π} × R
2{z1, z2} (2.15)

следующую систему с параметром b (такая система отделяется от системы на касательном рас-

слоении T∗S
2{z2, z1;α, β} двумерной сферы S

2{α, β}):


















α̇ = −z2 + b sinα,

ż2 = sinα cosα− z21
cosα

sinα
,

ż1 = z1z2
cosα

sinα

(2.16)

(см. также [24, 27, 32, 33, 34]). Поставим ей в соответствие неавтономную систему с алгебраической
правой частью (τ = sinα):















dz2
dτ

=
τ − z21/τ

−z2 + bτ
,

dz1
dτ

=
z1z2/τ

−z2 + bτ
.

(2.17)

Рассмотрим в трехмерной области (2.15) следующую систему с параметрами b, H1 (такая си-

стема также отделяется от системы на касательном расслоении T∗S
2{z2, z1;α, β} двумерной сфе-

ры S
2{α, β}):



















α̇ = −(1 + bH1)z2 + b sinα,

ż2 = sinα cosα− (1 + bH1)z
2
1

cosα

sinα
−H1z2 cosα,

ż1 = (1 + bH1)z1z2
cosα

sinα
−H1z1 cosα;

(2.18)

поставим ей в соответствие неавтономную систему с алгебраической правой частью (τ = sinα):














dz2
dτ

=
τ − (1 + bH1)z

2
1/τ −H1z2

−(1 + bH1)z2 + bτ
,

dz1
dτ

=
(1 + bH1)z1z2/τ −H1z1

−(1 + bH1)z2 + bτ
.

(2.19)

В указанных случаях видно, что система (2.16) (или (2.18)) является системой с переменной
диссипацией с нулевым средним; чтобы было полное соответствие с определением достаточно

ввести новую фазовую переменную z∗1 = ln |z1|.
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Если подсчитать дивергенцию правой части системы (2.16) в декартовых координатах α, z∗1 ,

z2, то получим, что она равна b cosα. При этом, учитывая (2.15), в смысле главного значения
имеем:

lim
ε→0

π−ε
∫

ε

b cosα+ lim
ε→0

2π−ε
∫

π+ε

b cosα = 0.

Более того, она обладает двумя первыми интегралами (т.е. полным списком), являющимися

трансцендентными функциями и выражающимися через конечную комбинацию элементарных
функций, что и стало возможным после сопоставления ей (вообще говоря, неавтономной) систе-
мы уравнений с алгебраической (полиномиальной) правой частью (2.17).

Приведенные выше системы (2.11), (2.12), (2.16), (2.18) не только попадают в класс систем
(2.1) и обладают переменной диссипацией с нулевым средним, но еще и имеют полный список

трансцендентных первых интегралов, выражающихся через конечную комбинацию элементарных
функций (см. [28, 29, 30, 31, 35]).

Итак, для поиска первых интегралов рассматриваемых систем лучше привести системы вида

(2.1) к системам с полиномиальными правыми частями (2.5), от вида которых зависит возмож-
ность интегрирования в элементарных функциях исходной системы. Поэтому пойдем следующим
путем: будем искать достаточные условия интегрируемости в элементарных функциях систем

уравнений с полиномиальными правыми частями, исследуя при этом системы наиболее общего
вида.

3. Системы на касательном расслоении к двумерной сфере

Рассмотрим следующую динамическую систему:














θ̈ + bθ̇ cos θ + sin θ cos θ − ψ̇2 sin θ

cos θ
= 0,

ψ̈ + bψ̇ cos θ + θ̇ψ̇

[

1 + cos2 θ

sin θ cos θ

]

= 0

(3.1)

на касательном расслоении T∗S
2 двумерной сферы S

2{θ, ψ}. Данная система описывает сфери-

ческий маятник, помещенный в поток набегающей среды (см. также [11, 12, 22, 36]). При этом в
системе присутствует консервативный момент sin θ cos θ, а также момент силы, линейным образом
зависящий от скорости с переменным коэффициентом:

b

(

θ̇

ψ̇

)

cos θ.

Оставшиеся коэффициенты в уравнениях являются коэффициентами связности, а именно:

Γθψψ = −
sin θ

cos θ
, Γψθψ =

1 + cos2 θ

sin θ cos θ
.

Система (3.1) фактически имеет порядок 3, поскольку переменная ψ является циклической, при

этом в систему входит лишь производная ψ̇.

Предложение 3.1. Уравнение

ψ̇ = 0 (3.2)

задает семейство интегральных плоскостей для системы (3.1).

Более того, уравнение (3.2) редуцирует систему (3.1) к уравнению, описывающему цилиндри-

ческий маятник, находящийся в потоке набегающей среды (см. также [35, 36]).
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Рис. 1. Относительно грубый фазовый портрет в трехмерной области

Предложение 3.2. Система (3.1) эквивалентна следующей системе:






































θ̇ = −z2 + b sin θ,

ż2 = sin θ cos θ − z21
cos θ

sin θ
,

ż1 = z1z2
cos θ

sin θ
,

ψ̇ = z1
cos θ

sin θ

(3.3)

на касательном расслоении T∗S
2{z2, z1; θ, ψ} двумерной сферы S

2{θ, ψ}.

Более того, первые три уравнения системы (3.3) образуют замкнутую систему третьего порядка

и совпадают с системой (2.16) (если положить α = θ). Отделение четвертого уравнения системы
(3.3) также произошло по причине цикличности переменной ψ.

О построении фазового портрета системы (3.1), изображенного на рис. 1, см. [36].

Пример 3.1. Исследуем систему вида (2.16), которая сводится к (2.17), а также следующую

систему:


































α̇ = −z2 + b(z21 + z22) sinα+ b sinα cos2 α,

ż2 = sinα cosα+ bz2(z
2
1 + z22) cosα− bz2 sin

2 α cosα− z21
cosα

sinα
,

ż1 = bz1(z
2
1 + z22) cosα− bz1 sin

2 α cosα+ z1z2
cosα

sinα
,

β̇ = z1
cosα

sinα
,

(3.4)

три первых (отделяющихся) уравнения которой соответствуют следующей неавтономной системе

с алгебраической правой частью:


















dz2
dτ

=
τ + bz2(z

2
1 + z22)− bz2τ

2 − z21/τ

−z2 + bτ(z2
1
+ z2

2
) + bτ(1− τ2)

,

dz1
dτ

=
bz1(z

2
1 + z22)− bz1τ

2 + z1z2/τ

−z2 + bτ(z2
1
+ z2

2
) + bτ(1− τ2)

.

(3.5)

Итак, мы по-прежнему рассматриваем пару систем: три первых уравнения системы (3.4) и

соответствующую им алгебраическую неавтономную систему (3.5).
Перейдем к однородным координатам uk, k = 1, 2, по формулам

zk = ukτ. (3.6)

Система (2.17) (см. выше) приводится с помощью этой замены к виду














τ
du2
dτ

+ u2 =
τ − u21τ

−u2τ + bτ
,

τ
du1
dτ

+ u1 =
u1u2τ

−u2τ + bτ
,

(3.7)

который, в свою очередь, соответствует уравнению

du2
du1

=
1− bu2 + u22 − u21

2u1u2 − bu1
. (3.8)

Данное уравнение интегрируется в элементарных функциях, поскольку интегрируется тождество

d

(

1− bu2 + u22
u1

)

+ du1 = 0, (3.9)
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и имеет в координатах (τ, z1, z2) первый интеграл следующего вида (ср. [3, 4, 17, 18, 25, 26]):

z21 + z22 − bz2τ + τ2

z1τ
= const .

Система (3.4) после ее приведения к соответствует системе


















τ
du2
dτ

+ u2 =
τ + bu2τ

3(u21 + u22)− bu2τ
3 − u21τ

−u2τ + bτ3(u2
1
+ u2

2
) + bτ(1− τ2)

,

τ
du1
dτ

+ u1 =
bu1τ

3(u21 + u22)− bu1τ
3 + u1u2τ

−u2τ + bτ3(u2
1
+ u2

2
) + bτ(1− τ2)

,

(3.10)

которая также приводится к (3.8) и может быть аналогично проинтегрирована.

4. Неавтономные однородные системы второго порядка

Зададим вопрос: каковы возможности интегрирования в элементарных функциях следующей

системы более общего вида, включающей в себя рассмотренные выше системы (2.17), (2.19), в
трехмерных фазовых областях:















dz

dx
=
ax+ by + cz + c1z

2/x+ c2zy/x+ c3y
2/x

d1x+ ey + fz
,

dy

dx
=
gx+ hy + iz + i1z

2/x+ i2zy/x+ i3y
2/x

d1x+ ey + fz
,

(4.1)

имеющей особенность типа 1/x?

Другими словами, изучается вопрос существования первых интегралов для класса неавтоном-
ных однородных систем второго порядка. Ранее уже был получен ряд результатов по данному
вопросу (см. также [35]).

Вводя подстановки

y = ux, z = vx, (4.2)

получим, что система (4.1) приводится к следующей системе:














x
dv

dx
+ v =

ax+ bux+ cvx+ c1v
2x+ c2vux+ c3u

2x

d1x+ eux+ fvx
,

x
du

dx
+ u =

gx+ hux+ ivx+ i1v
2x+ i2vux+ i3u

2x

d1x+ eux+ fvx
,

эквивалентной














x
dv

dx
=
ax+ bux+ (c− d1)vx+ (c1 − f)v2x+ (c2 − e)vux+ c3u

2x

d1x+ eux+ fvx
,

x
du

dx
=
gx+ (h− d1)ux+ ivx+ i1v

2x+ (i2 − f)vux+ (i3 − e)u2x

d1x+ eux+ fvx
,

(4.3)

которой поставим в соответствие следующее неавтономное уравнение с алгебраической правой
частью:

dv

du
=
a+ bu+ cv + c1v

2 + c2vu+ c3u
2 − v[d1 + eu+ fv]

g + hu+ iv + i1v2 + i2vu+ i3u2 − u[d1 + eu+ fv]
. (4.4)

Интегрирование последнего уравнения сводится к интегрированию уравнения в полных диффе-
ренциалах:

[g + hu+ iv + i1v
2 + i2vu+ i3u

2 − d1u− eu2 − fuv]dv =

= [a+ bu+ cv + c1v
2 + c2vu+ c3u

2 − d1v − euv − fv2]du, (4.5)
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или

[g + (h− d1)u+ iv + i1v
2 + (i2 − f)uv + (i3 − e)u2]dv =

= [a+ bu+ (c− d1)v + (c1 − f)v2 + (c2 − e)uv + c3u
2]du. (4.6)

Имеем, вообще говоря, 15-параметрическое семейство уравнений вида (4.5) (или (4.6)).

5. Некоторые случаи наличия рационального первого интеграла

В рассматриваемых случаях изучаемая неавтономная система второго порядка обладает пол-

ным набором (двумя) первых интегралов, выражающихся через конечную комбинацию элемен-
тарных функций. Оба первых интеграла являются, вообще говоря, трансцендентными функци-
ями своих переменных с точки зрения комплексного анализа. При этом один из предъявляемых
первых интегралов является рациональной однородной функцией — отношением двух полиномов

одной степени:
Pm(x, y, z)

Qm(x, y, z)
, (5.1)

где Pm(x, y, z), Qm(x, y, z) — однородные полиномы степени m.

5.1. Случай m = 2, I.

5.1.1. Интегрирование уравнения (4.6). Будем интегрировать уравнение (4.6) с интегрирующим
множителем (последним множителем Якоби) следующего вида:

̺(u) =
1

us
, s = 2. (5.2)

Тогда уравнение (4.6) примет вид

[

g

u2
+
h− d1
u

+
iv

u2
+
i1v

2

u2
+

(i2 − f)v

u
+ (i3 − e)

]

dv =

=

[

a

u2
+
b

u
+

(c− d1)v

u2
+

(c1 − f)v2

u2
+

(c2 − e)v

u
+ c3

]

du. (5.3)

Для интегрирования в элементарных функциях последнего тождества достаточно наложить 6
независимых соотношений:

g = 0, i = 0, i1 = 0, e = c2, h = c, i2 = 2c1 − f. (5.4)

Введем 9 параметров β1, . . . , β9 и рассмотрим их в качестве независимых:

β1 = a, β2 = b, β3 = c, β4 = c1, β5 = c2,

β6 = c3, β7 = d1, β8 = f, β9 = i3.
(5.5)

Таким образом, уравнение (4.6) при выполнении групп условий (5.4), (5.5) сводится к виду

dv

du
=
β1 + β2u+ (β3 − β7)v + (β4 − β8)v

2 + β6u
2

(β3 − β7)u+ 2(β4 − β8)vu+ (β9 − β5)u2
, (5.6)

а система (4.3), соответственно, к виду

x
dv

dx
=
β1 + β2u+ (β3 − β7)v + (β4 − β8)v

2 + β6u
2

β7 + β5u+ β8v
, (5.7)

x
du

dx
=

(β3 − β7)u+ 2(β4 − β8)vu+ (β9 − β5)u
2

β7 + β5u+ β8v
, (5.8)

после чего уравнение (5.6) интегрируется через конечную комбинацию элементарных функций.
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Действительно, интегрируя тождество (5.3), получаем следующее соотношение:

d

[

(β3 − β7)v

u

]

+ d

[

(β4 − β8)v
2

u

]

+ d[(β9 − β5)v] + d

[

β1
u

]

− d[β2 ln |u|]− d[β6u] = 0, (5.9)

которое для начала позволяет получить следующее инвариантное соотношение:

(β3 − β7)v

u
+

(β4 − β8)v
2

u
+ (β9 − β5)v +

β1
u

− β2 ln |u| − β6u = C1 = const, (5.10)

а затем в координатах (x, y, z)— первый интеграл системы (4.1) в следующем виде:

(β4 − β8)z
2 − β6y

2 + (β3 − β7)zx+ (β9 − β5)zy + β1x
2

yx
− β2 ln

∣

∣

∣

y

x

∣

∣

∣
= C1 = const . (5.11)

Таким образом, делается вывод об интегрируемости в элементарных функциях следующей, во-

обще говоря, неконсервативной системы третьего порядка, зависящей от 9 параметров:














dz

dx
=
β1x+ β2y + β3z + β4z

2/x+ β5zy/x+ β6y
2/x

β7x+ β5y + β8z
,

dy

dx
=
β3y + (2β4 − β8)zy/x+ β9y

2/x

β7x+ β5y + β8z
.

(5.12)

Следствие 5.1. Система третьего порядка


















α̇ = β7 sinα+ β5z1 + β8z2,

ż2 = β1 sinα cosα+ β2z1 cosα+ β3z2 cosα+ β4z
2
2

cosα

sinα
+ β5z1z2

cosα

sinα
+ β6z

2
1

cosα

sinα
,

ż1 = β3z1 cosα+ (2β4 − β8)z1z2
cosα

sinα
+ β9z

2
1

cosα

sinα
,

(5.13)

зависящая от 9 параметров β1, . . . , β9, рассмотренная на множестве

{α ∈ R
1 : 0 < α < π} × R

2{z1, z2}, (5.14)

обладает, вообще говоря, трансцендентным первым интегралом, выражающимся через элемен-

тарные функции:

(β4 − β8)z
2
2 − β6z

2
1 + (β3 − β7)z2 sinα+ (β9 − β5)z2z1 + β1 sin

2 α

z1 sinα
− β2 ln

∣

∣

∣

z1
sinα

∣

∣

∣
= C1 = const .

(5.15)

В частности,

(i) система (5.13) при β1 = 1, β2 = β3 = β4 = β5 = β9 = 0, β6 = β8 = −1, β7 = b имеет вид

системы (2.16);
(ii) при β1 = 1, β2 = β4 = β5 = β9 = 0, β3 = −H1, β6 = β8 = −(1 + bH1), β7 = b имеет вид

системы (2.18).

5.1.2. Нахождение дополнительного инвариантного соотношения. Для нахождения дополни-
тельного первого интеграла неавтономной системы (5.12) используется найденный первый инте-
грал (5.11), выражающийся через конечную комбинацию элементарных функций.

Преобразуем сначала соотношение (5.10) следующим образом:

(β4 − β8)v
2 + [(β9 − β5)u+ (β3 − β7)] v + f1(u) = 0, (5.16)

где

f1(u) = β1 − β6u
2 − β2u ln |u| −C1u.

При этом формально величину v можно найти из следующих равенств:

v1,2(u) =
1

2(β4 − β8)

{

(β5 − β9)u+ (β7 − β3)±
√

f2(u)
}

, β4 6= β8, (5.17)



ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 67

где

f2(u) = A1 +A2u+A3u
2 +A4u ln |u|,

A1 = (β3 − β7)
2 − 4β1(β4 − β8), A2 = 2(β9 − β5)(β3 − β7) + 4C1(β4 − β8),

A3 = (β9 − β5)
2 + 4β6(β4 − β8), A4 = 4β2(β4 − β8),

или

v0(u) = −
f1(u)

(β9 − β5)u+ (β3 − β7)
, β4 = β8, (β9 − β5)u+ (β3 − β7) 6= 0. (5.18)

Тогда искомая квадратура при β4 6= β8 для поиска дополнительного (вообще говоря, трансцен-

дентного) первого интеграла системы (5.7), (5.8) примет следующий вид (при этом используется
уравнение (5.8)):

∫

dx

x
=

∫

[β7 + β5u+ β8v1,2,0(u)]du

(β3 − β7)u+ (β9 − β5)u2 + 2(β4 − β8)uv1,2,0(u)
= ±

∫

[B1 +B2u+B3

√

f2(u)]du

u
√

f2(u)
,

(5.19)
где

B1 = β7 +
β8(β7 − β3)

2(β4 − β8)
, B2 = β5 +

β8(β5 − β9)

2(β4 − β8)
, B3 = ±

β8
2(β4 − β8)

;

при β4 = β8 искомая квадратура примет вид
∫

dx

x
=

∫

{(β7 + β5u)[(β9 − β5)u+ (β3 − β7)]− β8f1(u)}du

(β3 − β7)u+ (β9 − β5)u2[(β9 − β5)u+ (β3 − β7)]
. (5.20)

Искомая же квадратура для поиска дополнительного (вообще говоря, трансцендентного) первого
интеграла системы (5.7), (5.8) примет следующий вид (при этом используется уравнение (5.7)):

∫

dx

x
=

∫

[β7 + β5u(v) + β8v]dv

β1 + β2u(v) + (β3 − β7)v + (β4 − β8)v2 + β6u2(v)
, (5.21)

при этом функция u(v) должна быть получена в результате разрешения неявного уравнения
(5.10) относительно u (что в общем случае не всегда очевидно).

Достаточные условия выражения интегралов в (5.19) через конечную комбинацию элементар-
ных функций дает следующая лемма.

Лемма 5.1. При A4 = 0, т.е. при β2 = 0 или при β4 = β8, неопределенный интеграл в (5.19)
выражается через конечную комбинацию элементарных функций.

Следующее важное следствие из леммы 5.1 сформулируем в качестве теоремы.

Теорема 5.1. Система (5.12) (а также (5.13)) при выполнении свойства β2 = 0, обладает

полным набором первых интегралов, выражающихся через конечную комбинацию элементарных

функций.

5.1.3. Некоторые условия отсутствия последнего множителя Якоби. В данном разделе ис-

пользуется интегрирующий множитель (последний множитель Якоби) вида (5.2). В частности.
он позволил найти первый интеграл для системы (2.16) (и (2.18)). Возникает вопрос: существуют
ли интегрирующие множители (последние множители Якоби) другого вида, независимого с (5.2),

позволяющие проинтегрировать уравнение (5.6) (в частности, уравнение (3.8))?
Некоторые ответы на поставленный вопрос дают две следующие леммы.

Лемма 5.2. Уравнение (5.6) не имеет интегрирующих множителей (последних множите-

лей Якоби) вида ̺ = ̺(u), кроме случая (5.2).
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Доказательство. Предъявим сначала общее уравнение, которому должен удовлетворять инте-

грирующий множитель ̺(u, v) уравнения (5.6):

[

β1 + β2u+
(

β3 − β7
)

v +
(

β4 − β8
)

v2 + β6u
2
]

̺(u, v)du =

=
[

(

β3 − β7
)

u+ 2
(

β4 − β8
)

vu+
(

β9 − β5
)

u2
]

̺(u, v)dv. (5.22)

Если ̺(u, v) — искомый интегрирующий множитель, то должно быть выполнено следующее ра-
венство:
[

(

β3 − β7
)

+ 2
(

β4 − β8
)

v + 2
(

β9 − β5
)

u
]

̺(u, v)+

+
[

(

β3 − β7
)

u+ 2
(

β4 − β8
)

vu+
(

β9 − β5
)

u2
]∂̺(u, v)

∂u
=

= −
[

(

β3 − β7
)

+ 2
(

β4 − β8
)

v
]

̺(u, v) −
[

β1 + β2u+
(

β3 − β7
)

v+

+
(

β4 − β8
)

v2 + β6u
2
]∂̺(u, v)

∂v
. (5.23)

Если же мы ищем интегрирующий множитель в виде ̺ = ̺(u), то равенство (5.23) перепишется
в виде

[

(

β3 − β7
)

+ 2
(

β4 − β8
)

v +
(

β9 − β5
)

u
]

[

2̺(u) + u
d̺(u)

du

]

= 0; (5.24)

оно должно быть выполнено на всей области определения. Отсюда следует, что должно быть
выполнено уравнение

2̺(u) + u
d̺(u)

du
= 0, (5.25)

общее решение которого имеет вид

̺(u) =
C

u2
, C = const, (5.26)

соответствующий случаю (5.2). Лемма 5.2 доказана.

Лемма 5.3. Уравнение (5.6) не имеет интегрирующих множителей (последних множите-

лей Якоби) вида

̺ = ̺(u, v) =
1

umvn
, m, n ∈ R, (5.27)

кроме случая m = 2, n = 0 (т.е. кроме (5.2)).

Доказательство. леммы 5.3 для простоты проведем для уравнения (3.8).
Если ̺(u, v)— интегрирующий множитель, удовлетворяющий условию (5.27), то должно быть

выполнено следующее равенство:
[

2u1−mv1−n − bu1−mv−n
]

dv =
[

u−mv−n − bu−mv1−n + u−mv2−n − u2−mv−n
]

du. (5.28)

Тогда должно тождественно выполняться следующее равенство:

2(1 −m)u−mv1−n − b(1−m)u−mv−n =

= −
[

(−n)u−mv−n−1 − b(1− n)u−mv−n + (2− n)u−mv1−n + nu2−mv−n−1
]

. (5.29)

Оно выполняется если и только если выполнены следующие соотношения:

2(1 −m) = n− 2, m− 1 = 1− n, n = 0. (5.30)

Эта группа соотношений выполняется лишь при m = 2, n = 0, что и доказывает лемму 5.3.
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5.2. Случай m = 2, II. Будем интегрировать уравнение (4.6) с интегрирующим множителем

(последним множителем Якоби) вида

̺(u) =
1

us
, s = 3. (5.31)

Тогда уравнение (4.6) примет вид

[

g

u3
+
h− d1
u2

+
iv

u3
+
i1v

2

u3
+

(i2 − f)v

u2
+
i3 − e

u

]

dv =

=

[

a

u3
+

b

u2
+

(c− d1)v

u3
+

(c1 − f)v2

u3
+

(c2 − e)v

u2
+
c3
u

]

du. (5.32)

Для интегрирования в элементарных функциях последнего тождества достаточно наложить 6
независимых соотношений:

g = 0, i = 0, i1 = 0, h =
c+ d1

2
, i2 = c1, i3 = c2. (5.33)

Введем 9 параметров β1, . . . , β9 и рассмотрим их в качестве независимых:

β1 = a, β2 = b, β3 = c, β4 = c1, β5 = c2,

β6 = c3, β7 = d1, β8 = e, β9 = f.
(5.34)

Таким образом, уравнение (4.6) при выполнении групп условий (5.33), (5.34) сводится к виду

dv

du
=
β1 + β2u+ (β3 − β7)v + (β4 − β9)v

2 + (β5 − β8)uv + β6u
2

(β3 − β7)u/2 + (β4 − β9)uv + (β5 − β8)u2
, (5.35)

а система (4.3), соответственно, к виду















x
dv

dx
=
β1 + β2u+ (β3 − β7)v + (β4 − β9)v

2 + (β5 − β8)uv + β6u
2

β7 + β8u+ β9v
,

x
du

dx
=

(β3 − β7)u/2 + (β4 − β9)uv + (β5 − β8)u
2

β7 + β8u+ β9v
,

после чего уравнение (5.35) интегрируется через конечную комбинацию элементарных функций.
Действительно, интегрируя тождество (5.32), получаем следующее соотношение:

d

[

(β5 − β8)v

u

]

+ d

[

(β4 − β9)v
2

2u2

]

+ d

[

(β3 − β7)v

2u2

]

+ d

[

β1
2u2

]

+ d

[

β2
u

]

− d[β6 ln |u|] = 0, (5.36)

которое для начала позволяет получить следующее инвариантное соотношение:

(β5 − β8)uv + (β4 − β9)v
2/2 + (β3 − β7)v/2 + β1/2 + β2u

u2
− β6 ln |u| = C1 = const, (5.37)

а затем в координатах (x, y, z)— первый интеграл в следующем виде:

(β5 − β8)yz + (β4 − β9)z
2/2 + (β3 − β7)zx/2 + β1x

2/2 + β2yx

y2
− β6 ln

∣

∣

∣

y

x

∣

∣

∣
= C1 = const . (5.38)

Таким образом, можно сделать вывод об интегрируемости в элементарных функциях следую-
щей, вообще говоря, неконсервативной системы третьего порядка, зависящей от 9 параметров:















dz

dx
=
β1x+ β2y + β3z + β4z

2/x+ β5zy/x+ β6y
2/x

β7x+ β8y + β9z
,

dy

dx
=

(β3 + β7)y/2 + β4zy/x+ β5y
2/x

β7x+ β8y + β9z
.

(5.39)
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Следствие 5.2. Система третьего порядка






















α̇ = β7 sinα+ β8z1 + β9z2,

ż2 = β1 sinα cosα+ β2z1 cosα+ β3z2 cosα+ β4z
2
2

cosα

sinα
+ β5z1z2

cosα

sinα
+ β6z

2
1

cosα

sinα
,

ż1 =

(

β3 + β7
2

)

z1 cosα+ β4z1z2
cosα

sinα
+ β5z

2
1

cosα

sinα
,

(5.40)

зависящая от 9 параметров β1, . . . , β9, рассмотренная на множестве

{α ∈ R
1 : 0 < α < π} × R

2{z1, z2}, (5.41)

обладает, вообще говоря, трансцендентным первым интегралом, выражающимся через элемен-

тарные функции:

(β5 − β8)z1z2 + (β4 − β9)z
2
2/2 + ((β3 − β7)/2)z2 sinα+ (β1/2) sin

2 α+ β2z1 sinα

z2
1

−

− β6 ln
∣

∣

∣

z1
sinα

∣

∣

∣
= C1 = const . (5.42)

Для нахождения дополнительного первого интеграла неавтономной системы (5.39) использует-
ся найденный первый интеграл (5.38), выражающийся через конечную комбинацию элементарных

функций.

5.3. Случай m = 3. Будем интегрировать уравнение (4.6) с интегрирующим множителем (по-

следним множителем Якоби) следующего вида:

̺(u) =
1

us
, s = 4. (5.43)

Тогда уравнение (4.6) примет вид

[

g

u4
+
h− d1
u3

+
iv

u4
+
i1v

2

u4
+

(i2 − f)v

u3
+
i3 − e

u2

]

dv =

=

[

a

u4
+

b

u3
+

(c− d1)v

u4
+

(c1 − f)v2

u4
+

(c2 − e)v

u3
+
c3
u2

]

du. (5.44)

Для интегрирования в элементарных функциях последнего тождества достаточно наложить 6

независимых соотношений:

g = 0, i = 0, i1 = 0, h =
c+ 2d1

3
, i2 =

2c1 + f

3
, i3 =

c2 + e

2
. (5.45)

Введем 9 параметров β1, . . . , β9 и рассмотрим их в качестве независимых:

β1 = a, β2 = b, β3 = c, β4 = c1, β5 = c2,

β6 = c3, β7 = d1, β8 = e, β9 = f.
(5.46)

Таким образом, уравнение (4.6) при выполнении групп условий (5.45), (5.46) сводится к виду

dv

du
=
β1 + β2u+ β6u

2 + (β3 − β7)v + (β4 − β9)v
2 + (β5 − β8)uv

(β3 − β7)u/3 + 2(β4 − β9)uv/3 + (β5 − β8)u2/2
, (5.47)

а система (4.3), соответственно, к виду














x
dv

dx
=
β1 + β2u+ β6u

2 + (β3 − β7)v + (β4 − β9)v
2 + (β5 − β8)uv

β7 + β8u+ β9v
,

x
du

dx
=

(β3 − β7)u/3 + 2(β4 − β9)uv/3 + (β5 − β8)u
2/2

β7 + β8u+ β9v
,

после чего уравнение (5.47) интегрируется через конечную комбинацию элементарных функций.
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Действительно, интегрируя тождество (5.44), получаем следующее соотношение:

d

[

(β3 − β7)v

3u3

]

+ d

[

(β4 − β9)v
2

3u3

]

+ d

[

(β5 − β8)v

2u2

]

+ d

[

β1
3u3

]

+ d

[

β2
2u2

]

+ d

[

β6
u

]

= 0, (5.48)

которое позволяет получить следующее инвариантное соотношение:

((β3 − β7)/3)v + ((β4 − β9)/3)v
2 + ((β5 − β8)/2)uv + β1/3 + β2u/2 + β6u

2

u3
= C1 = const, (5.49)

а затем в координатах (x, y, z)— первый интеграл в следующем виде:

((β3 − β7)/3)zx
2 + ((β4 − β9)/3)z

2x+ ((β5 − β8)/2)yzx + β1x
3/3 + β2yx

2/2 + β6y
2x

y3
= C1 = const .

(5.50)
Таким образом, можно сделать вывод об интегрируемости в элементарных функциях следую-

щей, вообще говоря, неконсервативной системы третьего порядка, зависящей от 9 параметров:














dz

dx
=
β1x+ β2y + β3z + β4z

2/x+ β5zy/x+ β6y
2/x

β7x+ β8y + β9z
,

dy

dx
=

(β3 + 2β7)y/3 + ((2β4 + β9)/3)zy/x + ((β5 + β8)/2)y
2/x

β7x+ β8y + β9z
.

(5.51)

Следствие 5.3. Система третьего порядка



















α̇ = β7 sinα+ β8z1 + β9z2,

ż2 = β1 sinα cosα+ β2z1 cosα+ β3z2 cosα+ β4z
2
2

cosα

sinα
+ β5z1z2

cosα

sinα
+ β6z

2
1

cosα

sinα
,

ż1 =
β3 + 2β7

3
z1 cosα+

2β4 + β9
3

z1z2
cosα

sinα
+
β5 + β8

2
z21

cosα

sinα
,

(5.52)

зависящая от 9 параметров β1, . . . , β9, рассмотренная на множестве

{α ∈ R
1 : 0 < α < π} × R

2{z1, z2}, (5.53)

обладает (вообще говоря, трансцендентным) первым интегралом, выражающимся через эле-

ментарные функции:

P3(z2, z1, sinα)

z3
1

= C1 = const, (5.54)

где

P3(z2, z1, sinα) =
β3 − β7

3
z2 sin

2 α+
β4 − β9

3
z22 sinα

+
β5 − β8

2
z1z2 sinα+

β1
3

sin3 α+
β2
2
z1 sin

2 α+ β6z
2
1 sinα

— однородный полином степени 3 по совокупности переменных (z2, z1, sinα).

Для нахождения дополнительного первого интеграла неавтономной системы (5.51) использует-
ся найденный первый интеграл (5.50), выражающийся через конечную комбинацию элементарных
функций.

6. Некоторые случаи наличия трансцендентного первого интеграла

Будем интегрировать уравнение (4.6) с интегрирующим множителем (последним множителем

Якоби) следующего вида:

̺(u) =
1

us
, s > 1, s 6= 2, s 6= 3. (6.1)
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Тогда уравнение (4.6) примет вид

[

g

us
+
h− d1
us−1

+
iv

us
+
i1v

2

us
+

(i2 − f)v

us−1
+
i3 − e

us−2

]

dv =

=

[

a

us
+

b

us−1
+

(c− d1)v

us
+

(c1 − f)v2

us
+

(c2 − e)v

us−1
+

c3
us−2

]

du. (6.2)

Для интегрирования в элементарных функциях последнего тождества достаточно наложить 6

независимых соотношений:

g = 0, i = 0, i1 = 0, h =
c+ (s− 2)d1

s− 1
, i2 =

2c1 + (s− 3)f

s− 1
, i3 =

c2 + (s− 3)e

s− 2
. (6.3)

Введем 9 параметров β1, . . . , β9 и рассмотрим их в качестве независимых:

β1 = a, β2 = b, β3 = c, β4 = c1, β5 = c2, β6 = c3, β7 = d1, β8 = e, β9 = f. (6.4)

Таким образом, уравнение (4.6) при выполнении групп условий (6.3), (6.4) сводится к виду

dv

du
=

β1 + β2u+ β6u
2 + (β3 − β7)v + (β4 − β9)v

2 + (β5 − β8)uv

(β3 − β7)u/(s − 1) + 2(β4 − β9)uv/(s − 1) + (β5 − β8)u2/(s − 2)
, (6.5)

а система (4.3), соответственно, к виду















x
dv

dx
=
β1 + β2u+ β6u

2 + (β3 − β7)v + (β4 − β9)v
2 + (β5 − β8)uv

β7 + β8u+ β9v
,

x
du

dx
=

(β3 − β7)u/(s − 1) + 2(β4 − β9)uv/(s − 1) + (β5 − β8)u
2/(s − 2)

β7 + β8u+ β9v
,

(6.6)

после чего уравнение (6.5) интегрируется через конечную комбинацию элементарных функций.
Действительно, интегрируя тождество (6.2), получаем следующее соотношение:

d

[

(β3 − β7)v

(s− 1)us−1

]

+ d

[

(β4 − β9)v
2

(s− 1)us−1

]

+ d

[

(β5 − β8)v

(s− 2)us−2

]

+

+ d

[

β1
(s− 1)us−1

]

+ d

[

β2
(s− 2)us−2

]

+ d

[

β6
(s− 3)us−3

]

= 0, (6.7)

которое позволяет получить следующее инвариантное соотношение:

1

us−1

(

β3 − β7
s− 1

v +
β4 − β9
s− 1

v2 +
β5 − β8
s− 2

uv +
β1
s− 1

+
β2
s− 2

u+
β6
s− 3

u2
)

= C1 = const, (6.8)

а затем в координатах (x, y, z)— первый интеграл в следующем виде:

1

ys−1

(

β3 − β7
s− 1

zxs−2 +
β4 − β9
s− 1

z2xs−3 +
β5 − β8
s− 2

yzxs−3+

+
β1
s− 1

xs−1 +
β2
s− 2

yxs−2 +
β6
s− 3

y2xs−3

)

= C1 = const . (6.9)

Таким образом, можно сделать вывод об интегрируемости в элементарных функциях следую-
щей (вообще говоря, неконсервативной) системы третьего порядка, зависящей от 9 параметров:























dz

dx
=
β1x+ β2y + β3z + β4z

2/x+ β5zy/x+ β6y
2/x

β7x+ β8y + β9z
,

dy

dx
=

β3 + (s− 2)β7
s− 1

y +
2β4 + (s− 3)β9

s− 1

zy

x
+
β5 + (s− 3)β8

s− 2

y2

x
β7x+ β8y + β9z

.

(6.10)
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Следствие 6.1. Система третьего порядка






















α̇ = β7 sinα+ β8z1 + β9z2,

ż2 = β1 sinα cosα+ β2z1 cosα+ β3z2 cosα+ β4z
2
2

cosα

sinα
+ β5z1z2

cosα

sinα
+ β6z

2
1

cosα

sinα
,

ż1 =
β3 + (s− 2)β7

s− 1
z1 cosα+

2β4 + (s− 3)β9
s− 1

z1z2
cosα

sinα
+
β5 + (s− 3)β8

s− 2
z21

cosα

sinα
,

(6.11)

зависящая от 9 параметров β1, . . . , β9, рассмотренная на множестве

{α ∈ R
1 : 0 < α < π} × R

2{z1, z2}, (6.12)

обладает (вообще говоря, трансцендентным) первым интегралом, выражающимся через эле-

ментарные функции:
Ps−1(z2, z1, sinα)

zs−1
1

= C1 = const, (6.13)

где

Ps−1(z2, z1, sinα) =
β3 − β7
s− 1

z2 sin
s−2 α+

β4 − β9
s− 1

z22 sin
s−3 α+

β5 − β8
s− 2

z1z2 sin
s−3 α

+
β1
s− 1

sins−1 α+
β2
s− 2

z1 sin
s−2 α+

β6
s− 3

z21 sin
s−3 α

— однородная функция степени s− 1 по совокупности переменных (z2, z1, sinα).

Для нахождения дополнительного первого интеграла неавтономной системы (6.10) использует-

ся найденный первый интеграл (6.9), выражающийся через конечную комбинацию элементарных
функций.

7. Заключение

Рассматриваемые в данной работе динамические системы относятся к системам с переменной
диссипацией с нулевым средним по имеющейся периодической координате. Более того, такие си-
стемы часто обладают полным списком первых интегралов, выражающихся через элементарные

функции.
Было приведено несколько случаев полной интегрируемости в динамике пространственного

(3D−) движения тела в неконсервативном поле.
Метод приведения исходных систем уравнений с правыми частями, содержащими полиномы

от тригонометрических функций, к системам с полиномиальными правыми частями позволяет
искать (или же доказывать их отсутствие) первые интегралы для систем более общего вида, а не
только тех, которые обладают указанными симметриями (см. также [35]).
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