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О ПОПОЛНЕНИИ НОРМИРОВАННЫХ ПРОСТРАНСТВ 
Пусть £—нормированное пространство с нормой р, не­

прерывно вложенное в отделимое секвенциально полное то­
пологическое векторное пространство X. В заметке уста­
навливается ряд утверждений, связанных с вопросом о воз­
можности вложения пополнения нормированного простран­
ства Е в пространство X, возникших в результате анализа 
доказательства теоремы о пополнении метрического прос­
транства. 

оо 

Пусть хп^Е и %р(хп) < оо. Тогда в силу непрерывно-
оо 

сти вложения Е в А'ряд ^хп сходится в X. Норма р назы-
оо 

вается регулярной, если из %р(хп) <оо(хп£Е) вытекает, 
оо 

что сумма сходящегося в X ряда S ^ 6 ^ и ч т 0 

я«1 

/>(Е *«)<!>(*,)• (1) 
\я«1 J /1=1 

Т е о р е м а 1. Для полноты нормированного простран" 
стеа Е необходимо и достаточно, чтобы р была регуляр' 
ной нормой. 

Это утверждение в эквивалентной форме было установ­
лено в [1]. 

Норма р называется полу регулярной, если для каждой 
фундаментальной в Е последовательности (хп) такой, что 
хп—*0 в X, следует р(хп)—>0. 

Т е о р е м а 2. Для того, чтобы норма р была регуляр­
ной, необходимо и достаточно, чтобы она была полурегу-
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лярной ииз^Р (хп) < °° (хп 6 Е) следовало, что , сумма 
п=\ 

сходящегося в X ряда ^ixn(:E. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть норма р регулярна и, следо­
вательно, пространство Е полно. Рассмотрим любую фунда­
ментальную-в £ последовательность (хп) такую, что'хп—*0ъ'Х. 
В силу полноты Е найдется такой элемент х£Е, что хп-+х 
в Е. Поскольку Е непрерывно вложено в X, то также хп—>х 
в X. Так как x t t -^0 в X и X отделимо, то х = 0 и хп—*0 
в Е. Поэтому р(хп)—>0. Таким образом, норма р полурегу­
лярна. Выполнимость второго условия теоремы очевидна. 

о о - • • 

Пусть выполнены условия теоремы ъ^р(хп)<оо(хп£;Е). 
/ г = 1 

со оо 

Тогда ряд ^хп сходится в X и его остаток rn=^xk-
/2=1 &=Я+1 

со 

В силу второго условия теоремы элементы ^хп и 
/ г = 1 

(п > 1). Так как при п < m 
m m oo 

- Р (Гп - Гт)=Р ( £ Xk) < ^ Р ̂  И 2 ^ (Xfi) < °°' 

•О В X. 

rndE 

&=/z+l k=n + l /г=1 

О то последовательность (гп) фундаментальна в Е. Но гп 
в X Поэтому р-(гп)—>0 в силу первого условия теоремы 
При т > 1 

'P(S^«)<S/'(^)+^(rIII). 
л = 1 &=i 

Переходя в этом неравенстве к пределу по т—>оо, получаем 
(1). Таким образом, норма р регулярна. _ 

Определим множество EczX, считая х (^£тогдаи только 
тогда, когда существует такая фундаментальная в Е после­
довательность (хп),-что хп—>х в X. Ясно, что EczE и что 
Е является векторным подпространством пространства X. 

Пусть норма р полурегулярна. Определим отображение 
р:Ё—>(0, оо), полагая р(х) = \imp(xn), если последователь-

'• v ' ' " , 11->оо 

' ность (хп) фундаментальна в Е и хп —> х в X. Так как \р (хп) —• 
~-P(yti)\<P(xn~~yiX т 0 в СИЛУ непрерывности вложения Е 

в X, отделимости X и полурегулярности р определение 
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отображения р корректно. Ясно, что отображение р является 
нормой на Е. В дальнейшем Ё рассматривается как норми­
рованное пространство с нормой р. Нетрудно видеть, что Ё 
непрерывно вложено в X, р = р па Е и Е всюду плотно в Е. 

Т е о р е м а 3. Для того, чтобы пополнениеЕ* простран­
ства Е было непрерывно вложило в X, необходимо а до­
статочно, чтобы р была полу регулярной нормой. Если нор­
ма р полу регулярна, то пространство Е является попол­
нением пространства Е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Е*аХ, где вложение непре­
рывно. Рассмотрим любую фундаментальную в Е последова­
тельность (хп) такую, что хп—*0 в X. Так как Е* есть по­
полнение Е, то найдется такой элемент х£Е*, что хп—>х 
в ZT*. В силу непрерывности вложения Е* в X последова­
тельность элементов хп—>х в X. Используя отделимость X, 
заключаем, что х = 0. Итак, х ^ О в Е*. Поэтому limp(хп) = 0. 

П-*оо 

Таким образом, норма р полурегулярна. 
Пусть норма р полурегулярна. Доказательство теоремы 

" будет__завершено, если будет установлена полнота простран­
ства Е. Рассмотрим любую фундаментальную в Е последо­
вательность (хп). В силу непрерывности вложения Е в X 
и секвенциальной полноты X существует такой элемент х £ X, 
что хп—>х в X. Фиксируем последовательность элементов уп £ Е 
такую, что р(хп—ул)< — . Последовательность (уп) фундамен-

п 
тальна в пространстве Е. Поэтому найдется такой элемент 
у£Е, что уп —* у в X. Так как хп—*х в X, уп —> у в X и хп—уп—>0 
в £ , а следовательно, и в А', то в силу отделимости X элемент 
х = у. Из определения нбрмы р непосредственно следует, 
что~р(уп — y) = limp(yn— ym). Принимая теперь во внимание 

17I-+QO 

неравенство 
J{xn - л:) <J(xn - уп) + р\уп - у), 

заключаем, что хп->х вЕ. Таким образом, пространство Ёполно. 
Пример . Обозначим через / пространство числовых 

последовательностей, для которых конечна норма 

р(х) = sup ——V Hm | хп |. 
Пространство / непрерывно вложено в пространство 5 всех 
числовых последовательностей, наделенное метризуемой то­
пологией покоординатной сходимости. Пространство 5 отде­
лимо и секвенциально полно. Положим 
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. х , = (0, 0,—, 0 , 1 , 1, 1, ...)• 

Тогда хп — 0 в s, хп £ I, \irnp (хп - хт) = 0 и р (хй) = 1 •+•-• 
я, т->оо Я 

Следовательно, норма р не является иолурегулярной,. про­
странство / неполно и его пополнение не может быть не­
прерывно вложено в 5. 

Норма р называется С-максимальной (максимальной), 
если существует такая постоянная С > 1 ( С = 1 ) , что из ог­
раниченности последовательности (хп) в Е и хп—>х в X 
следует, что х^Е и 

p(x)<C\imp(xn). (2) 

Норма р называется слабо С-максимальной (слабо мак­
симальной), если существует такая постоянная С > 1 ( С = 1 ) , 
что из ограниченности последовательности {хп) в £, х^Е и 
хп—*х в X следует выполнимость неравенства (2). 

Т е о р е м а 4. Любая С-максимальная нюрма регулярна. 
Любая слабо С-максимальная норма полу регулярна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы не представляет затрудне­
ний. 

Определим множество ЕаХ, считая х £ Ё тогда и только 
тогда, когда существует такая ограниченная в Е последова­
тельность (x,z), что хп—>-х в X. Например, если простран­
ство cczs наделено обычной нормой, то с = 1°°. Ясно, что 
EczE и что Е является векторным подпространством про­
странства^. Определим отображение р\Е—> [0, оо), полагая 
р (х) = inf {\imp(xn) :(хп) ограничена в Е и хп—>х в X}. Яс-

/г->оо 

но, что р < р на Е. Нетрудно видеть, что р — полунорма на Е. 
Далее будем предполагать, что пространство X удовлет­

воряет первой аксиоме счетности. Тогда, как легко убедить­
ся, из р(х) = 0 следует х = 0. Таким образом, р —норма 
на Е. В дальнейшем Е рассматривается как нормированное 
пространство с нормой /?. 

Т е о р е м а 5. Норма /? максимальна и, следовательно, 
пространство Е полно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть последовательность (хп) ог­
раничена в Е и хп—>х в X. Используя первую аксиому 
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счетности, нетрудно установить, что существует такое рав­
номерно ограниченное в Е семейство последовательностей 
tt-if^1)' ч т о х%~+хп в х и p(xn)^\imp(x™). Без or-

/и -* о© 

раничения общности можно считать, что хп
п—*х в А" и \р(хп)~ 

— р(х%)\ < - .Но тогда х^Ё и из неравенства р(х%)< - + 
п п 

+ р(хп) следует р(х)< limp(xn). 
Л-*оо 

Т е о р е м а 6. Для того чтобы нормы pup были экви­
валентны на Е, необходимо и достаточно, чтобы р была 
слабо С-максимальной нормой. Если р слабо максимальна, 
то р = р на Е. Для того чтобы Е = Ё и нормы pup были 
эквивалентны, необходимо и достаточно, чтобы р была 
С-максимальной нормой. Если норма р максимальна, то 
р^р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о не вызывает затруднений. 
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