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§1. Введение

В работе [11] при описании динамики жидкости произвольной глубины со
свободной поверхностью была выведена первая гидродинамическая цепочка —
цепочка моментов Бенни

∂tAk = ∂xAk+1 + kAk−1∂xA0, k = 0, 1, 2, . . . .

Эта система уравнений допускает бесконечные наборы законов сохранения и
коммутирующих потоков [11, 25, 1] и имеет локальную гамильтоновую структу-
ру [4]. Немного позже было показано, что цепочка моментов Бенни эквивалентна
бездисперсионному пределу (2+1)-мерного уравнения Кадомцева–Петвиашвили.
Также [16] была найдена и другая гидродинамическая цепочка

∂tAk = ∂xAk+1 + kAk∂xA0, k = 0, 1, 2, . . . ,

являющаяся континуальным пределом двумеризованной цепочки Тоды (в клас-
сической дифференциальной геометрии ранее известной как цепочка Дарбу–
Лапласа). Гидродинамические цепочки в большинстве известных случаев яв-
ляются бездисперсионными пределами солитонных уравнений. Соответствую-
щие вспомогательные линейные задачи при этом вырождаются. Интегрируемость
означает, что уравнения допускают явные решения с помощью преобразования
годографа [8, 9].
Квазиклассический переход впервые был эффективно применен для изучения

одной из редукций цепочки моментов Бенни — бездисперсионного предела век-
торного нелинейного уравнения Шрёдингера [1]. Как было показано в [2], бездис-
персионный предел соответствует усреднению методом Боголюбова–Уизема мно-
гофазных решений интегрируемых уравнений на рациональных кривых. Интегри-
руемость наследуется при усреднении многофазных решений как (1+1)-систем,
так и (2+1)-систем уравнений (см. [2, 3]). Похожее явление известно в теории
интегрируемых дисперсионных (1+1)-уравнений; например, результат усредне-
ния уравнения КдФ или нелинейного уравнения Шрёдингера сводится преоб-
разованием по решению к бездисперсионному пределу уравнений «сцепленных»
КдФ.

∗Работа была частично поддержана грантом поддержки ведущих научных школ
2185.2003.1(ВМБ) и грантами РФФИ 02-01-0659(ВМБ) и 03-01-00100(МВП).
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Хотя теория интегрирования (2+1)-систем гидродинамического типа пока не
создана, критерий интегрируемости (2+1)-систем гидродинамического типа из-
вестен: наличие M -компонентных (1+1)-гидродинамических редукций, парамет-
ризуемых M функциями одной переменной, где M — произвольное натураль-
ное число (см. [21, 23]). Впервые примеры (1+1)-гидродинамических редукций
были найдены и проинтегрированы в [2] и в [26] для бездисперсионного преде-
ла уравнения КП. Уравнения, описывающие все гидродинамические редукции,
были найдены в [27, 28] для уравнения Хохлова–Заболоцкой, а недавно и для
уравнения Боера–Финли в [22]. В общем случае проблема интегрирования этих
уравнений, а также соответствующих гидродинамических редукций для уравне-
ния Хохлова–Заболоцкой остается открытой.
На данный момент уже известно много примеров интегрируемых (2+1)-урав-

нений, таких, как, например, уравнения Веселова–Новикова и Дэви–Стюардсона;
тем не менее, соответствующие им гидродинамические цепочки до недавнего вре-
мени не изучались, несмотря на то, что бездисперсионные аналоги этих (2+1)-
уравнений были исследованы (см., например, [3]). Дело в том, что требуется
одновременное восстановление всех коммутирующих потоков, или, что то же
самое, аналогов бездисперсионных уравнений типа Хироты, см. [18]. Наиболее
эффективно эта задача решается, если данное (2+1)-уравнение получается как
бездисперсионный предел какой-либо (2+1)-интегрируемой задачи. Например,
благодаря изучению бездисперсионных пределов псевдодифференциальных опе-
раторов типа Сато недавно была найдена бесконечная серия интегрируемых гид-
родинамических цепочек (см. [12–14]). Эти цепочки, как и примеры выше, поли-
номиальны по моментам. Для этого класса цепочек проблема эквивалентности
с точностью до преобразований, аналогичных преобразованиям Миуры в теории
дисперсионных интегрируемых уравнений, остается открытой.
Данная работа посвящена егоровским гидродинамическим цепочкам. Термин

«егоровские» предложен по аналогии с системами гидродинамического типа —
гидродинамические цепочки являются естественным обобщением систем гидро-
динамического типа на бесконечнокомпонентный случай (см. [7]).
Как показано в [5, 6], описание егоровских гидродинамических цепочек

∂tkHn = ∂t0Φkn(H0, H1, . . . , Hn+k), k, n = 0, 1, . . . ,
Φkn = Φnk, Φk0 = Hk,

(1)

эквивалентно описанию решений переопределенной системы

Φ11,1Φ12,0 + Φ11,2Φ22,0 = Φ12,1Φ11,0 + Φ12,2Φ12,0 + Φ12,3Φ13,0,

Φ11,2Φ22,1 = Φ12,0 + Φ12,2Φ12,1 + Φ12,3Φ13,1,

Φ11,0 + Φ11,1Φ12,2 + Φ11,2Φ22,2 = Φ12,1Φ11,2 + Φ2
12,2 + Φ12,3Φ13,2,

Φ11,1Φ12,3 + Φ11,2Φ22,3 = Φ12,2Φ12,3 + Φ12,3Φ13,3,

Φ11,2Φ22,4 = Φ12,3Φ13,4,

(2)

где мы использовали обозначение Φnk,m = ∂Hm
Φnk .

Следует указать, что система уравнений (2) тесно связана с вариантом урав-
нений ассоциативности, предложенным в [15].
Непосредственно из системы (2) следует, что функция Φ11 полностью опреде-

ляет все остальные функции Φik . Из свойств егоровских систем гидродинамиче-
ского типа [7] вытекает, что функции Φ12 , Φ13 и Φ22 связаны с Φ11 формулами,
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напоминающим бездисперсионные уравнения Хироты [18]. Поэтому, говоря о ре-
шении системы (2), мы имеем в виду нахождение функции Φ11 .
Первые результаты по интегрированию системы (2) были получены в [5]. На

первом шаге интегрирования получается уравнение

∂H2Φ11 =
1

αH0 + βH1 + γ + εH2
, (3)

где α, β , γ , ε — произвольные константы. В [5, 6] получены следующие частные
решения возрастающей сложности:
1. (α, β, γ, ε) = (0, 0, 1, 0). Тогда

Φ11 = H2 +
1
4

(AH1 + BH0)2 + CH1 + EH0 + G exp{−AH0},
где A, B , C , E , G — произвольные постоянные.
2. (α, β, γ, ε) = (1, 0, 0, 0). Получаем частное решение, связанное с предыду-

щим заменой переменных (H0, H1, H2) → (−H−1
0 , H1H

−1
0 , (H2 + H2

1 )H−1
0 ).

3. (α, β, γ, ε) = (0, 1, 0, 0). Тогда

Φ11 = (H2 + BH0 + C)H−1
1 +

1
6
η(H0)H2

1 ,

где B и C — произвольные постоянные, а η(t) — решение уравнения Шази

η′′′ + 2ηη′′ − 3η′2 = 0. (4)

4. (α, β, γ, ε) = (0, 0, 0, 1). Пусть ad− bc = 1. Тогда

Φ11 = logH2 − log θ1

(
1
π

H1

cH0 + d
,

1
πı

aH0 + b

cH0 + d

)
− 1

4

∫
η(H0) dH0 +

1
2

log(cH0 + d) +
cH2

1

cH0 + d
,

где θ1(x, τ) — стандартная нечетная эллиптическая θ-функция, а η(t), как и
выше, — решение уравнения Шази.
Симметричная запись Φkn = Φnk гидродинамической цепочки (1) позволяет

интерпретировать решения системы (2) как (2+1)-системы гидродинамического
типа. А именно, после перехода от (Φ11, H0, H1, H2) к (Ωtt,Ωxx,Ωxt,Ωxy) в про-
стейшем из приведенных случаев получается (2+1)-система гидродинамического
типа

Ωtt = Ωxy +
1
4

(AΩxt + BΩxx)2 + CΩxt + EΩxx + G exp{−AΩxx},
которая является обобщением одновременно бездисперсионного уравнения КП
(уравнения Хохлова–Заболоцкой)

Ωtt = Ωxy + Ω2
xx

и уравнения Боера–Финли [16, 17]

Ωtt = Ωxy + Ω2
xt,

связанного с длинноволновым пределом иерархии двумеризованной цепочки То-
ды.
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Два других частных решения дают такие (2+1)-системы:

Ωtt =
Ωxy + BΩxx + C

Ωxt
+

1
6
η(Ωxx)Ω2

xt,

Ωtt = log Ωxy − log θ1

(
1
π

Ωxt

cΩxx + d
,

1
πı

aΩxx + b

cΩxx + d

)
− 1

4

∫
η(Ωxx) dΩxx +

1
2

log(cΩxx + d) +
cΩ2

xt

cΩxx + d
.

Системы, включающие зависимость через эллиптическую θ-функцию, уже воз-
никали. Так, в [29] показано, что усредненные методом Боголюбова–Уизема урав-
нения двумеризованной цепочки Тоды на эллиптических кривых имеют вид

Ωtt = F (Ωxx,Ωxt,Ωxy)

и функция F включает эллиптическую θ-функцию. Другой пример такого ро-
да систем был найден в недавней работе [21] при описании двухкомпонентных
(2+1)-систем гидродинамического типа.
Сформулируем основные результаты этой работы.
При выбранных в уравнении (3) параметрах (α, β, γ, ε = −3ξ2) общее решение

системы (2) задается формулой

Φ11(H0, H1, H2) =
1

3ξ2
log

[
C0

(cH0 + d)σ
(

ξH1+z0
cH0+d

)
, g2

(
aH0+b
cH0+d

)
, g3

(
aH0+b
cH0+d

))
αH0 + βH1 + γ − 3ξ2H2

]
+

1
6ξ2

(
(ξH1 + z0)2

(cH0 + d)2
η

(
aH0 + b

cH0 + d

)
+

6c(ξH1 + z0)2

cH0 + d

)
с параметрами (C0, z0) ∈ {C

2 | C0 �= 0} и
(a, b, c, d) ∈ {C

4 | ad− bc = 1} ∪ {C
4 | (ad− bc) = 0, |c| + |d| > 0, Im[ac̄ + bd̄] �= 0},

где σ( · , · , · ) — эллиптическая функция Вейерштрасса, инварианты которой за-
даны формулами

g2(t) = 12(η2(t) + 6η′(t)), g3(t) = −8(η3(t) + 9η(t)η′(t) + 9η′′(t)),

а функция η( · ) — некоторое невырожденное решение уравнения Шази. Если
решение уравнения Шази выбрано в виде

η(t) =

{
−∂t log θ′1(0, t) при Im t > 0,
−∂t log θ′1(0,−t) при Im t < 0

и ad − bc = 1, то функция Φ11(H0, H1, H2) как функция переменной H0 имеет
существенную особенность вдоль окружности Im[(aH0 + b)(c̄H̄0 + d̄)] = 0.
Классическое действие группы SL(2,C) на пространстве решений уравнения

Шази индуцирует действие этой группы на пространстве решений системы (2).
Индуцированное действие согласовано с действием на пространстве параметров
общего решения полугруппы SL(2,C) × C с умножением (T2, t2) ∗ (T1, t1) =
(T2T1, t2). Это позволило выделить (в терминах их параметров) базисные част-
ные решения, порождающие под действием полугруппы SL(2,C)×C все решения
с |ξ| > 0.
Вопрос о регулярности общего решения в окрестности точки ξ = 0 и метод по-

лучения частных решений, отвечающих выбору параметров (α, β, γ, 0), из общего
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решения предельным переходом ξ → 0 мы обсуждаем в последнем параграфе ра-
боты.
Как будет видно ниже, построение решения системы (2) существенно опира-

ется на модулярные свойства эллиптических функций. Обобщения на N -ком-
понентный и на многомерный случаи, возможно, приведут к новым интегрируе-
мым системам, для решения которых потребуются модулярные свойства абелевых
функций нескольких переменных.

§2. Редукция основной системы уравнений

Система уравнений (2) переопределена. Функции, входящие в эту систему
уравнений, зависят от разного числа полевых переменных: Φ11 = Φ11(H0,H1,H2),
Φ12 = Φ12(H0, . . . , H3), Φ13 = Φ13(H0, . . . , H4) и Φ22 = Φ22(H0, . . . , H4), см. (1).
Последовательно исключая функции Φ22 , Φ13 и Φ12 , получаем систему из 10
уравнений на функцию Φ11 , которая включает подсистему

Φ11,2Φ11,i,j,2 − 2Φ11,i,2Φ11,j,2, i, j = 0, 1, 2, i � j.

Эта подсистема эквивалентна одному уравнению

Φ11,2 = )−1, где ) = αH0 + βH1 + γ + εH2. (5)

Введем обозначение uij... = Φ11,i,j,.... Тогда оставшиеся четыре уравнения дают
систему

u111 + 2βu11)
−1 − 2β(2α + βu1))−2 = 2ε(2u01 + u1u11),

u011 + 2αu11)
−1 − 2(α2 + β2u0))−2 = 2ε(u00 + u0u11),

u001 + 2(2αu01 − βu00))−1 + 2α(αu1 − 2βu0))−2 = −2ε(u00u1 − 2u0u01), (6)

u000 + 2(u00u11 − u2
01) + 2{α(u00 − 2u01u1 + 2u0u11) − 2β(u0u01 − u00u1)})−1

− 2{α2u0 + (βu0 − αu1)2})−2 = 2ε(u0u00 − 2u0u01u1 + u00u
2
1 + u2

0u11).

Положим ε = 0 в (5) и (6). Тогда

Φ11(H0, H1, H2) = H2/)
(0) + F (0)(H0, H1), где )(0) = αH0 + βH1 + γ,

а F (0)(H0, H1) удовлетворяет системе уравнений (6) с нулевыми правыми частя-
ми и заменой ) на )(0) . Эта система не нуждается в дальнейших упрощениях.
Она интегрируется последовательно рассмотрением частных случаев. Три из них
даны во введении.
Для ε �= 0 решение уравнения (5) можно записать в виде

Φ11(H0, H1, H2) =
1
ε

log[αH0 + βH1 + γ + εH2] + F (H0, H1), (7)

где функция F (H0, H1) удовлетворяет системе уравнений

F111 = 2ε(2F01 + F1F11),

F011 = 2ε(F00 + F0F11),

F001 = −2ε(F00F1 − 2F0F01),

F000 + 2(F00F11 − F 2
01) = 2ε(F0F00 − 2F0F01F1 + F00F

2
1 + F 2

0 F11).

(8)

Приступим к редукции этой системы.
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Первое уравнение системы (8) имеет общее решение вида

F = − 1
4ε

∫
η(H0) dH0 − 1

ε
logw(H0, H1), (9)

где η(H0) — произвольная функция, а w(H0 , H1) — решение уравнения тепло-
проводности

4εw0 = w11. (10)

Положим

ρ = F1, υ = F11. (11)

Первое уравнение системы (8) может быть переписано в виде

ρ0 =
1
4ε

υ1 − 1
2
ρυ. (12)

Подставляя выражение (9) во второе уравнение системы (8) и принимая во вни-
мание выражение (12) и его дифференциальное следствие

υ0 =
1
4ε

υ11 − 1
2
ρυ1 − 1

2
υ2, (13)

получаем
1
ε
υ2

1 = 4υ3 − 4ηυ2 − 8η′υ + δ(H0), (14)

где δ(H0) — некоторая функция. Третье уравнение системы (8) выполняется
автоматически. Подставив приведенные выше выражения в четвертое уравнение
системы (8), получим, что

δ(H0) = −8
3
η′′. (15)

Мы пришли к системе дифференциальных уравнений

4εw0 = w11, (16a)

υ0 = υ2 − ηυ − η′ − 1
2
ρυ1, (16b)

1
ε
υ2

1 = 4υ3 − 4ηυ2 − 8η′υ − 8
3
η′′, (16c)

где

ρ = −1
ε
∂1 log w и υ = −1

ε
∂2
1 logw. (17)

Далее, используя теорию эллиптических функций Вейерштрасса, мы построим
решение системы уравнений (16a) и (16c), покажем, что уравнение Шази

η′′′ + 2ηη′′ − 3η′2 = 0 (18)

представляет собой условие ее совместности, и проверим, что уравнение (16b)
выполняется автоматически, если η удовлетворяет уравнению (18).
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§3. Построение общего решения редуцированной системы

Сравним уравнение (16c) с определяющим уравнением теории эллиптических
функций Вейерштрасса

℘z(z, g2, g3)2 = 4℘3(z, g2, g3) − g2℘(z, g2, g3) − g3.

Полагая

g2(H0) = 12(η2 + 6η′), g3(H0) = −8(η3 + 9ηη′ + 9η′′) и z = ξH1 + z0,

где ξ2 = −ε/3 и z0 — постоянная, находим, что при

υ(H0, H1) =
1
3
{η − ℘(ξH1 + z0, g2(H0), g3(H0))}

уравнение (16c) выполняется тождественно.
Сравнивая соотношение

℘(z, g2, g3) = − ∂2

∂z2
log σ(z, g2, g3)

со вторым равенством в (17), получаем, что существуют такие функции B(H0)
и C(H0), что

w(H0, H1) = σ(ξH1 + z0, g2(H0), g3(H0))

× exp
{

1
2

(ξH1 + z0)2η(H0) + B(H0)(ξH1 + z0) + C(H0)
}
. (19)

Для дальнейшего продвижения нам потребуются линейные дифференциаль-
ные операторы, аннулирующие функцию σ(z, g2, g3) (см., например, [10]). Пусть

L0 = z∂z − 4g2∂g2 − 6g3∂g3 − 1, L1 = ∂2
z − 12g3∂g2 −

2
3
g2
2∂g3 +

1
12

g2z
2.

Тогда
L0(σ(z, g2, g3)) = 0 и L1(σ(z, g2, g3)) = 0.

Уравнение (16a) накладывает на функцию w(H0, H1), заданную формулой (19),
условие, которое при помощи операторов L0 и L1 , сводится к соотношению

{2ξB(H0) + ξ(ξH1 + z0)(B(H0)2 + 3η + 12C′(H0))

+ 2ξ(ξH1 + z0)2(B(H0)η + 6B′(H0))}σ + 8ξg2(H0)B(H0)σg2

+ {12ξg3(H0)B(H0) + 864ξ(ξH1 + z0)H1(3η′2 − 2ηη′′ − η′′′)}σg3 = 0.

Ввиду того что

σ(z, g2, g3) = z − z5 g2

240
− z7 g3

840
+ O(z9),

функции {σ, zσ, z2σ, σg2 , σg3 , zσg3} линейно независимы как функции от z . Мы
получаем, что

B(H0) = 0, C′(H0) = −1
4
η и η′′′ + 2ηη′′ − 3η′2 = 0.

Вычислим C(H0). Положим ∆(H0) = g2(H0)3 − 27g3(H0)2 . Имеем

∆′(H0) + 2η∆(H0) = 3888g3(H0)(η′′′ + 2ηη′′ − 3η′2). (20)
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Отсюда находим, что C′(H0) = 1
8
(log ∆(H0))′ , когда η удовлетворяет уравнению

Шази.
Таким образом,

w(H0, H1) = C0∆(H0)1/8σ(ξH1 + z0, g2(H0), g3(H0)) exp
{

1
2

(ξH1 + z0)2η(H0)
}
,

(21)
где C0 — постоянная, а η(H0) — решение уравнения (18).
Перейдем к уравнению (16b). Операторы

D0 = 4g2∂g2 + 6g3∂g3 − z∂z, D1 = 12g3∂g2 +
2
3
g2
2∂g2 − 2ζ(z, g2, g3)∂z

являются дифференцированиями поля эллиптических функций [24] (напомним,
что ζ = ∂z log σ). В частности (см. [10]),

D0(℘) − 2℘ = 0 и D1(℘) − 4℘2 +
2
3
g2 = 0. (22)

Выполнив подстановки, согласно (17) и (21), находим, что уравнение (16b) сво-
дится к линейной комбинации тождеств (22) и уравнению (18).
ТЕОРЕМА 1. Пара функций (w(x, t), η(t)), где функция w(x, t) дана форму-

лой (21) и η(t) — общее решение уравнения Шази, задает общее решение
редуцированной системы (16a)–(16c).
В формуле (21) можно легко перейти от σ-функции к θ-функции. Однако при

таком переходе связь с решением уравнения Шази становится неявной.

§4. Преобразования общего решения

Начнем с преобразований решения уравнения Шази (18), индуцированных
дробно-линейными преобразованиями T (t) = at+b

ct+d его аргумента.

ЛЕММА 1. Пусть функция η = η(t) удовлетворяет уравнению Шази и T =(
a b
c d

)
, причем |c| + |d| > 0. Функция

(Tη)(t) =
1

(ct + d)2
η

(
at + b

ct + d

)
+

6c
ct + d

(23)

удовлетворяет уравнению Шази тогда и только тогда, когда

(ad− bc− 1)(ad− bc) = 0.

СЛЕДСТВИЕ 1. Группа SL(2,C) действует на многообразии решений урав-
нения Шази.
Изучение действия группы SL(2,C) на решениях уравнения Шази восходит к

работам самого Шази. Современный обзор результатов в этом направлении см.
в [19].

У уравнения Шази имеются вырожденные решения η(0)(t) = 0 и η(1)(t) = 1.

ЛЕММА 2. Орбита G(0) действия группы SL(2,C) на решении η(0)(t) со-
стоит из рациональных функций вида

6c
ct + d

.
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Стационарная подгруппа решения η(0)(t) образована матрицами
(
a b
0 d

)
, где

ad = 1.
Орбита G(1) действия группы SL(2,C) на решении η(1)(t) состоит из ра-

циональных функций вида
1

(ct + d)2
+

6c
ct + d

.

Стационарная подгруппа решения η(1)(t) образована матрицами
(
d b
0 d

)
, где

d2 = 1.
Других решений уравнения Шази, стационарная подгруппа которых имеет

положительную размерность, не существует.
Опишем невырожденное решение уравнения Шази.
Пусть (2ω, 2ω′) — периоды, отвечающие инвариантам (g2, g3). Положим, как

обычно, τ = ω′/ω. Известно, что «модулярная» эллиптическая функция ϕ(τ) =
ωζ(ω, g2, g3) = ζ(1, g2ω

4, g3ω
6) удовлетворяет тождеству

ϕ′′′(τ) − 12ı
π

(2ϕ(τ)ϕ′′(τ) − 3ϕ′′(τ)) = 0,

что дает решение уравнения Шази вида η(2)(t) = −(12ı/π)ϕ(t). Используя из-
вестное соотношение

ζ(ω, g2, g3) = − 1
12ω

θ′′′1 (0, τ)
θ′1(0, τ)

,

получаем

η(2)(t) = − 1
πı

θ′′′1 (0, t)
θ′1(0, t)

,

где θ′1(0, τ) и θ′′′1 (0, τ) — значения в v = 0 производных ∂vθ1(v, τ) и ∂3
vθ1(v, τ)

стандартной нечетной θ-функции θ1(v, τ) = ı
∑∞

n=−∞(−1)n exp{ıπ((n− 1/2)2τ +
(2n− 1)v)}.
Орбиту действия группы SL(2,C) на каноническом решении η(2)(t) =

−∂t log θ′1(0, t) обозначим через G(2) .
Согласно лемме 1, вырожденные матрицы T =

(
a b
c d

)
, удовлетворяющие

условию |c| + |d| > 0, действуют на пространстве решений уравнения Шази.
Соответствующие им операторы будем называть вырождающими.

СЛЕДСТВИЕ 2. Вырождающее преобразование T =
(
µc µd
c d

)
, |c| + |d| > 0,

действует следующим образом:

(Tη)(t) =
η(µ)

(ct + d)2
+

6c
ct + d

∈
{
G(1), если η(µ) �= 0,
G(0), если η(µ) = 0.

Зададим действие группы SL(2,C) и вырождающих операторов на функциях
w(x, t) так:

(Tw)(x, t) = (ct + d)−1/2 exp
{

3ξ2 cx2

ct + d

}
w

(
x

ct + d
,
at + b

ct + d

)
. (24)

ТЕОРЕМА 2. Пусть пара функций (η(t), w(x, t)) задает решение системы
(16a)–(16c); тогда ее преобразования согласно формулам (23) и (24) дают
решение ((Tη)(t), (Tw)(x, t)) этой системы.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Формула (21) описывает решение системы (16a)–(16c) как
функцию от выбранного решения η(t) уравнения Шази. Запишем решение си-
стемы (16a)–(16c) как функцию преобразованного решения (Tη)(t) уравнения
Шази:

(Tw)(x, t) = C0 (T∆)(t)1/8 (Tσ)(ξx, g2(t), g3(t)) exp
{

1
2
ξ2x2(Tη)(t)

}
.

Требуется найти (Tσ)(x, g2(t), g3(t)) и (T∆)(t). Подробнее:

(Tσ)(x, g2(t), g3(t)) = σ(x, (Tg2)(t), (Tg3)(t)),

(T∆)(t) = (Tg2)(t)3 − 27(Tg3)(t)2.

Инварианты σ-функции g2 и g3 связаны с решением η(t) уравнения Шази сле-
дующим образом:

g2(t) = 12(η2(t) + 6η′(t)), g3(t) = −8(η3(t) + 9η(t)η′(t) + 9η′′(t)), (25)

Применяя преобразование (23), получаем

(Tg2)(t) =
g2

(
at+b
ct+d

)
(ct + d)4

, (Tg3)(t) =
g3

(
at+b
ct+d

)
(ct + d)6

, (26)

и, следовательно,

(Tσ)(x, g2(t), g3(t)) = (ct + d)σ
(

x

ct + d
, g2

(
at + b

ct + d

)
, g3

(
at + b

ct + d

))
,

(T∆)(t) =
∆

(
at+b
ct+d

)
(ct + d)12

.

Мы установили, что преобразование (23) индуцирует преобразование (24).

§5. Общие решения на орбитах группы SL(2, C)

Итак, согласно (9) и (7), мы получили общее решение исходной системы

Φ11(H0, H1, H2) =
1

3ξ2
log

{
C0

σ(ξH1 + z0, g2(H0), g3(H0))
αH0 + βH1 + γ − 3ξ2H2

}
+

1
6

(
H1 +

z0

ξ

)2

η(H0)

(27)
как функцию от выбранного решения η(t) уравнения Шази.
Выбрав представителя η(2)(t) в орбите G(2) и применив найденные выше фор-

мулы индуцированного действия группы SL(2,C), получаем следующую форму-
лу для общего решения на орбите G(2) :

Φ(2)
11 (H0, H1, H2) =

1
3ξ2

log
[
C0

(cH0 + d)σ
(

ξH1+z0
cH0+d

)
, g2

(
aH0+b
cH0+d

)
, g3

(
aH0+b
cH0+d

))
αH0 + βH1 + γ − 3ξ2H2

]
+

1
6ξ2

(
(ξH1 + z0)2

(cH0 + d)2
η(2)

(
aH0 + b

cH0 + d

)
+

6c(ξH1 + z0)2

cH0 + d

)
. (28)
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На орбите G(1) простейший представитель — это η(1)(t) = 1. Инварианты
σ-функции, согласно (25), оказываются равными g2(t) = 12, g3(t) = −8, а дис-
криминант ∆ равен нулю на всей орбите, см. (26). Эллиптическая функция вы-
рождается до тригонометрической. Общее решение на G(1) имеет вид

Φ(1)
11 (H0, H1, H2) =

1
3ξ2

log
[
C0

(cH0 + d) sh
(

ξH1+z0
cH0+d

)
αH0 + βH1 + γ − 3ξ2H2

exp
(

3c(ξH1 + z0)2

cH0 + d

)]
.

(29)
На орбите G(0) берем η(0)(t) = 0. Инварианты g2(t) и g3(t) равны 0 на всей

орбите, и поэтому σ-функция вырождается до рациональной функции. Соответ-
ствующее общее решение имеет вид

Φ(0)
11 (H0, H1, H2) =

1
3ξ2

log
[
C0

ξH1 + z0

αH0 + βH1 + γ − 3ξ2H2
exp

(
3c(ξH1 + z0)2

cH0 + d

)]
.

(30)
Вырождающие преобразования переводят (28) в (29) или (30), а (29) в (30).

Таким образом, формула (28) задает наиболее общий вид решения исследуемой
системы (2). Аналитические свойства, описанные во введении, вытекают из ана-
литических свойств решений уравнения Шази [20, 19].

§6. Базисные решения

Выше мы получили две формы записи общего решения системы (2), а именно,
форму (27), в которой свободными параметрами являются постоянные C0 и z0,
вектор (α, β, γ, ε = −3ξ2) ∈ CP

3, а также некоторое решение уравнения Шази
η(t), и форму (28), в которой выбрано «стандартное» решение η(2)(t) и введены
параметры a, b, c, d, позволяющие перейти от стандартного решения к любому
заданному решению.
Рассмотрим полугруппу SL(2,C) × C, образованную парами (T, t) с законом

композиции
(T2, t2) ∗ (T1, t1) = (T2T1, t2).

Рассмотрим отображение p : C
9 → C

3 , p(H0, H1, H2, α, γ, z0, β, ξ, C0) = (β, ξ, C0),
как проекцию тривиального расслоения. Тогда определено послойное действие

(T, t)(H0, H1, H2, α, γ, z0;β, ξ, C0) = (H̃0, H̃1, H̃2, α̃, γ̃, z̃0;β, ξ, C0)

полугруппы SL(2,C)×C , заданное в слое над точкой (β, ξ, C0) при T =
(
a b
c d

)
формулами

H̃0 =
aH0 + b

cH0 + d
, H̃1 = ξ−1

(
ξH1 + z0

cH0 + d
− t

)
, H̃2 =

H2

cH0 + d
,

α̃ = −c(γ − βξ−1z0) + dα, γ̃ = a(γ − βξ−1z0) − bα + βξ−1t, z̃0 = t.

(31)

Действие полугруппы SL(2,C) × C , заданное формулами (31), индуцирует дей-
ствие на пространстве функций вида (27). Будем рассматривать (27) как форму-
лу, задающую отображение Φ11 : C

9 → C. Тогда, обозначив для краткости точку
слоя (H0, H1, H2, α, γ, z0) через X, имеем

Φ11((T, t)(X;β, ξ, C0))− (TΦ11)(X;β, ξ, C0)+c (H1 +ξ−1z0)(H̃1 +ξ−1t) = 0. (32)
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Действительно, согласно результатам предыдущих параграфов, формула (28), с
точностью до переобозначения, задает преобразование TΦ11 общего решения в
форме (27). Тождество (32) непостредственно вытекает из сопоставления этих
формул.
Таким образом, мы заключаем, что ограничение описанного выше послой-

ного действия полугруппы SL(2,C) × C на подрасслоение p̂ : C3 × C3 → C3 ,
p̂(α, γ, z0;β, ξ, C0) = (β, ξ, C0), является действием на пространстве параметров
общего решения системы (2) в форме (27), индуцированным преобразованиями
(23) и (24). Если |β| > 0, слой над точкой базы (β, ξ, C0) является орбитой
точки (0, 0, 0;β, ξ, C0). Над точками базы (0, ξ, C0) слой состоит из двух ор-
бит — орбиты, проходящей через точку (0, 1, 0; 0, ξ, C0), и неподвижной точки
{(0, 0, 0; 0, ξ, C0)}.
СЛЕДСТВИЕ 3. Решение системы (2) в форме (27) с параметрами {(α, 0, γ,

−3ξ2), z0, C0} получается из решения с параметрами {(0, 0, 1,−3ξ2), 0, C0} под
действием преобразования (T, t), где aα + cγ = 0 и t = z0 .
Решение системы (2) в форме (27) с параметрами {(α, β, γ,−3ξ2), z0, C0},

где |β| > 0, получается из решения с параметрами {(0, β, 0,−3ξ2), 0, C0} ком-
позицией преобразований (12, β

−1ξ) и (T, t).
Таким образом, мы описали базисные решения, порождающие под действием

полугруппы SL(2,C) × C все решения с |ξ| > 0, в терминах их параметров.

§7. Условие регулярности решений при ξ → 0

Рассмотрим решение исходной системы вида (28) при дополнительном усло-
вии, что все входящие в него параметры являются функциями от ξ , допус-
кающими разложение в ряд Лорана при ξ = 0. В этих условиях функция
Φ11(H0, H1, H2; ξ) будет регулярной в точке ξ = 0 тогда и только тогда, когда

Ψ(H0, H1, H2; ξ) = exp
{
ξ2

3
Φ11(H0, H1, H2; ξ)

}
= 1 + O(ξ2)

при всех значениях переменных H0 , H1 и H2 .

ТЕОРЕМА 3. Подмногообразие решений системы (2) вида (28), регулярных в
точке ξ = 0, выделяется следующими условиями:

Ψ(H0, H1, H2; 0) = 1, ∂ξΨ(H0, H1, H2; ξ)|ξ=0 = 0,

∂Hi
Ψ(H0, H1, H2; ξ)|ξ=0 = 0, i = 0, 1, 2.

ПРИМЕР. Опишем предел одного из базисных решений.
Пусть (α, β, γ) = (0, 1, 0). Возьмем общее решение в форме (27). Положим

z0 = 0, C0(ξ) = ξ−1, (α(ξ), β(ξ), γ(ξ)) = (3α2ξ
2, 1, 3γ2ξ

2).

Получаем частное решение — третий пример из введения.

Φ(0)
11 = lim

ξ→0
Φ11 = η(H0)

H2
1

6
− α2H0 + γ2 −H2

H1
.

Заметим, что поскольку описанное выше действие полугруппы SL(2,C) × C —
послойное, очевидная регуляризация z0(ξ) = ξz0 и t(ξ) = ξt дает действие этой
полугруппы на пространстве решений с ξ = 0, см. второй пример из введения.
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