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В В Е Д Е Н И Е 

1. Постановка задачи. В настоящей работе будет изложен 
новый метод построения фронта ударной волны, скорость ко­
торой не сильно отличается от скорости звука. Предлагаемый 
метод носит общий характер и может быть применен для ис­
следования поведения ударных волн для широкого класса не­
линейных задач. Мы продемонстрируем его здесь подробно 
.для уравнений, описывающих движение изоэнтропического не-
вязкого газа во внешнем поле сил. В акустическом пределе 
это приводит к распространению разрыва в неоднородной 
среде. 

В работе получены некоторые необходимые условия сущест­
вования кусочно-гладкого решения уравнений изоэнтропического 
газа, терпящего разрыв на гладкой поверхности. Чтобы дать 
представление читателю о характере этих условий, приведем 
их для линеаризованной задачи (см. [4]). В линейном случае 
эти необходимые условия хорошо известны. Для того чтобы 
•существовало решение линейной системы, имеющее разрыв (в 
момент t) на гладкой поверхности Q., необходимо, чтобы (см., 
например, [4]) 

а) эта поверхность удовлетворяла уравнению характеристик; 
б) вектор скачков решения на разрыве был нуль-вектором 

характеристической матрицы системы. 
Нетрудно получить в линейном случае необходимые условия 

иа скачки производных решений на разрыве. Отметим, что 
.аналогом услодия б) в нелинейном случае служат известные 
условия Гюгонио. 

Очевидно, что необходимое условие а) весьма важно, так 
как оно определяет уравнение поверхности разрыва и, зная 
поверхность разрыва в начальный момент, мы можем, решив 
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систему обыкновенных дифференциальных уравнений бихарак­
теристик, построить поверхность разрыва в момент t. 

Мы найдем здесь такие необходимые условия для нелиней­
ных систем, чтобы они позволяли нам решить аналогичную 
задачу для разрывов нелинейных уравнений. 

Как известно, поведение разрывного решения нелинейных 
систем уравнений зависит существенно от вида интегральных 
законов сохранения, которые приводят к данному уравнению с 
частными производными- Мы будем исходить из того, что урав­
нение уже задано в дивергентной форме и будем опираться на 
известное определение разрывного (обобщенного) решения та­
кого уравнения (см., например, [2]) - Это означает, что нелиней­
ный оператор, заданный в дивергентной форме, может быт1> 
интерпретирован как оператор из пространства кусочно-гладких 
функций в пространство обобщенных функций. Кусочно-гладкаЯ 
функция называется решением, если обобщенная функция, ко­
торая получается после применения нелинейного оператора,. 
равна нулю. Разумеется, такое определение разрывного реше­
ния совпадает с общепринятым определением, основанным на 
исходных интегральных законах сохранения. 

Вопрос нахождения достаточных условий существования 
кусочно-гладкого решения для общих нелинейных уравнений 
газовой динамики является сам по себе весьма актуальным, но­
мы здесь не будем на нем останавливаться. Поскольку мы по­
лучили лишь необходимые условия существования, то все ре­
зультаты, приведенные в работе, получены в предположении^ 
что кусочно-гладкое решение уравнения существует. Это пред­
положение эквивалентно предположению о существовании удар­
ных волн, отвечающих рассматриваемой нелинейной системе 
уравнений. Для случая системы уравнений движения изоэнтро-
пического невязкого газа, который мы будем-здесь рассматри­
вать, существование таких волн не вызывает сомнений (см. [4])-

Второе важное обстоятельство, на которое мы по существу 
опираемся при математической постановке задачи, следующее. 
Хорошо известно (см. [4]), что скорость распространения удар­
ных волн больше скорости звука и поэтому на величину плот­
ности и скорости газа перед фронтом ударной волны сама 
ударная волна не влияет. Это значит, что мы можем рассмот­
реть отдельную задачу об эволюции скорости и плотности перед, 
фронтом ударной волны, так как эта эволюция однозначно 
определяется значениями плотности и скорости перед фронтом 
в начальный момент. Мы можем, например, продолжить как 
угодно гладким образом плотность и скорость газа в начальный 
момент перед фронтом волны на остальную часть пространства. 
и убедиться, что значение плотности и скорости в момент t пе­
ред фронтом волны не будет зависеть от способа продолжения... 
Таким образом, задача об определении скорости и плотности, 
впереди ударной волны является задачей 'о нахождении глад-
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кого в данной области перед фронтом решения системы, удов­
летворяющего гладким начальным данным. Такая задача пред­
ставляет существенно меньшие трудности при расчете на ЭВМ.. 
Кроме того, в практических задачах течение жидкости или газа 
впереди ударной волны считается стационарным, а значит та­
ким же, как и до возникновения ударной волны, и, как правило, 
считается заданным. Поэтому в дальнейшем мы будем предпо­
лагать, что значение плотности и скорости газа перед фронтом 
волны известно, и окончательные формулы для поверхности 
разрыва мы будем выражать через эти величины. Из предполо­
жения о существовании кусочно-гладкого решения, терпящего. 
разрыв на некоторой гладкой поверхности, можно получить, 
как известно, соотношения между значениями плотности и ско­
рости на границе скачка — так называемые условия Гюгонио. 
Исходя ИЗ единственности разложения в асимптотические ряды 
по гладкости, мы получим здесь аналогичные соотношения меж­
ду первыми производными от скорости и плотности на границе 
скачка, а затем между вторыми производными на границе 
скачка. 

Далее, на разрыве выписывается незамкнутая система за­
цепляющихся уравнений. При этом оказывается, что во всей 
системе зацепление осуществляется членом одного и того же 
вида, пропорционального отношению разности между скоростью 
ударной волны и скоростью звука к скорости звука. Это отно­
шение называется коэффициентом зацепления. Несмотря на то, 
что система незамкнута, ее удается приближенно решить в 
случае, когда коэффициент зацепления мал. Дело в том, что 
если разрывное решение уравнения зависит от некоторого ма­
лого параметра, то термин «кусочно-гладкое» решение распрост­
раняется, разумеется, и на зависимость этого решения от пара­
метра. Иначе говоря, поверхность разрыва'не должна вырож­
даться ни при каком значении параметра, и скачки функции 
и ее производных должны оставаться ограниченными при пара­
метре, стремящемся к нулю. Это естественно при постановке 
задачи с малым параметром (см., например, [3]). Поэтому при 
постановке задачи о необходимых условиях существования 
кусочно-гладкого решения уравнения, содержащего малый пара­
метр, нужно предполагать, что существует кусочно-гладкое 
решение, разрывное на гладкой поверхности, регулярное отно­
сительно малого параметра. Отсюда можно сделать заключение,. 
что та неизвестная функция в зацепленной системе, на которую 
множится коэффициент зацепления, остается ограниченной,. 
когда малый параметр стремится к нулю, а значит ее произве­
дение на коэффициент зацепления мало и им можно пренебречь 
в первом приближении. Это приводит к тому, что система рас­
цепляется, и удается построить ряд теории возмущений. Под­
счет условий на системе для первых и особенно для вторых 
производных весьма громоздок, и вычисление даже трех членов 
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ряда теории возмущении представляет большую сложность. 
Огромную помощь при вычислениях мне оказали мои ученики 
В- А, Птицын и В. А, Цупин. Приношу им глубокую благо­
дарность. 

2. План вывода формул. Наметим теперь основные пути по­
лучения необходимых условий. Прежде всего остановимся па 
последнем этапе—построении ряда теории возмущений по ко­
эффициенту зацепления. 

Система зацепляющих уравнений на поверхности разрыва, 
полученных ниже, имеет следующий вид: 

& + Z'i(s) + a(s ' Рг) = °> 
^ + L2(s,Pi) + 7P2---0, (1) 

- | — + •£*(-", р1,р2, •••.Pfc-0+TpA —0, 

где 7=7(Pi)—коэффициент зацепления, a(s, pi)—гладкая 
функция такая, что а = 0 при у = 0, a L., L2. L3, • . . — некоторые 
нелинейные дифференциальные операторы первого порядка. 
Поверхность разрыва определяется уравнением s = s(x, i)=Q. 
Если для s (x, t) мы хотим взять к членов ряда теории возмуще­
ний по у: s = s0+Si+ . .. +Sft, то для pi достаточно взять, оче­
видно, лишь к—1 член ряда: р. = рю+рн + • • • + Рьь-ъ a для 
pi — к—t членов ряда: pi = pio+ . . . -Hpi, ь-ч. 

Подставляя в уравнение для s вместо pi величину рю, мы 
найдем Si. Подставляя So+si и рго в уравнение для р1 вместо s 
и рг соответственно, найдем рц. Подставляя в уравнение для р2 
вместо s, р1 соответственно s0 + S\ и рю + рп и рзо вместо рз, най­
дем p2i. Аналогично найдем pii при i<k. 

Теперь в уравнение для s подставим рю + рп вместо pi и мы 
найдем s2. Действуя аналогично предыдущему, найдем pi2 при 
i<k—\. 

Таким образом, очевидно, можно получить k членов ряда 
цля s. Наметим способ получения оценки разности между s и 
"o + S i + . . . +sh. Это проделывается также последовательно. 

Вычтя из k+1 первых уравнений (1) уравнения для s0, р.о, 
мы получим линейную систему для разностей s—s0, pi—pi0 с 
коэффициентами, зависящими от s, pj, SQ, pio и правыми частями 
вида -ypi. По предположению, решение, все его левые и правые 
производные и поверхность разрыва регулярны по параметру у 
(при у—*-0), отсюда, поскольку, как это будет видно из построе­
ния функций pi, они выражаются через производные решения, 
можно заключить, что s, pi и их производные ограничены при 
y-K). Оценивая обратный оператор вышеуказанной линейной 
системы, мы получим, в частности, что р,{—рю—0(у\. Рассмот-
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рим теперь лишь k первых уравнений системы (1). Подставим 
в них s = s - + si, pi = pio+pii при i<k и р/. = рьо. Тогда мы получим 
справа невязку порядка О (у2). Вычтя полученную систему из 
первых k уравнений (1), учитывая, что р..—рм = 0(-у), мы вновь 
придем к линейной системе, правые части которой имеют по­
рядок О (-у2). Аналогично предыдущему получаем, в частности, 
оценку pft-i— (рй-1,о + р/1-ы) = О (у2). Продолжая этот процесс, мы 
придем к искомой оценке s—so—si—...—sh = 0(yfe+1). 

Теперь остановимся на вопросе о том, в каких случаях коэф­
фициент зацепления мал. Прежде всего очевидно, что если 
волна слабая и величина скачка сравнительно мала, т. е. мы 
•близки к акустическому (линейному) случаю, то коэффициент 
зацепления мал. С другой стороны, коэффициент зацепления 
обращается в нуль для специального уравнения состояний, на­
зываемого газом Чаплыгина, когда давление линейно зависит 
от удельного объема. (На это обстоятельство обратил мое вни­
мание B. Птицын). Таким образом, на том участке зависимости 
давления от удельного объема, который хорошо аппроксимиру­
ется отрезком, полученное приближение имеет смысл и для 
ударных волн, величина скачка давления которых не превос­
ходит этого участка. 

Ясно поэтому, что разложение по параметру зацепления при­
менимо в более общих случаях, чем акустическое разложение 
ПО параметру малости скачков. 

Теперь несколько подробнее остановимся на способе дока­
зательства необходимости системы (1). Заметим, прежде всего, 
что система (1) справедлива лишь на поверхности s(x, t)=0. 
Очевидно, что функцию s(x, t) можно выбрать так, что 
Vs(x, t)4^0 на этой поверхности, а значит, в силу первого урав-

ds нения (1), так, что и — на поверхности отлично от нуля, и, 
следовательно, мы можем разрешить первое уравнение s(x, t) = 
= 0 относительно t: s(x, t(x))=0. Это позволяет исключить в 
системе (1) время t. Мы наметим путь доказательства необхо­
димости выполнения соотношений (1) в таком преобразован­
ном виде. 

Итак, мы предполагаем, что существует кусочно-гладкое ре­
шение нелинейной системы уравнений иевязкого газа, разрывное 
на некоторой гладкой поверхности. Не уменьшая общности, 
можно предположить, что эта поверхность задается неявным 
уравнением: 

+ _|ЙИ (2) 
Причем поскольку она является гладкой при каждом фиксиро-

£ 1а . 2 
ванном t, то можно предположить, что^к- - \ф0 , а следовательно, 

s(x,t) = 0, s(x,t)6C° dt 

203 



и—- ф 0 вблизи поверхности, т. е. неявное уравнение-
s(x, ..)=• О имеет решение t = t(x). 

Всякую кусочно-гладкую (векторнозначную) функцию-
F(x> t), терпящую разрыв первого рода на поверхности 
s (x, t) — 0, можно представить в виде: 

F (х, i ) = * (х, t) + 0 (s (x, t)) ср (л, 0, (3> 
где <h(x,t), т (х,/) — некоторые бесконечно дифференцируемые 
векторнозначные функции. Очевидно, что 

6(.s(.v,i))-=e(t-t(je)) 
и, разлагая Л и ср по формуле Тейлора по степеням t — t(x), 
мы получим 

N N 

F(x,t)^ai(x)(t-t(x)Y + B(t-t(x))'2ibl(x)(t-t(x)y + 
i=i i-i 

, +0((t-t(x))^), (4) 
где 0{т) — функция Хевисайда, 

fl-t(x). bi(x) —некоторые бесконечно-дифференцируемые функ­
ции, а N — любое целое число. 

Отметим два важных обстоятельства: 
1. Функции вида (4) образуют кольцо по умножению и лю­

бая гладкая функция от F(x, t) вновь представима в виде ряда 
того же типа (4). Действительно, например, Fn содержит члены 
0*(t—t(x))=Q(t—t(x)) и ряды по степеням (t—t(x)). 

2. Дивергентная форма уравнения содержит только первые 
производные от некоторых функций компонент решения G)(F). 
Поэтому после подстановки функции (4) в систему уравнений 
газа возникает ряд вида 

N 

а (Х) b(t-t (X)) + {sum} dt (X) (i - t (Х)У + 
.=•1 

N 

+ 4t-Hx))^et(x){t-t(x)y + 0{{t-t(x)y+\ (5) 
i—i 

где a (x), di (x), ei (x) — некоторые бесконечно-дифференцируе­
мые функции, N — любое целое ЧИСЛО. Это выражение мы долж­
ны приравнять к нулю (в силу нашего определения разрывного 
решения). Но разложение в ряд (5) единственно. Другими сло­
вами, для того чтобы (5) равнялось нулю, необходимо равен­
ство нулю всех коэффициентов. Действительно, интегрируя ряд 
(5) от —е до е по t, получим при s^-Ю, что a ( x ) = 0 . 
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Далее, рассмотрим область t < t ( x ) . В этой области 

^dt(x)(t — t(x))l = 0. Отсюда следует, что dt(x) = 0. Теперь в 
N 

области t>t(x) получаем ^ei(x)(t — t(x)Y=0. Отсюда 

.e;(x)—0. 

Заметим,, что сумма ^idl(x)(t — i(x))1 есть разложение 

решения перед • фронтом волны. Обычно, как мы говорили, по­
лагают, что решение перед фронтом стационарно, т. е. не зави­
сит от t, так что di(x)=0 при i>\. Как было сказано выше, 
•do(;c) мы считаем известной величиной. Значение е определяет, 
•очевидно, скачки решения на разрыве, e(x)—-скачки первой 
производной решения на разрыве и т. д. Равенство нулю 
•а(л-) и di(x). i = 0 , l , . . . , которые равны производным от 
некоторых функций от t(x), ei(x), i = 0, 1 оказывается 
и определяет систему (1) с исключенным t. Но так как система 
(1) на поверхности разрыва эквивалентна системе (1) с исклю­
ченным t, то мы тем самым доказываем необходимость выпол­
нения соотношений (1). Отметим, что система (1) эквивалентна 
•сужению уравнений газа на поверхности разрыва и производ­
ных от него по нормали плюс условие Гюгонио на скачки ре­
шения и аналогичные условия на скачки производных решения, 
вторых производных решения и т. д. 

Приведем теперь общий ход рассуждений предлагаемого 
метода построения фронта ударной волны. 

Предполагая, во-первых, что рассматриваемая система урав­
нений представима в виде равенства нулю результата примене­
ния линейного дифференциального оператора к алгебраичес­
кому выражению от неизвестных функций, во-вторых, что 
'существует кусочно-гладкое решение указанной системы, имею­
щее разрыв первого рода на гладкой трехмерной поверхности в 
четырехмерном пространстве (x, t) GRn, в-третьих, что разрыв 
не влияет на решение в области перед фронтом ударной волны, 
и, следовательно, решение в этой области можно считать за­
данным, и, наконец, в-четвертых, что скорость движения разры­
ва мало меняется при изменении амплитуды волны (например, 
•отличается на величину первого порядка малости по некоторо­
му малому параметру от константы — в нашем случае скорости 
звука), подставим разрывное решение в исходную систему 
уравнений и вычислим коэффициенты разложения в ряд по 
гладкости результата этой подстановки.. (В нашем случае это 
разложение будет проводиться по направлению вдоль нормали 
к фронту ударной волны в фиксированный момент времени). 
В силу линейной независимости системы обобщенных функций, 
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коэффициенты этого разложения должны обращаться на 
поверхности фронта ударной волны в нуль. Получившаяся си­

стема нелинейных дифференциальных уравнений относительна 
функции, задающей поверхность фронта ударной волны, и зна­
чений скачков производных вдоль нормали к фронту волны, 
может быть представлена в виде системы линейных алгебраи­
ческих уравнений с одной и той же характеристической матри­
цей, элементы которой представляют собой нелинейные диффе­
ренциальные выражения. Такого сорта представление нелиней­
ной системы в виде линейной, очевидно, не единственно и требует 
некоторого искусства. Конечная цель этого представления состо­
ит в том, чтобы получить цепочку уравнений, зацепляющихся 
через выражения, пропорциональные производной скорости 
ударной волны по ее амплитуде. При этом первое линейное-
алгебраическое выражение, содержащее неизвестные функции. 
амплитуды ударной волны и функцию, задающую поверхность 
фронта ударной волны, должно быть однородным, а остальные,. 
вообще говоря, неоднородными. Приравнивая нулю детерминант 
характеристической матрицы, получаем первое уравнение, опи­
сывающее движение фронта ударной волны. Вообще говоря,. 
степень вырожденности характеристической матрицы и крат­
ность корней у детерминанта могут меняться в пространстве и 
во времени (см. [3],). Однако в достаточно широком классе за­
дач (например, в нашем случае), кратность корней характери­
стической матрицы постоянна (у нас из естественных физичес­
ких предположений будет показано, что существует единствен­
ный корень, кратностью единица). Приравнивая нулю. 
скалярное произведение правых частей остальных уравнений и 
нуль-вектора сопряженной к характеристической матрице (в-
нашем случае характеристическая матрица оказывается сим­
метричной), получаем остальные уравнения, описывающие пове­
дение соответствующих скачков производных вдоль нормали к 
фронту ударной волны. Оказывается, что результирующая це­
почка уравнений представляет собой систему зацепляющихся-: 
обыкновенных дифференциальных уравнений на поверхности 
разрыва, причем коэффициент зацепления у всех уравнений про­
порционален производной скорости фронта волны по ее ампли­
туде. Вообще говоря, полученная цепочка уравнений недоопре-
делена и не может быть решена даже в предположении, что 
решение в области перед фронтом ударной волны задано. 
Однако в случае, когда скорость фронта ударной волны мало­
меняется при изменениях ее амплитуды, можно найти прибли­
женное решение этой цепочки методом, указанным выше. 

3. Формулировка результатов. 
О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что /п-параметричес-

кая векторнозначная функция -ф(х, у), x£Rn, y£Rm является ку­
сочно-гладкой по х, если 1) существует гладкое т-параметриче-
ское семейство не пересекающихся при каждом фиксированном 
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y6Rm гладких (несвязных, вообще говоря, при фиксированном у) 
ориентированных многообразий Муп~1, вне любой окрестности ко­
торых функция i|)(x, y)GC°° и на М.уп~1 терпит скачок первого 
рода, т. е. существуют все внешние и внутренние нормальные 
производные компонент вектор-функции i|5(x, у). Очевидно, что 
при фиксированном Муп~1 кусочно-гладкие по хвЯп функции 
образуют кольцо по умножению. 

Замечание . ДЛЯ всех дальнейших результатов нам доста­
точно, чтобы все объекты, фигурирующие в определении, были 
лишь трижды дифференцируемы. 

В дальнейшем производные от кусочно-гладких функций мы 
будем понимать как обобщенные функции. 

Будем обозначать через г|)-(а), (г|м-(а)), аб-Мг/™-1 значение 
функции чф на внутренней (внешней) стороне поверхности Муп~1, 
а зависимость от параметра у будем для простоты опускать. 

Рассмотрим систему уравнений движения невязкого изо-
энтропического газа в фиксированной дивергентной форме 
(см. [4]): 

g£+<V.P«>-0. 

^ + < - р я « - > + £ - . А i - 1 , 2 , 3 , (6) 
tP — F(P), 

где р, и = (а\и2,и3), Р — искомые функции, a F(t/)6C°°f 
/ • _ / ' (x, t), i-----1, 2, 3 —заданные функции,' р, Р и векторы и, 
/ имеют смысл плотности, давления и скорости газа и внеш­
них сил, соответственно. Первое уравнение системы (5) назы­
вается уравнением неразрывности, второе—уравнением дви­
жения, а последнее уравнение-—уравнением состояния газа, 

~ называется скоростью звука. Под < V, е >, где 

е = (е\ ...,е"), понимается сумма {sum} ---—. Предполагается, что 

--— больше 
нуля. 

Теорема 1. Для того, чтобы однопараметрическая 
кусочно-гладкая по х вектор-функция {р (x, t), и (х, t), P {x, t)}, 
(х, t)£R3 XR1 удовлетворяла уравнению (5), необходимы сле­
дующие условия: 

- | f + (и0, vs> + с(Ро. Pi)|vs||Q-0> 
где 

P(x,t)=p0{jc,t) + Hs(x,())p1(x,t) fl, 0 0 , 
M(x,0-«o(x>0 + 9(5(x,-))"i(^"). 10, -с<0, 
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и, кроме того, 

«(Po.Pi)--, ! / ( ! + - £ •P(Po + Pi)—-РСРО) 
р. 

&:{(х, t)GR4\$(x, t) = 0} — фронт ударной волны. 
j.w«.. 

иг ^•УТЛЛ, Ivs 
где P1 — F(p0-fPl) — F(p0) —скачок давления, V1 —(р0 + рО 1 — 
— Ро" —скачок удельного объема. 

3. 

( -+ J L ( , - 5 - | i (w+< a»+ r t 'w>) + 
'+-• ( < V, "а > +0 < £, £ > + (1 + rt ( «, В.! > + | > ( ' + | ' ) ( - . / > + 

I М /др 0 , / г р . \ / 2 dc , 2 ( l + u ) 2 5c f, ц 5с \ | 

+ ^ №+<"o+c5'VPo>)IT-.irt-V-fiiil1-.£?;:) + 
, (l + l-i) ас л , Л , , , . (2 дс . 2(1+р,)2 бс (•, 

-^f)-(2+^+2^ = 0, 

У-1 

-нор-где и. — ——относительный скачок плотности, \- , , 
Ро I V s I 

маль к фронту Q£—{(x)e/?3|s(x, t) = 0], L = v — - < -, V > > 
&>_ fl(P..P.»)-fl(P..0)t T = = 1 1 ^ 1 P L , «oi—<6,v>eo. « и -
Uf-Ь J.L {Jfl 
= ( 6, V > «1-

4. 
i / c r --u Sc \ f e i /-Pi \ i «n|R = l 4 - - ? + T ^ - ¥ j ^ . + - i - ) + 

X (2c + ДО+ l-)^)"1(l--! <--.-> +P-(-+^)<^«oi>+2i~—T + 
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- - ^ < / , o - , ( i + . ) c ) — ( V , ^ ) — ^ _ - - P o ^ ; 

-,и-фшл^1 
где X = -i-———-. 

5. Р° 

2 ( l + J i ^ $ ) ( | | + < " o + ^ V T ) ) ^ 1 ( M ) + 

. -fT
2cB2(^,-;) + c I )3 ( 1 J , ,S )+2^r = 0, 

где г =---—--?-——-- — относительная величина скачка второй 
производной плотности, а функции Фь Ф2, Ф3 определены 
в (3.1)— (3.5). 

Теперь, мы предположим, ЧТО функция F (у) в уравнении 
состояния зависит, вообще говоря, от некоторого параметра е. 

Т е о р е м а 2. Для того, чтобы двупараметрическая 
-е(— Р, Р), 2-6(0, Г) кусочно-гладкая по XQP3 вектор-функция 

{р (X, t, г), U (X, t, в) = (в1, и2, и3) (X, t, s), P (X, t, в)} 
такая, что для нее 

1) поверхность разрыва Q<i8 при г. = 0 определяется урав­
нением s(x)=--0, s(x)6G°°; 

2) значение скачков р, и, Р и их производных на Q. i0 равны 
•Рь иъ -°i и ри. ии, Рп\ 

3) в любой точке поверхности разрыва Q^e выполняется 
соотношение 

/[ Pi \ /?(Po + P i ) - Р (Ро) 1 / дР (р„) . Pi W- (Ро + Р.)—/- (Ро)__-в / 
+ Ро/ . Pi У §Р _ Q /CN 

^ 
^ ( Р о ) 

dp 
где ро, w0, Ро — значения функций р, и и Р перед фронтом раз­
рыва Qi, e , а левая часть есть частное от.деления разности ско­
рости ударной волны и скорости звука на скорость звука, удов­
летворяла системе уравнений (1) иевязкого изоэнтропического 
газа, необходимо, чтобы 

1) поверхность разрыва в момент t лежала в О(s3) -окрест­
ности поверхности, определяемой неявным уравнением вида 
•So(л, t)+Si(x, t)+s2(x, t) = 0 , где функции so, s1 и s2 удовлет­
воряют уравнениям (2.2), (2.14) и (2.24) главы И. 

2) значения скачков pi, U\ и Pi лежали в О (е2) -окрестности 
функций, удовлетворяющих уравнениям (2.7), (2.14) главы II 
и (2.11) главы I. 
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3) значения скачков производных р и , ип и Л . лежали в 
О (е)-окрестности функций, удовлетворяющих условиям (2.12) 
главы II и (2.14) главы I. 

^Работа состоит из двух глав. Первая глава посвящается точ­
ной математической постановке задачи и определению условии 
на движение фронта небыстрой ударной волны, условия Гюго-
нио и^его уточнений, условий на поведение амплитуды и скачков. 
первой производной вдоль нормали к фронту ударной волны. 
Эта глава содержит большой объем несложных преобразова­
ний различного рода выражений и построена таким образом,. 
что при первом прочтении эти преобразования можно опустить. 

Во второй главе на основании полученной цепочки уравнений 
выписывается ряд теории возмущений по малому коэффициенту 
зацепления. Кроме того, в ней приводятся необходимые оценки 
остаточных членов для конечных значений времени. В конце 
второй главы рассмотрены два примера построения приближен­
ного положения фронта небыстрой ударной волны, показываю­
щих, что в некоторых случаях приближение хорошо аппрокси­
мирует истинное значение неизвестных при существенно боль­
ших значениях времени. 

Приведенный в конце список литературы содержит в себе-
работы обзорного характера, позволяющие в полной мере озна­
комиться с различными аспектами встречающихся в изложе­
нии проблем. 

Глава I 

УСЛОВИЯ НА СКАЧКИ 
ПРОИЗВОДНЫХ СКОРОСТИ И ПЛОТНОСТИ 

§ 1. УСЛОВИЯ ГЮГОНИО 

Рассмотрим систему уравнений движения невязкого изоэн-
тропического газа в дивергентной форме, отвечающей интег­
ральным законам сохранения (см. [4]). 

Пусть х— (xi, х2, хг) — вектор в физическом пространстве 
R3. Течение газа в пространстве будем описывать при помощи 
переменных Эйлера p(x, t), P(x, t), u(x, t) =(ux, и2, иъ) (х, t) и 
"(x, t) = (fli fz, f3) (х, t), имеющих смысл соответственно плот­
ности, давления, скорости газа и внешних сил в момент време­
ни t 
• .Уравнения газовой .динамики, выражающие общие законы 
сохранения массы и импульса для невязкого газа, имеют вид 
(см. [4]) 
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^ + ( v , ^ ) + | - - / U = U ,3 , 0-1) 
U-F(p), 

где функции р, и и Р считаются неизвестными, вектор-
функция /е<->° и зависимость F (р)еС°° заданными, <, ) обоз­
начает скалярное произведение. 

Первое уравнение системы (1.1) называется уравнением 
неразрывности, второе, третье и четвертое — уравнениями 
движения, а последнее-уравнением состояния газа. Функция 
-\fdF 
у —- называется скоростью звука, при этом предполагается, 

что ^— больше нуля и, кроме того, плотность р больше 
нуля. 

Большой практический интерес представляют вопросы су­
ществования и поведения разрывных решений уравнений газо­
вой динамики. При этом существенную роль в вопросе сущест­
вования разрывных решений играет выбор математической мо­
дели поведения газа. Например, можно показать, что учет 
вязкости газа приводит к появлению таких дополнительных 
диссипативных членов в системе уравнений (1.1), что резуль­
тирующая система не будет иметь кусочно-гладких решений. 
Не останавливаясь на этой важной и интересной стороне дела, 
предположим, что для системы уравнений (1.1) существуют 
кусочно-гладкие решения, терпящие разрыв первого рода на 
гладкой, без самопересечений, трехмерной поверхности Q, при­
надлежащей четырехмерному пространству R4={(x, t)\x&Rs, 
teRb}, причем в каждый отдельный момент времени t=t 0 поверх­
ность разрыва Qt, представляет собой гладкую двухмерную по. 
верхность. Кусочно-гладкие решения такого типа называют^ 
ударными волнами, поверхность Qt0 —фронтом ударной волны, 
направление движения и скорость каждой точки поверхности 
Qt, — направлением движения и скоростью фронта. 

Хорошо известно (см. [4]), что в большинстве практических 
задач скорость фронта ударной волны выше скорости звука пе­
ред фронтом, и следовательно, возмущения, вызванные ударной 
волной, не могут опередить ее появления. Таким образом, газ не 
чувствует появления ударной волны и задача о поведении фрон­
та ударной волны распадается на две: первая — о поведении 
гладкого решения системы уравнений (1.1) без учета распрост­
ранения ударной волны и вторая — о движении фронта ударной 
волны и поведении решения в области за фронтом, в предполо­
жении, что поведение решения перед фронтом известно. Исходя. 
из этого, мы будем считать решение системы уравнений (1.1) 
в области перед фронтом ударной волны заданным. 
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Для описания поведения фронта ударной волны выпишем 
ряд необходимых условий существования кусочно-гладкого ре­
шения системы уравнений (1.1). 

Выразим неизвестную Р через р из последнего уравнения 
системы (1,1): 

fgf+<V.P«>=0, 

| f + ( v , P ^ > T ^ = / ' , .-=-1.2.3. (L2> 

Решение 'системы уравнений (1.2) будем искать в виде (ет-(2,№»«.(-. <»ш). о.» 
гДе Ро, Рь Щ, «1, seCM(^4), б —тэта-функция Хевисайда 

AM-Я» ^ > 0 ' <0, 
поверхность разрыва 2 определяется неявным уравнением 
вида s(x,t) = 0, причем |ys||Q—1 и s(x, *-)<0 в области 
перед фронтом ударной волны. Нетрудно убедиться, что 
предположения s(x,2.)6C°° и | --s | | a — 1 согласуются с пред-
положением о гладкости фронта ударной волны. 

Кусочно-гладкому решению (1.3) системы уравнений (1.2) 
сопоставим ряд функций, определенных на поверхности разры­
ва и имеющих смысл производных вдоль нормали к фронту 
ударной волны Й- .в момент времени I: 

def def 
Pi/I= < VS. V>-Pi.«uH <V-S. У'>-й/|а. ( = 0,1; / = 0 , 1 , . . . . (1.4) 
Несмотря на то, что представление кусочно-гладкой функции в 
виде (1.3) не единственно, поскольку переменные р0 и.и0 одно­
значно определены лишь в области перед фронтом, а функция 
s(x, t) представлена только поверхностью нулей Q, ряд (1.4) 
однозначно соответствует исходному разрывному решению. Дей­
ствительно,, пусть имеется два различных представления раз­
рывной функции р {x,t) в виде (1.3): 

Po + 0(s)Pl—P;-hO(s)p;. (l.5) 
Поскольку поверхности нулей функций s(x,t) и s' (x, t) сов­
падают, то из (1.5) следует, что 

Ы-М)-Р.;(.М))-=е(5)(р;-Р1). (1.6) 
Равенство (1.6) возможно только в том случае, когда все 
производные функции (р1--р1)(А:, t) на поверхности нулей 
функции s{x,i) равны нулю. Это, в свою очередь, приводит 
к тому, что все производные функции (р0 —p0)(x, t) на по­
верхности 2 обращаются в нуль, что и требовалось доказать. 
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Класс СКд функций, представимых в виде (1,3) и терпя­
щих разрыв на одной и той же поверхности Q, обладает 
одним важным свойством, которое заключается в том, что 
класс SO?,-, инвариантен относительно операций умножения и 
подстановки в качестве аргументов в гладкие функции. 
Действительно, пусть например, Ф (y)GG°° (R1), gQWla, 

g=go-\-4s)gi, (l.7) 
тогда функция Ф (g) представима в виде (1.3). 

Заметим, что если произвольную, определенную на по­
верхности S функцию <?(x,t) продолжить гладким образом 
во все пространство R4 так, что <?{x,t) будет постоянна 
вдоль траекторий поля < ys, у > в некоторой окрестности-
поверхности Q, то для любого e£R4 справедливо равенство 

<е — ys< ys, е >, \jtx > <? (х, t)|Q = (е, y^>cp(x, t)|0, 
поскольку < ys, у..Л. > ? (-x, t)|o— < ys, у > tp(x,t)|£2 — 0. 

Ha основании этого, для сокращения полученных формул, 
положим, что члены ряда gij(x,t)\a, i = 0,l,..., соответст­
вующего кусочно-гладкой функции ' ge®lQ, продолжены глад­
ким образом с поверхности разрыва О, во все пространство 
R4 так, что в некоторой окрестности поверхности Q они 
постоянны вдоль траекторий поля < ys, у ) . Операция 
дифференцирования вдоль некоторого направления е — 
= (е1, е2, e3, e%R4 переводит класс -ЯКи в множество De,a 
обобщенных функций с носителем сингулярности на по­
верхности S. 

def / д \ Пусть у ^ —I-—, у—полный градиент в пространстве R4, 
обобщенной функции /г(х, t)£De, я, являющейся производной 
функции g (х, г.)6$Кя вдоль направления eg/?4 

def 
h(x,t)={e,Vtx)g(x,t), (1.8) 

поставим в соответствие обобщенный ряд функций 
htj(x,t)\a, i = 0,1; / = — 1 , 0 , 1 , . . . , определенных на поверх­
ности разрыва 2 функции g (х, t)\ 

hu-i{x, t ) | a = g w ( e , ytx)s(x, t)\Q, 
htj (x, t) \e = gt, j+i(x, t) { e, yiJC > s (x, t) |„ + 

+ < e - v - ( e , ys> , v«* > Si](x, t)\a, i = 0,l; / = 0 ,1 , . . . . (1.9) 
Рассмотрим теперь класс обобщенных функций Da, предста­

вимых в виде конечной суммы функций, принадлежащих раз­
личным множествам De,a, e£R4. Иначе говоря, если ft(x, i)£Da, 
то существует m>0, вектора еи.,.,ет и набор функций 
Л1еОе',а,..., kmeDema такие, что 
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й(х,о—2йч.*.о- (1.Ю) 
i==i 

Обобщенной функции h(x,t)QDs поставим в соответствие 
обобщенный ряд й/Дл, t), i=0,1; / = - 1 , 0, 1, . . . , следу'ющй^ 
образом 

/ , - 1 

где h^(x,t), 1 = 0,1; / = 0 ,1 , . . . -обобщенный ряд, соответст­
вующий функции gk(x, t)QDekQ. 

Справедлива следующая лемма о единственности 
Лемма. Пусть gl (x, t),.,., gm(x, t) — кусочно-гладкй-

функции, принадлежащие классу №& функций, терпящие раз­
рыв на одной и той же гладкой поверхности S, и пусть 
е1,..., ет — набор векторов из /?*; тогда, если 

т 

2 < e ' - V ^ ' > =0 , (1.12) 
i = i • 

то все члены ряда {h-;(x, t)}, £ = 0,1; ; = - 1 , 0 , 1 , . . . , опре­
деляемого по формулам (1.11), обращаются в нуль на поверх­
ности Q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению производной, о т 
обобщенной функции (см. [2]), для произвольной функции 
<рбСо°(̂ 4) имеем 

т 

^ h{x, t)<?(x, t) dxdf = 2 § ? < eft> Vf* > gkdxdt = 
m m / 

= - 2 Ssft < e'i^tx > ?dxd^=-2 5 - (s (•*> o) g7i < e*. v** > x 
cpdxd/ + 5 go < eft, v^ > <pdxdt\ (1 • 13) 

Обозначим через Я — область, в которой выполнено неравен­
ство s(x,t)>0, n(x, t)|n-нормаль к поверхности Q, направ­
ленную внутрь области Н. Тогда из (1.13) по формуле 
Стокса имеем: 

т 

\| h (x, t) cp (x, t) dxdif = 2 \ <р < ек, V** } ghdxdt = 
R* ft--l«* 

m m 

= 2 S •?* < e*> V f * ) ? = - 2 S rf ? <eft-»(*. о > dxdt-\-
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X ( e \ ltx ) gldxdt. (1.14) 
Из предположения о произвольности <р(х,г.) "и [использования 
{1.12), находим, что 

S^ f t (x . ^)(6ft,«(x, t)>|n = 0. 

Иначе говоря 
т 

Ai.-i (Jc,^)|n = {sum} gio(x, t){ek, vns(x, t) > |n=-=| V/. ,s(x, t)[[nX 
m 

X{sum}g"f (.«, t){e\ n(x, t)>|0=»0. 
A — 1 

Таким образом, доказано утверждение леммы для коэффици­
ента hi,_i. Кроме того, из (1.14) следует, что функция h(x, t) 
лредставима в виде > • . / • 

A(x,0 — M-*--) + s(s(.*. t))Ai(JC, t), (1.15) 
где 

ho— 2 < е*' V^ > fifo (x. 0. At (x, *) = 2i < •**. V,, > gf (x, *)• 

Поскольку A (x, 0 = 0, то все производные функции ka(x,t), 
(h0-\-hi)(x, t), а следовательно, и hx(x,t) на поверхности 2 
£>авны нулю. . " 

Разложим функции gj (x, t) / -=0 ,1 , по формуле Тейлора 
в окрестности поверхности разрыва 2, до га + 1-го члена: 

' g*J (X, t)^%ji (X, ffiZLb +Rf,n+l (X, t) ^ 0 . (1 . 16) 

Ha основании разложения (1.16) вычислим п-ю производную 
•от функций hj(x, t), / = 0,1, вдоль ys и приравняем ее нулю 
яа поверхности S; 

tit 

< V-S, V'w > "A/ (x, Ola---- < VS. Vw > " 2 < e*' V^ > S)(x, t)|a 
A-=I 

m /n+1 

— 2 <vs.v«>-<'«*.*,> 2«LV* . * ) s -%- -+ -^ .же { + 2)1 a 
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-(*. t)\ 
IJL 

m 

= 2 < eft, Vtx ) £?„(*> *) + £;?, «+i (•*> -)' < б, V^s > |a — 0, 
что и требовалось доказать. 

Обратимся к системе уравнений (1.1). Дивергентный вид 
уравнений (1.1) таков, что в системе содержатся только первые 
производные от всевозможных произведений и гладких функций 
от неизвестных р и и. Однако, как было отмечено выше, класс 
функций, в котором ищется решение, инвариантен относительна 
операций умножения и подстановки в гладкие зависимости. Та­
ким образом, в силу леммы о единственности разложения в 
обобщенный ряд, получаем, что коэффициенты обобщенного ря­
да, соответствующего результату подстановки кусочно-гладкого-
решения в систему уравнений (1.1), должны обращаться в 
нуль на поверхности разрыва. 

Вычислим члены этого обобщенного ряда. 
П р е д л о ж е н и е . Пусть h(x, t)—обобщенная вектор-функ-' 

ция, являющаяся результатом подстановки кусочно-гладкой 
вектор-функции (1.3) в левую Часть системы уравнений (1.2),, 
тогда коэффициент hi,_i обобщенного ряда для функции 
h(x,,t) равен 

[ЛЫЛ- { Vs' (Роо + Рю)("оо + «ю) —Роо«оо > 

(•Ai. -i(JC, 0 ) -=-1 -§j ((Poo-Ь Рю) («оо + «ю) РооИоо) + | + 
\ + < VS". (Poo + Pio) («oo + «io) > («oo + «io) 

"•" V — Poo«oo < V-". "oo > + VS (F (Poo + Pio) — F (Poo))/" ( ' ' 
Обозначим 

2 . = - — + < v, (Poo + Pio)(«oo + «io) —Poo«oo > + 

+ < VS, Pio«oi + Poi«io > > (-•-8> 
def д ds 

™l = — ((Poo + Рю) К о + Ю — Poo«oo) + oT (P°iaio + Pio«oi) + 

+ < VS, «oi > • ((Poo + Pio) K o + u{Q) - Poô ô) + 

+ { V^ «oo+ «io > «oi (Poo + Рю) ~ ( V5, «oo > «01P00 + 
+ < VS, «oo+ «10 > ("oo + M{0)Poi— < VS, «00 > «00P01 + 

+ < V, («oo + « i o ) « ) + «!o)'(P-o + Pio) > — < V. «oo«£0Poo > + 

_L д IF In J-n . FU \\-L.ds f->/r(P.-° + Pio) dF (P»o)\ - • + - ^ f (Poo + Pio) - r (Poo)) + щ [ ^ — - j P01, 
. i = l , 2 , 3 , (1.19' 
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Тогда коэффициент А1 |0 обобщенного ряда для функции 
h (x, t ) есть 

/-J7 Pn + < VS- (Poo + рю) «п + Рп («oo + «10) > + £ 

(hUo(x, *)).= ! | i ( p 0 o + p10)»u + Pu(«oo + »io)) + (aoo + «io)X | + " 
\X(poo + Pio) < VS, ип > 

/ 0 \ 
_|_ «и (Poo + Pio) < V{cdot}-". «oo + «io > + Pu («oo + «io) X (i 20> 

\ X < V-s. «oo + «io > + V-spu d F ( y p l o ) + w / 
Пусть , кроме того 

def j- , 
2 l = - d T + { VS> Pl0«02+P02«01 + 2(poi + p11)(M0l + «ll) —2p0i«01 > + 

+ < V. (Poo + Pio)(«oi+«n) — Poo"oi+(Poi+pii)(»oo+"oi) — Poi«oo > (l.21> 
И 

def Q 
w i = Ш ̂ p0° + P l 0 ^ K i + Mii) — Р°-Йо- + (Poi + Pn) (uw + M

0'o) - P w O + 
ds 

+ 57 (Pl0«02 + P02«io + 2 (P01 + Pu) («и + «11) — 2p01«^) + 
H-((Po0 + Pio)(«oo + «io) — Poo"oo) < Vs, «02) + < (Poo + Pio)(«oo + «io) — 

— P00«00, V5 > "о2 + Р02(«оо+« 'ю) < « 0 0 + «10, V^ > — P02«00 < V.S, «00 > + 

+ 2(poo + Pio)(«oi + «{.) < VS, «oi + «ii > — 2po0a^ < «оь v-s > + 

+ 2(Ро1 + р и Ж 0 + «г
10) < V$> « o i + «n > — 2poi«oo < VS, «oi > + 

+ 2(Poi + Pii)(«oi + --n) < VS, «oo+ «io) — 2ро-й£- < ys, «oo > + 

+ < V, ((Poi + Pn)(«oo + «io) —Poi«oo + (Poo + Pio)(«oi + «ii) —Poo«oi) X 

X K o + «{0) ) + < V, (Poo + pio)(«oo + «io) («o1 + « n ) - P ^ o o r i o i > + 
. ds /dF , . . dF , Л . ds d2F(p00 + pi0) , , -.o 

+ Ш> [dp- (Poo + P-o) - dp (P-o)J P02 + щ V (p01 + P u ) ~ 

~ШЬ dp' Ро21 + -з\7-ги7(Роо + Рю)(Ро1 + Р п ) - ^ - ; Р о 1 ) - (1.22) 

Тогда коэффициент Л1д обобщенного ряда имеет вид 

(М-
/ - |P l2 + < V---, (PoO + PlO)«12 + Pl2(«00 + -«lo) ) + 2l. \ 

\4.57(Poo + Pio)«i2 + Pi2(«oo + «io)) + (Poo + Pio)(«oo + «io) < V-f. -«12 > у 

i f 0 

' \{Р00 + Рю)«12 < V-M -«OO+ «10 > + Р12 («00 + «ю) < VS, «00 + «10 > + 

T - V % / / ? ( y p " ) + î){cdot} (1-23) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Представим в виде (1.7) произведе­
ния ри, рай1, I — 1, 2, 3, вектор-функцию / и зависимость F(p). 
Имеем 

/ — / о , (1.24) 
Ри -= роио + - 00 ((Ро + Pi) («о + «О — Ро^о), (1 -25) 

рая--=poMo«o + 6(s)((po + Pi)(«o + «i)K + «0-Po«o«o). О-26) 
F(P)-F(Po) + S(s)(F(p0 + Pl) — F(Po)). (1-27) 

Ha основании формул (1.24) — (1.27) и определения 1.4 вычис­
лим первые три коэффициента ряда, сопоставляемого произ­
ведениям ри, рииг, 2 = 1, 2, 3, вектор-функции / и функции 
F'(p) для разрывной части 

/ю = 0, 
/и-=0, 0-28) 
/ i 2 = 0. 

Исходя на разложения (1.25), получим 
(Ри)ю=(Роо + Рю) («оо + «ю) - Роо«оо! 

(Ptt)u — (Роо + Рю) «и + Ри («оо + «ю) + Piottoi + Pm«io. (1 -29) 
( р и ) 1 2 = (Роо + рю) и12 + Pl2 («00 + «10) + Pl0«02 + Р02«10 + 

+ 2 (poi + ри) («01 + «и) -2poi«oi. 
Нетрудно убедиться, что соответствующие коэффициенты 
для разложения (1.26) имеют вид: 

(P««Oio — (Poo + Pio)(«oo + ttio)K0 + K'10)-poo«oo«oo' ~ 
(РииОп = (рог + Ри) («оо + «ю) («оо + «5о) + (Роо + Рю) («oi + «и) X 

X (и00 + «{„) + (Роо + Рю) («оо + «ю) («ol + «п) - Poi«oo"oo -
— Poo«oi«oo — Роо«оо«о.; - . , 

(paa')ia = (Ро2+ pis) («оо + «го) («^ + «io) - Ро2«оо«ш.+ (Роо + Рю) X 
X (иог + {cdot}»ia) (а-м+«ш) ~ Роо«о2«00+(Роо + Рю) («оо+«ю) («£2+»Ь) -

- Роо«оо«02+2 (poi+'Pu) («oi+йц) (aj„+»{„)- 2poi«oi«&0 + 
+ 2 (Poi + Ри) («оо + «io) («и + «ц) - 2poi«oo«01 + 2 (Роо + Рю) X 

Х(Мо1 + «и)(«01 + «11)~2р00ио1«о1. О-30) 
Коэффициент разложения разрывной части Р(р) есть: 

•(E (р))ю - F (Роо + Рю) - Р (роо). 

(Г (Р))и=.— др '-—(Poi + Pu) — —^—Poi» 
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(,г 1РШ2 — (P02 + P12) d P02 + 

1 а«.г (Р в , + р,в) a - f (POO) a 

_|_ _ (p01 + pu)- g---—P01. (1.31) 
Вычислим первые три коэффициента обобщенного ряда для 
функции 

ф (х, t)--EP.gL.u_ + < v , р (х, t) и(х, t) >. (1.32) 

На основании формулы (1.29) и определений (1.9), (1Л1), 
имеем 

ds 
t i . - i = - j P i o + < Y .̂ (pio + Poo)(«oo+»io) — Роойоо) . (1-33) 

ds 
«Ь.о— — Р и + < V-ч Pn(-%) + «io) + (Poo + Pio)"u + Poi«io + Pio«oi > + 

+ - f j - + < V..(Poo + Pio)(ttw + « v ) —Poo«oo > > (1.34) 

•Ф11 = ---J Pi2 + -jr + < VS, Pi2(̂ oo + »io) + (P10 + Poo) «12 + 

+ Pio«o2 + Po2«m + ---(Poi + Pii)(%i + «u) — 2poi«oi > + 
+ < V > (Poo + P10) («oi + «11) + (P01 + P11) («oo + #10) — 

-Poo{cdot}*%—Poi«oo > • (1 .35) 

Аналогично найдем три первых коэффициента обобщенного , 
ряда для функций 

g>(x, *)——-f-+ ( V i pUUi > + *m.-fy i = i , 2,3. (1.36) 

Для этого воспользуемся определениями (1.9), (1.11) и форм;у 
лами (1.28) — (1.31). В результате элементарных вычислений 
получим 

ds 
• <_1 ( * . 0 = "— ((Poo + pm) («00+ «ю) - Роо"оо) + 

+ < V-*. (Poo + Рю) («oo + «10) К - + «io) — Роо-«Ьо<) > + 

+ -^-(F(Po0 + Pio)-F(Poo)). * = - > 2,3. 0.37) 

Чтобы подсчитать коэффициент g[0(x,t), i = 1,2,3, необхо­
димо первоначально найти выражения для функций 

(w(p«0)10, « y . p * « ' » i o , ( 4 F ( P ) ) I O ' ; 
а, затем, на основании определения (1.11), сложить их. Имеем: 
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' д \ ds 
[ji (Pa%0=TT ((Poo+Pio)»!i + Pu(tti,+a{o)) + 

+ •---• ((Роо + Рю) («оо + » ю ) — Роо«оо). »— 1 , 2 , 3 . (1.38) 

Подставляя (1.30) в (1.9), получаем: 
( < v. Щи1 > )10— < -у..-, (роо + Рю).(«oo + «io)(«oi + a'i) —Роо«ооИ^ > + 

+ < V*, (роо + р1о)(Ио1 + Иц)(«оо+и1о) —Poo«oi»-5o> + 
+ < VS, (Poi + рп) («оо + «ю) Ко+" 'о ) — PoiOoo«i) > + 

+ < V> (Poo + Рю) («oo + «ю) К 0 + «{о) — Роо«оо<-4, > . i = l, 2, 3. (1.39) 

Аналогично находятся • коэффициенты (-—--F(p)j и / j o v 

t = 1,2,3: *' 

d*, r (P) L - - — - 37 (Poi + Pn) -n:—Poi + \dxtl ^>1ю~~Щ\ dp V M T r a gp 

+ l ^ ( F (Poo + Pio)-F(Poo)). (l-40> 

/{o=0- (--41) 
Таким образом, на основании формул (1.33) и (1.37) нами-

установлена справедливость выражения (1A7). Сумми­
руя выражения (1.38)~(1.41) и учитывая (1.34), нетруд­
но убедиться в справедливости (1.20). Выражение (1.35) 
подтверждает правильность первого равенства в систе­
ме (1.23). Для определения оставшихся координат век-
гора /zi,i вычислим выражения, f-- (ри')] 5 (( V- Р««') )i,iS 
' д \ ' 
—-E(p ) , t—1,2,3. На основании (1.29) имеем 

( — ( Р И / ) ) 1 Д = - ^ ((Р00+Р10)«18 + Р12(Й00 + Й10)+.Р10«И + 

f Роз«.0 + 2 (Poi + Рп) « + «п) - 2poi<) + ^"((Роо + Рю) К1 + «Ь) — 

- Poo ĵ + (poi + Рп) Ко + О - Poi«00). i = 1, 2, 3. (1.42) 

Учитывая выражения (1.30) и определение (1.9), получим: 

(< v, ?ttiil > >i, x —= < ys, (р12 + Ро2)(«оо + Ию)(»оо + а'о) > — 
.— < VS> p02«0Q«00 > + < VS. (Р00 + Р10)(Й02 + «12).(Й00+И10) — 

— р00и02Иоо) + < V5>(P02 + Pl2)(«00 + «lo)(«00 + «lo) — Po2«00«00 > + 

+ < VS. 2(Poi + Pu)(«oi + «ii)(«oo + «io) — 2р01и01иоо > + 
+ < VS. 2 (Poi + Ри) (И00 + «10) («01+»ii) — 2p0i«oo«oi } + 
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+ . < V-'.2(Poo + Pio)(«oi + «ii) ( « o i + й п ) — 2p00«oi«oi }_+ 
+ < V>(Poo + Pio)(«oo + «io)(«oi + «n)--poo«oo«oi > + < V> (Poo + Pio) X 

X («00 + «10) («01 + «11) ~ p00«01«00 > + < V. (P01 + Pll) («00 + «10) X 

X («oo + «io) — poi«oo«oo > , * = 1, 2, 3. (1.43) 
Ha основании формулы (1.31) и определения (1.9), вычислим 
коэффициент (д%Р(р))и1> i •---1, 2, 3. 

fe^ ^)г,г = ШЛ TP (P02 + P12) Jp—902-h 
.-*'•"•/. i ,, w„ i „ 42 ->a-g(Po.)j\ i 3 /^(Poo + P.o), + ^(Poo + Pio)(Poi + P n ) 2 - - ^ p i 5 i ) + / - (——^-- i ( P o i + P u ) -

-*^-Др01), i — 1,2,3. (1A4) dp 
Из (1.26) следует, что 

(Яп — 0, г —1,2,3. (1.45) 
Теперь для доказательства справедливости выражения (1.23) 
достаточно сложить правые части равенств (1.42) — (Г45). 
Предложение доказано. 

Приравнивая нулю, на основании леммы о единственности, 
коэффициенты, полученные в предложении, получаем следую­
щую теорему. 

Т е о р е м а 1. Для того, чтобы кусочно-гладкая вектор-
-функция {p(x, 0,«(x,^},(x,-06P4. терпящая разрыв первого 
рода на гладкой, без самопересечений, трехмерной- поверх­
ности QGR'K удовлетворяла системе уравнений (1.2), необхо­
димо, чтобы были выполнены следующие условия: 

1) з г + <«o>VS> + с (ро, pi) | V5 | = 0 ; (1A6) 
а 

2)ux\^-^VVlP1, (1.47) 
где 

\tt(x,t)l U0(x,zf)/ "\Ui(x,t)r ' 
•s. Pi, и£С°°Щ% i = 0,l; s(x,t)<0 в области перед разрывом, 
•£ = -•-—-г—нормаль к поверхности разрыва, Qt = {xQR3\s(x, t) — 
= 0}, Pi—E(p-+p-)—E(p-) —скачок давления, C(p0l pi) = 
=-=—l/ ( - + - . — —-скорость движения разрыва, Vi = 

V \ Ро / Pi 
----р^1__(р0+.р1)-1 — скачок удельного объёма. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы о единственности обоб­
щенного ряда следует, что коэффициенты (1.17), (1.20) и 
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(1.23) должны обращаться в нуль на поверхности разрыва 2. 
В частности, необходимо, чтобы на Q были выполнены 
равенства: 

( а Г + <• VS>«oo + «io } 1 р ю + ( VS. Роо«ю > — О, 

ds \ 
[дТ "•" ^ v s ' «оо + «w > J (Роо + Рю) «ю + 

+ «оо ( ( э г - Ь '< V-*« " о о + "ю > ] Рю+ < VS, р0о«ю > ) • 

+ VS (F (Роо + Рю) - F (Роо)) — 0. 

(1.49) 

Вычитая из второго уравнения системы (1.49) первое с коэф­
фициентом и00, получаем 

ds \ 
—r-I - < VS-«оо+ «io > J Р ю + < VS>«wPoo > = 0 » 

s + { VS, иоо + «ю > ] (Poo + Pio) «10 + ( l -50) dt 
+ VS (E (poo + Pio) - F (Poo))-=0-

По предположению, - - - > 0 . Роо + Рю>0> роо>0 и Рю-̂ О. 
Таким образом, система уравнений (1.50) эквивалентна системе: 

ГЛ7 + < Vs ' « О О + «ю > ] Р ю + < VS, «юРоо > = 0 , 
{ d t > (1.51) 

( 4 у + < ~s, «оо + «ю ) ) Роо«ю + V-S pJ+pJF (Роо + Рю)—F (Роо)) - 0 . 

Обозначим 

p - j ! ! ^.(Poo + Pio) — -^(Роо) Роо /J 52) 
ё Р ю Роо + P i о ' ^ " • 

Пусть Е — единичная (3 X 3)-матрица. Рассмотрим (4X4)-
матрицу А, имеющую вид 

def / £~1\~дГ+ (Vs. «оо-Мю) ) у«' 
("57+ <VS> Иоо + Ию) 

(1.53) 

,3/7 

Поскольку, по предположению, ----- > 0, то g > 0 , а следова­
тельно, элементы матрицы А ограничены. 

Нетрудно убедиться, что система (1 .-51) может быть пред­
ставлена в виде 

Уравнение (1.54) будет обладать нетривиальным решением 
только в том случае, если детерминант матрицы А равен нулю: 
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8~г [~W+ < v s ' M-o + Mio > J -

~ lvs | 2 ( -^7+ '< VS, иоо + «ю>) — 0. (1.55) 
Уравнение (1.55) выполнено, если справедливо одно из следую­
щих трех условий: 

----- + < vs. «оо + Ию > = 0, (1.56) 

-— + < vs. %> + «io> + lv-'IT/g=-0, (1.57). 

- | j -+ <vs,«oo + «io) - Iv s lKf f -O . (1.58) 
Равенство (1.56) противоречит исходным предпосылкам и его 
необходимо отбросить. Действительно, если выполнено усло­
вие (1.56), то второе уравнение системы (1.51) имеет вид: 

Piog"VS = 0, 
что невозможно, поскольку рю-т-О, g > 0 и |v.s| = L 

Пусть 7) = 1 или 7)=—1 в зависимости от того, какое из. 
условий (1.57) или (1.58) выполнено. Таким образом, справед­
ливо равенство 

-—-+ < vs, «.оо+ »ю > — —п\ Vs\Y"g. (1.59) 
Представляя (1.59) во второе уравнение системы (1.51), получим 

vS&Pio — I V-l^i'lPoottio—O. (L60) 
Выразим «ю из уравнения (1.60) 

=^УУ^Р[ (1.61) 
и подставим в первое уравнение системы (1.51) 

(-ЭГ+ <VS>«o> +^|V-lK lA^)pio+Poo^|VS|/Hj3I— 

= (-gf + <V-s. «o> - »Н~Ф(Роо. Рю))рю — 0. (1.62) 

По предположению, разрыв распространяется в область, где 
s<0 , иначе говоря, ~ > 0 в случае, когда к-о-0- Это воз­
можно только в случае, если •.-•=— 1. Таким образом, вы­
ражения (1.61) и (1.62) совпадают с утверждением теоремы. 
Что и требовалось доказать. 

З а м е ч а н и е 1. Равенство (1.47) известно под названием 
условия'. Гюг.онио. 'Поскольку это. условие должно быть удов-
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летворено при любых значениях времени и НОСИТ алгебраичес­
кий характер, то это условие накладывает ограничение на вы­
бор начальных данных для задачи Коши. 

З а м е ч а н и е . 2. Пусть - — параметр вдоль траекторий 
поля , — + ( tto + c-i, v ) )> тогда, как нетрудно видеть, уравне­
ние (1.46) имеет вид: 

as (х (<х, т), т) __г) /1 до\ 

Таким образом, траектории этого поля лежат на поверхности 
ypoBHH функции s(x, t), 

§ 2. УСЛОВИЯ НА СКАЧКИ ПЕРВЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

Пусть, как и раньше, h(x, t)—обобщенная вектор-функция, 
являющаяся результатом подстановки кусочно-гладкой вектор-
функции (1.3) в левую часть системы уравнений (1.2). Вычис­
лим. коэффициенты /г00 и hoi обобщенного ряда для функции 
h(x, /). 
На основании определений (1.11) и (1.19), получаем: 

gf Poi + -§ j -+ < Vs, Poo-̂ oi + Poi«oo > + < V. Роо-̂ оо > Д 

ч^(Р°1Иоо+Роо^о1) + б7(Роо^4)+ < V-"» Poo«oo< + Poo«oi«oo >./ 

i | < VS. Poo «oo«oi ) + < As. р01йоо«оо > + \ (2.1) 
" Ь т . - - ; — P o i —/oo 

(hoo) = 

dxi ' dxi dp 
Коэффициент hoa, как нетрудно убедиться, есть не что иное, 

как нулевой член разложения в ряд Тейлора вдоль нормали к 
поверхности разрыва Я, левой части системы уравнений газо­
динамики (1.2), относящейся к области перед фронтом ударной 
волны. Аналогично, коэффициент h01 является коэффициентом 
при s разложения в тот же ряд Тейлора левой части уравнений 
газодинамики. Первая координата hoi1 вектора hoi есть 

А01=-37Р02"Г"Ж'Т' ^ v S ' Роо̂ ог + Ро2-̂оо +- 2poi«-oi > + 
+ < V. PooWoi + Poi%)> . (2.2) 

Остальные координаты hH-1, i-= 1,2,3, вектора h01 имеют 
вид: 

Ktl = ft(poott-- + P--tt--+ 2 p o i £ i-i ) + di (-3--ам+Роо«У + 
+ < V-M Pd2{cdot}«00«oo > + <'V-Si PO0«02«O0 > + < V-S. PoO#00«o2 + 
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+ 2poittoi«oo + 2Poî oo«oi + 2Poo#oi«o1 •> Т" ^ v ' •Эо-М-Оиоо + 

+ Poc«o1^ + Poo«oo< > + ^ | ( £ ^ . Р о » ) + -Т^- 1 <Й1) + 

Из леммы о единственности обобщенного ряда следует, что 
коэффициенты /г0- и /г01 должны обращаться в нуль на по­
верхности разрыва 8. Таким образом, справедливо равенство 

ШРог+Цг^- ( VS, Poo«oi+Poi«oo > + < V, Роо̂ оо ) = 0 - (2.4) 
Вычитая с коэффициентом ul

m, i — 1,2,3, первую координату 
вектора h0o и з остальных координат и приравнивая ее нулю, 

"получим 

-j|poo.«oi + Poo---7^+ < VS, Роо^ооКи > + < Poo«oo,V > «o0 + 

H — 5 ^ — ! ~ ^ ~ ~ ^ — P o i — Д о —u- •/•->) 
Из равенства (2.2) следует, что 

^Р02~| •$•+ ( V5, P00«O2 + PO2tt0O+2p01«Ol > + 

+ < V, Роо«01 + Ро1«оо ) = 0 . (2.6) 
УМНОЖИВ правую часть равенства (2.2) на tcl

m, г = 1,2,3, 
вычтем из (2.3), а затем приравняем результат нулю: 

pt (Poo«o2+2poittoi) +Poi -^ + --- (Poo{cdot}<) + < Vs, Роо»оо»̂ - + 

+ 2Poo-aoi«oi + 2po1«oo«o1 > + < V, Роо"оо«о1 > + < Poo«oi + Poi-«oo> V > X 
ds (dF(p00) , д 
d7i[—dp—pm + ~ 

- / ' - - О . (2.7) 

'Умножим левую часть уравнения (2.5) на —• и вычтем из 
^ Роо 
, (2 .7 ) . Имеем: 

| | (Роо»о2 + Poi»oi) + 5? (P-o.'-m) + < Vs» Poott00ul
02 + 2Рй0и01и^ + 

+ PoiKoo-«o1 ) + < V, Poo^oo^o! > + < Р с Л ь v > «оо + 
. as (dF (p„) „ . (d'F(Pn) i a/7 (p.°n/„ уЛ. -• (ыивг&п ] 

- e ^ F : ^ ) - ( ^ - - £ ^ ) e 0 ' i-1'2i3- (2-8) 
15—7811 225 

x %+fci [—dp—p02 "• Э р * — ( p 0 l ) J + aJ; 1~5P~ Po1 



Вычитая из (2.8) левую часть равенства (2.4) с коэффициен­
том «о,, г —1,2,3, окончательно получим 

ds дЩ\ 
^Роо»и + Роо-"—+ < V-S» PooWooK^+Poo^oi^oi > + 

+ < рооЯбо. V) « И + ( Poo«oi. V) "оо + Й ; ( ( ^ о ) ) Ро- + 
I f a - f (POO) I aF(p„o)\ , \ , д idF(poa) v 

ар2 РОО ар ) ' ° - j ' а * Д ар 

Теорема 2. Для того чтобы кусочно-гладкая вектор-
функция {р(.*;,г-), u(x,t)}, (x, t)6-R4. терпящая разрыв первого 
рода на гладкой трехмерной, без самопересечений поверхнос­
ти Й6^4, удовлетворяла уравнениям (1.1), необходимо, 
чтобы на поверхности 2 выполнялись: 

1. Уравнение, описывающее поведение скачка плотности 
на фронте ударной волны 

(2+—-^|)(- |+< t t 0- r-rf ,VP->)+K<V ,«0>+c<L ,O + 

+ (l+,)(U%)) + -b— ,(^/>+^(t + 
, , , t . \( 2 дс . 2(1+|х)2 6с (л [х 8с\ . 

• (1+1-)- дс /1 I „ Л | / - „ ч „ f 2 5c I 2 ( 1 + И - ) - с у 

где 

причем р0, Pl, и0, ^,seCM(R4), 9-{ (x,^)6R 4 | s (x ,0-0}, 
IVSI IQ- - ) s[x,t)<.0 в области перед фронтом ударной 
волны. Кроме того, (••••=-——относительная величина скачка 

Ро 

плотности, 
«i)|Q-<vs.v>'(y|a, i-o,i; H i 

Т=-——относительная величина скачка производной плот­

ности вдоль нормали --$, -"^т^р L = v ~ ^ ( ̂  v)> 
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с—-"|/(1+^)- - ? (РоЛ1+^) - - / ? (Роо) 
РооЦ ' 

бс С (роо, р-.01Л) — c(Pooi О) 
•§- — • „—---———разностная производная с по р. 

2. Уравнение, связывающее скачки первых производных ско­
рости и плотности вдоль нормали к фронту ударной волны ys 

й».о=- ((Г+^+TT7T U ) (TS 

+ - (-М-Фо | j - — -7- Ро g^ < V. % > ) + V-Uoi + 

X ( t iC<L t £>+l - ( l + f-)<S.«oi> + 2 ^ Т + Ц 2 | ^ + 2 [ - | X 

x(l-i|)(H-^+Ki+^Po|--i^?-<^)-
— Kl + !^C-<V,«o>(—if—PoS)-^c-c ™ <3p„ 

где 

c P» 

Po 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы § 1 следует, что коэффи­
циенты (1.20) обобщенного ряда, соответствующего функции, 
являющейся результатом подстановки кусочно-гладкого реше­
ния (1.3) в систему уравнений (1.2), должны обращаться в нуль 
на поверхности разрыва. 

Таким образом, имеем: 

—• рп + < Vs. (Роо + Рю) «и + рп (иоо + ttio) > — — 2, 

-57 ((Роо + Рю) ми + Рп("оо + --ю)) + 
+ («oo + «w)(Poo + pio) < VS, «и > + - -п (Роо + Рю) < V-". «оо+«ю > + 
+ P„(«oo + «io)<V^"oo + «io> + v*Pu dF{p;°p

+(ho)~-w. (2.12) 

Обозначим 

где g определяется по формуле (1.52). 
]5* 2 2 Ж 



[-•л Вычитая из второго уравнения системы (2.12) первое с 
коэффициентом (иоо + ttio). получим: 

Щ ""•"" ̂  v s ' «оо + «ю > J (Poo + Рю) tin + vsgPn == 
— — (да —(Яоо —»io)2 + «V--Pu). (2.13> 

Таким образом, система уравнений (2.12) эквивалентна системе 

UPoo + p u M i j ^ "[w — itiao + ttw)z + ayspuj' (2*14) 
где А — симметричная (4х4)-матршха, имеющая вид (1.53). 
|Sb«ii Как было установлено в доказательстве теоремы 1, ранг 
матрицы А равен трем и, следовательно, в силу симметрич­
ности этой матрицы, правая часть системы (2.14) должна быть 
ортогональна нуль-вектору (1.54). Иными словами, необходи­
мо, чтобы было выполнено равенство 

£Рю2+ < Poottio, ад —(йоо + йго)г + ау.~Ри > — 0. (2.15) 
Подставим в уравнение (2.13) вместо левой части равенства 
(1.59) его правую часть и выразим ип через остальные пере­
менные. Имеем; 

Vs 1/-77 Ри . _ 
«11 —rSl /? I Vs I (Poo + Pm) 

— ( |7--чКГ(роо + р1о)ГЧ- — (Иоо + «1о)г + ау5рц). (2.16) 
Для доказательства те'рремы нам осталось показать, что 
равенства (2.15) и (2.16) совпадают с (2.10) и (2.11) соответ­
ственно. Прежде всего преобразуем выражение <ш — (и0о + «ю)~'. 
-la основании определений (1.18) и (1-19) имеем: 

да — («oo + «io)2==Pio — («оо + Ию)+ —Е (роо~ю)Ч- ;^(Poi«io + Pio«oi) + 

+ -^--7s, «oi > Poo«w + ( VS> «oo + «io> «oi(Poo + Рю)— 
— < V-S' «oo > «oiPoo + < V-i «оо ) «wPoi+ < (Роо + Рю)(«оо + «ю). V > X 

X(#oo + #w) — Poo < «оо. V > «оо + «ю< V, Роо«эо> + ~ s X 3 
х ^J^i£-dl£i_„^^)p01 + v ( P ( p a o + (Poo)).. (2.17) 

Умножая левую часть равенства (2.4) на иШ и вычитая из 
(2,17), получим: 

<w — (йоо + «10) z — (Poo + Рю)"—'-+ Рю — Г + fli Pio-«oi + 

+ ( VS> («00 + «10) • (РОО + РЮ) — РО0«00' > «01 + 
+ < (Poo+PioK-ttoo + ttw). V > « ю + < (Роо + Рю)(«оо + «ю) — 

— Роо«оо, V ) «оо + V-Spoi ^.—~1р д$~~} + 
+ V(F(Poo+P;o)-F(Poo)).. . . . . (2.18 
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Вычтем из правой части равенства (2.18) левую ч асть уравне­
ния (2.5) с коэффициентами -----

Роо 

- - ( И м + »ю)2-(Роо + Рю)(%--+ <Иоо + «ю. у > « ю ) + 
+ < \7S> «10 > «01(P00 + Pl0)+ ( (Р00+РЮ)Й10. V > «00 + 

I JdF{pm + p10) [•, , РкЛ dF (Poo)\ , dF (p00 + P lo) , h V S l dp l 1 H _ ^ J ~ ^ — J P o i + VPio Tp + 
I -^....(^(Роо + Рю). f l I •Md/?(P-°)Vi Pio f /ою- , 

+ VPoo ( - Г р l̂+_j__j + _ / 0 0 . (2-19) 
Заметим, что, в силу условия Погонно (1.47), вектор и10 орто­
гонален фронту ударной волны Qt, в то время как все функ­
ции, входящие в равенство (2.19), постоянны вдоль у-1 на по­
верхности Q. Таким образом, 

< »ю. V > «оо= < «ю, V > «10 = 0. (g.20) ' 
Пусть * — параметр вдоль траекторий поля [—+ < и0-\-Сс, -7 ) \ 
введенный в замечании 2 к теореме 1. Поскольку < %, -- > и10-= 
= 0, то 

^ f — ^ + U o o , V > « i o . (2.21) 
Подставляя (2.21) и (2.20) в (2.19) и используя определение 
ц и I , получим 

I „ „ / д/ЧРоо + Рю) /1 i ..\dF(P°°)\ Pot I Z P i - dF (Р°о + Р« о) • 

+ v5[ ф (l + w—dp—)-p-^ + -pT0 гР + 
--Роо / dF(p00 + p10) , | , , дУ (ро) \ , ц/оо (2 22") 

Г РОО V Эр ^ ^ ^ аР / ' роо 

Как уже отмечалось, поле •--— касательно к поверхности раз­
рыва Q, поэтому в равенстве (2.22) мы вправе заменить вектор 
на его значение на основании условия Погонно uw = £ у г + • 
Кроме того, поскольку |vs| |K-=l, то "7--"|й=-. Подставляя 
значение uw и ys в (2.22), получим 

ш —(tto. + -tio).g .„ <*£ _ | Г ( „ -Зс . с W n | Ё дс dpB 
" - - - f - - 5 ? - r ^ i - dn ^ 1+ц / rft • ^ dp. dx 

+ ̂ 01+(--^^Н1 + ,)-^)(^+^г)+ .. 
[ ~-Рю д-'Чроо + Ри.) I H/oo ( 2 . 2 3 ) 

' Роо (Эр ' " р о о * 

Вычислим производную с по (. 
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дс с I PooU .-^(Роо + рю) 1__ 
д\и + 2ц ^ ( р о о + Рю) — -~ (Poo) dp l + , u 

1 + ц •3/?(Ооо + Рю) с 
~ 2цс ар 2ц (1 + \>) ' 

Выражая JU^UhiL_ и з (2.24), получим: 
•3~(Ооо + Рю) _ -,ЦС <9с , Да 

(2.24) 

(2.25) 
Зр 1+ц дц • (1+ц)2 

Кроме того, справедливо равенство 
6с с I -, 1 dF(o00) \ ,9 9fi\ 

l i T - 3 „ /. и в с \ I 1 - 7 - - — Э р " ' К'гЬ) 

на основании которого можно заключить, что 
^_(P.,)__ /..._2llC.|i(i._tL.Si). (2.27) 

"ар _ ° ^ ац V1 2С бц, 
Подставляя (2.25) и (2.27Y в (2.23), окончательно получаем 

р„о U + Ц б ц ~ ( 1 + Ц ) - / Т \ Poo Poo M ( - + K ) s 

2uc -Эс i n / i i \ - ^c (1 .-* *-•" \ \ i Iя/»» -- ,o+rt+^S+^ l+rt-Tfl t-*i))+-?SL-pJ1- ) 

Преобразуем теперь функцию г. По определению (1.18), имеем: 
„ ( д \ I (Роо + Рю) («оо + Ию) —Роо^оо _ \ \ п I 
г = 117+ < ^ ' v > j Рю + 

+ Рю ( V, (0" + Р--Ни»- + в ' - - -Р ' - и - - ) + < vs> P««oi + Poi«io) • (2.29) 
Рю 

По условию Гюгонио Uio — 5-j—-, кроме того, vsla—-• Таким 
образом, 4 - + < (Р»» + Р--)(Цоо + '-1о)-Ра.и.о) ^ ̂ а и р а в е н с т в о 

;2.29)' может быть представлено в виде: 
«== 1 & - + Р.0 < V, «оо > + Р ю < V, " - ^ - - - ^ 0 ) + 

+ PoiT+V + P^<VS,K0i). (2.30) 
Заметим, что, в силу определения м01 и и0о- справедливо 
равенство 

< V, «о > |а-= < V» "оо > + < VS, Woi > • 
Кроме того, все функции, входящие в (2.30), постоянны вдол ь 
V$. Таким образом, (2.30) эквивалентно равенству 

2-=lfe-- + Pii.<V,tto>+Poi-if-- + P io<A^>. . (2.31) 
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Поскольку оператор < !,, L) равен нулю, Т 0 из (2.31) 
•следует, что 

£-£+££•+>•(<-.-••> +' <-••»+£!?-,• (2-3-> 
Подставим теперь выражения (2.28) и (2.32) в условие (2.15). 
Учитывая, что < .5, || ) ==0 и < Si, L ) -=0, получим 

2 г '/ роо«ю t-1— (Цоо + Ию) z + ayspu . _ ф - М ф 0 
Poo Г S /JPIO ' Poo ' ~'dT;~JrV'\p0 dx* 

+ <v^>+e<i.O)+gTfi:+<^.5(,g+r-^)g+ 

+ 2 , ( 1 + , ) С | ( 1 - Ь | ) ) + ,,/оо) + < Ц - М а т > — . 

- ( 2 + - ^ ^ ) g + ^ ( < - e , > + c < I ) E > + ( 1 + rt <?,«„>) + 

+ ̂ i K ^ P o o ^ ) + £ (2 , | — 2,(l+,)2|x 
X ( l — f e g ) - - ( 2 + rt) + tn±JU <!,,/--> + <i±--)aT — 0. (2.33) 

2c6nj - i-V-'-r i-^-r^ PoC 

- касательно .> .., .~ 
ax ax ax 

Поскольку поле - касательно к S, то --^ _--£-. Следова­
тельно, 

^ T - = W + < " o , V P o > + c <S,VPo>. (2-34) 

Из первого уравнения системы (l.2), рассматриваемого в об­
ласти перед фронтом ударной волны, следует, что 

-§f+ < «о, VPo > = -Ро < V, йо > • (2-35) 
•Учитывая равенства (2.34), (2.35) и определение р01, имеем 

^ — ̂ ot-Poo<V,«o)- . (2-36) 
По определению функции а и из равенства (2.24), получаем 

^ = 2 , | . С2"37) 

Выражая poi из (2.36) и подставляя вместе c (2.37) в равенство 
((2.33), получаем 

2 + t l l - ± i ^ | ) g + l * ( < v , a o > + o(L,\) + ( l -M<S,«oi>) + 
ц Др. /2 да . 2 ( l+ j x ) a 5с Л у. 8с\ . (1+ц) до 

~Гр0 dx\c дц"1" с 6м-V гсбц/"1" с № dp, 
дс _ 
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п \ \\ \ / „ \ / 2 дс , 2 (1 + и)2 5с I < LI бй\ 

" ( 2 + ^)) + ~ T L ) < -•/> + 2 ^ | т = 0. (2.38) 
Таким образом, равенство (2.10) доказано. 

Преобразуем правую часть равенства (2.16). Имеем ; 

и, кроме ТОГО, 

I V-51 VF(poo + Рю) = PooC. (2.40) 
Подставляя (2.39), (2.40) и (2.28) в (2.16), получаем 

«и Т. + 4 ^ ( т ^ + Й Ш + ̂  +.-«01 + (1 + [i)- • ' r dx ' \ X —|—.fji, ' с d\ij dx l c dx 
£p 1 0 / 2ц бе , с \ | f,. Poi _j_ -£Poo\ f 

"T" п . . l - L i i A i T n i n W T • p„ U + Ц ф - ( l + r t V ^ r P o o " 1 ^ Poo M ( H - | i ) -

Вычислим -?. Для этого рассмотрим систему уравнений 
бихарактеристик, отвечающую уравнению Гамильтона —Якобк 
(1.46). 
Имеем 

(2.42) 

Таким образом, 

di . d t p \__ 
dx dx \\P\) 

Кроме того, 

dx , Я 
— - _ Ио-г-С--—, 

dP•__ 
dx ~ 

получаем: 

1 dP 
\Р\ dx 

а 

-2P'v«s+iP 

-, г, dP 

| Р | - -

2[i до 

ус. 

-1с-
3 

-2?—* 
/ - 1 

(2.43) 

- l + JW (2-44> 
Подставляя (2.43), (2.44), (2.36) и значение —- из равенства 
(2.38), получаем равенство (2.11), что и требовалось доказать. 

З а м е ч а н и е 1. Уравнение (2.10), рассматриваемое отно­
сительно неизвестной ^, представляет собой обыкновенное 
дифференциальное уравнение первого порядка вдоль траекто­
рий поля (-37+ ( «о+ <-•«. v > ]. Решение уравнения (2.10) зави-
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сит от значения скачка производной вдоль нормали к поверх­
ности разрыва. Эта зависимость определяется через коэффи­
циент зацепления 2^—-. 

З а м е ч а н и е 2. Уравнение (2.11) связывает значения скач­
ков производных ВДОЛЬ нормали к фронту ударной волны и 
является уточнением условия Гюгонио (1.47). Равенство (2.11) 
носит алгебраический характер и накладывает соответствующее 
ограничение на начальные данные для задачи Коши. 

§ 3. УСЛОВИЯ НА СКАЧКИ ВТОРЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

В предыдущих параграфах были получены необходимые ус­
ловия существования кусочно-гладкого решения системы урав­
нений (2.2). Эти условия, "в частности, включали в себя уравне­
ние движение фронта ударной волны (1.46) и уравнение, описы­
вающее поведение скачка плотности на фронте ударной волны 
(2.10). 

Следующее необходимое условие существования кусочно-
гладкого решения системы уравнений (1.2) будет представлять 
собой уравнение, описывающее поведение скачка производной 
плотности вдоль нормали к фронту ударной волны. 

Обозначим: 

+ <., „ > (з+4,^MiiB> | ) + * ( i . + _ L £ (1 + 

о / - . ц(1+ц) дс\\ , 2ц (1+ц) д*с \ dp /2ц(1+ц) дЧ 
Г ' Г h о ф/Л с~ ' dptd\L )'1" dx \" с dixi~t~ 

+ <v.«o>- (3-i> 
Пусть, кроме того, функция Ф^М) обозначает следующее 
выражение 

а функцию Ф3(р, 5) будем определять, исходя из равенства: 

Ф,(^6)-Го(« + 2 , . | 1 - С ( 1 + ^ + 2 ^ 0 + ^ ^ ( 1 - £ | ) ) + 
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+ K2 + , * ) < U % > + - ^ ( 1 + - ^ ! f ) ^ _L 

+ ̂ ((2^& + 2ц , дс у | 2 (2—|x) dc 
ф а 

с д\л j riT- ' 
3 \ ( 1 + ц ) ' 

xl (•_!£_(P«1 
ap2 

+ (- + t*)<L,l"«01> 

бс 
6(.i Vx 2" бц 

dH ( l + ц ) 2 d 

X 

Poo-^-V£!l-^-])) + (l + P){i,^/) f 

dt 
1 |i dc 

с dx \ 1 + |.i ' с dp, + 
0_+|г)- ас d-po . (i-m)-rfpi> d /|x ac\ , л , 2ц, (l +v) y 

e2 P' dp0 dx2 "t" с dT d t U dPo/ l с Л 

2u да 
\ 2c 8ii)j dx ' dx \ 

2i.i(1 + Ц)3 Sc_ I, __£_te\\ d}_ 
с 6 ц V 2 c 6{mu} J J rf-c dx\(l+iiY + 

c ( l + ,) + 2, (l + 1^(1-ii | ))-l±_ 

- _ 
dx 

1 (1+ц) ад "V- i r/ . --.-л- r r / fi|i 

d+wa 
2(.i \ ac 

1 + (.1 / <3(-L 
СЦ (- + Ц.) 

(1 
IM/f „ \ _fl 

S P„' d t ' 
2ц (1 + Ц) dc 

с ац 

(1 + H)2 

-(1+1~)3 + 
(1+I-) 

х(. + ̂ £ ) | Н - ^ » £ + ф « М ' (3.3) 
••де функция Ф4(|А, •;) может быть определена на основании 
:ледующего равенства: 

х(1-Й9)+И;«о->+вр, 
6ц 

'ЧЕ,/.)1-4Й-1+1 (--±1--]Х 

x(fe j ^ дс_ \ _djx_ , _Ц_ дс_ dp» 1 -, f о 
т „ л-,.. rfT т М л i с • ф / d t ' с ар0 d t (1+И.)' 

2ix ас 

-C(l+1,) + 2 , ( l + ^ | ( l - f | ) ) + ^Мо 1 )+^(^/о> ) 2+ 
сц \ 

+ <l*;J7 + t-«oi + l7 + < «oi, £ > 1 -f+— j • i \ r d t -i r -ui i -N(i + и ,у 

+( _ £ L _ i H _ . | ^ _ c ( l J - a ) + 21J.(1 + lJ-) 
_6c 
6|X 

epo 
,-dE 

+ ̂ / ^ > W + < ^ < ' A ^ + ̂  + l(T-^+^¥)-pr 

2ц a c \ ipi . 
1 + Ц d\i J Po ' 

1 Ц_ ^ 1 \ \ - I P O _ L 
2c 6(xjj po ' 

2ц а с \ ip., , 

+( - + 2(x ac 6c 
(i + f x ) 2 ^ 1 + |л ajj, •C(l + ,) + 2Kl + . ) ^ ( l - t i ) ) t ° + 

Ц бс \ \ Ipo 
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+ ĉ /,/-)"oo> + i - f - - ^ - — ^ — ) - ^ - — ^ 
4-2X. /f. 1 I I* ^ Л 1 И |. I- 6 c rfP-
"^ \\1 -fjA ' с д|Л J <2т "* с (Зр0 d% 

- 0 ( 1 ^ ^ + 2^(1 + ^ ) ^ 

с 

) f c 1 Но+ю-' 
ц 6c \\ 
"2F Ж]) 

Po 
2|-

1 + u 

+ 

dc 
ф 

+ {-<6,йо1>) + Ф5(|-,5), (3.4) 

где, в свою очередь, функция Ф-О-.-, <i) имеет вид 

*ММ) = ̂ - ^ + ( 1 + ,)((-^Н+ат) %+*&% + 

+(" + !)<£, 1-|Ы-г^+гт$--|-)£!+ 
(1 +(i) дц, v ' r / ' r v ' r / 6fj, V 2c S(LI / ; po 

+ jj. < L, и„1 > + < Йог- ̂ P i > + < lV ^ - + l - « o i + с 
p, ' • N V dx • r ~ u l • Ul + H)2 ' 

+n%-rl-;)-^+(!rrn.+-T¥-j-r-«0+.-)+-*0+rt£x 

Xl'-^DM^-^I+^C')- (3.5) 
Справедлива следующая 

Т е о р е м а 3. Для того чтобы кусочно-гладкая вектор-
функция (p (x, t), и(х, t)), (x, £)№*, терпящая разрыв первого 
рода на гладкой без самопересечений трехмерной поверхности 
Q&RK удовлетворяла уравнениям (l{cdot}2), . необходимо, чтобы 
на поверхности разрыва Q было выполнено условие 

2 (1+±1!±1!1^))Й.+ т Ф 1 ( 1 1 , ? ) + Т-Ф-^6) + Фз(р,?) + 

• + 2 ! > | f r = 0, (3.6) 

где решение p(x, t), u{x, t) имеет вид: 
b(x, t)\(Po{x, t)\ ,B.(s(x(t))(Pi(x> *)) 
\и(х, t))-{uQ(x,.t)l b4s{X W'Wx, t))< 

причем Po, Pi, «o, ttu seC°°(/?4), Q = {(.*, 0е..-?4И.М/---р}, в 
области перед фронтом ударной волны s(x,/.)<0, |v{cdot}-||o=-. 
Кроме того, 

,-<™><Ь у-о. V. £2 
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u---------- -"----.НИ- ? — _ _ . 
1 P o o ' ' P o o ' ? ! V-S I ' 

L-=V—- < £. V ) —оператор, касательный к 2, 
Д - — ] / (1 + v) F(poo(1 + ^ ~ F ( p o o ) —скорость фронта удар­

ной волны, 
•^ — -^7+ { ио + c^V ) -оператор, касательный к разрыву., 
бс с (ро, ом) —с (р-, 0) 
• - - — - — - + — - — - — разностная производная с по (х, 
I Pol _ Рог „ _ Pia 

Роо роо Роо 

коэффициенты cDi([X, £), Ф2(ц., | ) , Фз( \х, <-). определяются по 
формулам (3.1) — (3.5). 

. Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы о единственности §1 следу­
ет, что коэффициенты обобщенного ряда (1.23), соответствую­
щего результату подстановки кусочно-гладкого решения в сис­
тему уравнений (1.2), должны обращаться в нуль на поверх­
ности разрыва Q. 

Таким образом, на поверхности разрыва Q справедливо ра­
венство: 

ds 
3JP12+ < Vs- (Poo + Pio)«i2 + Pi2(«oo + «w) > =—ги 

ds 
~gf ((POO + PlO) «12 + Pl2(«00 + «10)) + (POO + PlO) («00 + «10) X 

X < vs> «12 > + (Poo + Pio) «12 < V-7. «oo+ «io } + 
+ Pi2(«o0 + «io) < VS, «oo+ «io > +V5P12-—^——-= -Щ, (3.7) 

где функции 21 и щ определяются из равенств (1.21) и (1.22). 
Обозначим, как и в доказательстве теоремы 2, 

a- g- g, 

где g определяется по формуле (1.S2). 
Вычитая из второго уравнения системы (3.7) первое с 

коэффициентом «оо + «ю- получим: 
- ^ + < vs, «00+ «ю > ) (Роо + Рю) «12 + V-sgfPi2 = 

-= _ (щ — (U00 — Ию) 21 + <3VSp12). 
Таким образом, система уравнений (3.7) эквивалентна системе 

А( STP12 );=_( г- ) , (3 8> 
ЧРоо + Рю)«12/ \Щ — («00 + «io)2i + o<vW' •? 

где A — симметричная (4X4)-матрица, имеющая вид (L53). 
Как было установлено в доказательстве теоремы 1, ранг мат­
рицы А равен трем, и, следовательно, в силу симметричностк 
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матрицы A, правая часть системы (3.8) должна быть ортого­
нальна нуль-вектору (1.54). Иными словами, необходимо, чтобы 
было выполнено равенство: 

£Рн>21+ < роо«ю, йи1—(«oo + «io)z1 + a'v.sp12) > 0 . (3.9) 
Для доказательства теоремы нам осталось показать, что равен­
ство (3.9) совпадаете (3.6). 

Подставим вместо g и и10 их значения (1.52) и (1.47) в 
уравнение (3.9), имеем: 

f L . | _ i i i ± L ( £. - — ( - ! —(иоО + Ию) 2-1 + a V % 2 ) > = 0 . (3.10) 

Прежде всего рассмотрим выражение w{ — (и00 + и10)гг. Обо­
значим 

г, o/'-)-P(Piio + Pio).^ д-Р(Роо) „ | д*Р(р 
"1 — Vs [ 5р р 0 2 dp ' р 0 ^ dp* (Poi + Pii)-—• 

-.'-* (Рос) -Я \ I - Л ^ ( Р о о + Рю) /- | n s dJPJQot) \ , о Ш 

др—Poij + V^ gp (Poi + Pii) д-- PoiJ- (d.U) 
Тогда из определений (1.21) и (1.22) следует, что Справедли­
во равенство 

~>i — («оо + «ю) -?i = •— «Роо + Рю) («и + «и) — poo«oi) + 

+ «ю-%- +(Poi + Pn) -Ji ("oo + «io)-Po: - | - + | j (РЮЙ02 + 

4-p02«io + 2(Poi + Pii)(«oi+«n) —2poi«oi) + Poo«io < V--1, «02 > + 
+ < (Р00 + РЮ)(«00 + «Ю) — P00«00> V s ) «02 + P02«10 < «00. V s > + 

+ 2(pc.o + pio)(ttoi + ttn) < «oi + «n- V* > ~2p00«oi < «Ob V̂  > + 
+ 2piottw< «01, Vs > +2(Poi + Pn) («oi + « a ) < «oo+ «io, V5> ~ 

— < Poi«oo, V > «oo + «w < V, Poi«oo > + < (Poo + Pio) («oi + «i), V > X 
; X(«00 + « 1 0 ) - < P00«01, V > «00 + « 1 0 < V, P00«01 > + 

+ < (Роо + Рю)(«оо + «ю), V > («oi + « n ) - < Poo«oo, V > «oi + 
+ («oi + «n) < V, (Poo + Pio)(«oo + «w) > - « o i < V, Poo«oo > +~-i. (3.12) 
УМНОЖИМ левую часть первого уравнения системы (1.49) на и02' 
-сложим результат с произведением левой части равенства 
(2.6) на и10 и вычтем полученную сумму из правой части 
.(3.12). Имеем: 

•wx — (иоо + «ю) Zi = - ((Роо + Рю) («oi + «и) - Poo«oi) + 

+ Ри ^(«oo + «io) + Poi-^j-+2g7((Poi + Pn)(«oi + «u) — poi«oi) + 

+ 2(Poo + Pio)(«oi + «n) < «oi+ «ю, VS > ~2poo«oi < «oi, Vs > + 
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+ 2 (poi + Pn) («01 -i - «и) < «oo + «io> V5 > — 2p01ii0i < «oo v s > +-
+ { (Poi + Pn)(«oo + «io)> V > («оо + «ю) — { Poi«oo> V > «oo + 

< (Poo + Pio)(«oi + «n). V > («oo +«io)— < Poo«oi. V > «oo + 
+ < (Роо + Рю) («ооЧ-«ю)> V > («oi + « и ) — < Poo«oo. V > «oi + 

+ («oi +Мп) < V. (Poo + Pio)(«oo + «io) > —«oi < V> Poo«oo > +ai.(3.13> 
Сложим левую часть равенства (2.4) и первую координату 
вектора (1.20), который, в силу леммы о единственности § 1, 
должен обращаться в нуль. Имеем: 

^(Poi + Pii) + 5](Poo + Pio)+ { V. (Роо + Рю) («оо +«ю) > + 

+ < VS. (poo+Pio)(«oi + «u) + (poi + Pu)(«oo + «io)) — 0. (3.14) 
Вычитая из правой части равенства (3.13) левую часть равен­
ства (3.14) с коэффициентом («oi + «n) и прибавляя левую. 
часть'равенства (1.4) с коэффициентом и0ь получим: 

Щ — («оо — «ю) z- = (Роо + Pio) - f r + Рю-JT + Р" di ̂ 0 0 + "10^ + 

+ Poi - f f + Yt ((Poi + Рп) («oi + «п) — Poi«oi) + (Роо + Рю) («oi + «и) X 

X < «oi+ «и. VS > — Poo«oi < «oi. VS > + (Poi + Pn)(«oi + «n)X 
X < «оо+«ю. VS > — < Рт«оо. Vs > «01+ < (Ро1+Рп)(«оо+«ю). V > X 

Х(«оо + «ю)— < poi«oo. V > «оо+ < (Роо + Рю) («01 + « и ) . V > X 
Х(«оо + «ю)— < Poo«oi. V > «оо+ < (Роо + Рю) («оо +«ю). V > X 

Х(«о1 + «п)— < роо«оо. V > «01 + ^1 . (3.15) 
Прибавим к левой части равенства (2.5) выражение (2.13): 

---; (Коо + Щй) + •£ (llQ1 + «ц)+ < «00 + «10. V > («00 + «10) + 

+ < «оо + «ю, VS > («oi + «п) + ^ + - " 7 dF У Plo) (V (Роо+Р,о) + 

+ V S ( P o i + P n ) ) - p - ^ - — 0. (3.16) 

Умножая левую часть равенства (3.16) на (poi + pu), левую 
часть равенства (2.5) на р01 и вычитая их разность из правой 
части (3.15), получим 

-1 - («оо + «ю) 2i = (роо + Рю) -%г + Рю - f f + (Роо + Рю) («oi + «и) X 

X < «01 + « п . Vs > -Poo«oi<«oi. Vs ) +(Роо + Рю) < «oi + «n. V> * 
X («оо + «ю) - ( Роо«оь V > «оо+ < (Роо + Рю) («оо + «ю). V) X 

V | « I « ^ / „ и „\ц I n (P»i + Рп) ^ (Роо + Р») у 
X («oi + tiu) - { Роо«оо> V ) «oi + "1 - 7poe+• р10) до *• 
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X (VS (Poi + Рп) + V (Poo + Pio)) + g j - - ^ - - (vsp01 + VPoo) + /o X 

X 
Обозначим: 

a ----.['<^(P°° + P.-)n 
« 2 — V S ^ -J", P02 

i Poi + Pn __ Poi 
'фоо + Рю Poo 

dF (Poo) 

(3.17) 

P02T 
•^ (Poo + Pio 

1 

+ V 

Poo + Pio dp 
dF (poo + Pio) 

dp 

dp |J°2 d^-" ™2 T- ̂  a^ 
d f (Poo + p0 1) \ , , „ ^2 Z1-12^ (P.o) 1 ^ ( Р о о - П o \ i 

^—j(poi+Pn) -[-gp ^-;—5^—J PoiJ -Ь 
Poi + Pn dF (poa + p10) 
Poo + Pio <3p A (Poi + Pn) ф^Р01 

Xv(Poo+Pio) + E a 4 ^ - V P o o + /of- Pn Poi Рю 
Poo dp v r u u ' J u \p00 + Pio PooPoo + Pio 

Тогда равенство (3.17) представится в виде: 
Щ — («оо + «io)Zi = (Poo + p io) (% i + < «оо+ «ю, V > «п] + 

. (3.18) 

+ Pio'[-^1+(«oi'< «m, V-s > ) + < «oi, V > «oo+ < «oo, V > «oi) + 

+ (Poo + Pio) ((«oi + « и ) < «oi + йц, v^ > —«oi < «oi, VS > + 
+ < «oi+ «n. V > («oo + «io)— < «oi, V > «00 + 

+ <«ю, V>«oi) + «2- (3.19) 
Вычтем из (3.19) левую часть равенства (2.9) c коэффициен­
том —. Имеем: 

Роо 

Wi — («oo + «w):-:
1 — (Poo + Pio) ( - | r+ ( «оо+ «ю, V > « n j - P i o X 

'да.. . . . , . . . v \ p.o {„ JdF(pa0)n . ( d*F (Poo) 
<3p-X (^Иоз + йоа ( V*, «oo > ; - £ ( v ^ ^ — p 0 2 + 

~ ^ ~ ^ - P o i j j + V ^ - ^ - P o i J - p - ; Vf (Poo)-

- ( / o i - —-/oo)) + (Poo + Pio)(«oi <«n,VS> + « u < « o i + «ii, V--'> + 

+ < «oi+ «n, V > «10+ ( «ii, V > «oo+ < «io, V > «oi)+ «2. (3.20) 

Пусть 

a3 = a2 - - [ V5 I ——— P02 + 

+ V 
dp 

Poi 

d*F (po0) 1 a . F ( p . , ) \ g \ i 
dp- Poo <Эр 

P02 

^(Poo)„ ^ _ ^ 7 / ? Ы _ ( / | Л _ ^ ] / о о ] . _ 

==VS 

dp r u V Poo 
dF (Poo + Рю) 

ap 

Poo 

P02 - ( 1 + --) a.p (POQ) 
dp P02 + 

+ d*F (pop + рю) 1 d-."1 (Poo + Pio) V„ , . V 2 _ 

dp- И^+ы ар j(Poi + Pn) 
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— 1 + — 
\ Poo 

X(poi + pii)-

рю и _ ы •зра 

dF (p0.) 
dp 

1 ^ Ы \ 2 
poi + V d-f (Poo + Pio) 

PlO 

Poo dp 
Poi + pn dF (p00 + p10) 

X aP 

v(Poo + Pio) + 
i P o i <ЭР(р--) 

+ PT* ~dj~ VPo0 ' 

Poo + Pio dp 

Po, V i ^ p — P0l l+- - r -v / ' (P00) + 

I P«o jr i J: Pn + Poi 
"Г — ' /01 "Г /00n , n " 

Poo Poo т Pio /oo 1 + Pio \ Poi (3.21) 
Poo / P o o ' 

Поскольку, в силу условия Гюгонио (1.47), вектор Й10 парал­
лелен £, а вектор и01 постоянен вдоль Е, то 

<»ю, V > « o i - 0 (3.22) 
<«ю. V>«n = 0. (3.23) 

Сложим правую часть равенства (3.20) с левой частью перво­
го уравнения системы (1.49), умноженной на Й02, тогда, учиты­
вая (3.21) и (3.22), получим 

-1 — («oo + «io)Zi = (Роо + Рю) ( ^ + < «оо. V > «н) + 
+ Рю < V-1, «ю ) «02 + ( V.-1- Poo«w > Мог + (Роо + Pio) («01 < «ш IS ) + 

+ «u < «oi + «n, VS ) + < Й01 + ЙП. V > «ю + 
+ <«ш V ) «оо) + «з- (3.24) 

Учитывая равенство (3.23) и определение производной, полу­
чаем, что справедливо равенство 

^ I — («оо + «ю) г-i = (роо + РюЬ^1 + (Роо + Рю) («ог < V-?. «ю > + 
+ и01 < Vs, «п > + « и < «01+ «п. VS > + < «01 + « п . V > «ю + 

+ («п, V > «оо)+ «з. 
Из равенства (3.25) следует, что 

(3.25) 

< S, *•-<•*»- + »•.)--• • > - ( 1 + ix) ( ( I , - ^ > + {%, ат > X 
Роо ' " • " \ - -• dx 

X < 5, «ю > + < Е, «oi > < ?, «п > ( -.. «и > < 6, «01 + «п > + 
+ < £, < «oi+ «п. V > «io > + < -. < «и. V > «оо > + 

+ < е . . г - > . (3-26) 
Роо 

•Учитывая, что < I, •— ) 

< 5, «и > 

= 0, < •;,£) = 0 , из (2.41) получаем 

2ц дс\ , (1+ц) 
(i+(i)- ' 1+ц а^; Т + (- + [-)-

с 6с \---> | \idcdpp . / ь „ \ \ \ 

-бс (X бс _ c ( 1 + , ) + T|L|+2,(l + , ) ^ ( 1 - 2 c ¥ 

i J L i M l 
~1~ С Ро * 

(3.27) 
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Обозначим: 
def / с 

а" 1(1+ix)1"1 

Кроме того, пусть 
dcf I c 

а5~1(1+Ю2 

2ц дс\ 1 Й - (Роо-ЬРю) 
(l+fx)(3}t/ с др 

1 (1+ц) дц) дц И+!Д J' 

(3.28) 

(3.29) 

Функцию а6 будем определять, исходя из следующего ра­
венства: 

0 , - ^ - ^ ( 1 + ^ + 2,. (1 + ,)в1(1 — ^ . ^ ) -

_ , 1 ^(Роо + Рю) (1+ц) dF(o00) П 304 
с др с др \ ' 

На основании равенств (3.28) — (3.30) представим (3.27) в виде: 
i t „ \ /v , i С + Ц ) а и I I-1 ->с <*Ро I -, I 

+ ! -< - , «01 ) + | — % - - . (3.31) 
ь ро 

Поскольку <•;,--} = 0 , то из (2.41) следует, что 

< ЙИ> L ) — р. < -J-, L ) +,х < иои L > + a 4 < -££--, L > + 

+ a e ( ^ — , L ) + - H - < / , L > . ' (3.32) 

Учитывая (3.28) — (3.32), получаем, что справедливо равенство 
i-Л / с -"'-• ("oo + "»)-g| \ _ П+и)- [„ dy . *" 

р.. ' "~ с Г 4 rfT "' ' dx r 

1 (I - H O , . rfa" i <-" <- f ' + р '\ | " dc rfaP<> 1 
"| с 5 rft= • rft rft I, б' "•-; i" с (9р„ ЙТ2 г 

4..f^4-fb^)+^-r-+x4?-+4*-<s.--oi> + 
+ 1 ^ < 6, «01 > + ^ < 6, «02 > — , <%,§•}-

„ / „ d § \ /» / i2li . ^ 1 S —а ( *££2- i l /E - - - - - ^ 
- I - < «oi,.-2-r) —<i\ \ ------> , d t > «6 < Poo < f t . « ' d t - p , ' 

+ 2 < 6. «01 ) ( а д + ^ в . ^ + ^ ^ + Ц ^ < 5. «o1 ) + 

+ !- < 6, «01 ) +^^P-)'+ < "o1, - >т+7 + 
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1 x ' dx ' l U1 ' ' ' p o o ' ь Poo ' epo J ' \ 1+Ц j ' 

+ U < 4 + ̂ H - ^ H ^ + t / , -̂  > «oo > ) + 
+ < «• £ > ̂  <3"33> 

Выделим коэффициент при —£- в (3.33) и обозначим его а-,: 

аЩ>+Щ±й*-). (з.34) 
Аналогично, коэффициент при т в (3.33) обозначим а& 

« . - — И - - ( -£ •+ 2 * . < • -«- > + 2"< (-г1- «. 4&+ 

Коэффициент при "f2 в равенстве (3.33) обозначим а0 
def " 4ц дс , 4,< / дс V 

«о-" n , u + - Г . Г - - Т - + - - -т- • (3-36> 
9 (1 -h|i)3 ' 1 + (.i дц ' с \ d|i j ч ' 

Если, кроме того, обозначить 
п '1с' 0+п)- ( 1 + ц d-ц , d,, rf Г - +1- - i . 

, [i dc rf-po , rip» fit / ц дс \ . rfA. ,_ -, rfa(l ,_ 
с e)p0 dx- ' rft rft \ с c)p0 j ' b rft ' dt 

S<^%>+!^(UA,1> + ( ^ - ^ > -

/.poo d | . . ф ,u . , 9 , 5. x f l + i i , , rfM -". < - £ - • * > +-П.1Г < •• - > + 2 < •- - > 1 - 4 - - * * + 

то равенство (3.33) представится в виде: 

С poo u " 

O+rt / t a 

С \ Po 
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На основании равенства (3.21), имеем 

^ ' Роо ^ " С |_\ АР 

(Ри + P u ) 3 f б-^Сроо + Рю) _ 1 d-F(Po.- + Р ю ) \ 

С ^ ' Poo ' 0 l_\ бр I '• PooJ <?p / p o o " ' 

dp2 Poo + Pio dp j 

d i РюУ/а-.РСРоо) i a.p(Po,)\Poi . Pl0 <t,j.») 
\ " " "PooA -ЗР2 Poo -Зр / P o o ^ P o o Poo "1" 

I (I, foa) fPu + Poi li . Pio\ Poi\"| ,o OQ\ 
Г POO Uo + PlQ \ ' PooJ POO/J' ^ ' 

Нетрудно убедиться, что справедливо равенство 
д-.-°(роо + рю) „ 2|хс д-с • 4с дс , 2|х /dcN- 2c- .„ , 

[0 dp2 "~1+^ ^ 2 i " ( l+r t -d^^H-nU^ (l+i-09' ^ ' 
Подставляя (3.40), (2.25) и (2.27) в (3.39), получим 

!L±J_0/fc »> \ _ л \ ,л„ г п ' 2.-1с а ' с 1 2.-1 ^ с у 1 

"•"(И-Ю- С 5 T i — (1 -t- p)a J ^~ *•Г~h > с { dp2 Р о о _ С ~~ 

--*£('-Шр+^<',.-,/''> + 

+ —J——Vf--(^-0 4-rtX). (3.41, 
Обозначим: 

dcf , /1 , ч , /n -3-е , 2ц,/дс\- . 2(2 —ц) de 3c \,2 
a13==«io + (t+F-)«oro+(2^—-2 + | y + 7 Г Т ^ Ф _ ( Т Т ^ ) Х 

ц(1+ц)<£, Л.) ц(2 + м) х <Е./о> (3 44) 
~*~ ер» с ро 

тогда равенство (3.38) представимо в виде 
1±Л < е, »•-(».- + -'••>«- > = a 7 g + a„T + a12T2 + a13. (3.45) 

С Роо • ш 

Подставим а9
 и з (3-36) в (3.43), имеем 

о д-с •• 2ц(1+2ц). (деУ . 2 (2-Щ) де 2с .„ ._. 

Преобразуем а8 из (3.35) 
п ! л . 2 ц ( 1 + м , ) а с \ / t , , ч .. о Л-1 I - t - q - K ~ ) M ( ! . ; M - dedpot ; 

а8 = 2(1+—--—-]О,и01> + 2(1+—--_-^Д-—._ т+ , 
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dp0 , rf[i/3 бе , 2ц,(1+ц)г)-с c> 
dx • dr \ e d[i ' fl r)|t- 1 +[i, 

+ - ( - + — i — g ) ^ 1 - , . ? - - 0{cdot}«) 
Подставляя (3.47) в (3.42), получим 

au^f1+2(l+——^^,l—%A> с bujV'l гщ 

+ 2(l+—^-±i-|) <£,«,,, >(l + rt + 
1 dP»i7i i 9„fi i (*O±jo.0-\\ 1 do . 2}i(M-|i) a-r 

+ 37 u l + ^V i ~ 5[i/ J т 3p„"' г ( M i 

Р а с с м о т р и м в ы р а ж е н и е — из (1 .21) ; имеем: 
Poo 

Г̂ = . : Г % 1 + ^ - < •.Pl0«02 + P02«11|-|-2(p01-|"Pll)(«.)l l"«ll) — Poo Poo 01 Poo 

— 2pnitt()1 ) + — ( V.(Pnn + Pu))(«m-|-«u) —pipurtiirl-
Poo 

+ (poi + Pii)(«oo + tt1ii) — РщИнп > -"-г~,лГ"1"«". ( -i. Pni«ii2 - I - PosKin -I-
Сип " ' I ' IHI 

+2(poi + pii)(ttoi + ttu)--2p„i«i,i > + - " < v . (Р«ч• I-Pi»)("ш -I-«11)— 
i'OO 

-poo«oi > "I- ̂ ~^ < V- «ш > - I - ' ' " ( V. " ш > • (3.49) 
l-oo I'oo 

Подставим в (3.49) вместо aw его значение из условия 
Погоню (1.47): 

£-S+T^^4-(H-T)</^)r^ l+T(v,^> + 

+ 1- <5 ,«о2> + г о п ^ + 2 Т <?, t toi > + 2 ( т + Х) < Ц | И и ) + 1+|А 

+ 0 + .*) ( U И„ > +[х < L, и(11 > + < «,,1 + «11, ^ ) 

+ < И и , - ^ - > • (3.50), 

П о д с т а в и м значения < 5 , и п > и ( u n , L ) в (3.50) и з (3.31) и 
(3.32). Имеем: 
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z i _dV I „ I - d9o, сц / f j , , , ч , , , \ 

+ 1- <E.« M >+ro T -5 f X T ^ i < L , 0 + 2 ( T + X)(a4T + — ± - a - g - u 

(1 +(A) /- / 4 - 1 I-1 <Зс_Я.рО 

+ (- + !-) < A ^ I + P - ^ o : - - ( U ^ l + a ^ + a , ^ 

+ c i ( / - 6 < « • / » > +M- - ,«o i> + < « o . . ^ > + <(,*§ + 

+ ^ + ^ + < ' + ( i 4 ^ ) . (3.51) 
Выделим коэффициент при -у в (3.51): 

+ (1+2р.) <S,a01> +g.e <€../•> + 2U_ + ii^#+ 

1с . 4ц 
+ 2XUi+i-)- 'С 

Коэффициент при ~(2 имеет вид 
Ub-v+u+w+^-b*)}*** 

def 2е .4ц дс „ 
1 6~(l+|-) , + (4-]ii)5ji' l ) 

Складывая (3.45) с (3.53) и учитывая, что 

с N ' ~ др. 
получаем утверждение теоремы. 

З а м е ч а н и е 1. Уравнение (3.6) зацепляется за значение 
скачка второй производной через тот же, что и уравнение 
(2.10), коэффициент 2р ••---, 

З а м е ч а н и е 2. Уравнение (3.9) представляет собой обык-. 
и овенное дифференциальное уравнение вдоль траекторий поля 
я7"+ ( «о + с£. V >1 и а поверхности фронта ударной волны. 

Можно показать, что оставшиеся члены разложения в ряд 
по гладкости результата подстановки кусочно-гладкого 
решения.в систему уравнений (1.1) представляют собой обык­
новенные дифференциальные уравнения вдоль траекторий 
поля [jf+ < «- + •*-£> у > ] н а поверхности фронта ударной 
в олны, зацепляющихся за значения следующих скачков произ­

водных вдоль нормали к фронту через коэффициент 2р.-j-
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Глава II 

ЭВОЛЮЦИЯ ФРОНТА 
НЕБЫСТРЫХ УДАРНЫХ ВОЛН 

§ 1. ЗАЦЕПЛЯЮЩАЯСЯ ЦЕПОЧКА УРАВНЕНИЙ 

В предыдущей главе мы получили ряд уравнений на поверх­
ности разрыва при движении ударной волны. Эта цепочка мо­
жет быть продолжена до бесконечности, но и тогда система 
уравнений не замкнута и не может быть решена, даже в пред­
положении, что поведение решения перед фронтом ударной вол­
ны полностью известно. Таким образом, задача о поведении 
фронта может быть решена только в комплексе с задачей о по­
ведении решения за разрывом- Тем не менее в ряде случаев, на­
пример, при малых изменениях плотности, поведение решения 
за разрывом слабо влияет на распространение фронта разрыва 
и решение можно найти при помощи теории возмущений. 

В случае, когда давление линейно зависит от удельного 
объема 1/--Р"1, скорость движения разрыва вообще не зави­
сит от величины скачка плотности. Действительно, пусть 
F(p) = a—-; а, Ь— постоянные, тогда, по определению, 

г 

'—V Ро + Pi Pi __ \b\ 
Ро Pi Ро 

Поскольку при такой зависимости Р от р уравнение движения 
фронта разрыва (1-46) не зависит от решения уравнения ампли­
туды разрыва (2-10), которое, в свою очередь, не зависит от 
решения уравнения скачка производной (3.6) главы I, то сис­
тема этих уравнений может быть решена последовательно. За­
висимость .F(p) этого вида известна под названием газа Чаплы­
гина, Газ Чаплыгина является той гранью, когда решение пе­
ред фронтом волны еще не возмущается ударной волной. Если, 
например, давление изменяется как Vе, где а < 1 , то скорость 
звука, как нетрудно видеть, выше скорости распространения 
разрыва и задачу о распространении разрыва не корректно 
рассматривать в отдельности от задачи поведения решения пе­
ред разрывом-

Выпишем результирующую зацепляющуюся цепочку урав­
нений. Уравнение движения разрыва на основании (1,46) гла­
вы I есть 

•--+ («о, vs) + с (ро, Pollys! L—о. (1-1) dt Q 

Уравнение, описывающее поведение скачка плотности на 
фронте ударной волны, согласно (2.10) главы 1, имеет вид 
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+ 0 + r t < 6, «01 > + - 5 ^ О. / > +- r (5? + <•*- + <*. VPo > 1 X cpo -̂  ' ' Po V dt 
12 do , (1+Ц) Ac 2(1-Hi)- 8 c / . }.L 6c\ м Л 

+ ( v. ЙО> [--г,-] ~-кг,\\ - к тт.)-{% + {>•) с дц ' с 6(.L V 2c6[xj 

0. (1.2) 
i о дс 

•Скачок производной плотности вдоль нормали к фронту 
ударной волны, согласно (3.6) главы 1, удовлетворяет урав­
нению 

2 (l +-————• g ) (§|~u <«<>+<*, УТ>) + 7Ф1(М) + 72Ф2(М) + 

-Ф 3 (МН-2^г о - -=0 , (1.3) dj.i я 
где функции Ф1, Ф2, Ф3 определяются по формулам (3.1) — (3.3) 
главы 1. 

Рассмотрим случай, когда амплитуда разрыва плотности 
•слабо влияет на изменение скорости движения" фронта удар­
ной волны. Иными словами, пусть величина ----- много мень­
ше единицы. Мы будем предполагать, что в решение исходной 
системы уравнений (1.1) гл. I и в функцию зависимости дав­
ления от плотности F(|>) входит некоторый малый параметр 
е«1 таким образом, что 

1. Решение (p(x, t, e), u(x, t, г), Р(х, t, е)) регулярно зави­
сит от параметра е, т. е. значения неизвестных функций плот­
ности, скорости и давления, а также все их производные в об­
ласти гладкости решения остаются ограниченными при измене­
нии параметра в некоторой окрестности нуля е<Э(—|3, |3), и, кро­
ме того, поверхность разрыва не убегает на бесконечность, т. е. 
любое компактное подмножество остается компактным. 

,-. ^ л дс и. 6с и, до ,„ , п _ Л . л 

2. Функция ^- ----, а следовательно и -L---- = f — (6 ц), 0 < 6 < 1, 
может быть представлена в виде -£• — — scp (jx, е), где <?.(\х,е) — 
функция, регулярно зависящая от параметра е. 

Условия (1), (2) будут, выполнены, если,, например, ампли­
туда разрыва р. == О(©"•), где 0 < а < 1 , а зависимость давления 
от плотности отличается от газа Чаплыгина на функцию 
О (е--«) 

E(p) — a - ^ + e--^(p). 

где а и Ь — постоянные. 
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Решение системы уравнений (1.1)—-(1.3) будем искать в 
виде: 

$•---..50 + 51+ --2+О И . 

|---М-о + 1-т + 0(е-). (1.4> 
7-7о +О И, 

где Sl = 0(B), 1-4 = 0(6), iv--=0(e-). 

Поскольку значение второй производной вдоль нормали к 
фронту ударной волны неизвестно, то для уравнения (1.З) мо­
жет быть найдено только пулевое приближение по <••. Это при­
ближение дает возможность определить первое приближение ам­
плитуды скачка, которое, в свою очередь, позволяет найти вто­
рое приближение решения уравнения поверхности разрыва. 

При построении ряда теории возмущений мы будем учиты­
вать в уравнениях для старших приближений некоторые члены 
меньшего порядка. Это позволит нам сохранить вид исходного 
уравнения и, в отдельных случаях, даст возможность найти 
приближенное решение, аппроксимирующее точное решение с 
заданной точностью па большем отрезке времени, что чрезвы­
чайно важно в приложениях. 

§ 2. РЯД ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ 

Прежде всего отметим, что сам подход, выражающийся в 
нахождении приближенных решений уравнений (1.1). -(1.3), 
требует, чтобы функции, входящие в .чти уравнения, были опре­
делены в некоторой, достаточно широкой, по сравнению с г, ок­
рестности поверхности разрыва. Обозначим через l/о -окрест­
ность поверхности фронта ударной волны ilt) в начальный момент 
времени / = 0, в которой определим начальные данные. Положим, 
что в области (У0 функция s(х, 0) определена так, что |V,S'||,,„ .-•... 
==1, а функции ц,, 7. г постоянны вдоль ноля <V.s\ V > , т. е. 

( v«. VIХ > — < VS. VT > '•"• ( VS. V > ; : °-
Пренебрегая членами порядка s в уравнении движения поверх 
ности разрыва (1.1), получим уравнение дли нулевого прибли­
жения функции s (x, t) — функции s{)(xtt). Обозначим 

clef clef J L.[ 

^ 0 = = Й ' ^ 0 = = V — -0 ( Soi V > . Со (ро) -•- С (р,„ poj l ) ! , . . „ „ . (2,1) 

Уравнение для s0 имеет вид: 

—°+ <«„, VA'O> +Co lvSo | -0 (2.2> 
с начальным условием в U0 

soLo8-"5^.0)- (2.3> 
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Для решения уравнения (2.2). выпишем систему уравнений би­
характеристик 

= йо + с0?, 
(2.4)-

-----Vo— 2-о^Х 

dx 
Ж'' 

§'• 
с начальными условиями 

fx|*-H) — aGUo> 
ys (х, 0) 5|*-о- . • (2.5) 
|VS(JC, 0 ) | л--=гу. 

Решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
(2.4) — x(a, t) представляет собой траектории, лежащие на по­
верхности уровня Q функции s0(A:, t). Действительно, в силу 
уравнения (2.2), имеем 

Таким образом, нулевое приближение поверхности разрыва 2 
представляет собой поверхность, состоящую из характеристик 
системы уравнений (2.4), выпущенных из начальной поверхно­
сти разрыва 80, Нулевое приближение скачка плотности \ха. 
будем искать при помощи уравнения: 

2 + ——±—^ | f ) ( | ! + < Ио + <*о, VH > ) + Н \с < Lo, Ео > -! -дца) \ di 

+ < V. "о > + (1 + .-.-о) ( Ео, Йог > + ^—f") <• So. / ) 

•Ьр-(-т+< «0-1-^0. VPO> ! ( т ф 0 + — - - 6 ^ i 1 - - ^ s ^ ) + 
. . i 2 до 

<V. "o>^7 5---

x(l-Efe)-P + hi))]-0 

^ >
P . f . - «+^ ) 

(2-7)' 
с начальным условием 

(-0|<-=0 = f-- (x> 0)|jr-ag£/0. 

Уравнение (2.7) отличается от (1.2) только отсутствием за--
цепляющегося члена .->-—• 

Обозначим через -V (ы У коэффициент при [х0 в уравнении 
(2.7), заключенный в квадратные скобки. Пусть, кроме того,. 

Ф(нЛ^(НЛ0)(2 + ̂ Щ^^)-\ (2.8), 
Выпишем систему характеристических уравнений для уравне­
ния (2.7): 
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dx 

d\i0 

it 

= Uo + С (po, роЫ £O> 

= » + <5-,й0 + с-;о>. 

dt ~~~ dt 
д 

(<3-,ао + с£о> +ИоФ(1-о, Ео)) + 

+ - ? - ^ ( < ' £ p ' c E - > +»-оф(^о. 5о)), 
(2.9) 

d&> 
dt = V( < #> «o + ^o > +|*0Ф (щ,, So)) + 

(2.10) 

+ ^ - ~ ( < . f , c - ; o > + ^ ( N , 50)) 
с начальными условиями в области U0 

' x\t~o—aeUo> 
t~0|."--.0==|-~(x, 0)|.r=a, 
^|<_o-=VI-(-<. 0)|*-et 

»|<-o--( —J--<D(n, E ) - < Ио + ci;, .5s > )|,=«. 

Пусть (x(a, t), \x(a, tf)) —решение системы (2.9). Выразим a = 
='a(x, t) из уравнения x = x(a, i), тогда решение уравнения (2.8) 
имеет вид 

ц0 = М а ( * , 0> -)• (--•--) 
Таким образом, задача об определении решения уравнения 
(2.7) свелась к задаче о нахождении решения системы обыкно­
венных дифференциальных уравнений (2.9). 

Нулевое приближение уравнения для скачка производной 
вдоль нормали к фронту волны (2.3) имеет вид обыкновенного 
дифференциального уравнения вдоль характеристик системы 
уравнений (2.9) 

' -И§Ф2.>оЛ) + Ф8(|-ю.5о)-=0 (2.12) 
с начальными условиями вида 

To|«-o=T(-<.0)U-«e£/,. (2.13) 

Таким образом, для определения нулевого приближения скачка 
производной к фронту достаточно решить обыкновенное 
дифференциальное уравнение (2.12). Уравнение для первого 
приближения функции s имеет вид 

•3 (So + S-) 
dt < щ, у (s0 + Si) > + с (ро, ро|А0) | V («о + Si) | = 0, (2.14) 

где s0 —решение уравнения (2.2), цо —решение (2.11) уравне-
ния (2.7). 
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Начальные условия для (2.14) суть 
•-•i|.=o = 0. (2.15) 

Система уравнений бихарактеристик, отвечающая уравнению 
Гамильтона —Якоби (2.14), имеет следующий вид: 

dx 
— = и0 + С (р0, poN) -1, 

(2.16) 
! <V —€x < Ei, v > )c- {sum} 514V-51 < -ь V >) 

с начальными условиями: 

fx|.-=o-=a6U0, 
U l - Vs (*• °) (2.17) 

Нетрудно видеть, что вдоль характеристик х (a, t) системы 
,-(2.16) функция (S0 + S1) (x, t) постоянна 

rf(s- + Si) •>(«., t), t) _ n 
dt 

Таким образом, характеристики системы (2.21) лежат на 
поверхности уровня функции So + Si и поверхности 
разрыва, в первом приближении состоят из траек­
торий—характеристик системы (2.16), выпущенных из началь­
ной поверхности Q--

Обозначим 
def 

• A - V - S i U , v> , (2Л8) 
где Ei —решение системы уравнений (2.16), тогда уравнение 
для первого приближения функции ^ — (н-о + l-h) имеет вид 

ЩШ+ <ц0-И(Ро, P0(^0+l4>)El, V(^>+!-n)> 

+(,A-+^"l)Ф(.JЧ.+^-'•Ъ -0 + 

+ (F, + ^i) | - fo(2+ <* + №+* + *) | | - ^ 0 ) ( 2 Л 9 ) 

г д е |А 0 _ решение уравнения (2.7). Начальные условия для 
(2.19) таковы: 

-хг |-;_о — 0. (2.20) 

Для того, чтобы найти решение уравнения (2.19), выпишем 
отвечающую этому уравнению систему характеристик 
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=-Ио + с(Ро, p0z).l1, 

rf7 = <bi+ <5>i, «o+cSO, 

ж—ш[гФ{г'll)+ < ^ И о + ^ > + г Ы 2 .e(l+z).3-W\ , 

b*i 3i( < 3й.. <*i ) +гФ(г, 61) + 4 л о ( 2 + * 4 ± - й Г ) ' <2-21> 
^ - = V (гФ (г, 60+ ( #. . «о + <*г > + г ^ Т о ( 2 + - -Ц±£?ЙП+ 

f S \ ~ ( < 3-1, <*1 > + гФ(г, i^-fz gT o(2-| 
•3i?,vV ' с 

•г(1 + z ) d c W 
с cU, 

и начальные условия 
(x|/=-o = aeU0, 
2|/-=0 = l--(x, 0)U-=-a, 
S-ilz-o.-Vl-C-1-. 0)1 х-в, (2.22)-

^ 5 ( 2 , 6 1 ) + < « о + С - ь S-i> + 

+ г^То(2 + -———-^) )^ ra 

Решая систему обыкновенных уравнений (2.21), найдем (цо-Ь 
-+- И-i) (x. 0 : 

{\i*+v.i)(x,t)=z(a(x,t),t), . (2.23) 
где a = a(x, i)—решение неявного уравнения х=х(а, t),, 
х(а, t)—решение системы (2.21). Таким образом, задача оп­
ределения первого приближения амплитуды разрыва свелась к. 
задаче решения системы обыкновенных дифференциальных. 
уравнений (2.21). 

Зная первое приближение для р,, можно найти второе при­
ближение поверхности разрыва, исходя из уравнения 

— - g f — - ' + < Ио. V(-'0 + -1+-2) > + 
(2.24); + с (Ро> Ро (Но + 1̂ ))! V (So + Si + s2)\ = О 

и начальных данных 
S 5 | M - = 0 . (2.25). 

Для этого достаточно найти решение системы обыкновенных. 
уравнений-бихарактеристик уравнения (2.24) 

J? = и0 +• с (ро, ро (но + Н)) -а, 

!•=-- - ( v - S - < ,2, V >) с - 2 4(V~ -2 < £-. V >) К 
3 

S 
(2.26) 

с начальными условиями 
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_ ys(x , 0) (2.27) 
ys (.x, 0) | t^a 

Нетрудно убедиться, что функция (s0+Si + s2) (я, t) постоянна 
вдоль характеристик х(а, t)-— решений уравнений (2.26). Та­
ким образом, второе приближение поверхности разрыва Q мож­
но найти, выпуская траектории из начальной поверхности Qo, 
согласно системе уравнений (2.26). 

Итак, задача о нахождении второго приближения поверхно­
сти разрыва Q свелась к задаче последовательного решения си­
стемы обыкновенных дифференциальных уравнений (2.4), (2.9), 
(2.12), (2.16), (2.26), (2.29). Следует отметать, что разреши­
мость неявных уравнений х = х(а, t) для систем (2.4), (2.5), 
(2.10), (2.17), (2.26), (2.27) относительно неизвестной а следует 
из предположения о гладкости фронта ударной волны. Дейст­
вительно, па основании равенства (1.1) получаем, что поверх­
ность О состоит из траекторий — решений системы уравнений 
бихарактеристик 

dx __ . f 
•—— —tl()-\-CQ, 

(2.28) 

начальными условиями 

L> ys(x,0) (2.29) 

В силу бесконечно!! диффереицируемости коэффициентов систе­
мы обыкновенных дифференциальных уравнений (2.26), отобра­
жение Й>, переводящее точку а в х(а, I), является локальным 
диффеоморфизмом пространства R3 при малых значениях вре­
мени /. Предположим, что в некоторый момент времени /0 яко­
биан отображения gt обращается в нуль. Тогда можно показать, 
что существует такая гладкая начальная поверхность Q0, кото­
рая за время k переходит в негладкую поверхность Q io. Следо­
вательно, па основании полученного противоречия с предполо­
жением о гладкости поверхности разрыва Q, можно заключить, 
что якобиан отображения gt на рассматриваемом отрезке вре­
мени отличен от нуля. 

В следующем параграфе будут приведены оценки, показы­
вающие, что якобиан отображений, соответствующих системам 
(2.4), (2.16) и (2.26), отличается от якобиана исходной систе­
мы (2.28) на величину, порядка 0(e) , 0(е2), 0(е3) , соответст­
венно. Таким образом, мы получаем, что якобианы этих пре­
образований отличны от нуля при конечных значениях времени 
t, а следовательно, разрешимы неявные уравнения х—х(а, t) 
для всех трех систем относительно неизвестной ос. 
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§ 3. ОЦЕНКИ 

Прежде всего оценим величину расстояния между поверх­
ностью разрыва и поверхностью, получающейся при решении 
уравнения (2.2) при конечном значении времени t. 

По предположению функция ——--= 0(e). Поверхность раз-
рыва «J СОСТОИТ из траекторий решений системы уравнений 
бихарактеристик 

-fj = ao + c!-, 
rf- - ^ ( З Л > 

Нулевое приближение поверхности разрыва — поверхность ну­
лей функции So, состоит из траекторий — решений системы урав­
нений (2.4). Начальные условия для системы (2.4) и (3.1) сов­
падают, 

При постановке задачи предполагалось, что решение сис­
темы (3.1) регулярно зависит от параметра Е. Таким образом,. 
выполнены условия известной теоремы о зависимости решения 
от параметра (см. [1]), на основании которой можно заключить.. 
что для конечных значений времени t разность между решени­
ями систем (2.1) и (2.4) порядка этого малого параметра. Ины­
ми словами, справедлива оценка: 

И*)—*о(*)| + |!(0—Ы*)|=0(е), (3{cdot}2> 
где (х0, go)— решение системы (2.4), (х., I)—системы (3.1).. 
Сравним теперь нулевое приближение для амплитуды скачка-
плотности с ее истинным значением. Для этого рассмотрим, ка­
кому уравнению удовлетворяет разность (\х—ц0) решений урав­
нений ( 1.2) и (2.7). 
Имеем 

д у 0 - + < «о + cl, V (V- Н) > + 0* ~ Н) Ф (!J-. *) + 

+ ^ - ^ ( ^ ? Ы - ) т (3-3) И-— Но 

+( t*- t-o)(<,(p"p,yr t t
f l (p"p,M,M<6' vh> + [X— \l0 

+ С(РО, №0X6-60, V N > + 2 I - O ^ : • ( ( 2 + 1 - ? L | ) ' - о , 

начальные условия для уравнения (3.3) относительно разности 
(|j..— |j.0) нулевые: 

(|х-р-о) | м = 0 . .(3.4> 
Из ИСХОДНЫХ предположений и оценки (3.2) следует, что, 
254: 



c(Po,Pol-o)<5-So.VN>+2N|^T(2+---i±—-^-) ' - - О ^ ) , (3.5) 
а коэффициент при ([д,—р,-) в равенстве (3.3) регулярно зависит 
от 8. Таким образом, уравнение (3.3) представляет собой обык­
новенное дифференциальное уравнение первого порядка вдоль 
характеристик системы уравнений (3.1) с нулевыми начальными 
данными и малой 0(e) правой частью. Из этого следует 
(см. [1]). что для конечных значений времени I справедлива 
оценка 

|(x—|io|=0(e). (3.6) 
Совершенно аналогично можно показать, что разность между 
нулевым приближением скачка производной вдоль нормали к 
разрыву и его истинным значением порядка малого парамет­
ра е 

ly—Yo | = 0 ( e ) . (3.7) 
На основании полученных оценок (3.6), (3.7) найдем расстоя­
ние между истинной поверхностью разрыва и первым приближе­
нием этой поверхности (2.23). Как было отмечено, поверхность 
уровня функции (So + Si) состоит из характеристик — решений 
системы уравнений (2.16). Начальные условия для систем 
(2.16) и (1.1) совпадают, кроме того, из (3.6) следует, что 

с(ро, Ро|Яо)-с(Ро, Роц) = 0 ( s 2 ) . (3.8) 
Отсюда, на основании теоремы об оценках, получаем, что реше­
ние системы (1.1) отличается от решения системы (2.16) на 
величину 0(е2). Иными словами, расстояние между поверхнос­
тями, образованными траекториями системы (1.1) и системы 
(2.16), имеет величину О (е2). 

Используя оценки (3.6) и (3.7), точно также, как и в слу­
чае оценки разности \i—jx0, можно показать, что разность истин­
ного значения скачка плотности \х и его первого приближения 
((Хо + м.1) есть 0(е 2 ) : 

|(|я—!.1о—м,1)|-0(е2). (3.9) 
Условие (3.9) и теорема об оценках позволяют заключить, 
что расстояние между векторами — решениями системы (1.1) 
и решением системы (2.26) есть 0(е3) . Таким образом, мы до­
казали, что поверхность разрыва, определяемая уравнением 
(s0 + si + s2) =0, находится на расстоянии 0(е3) от поверхности 
разрыва Q = {(x, t) \s(x, t)=Q}. 

Т е о р е м а 1. Для того, чтобы кусочно-гладкая вектор-функ­
ция (р{х, t, 8), и(х, i, e)), (х, I) 6.R4, зависящая от параметра 
еб(—р, р), такая, что для нее: 

1. Поверхность разрыва QtE при t = 0 определяется неяв­
ным уравнением s (x, 0) = 0, s(x, 0) 6С°°(^3). 

2. Значение скачков р, и и их производных па 9чг равны 
Рю.' Рп> #оо>: «и соответственно. 
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3. В любой точке поверхности разрыва Qia выполняется 
•соотношение 

VI з F(o)~ F(Q — рю) 
"P lO P i О 

1Л-— 
к ар 

аР 

скорость ударной волны—скорость звука 0(e) 
\ скорость звука ч ; 

удовлетворяла бы системе уравнений (1.2) главы I невязкого 
изоэнтропического газа, необходимо, чтобы: 

1) поверхность разрыва в момент времени t лежала в О (е3) 
окрестности поверхности, определяемой неявным уравнением 
вида (s0 + $i + s2) = 0; 

2) скачок плотности рю отличался от значения функции 
Ро(|Ч) + lxi) на величину порядка 0(£2), скачок скорости отли­
чался от вектор-функции 

V («о + Si + So) 1 A l i .. i •• Ч/Г(Ро(1 + |̂ о + ^ ) ) — .°(Po) 
IV(so + s, + s . ) | 'K ^ 1 + ^ + 1Al) р.(|х«, + *) 

на величину 0(е2); 
3) скачок производной вдоль нормали к поверхности разрыва 

отличался от функции p0yo на величину 0(e),.где s0, su s2, \iQ, 
Ц.1» yo> Po, «o — решение системы обыкновенных дифференциаль­
ных уравнений (2.4), (2.9), (2.12), (2.16), (2.21), (2.28). 

В заключение оценим, как было обещано в конце второго па­
раграфа, разность между якобианами преобразований прост­
ранства Rs, индуцированными системами уравнений (2.4), (2.16), 
(2.26) и системой (2.28). 

Пусть g (лг, /) —- решение системы уравнений (2.28), тогда, 
как нетрудно заметить, якобиан этой системы удовлетворяет 
обыкновенному дифференциальному уравнению вдоль траекто­
рий—-характеристик (2.28). Обозначим через / — якобиан си­
стемы уравнений (2.28): 

j™tei[*zgd*.)t (з.ю) 
аналогично, обозначим через У„, Jx и J2 — якобианы систем урав­
нений (2.4), (2.16), (2.26), соответственно. Имеем 

_ ig_- -=( v , u 0 + ^> _ (3.11) 
и аналогично 

——g—-= < V, «о + с(Ро, 0)И0 > U-̂ ccM), (3.12) 
dJ*ft' t] -= < v. "o + c (Po, Pot~oHi > U-*,«M>. (З-13) 
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dJ2 (a, t) . 
at = < V, «o + С (po, Po (t̂ .0 +1*0) £2 > U=*2(a, t), 

^ i X % ^ A \ ^Xu ^ ' (xs, У —решения систем уравнений (2.4), 
(2.16), (2.26) соответственно. 

Пользуясь оценками (3.2), (3.4), (3.6), (3.8) и (3.9), немед­
ленно получаем, 

d(J — J0) r.l Ч 

at - = °(£)- (3.14) 

~^=0И, at 
d(J—Js) 

(3.15) 

« — - ° . ( - 8 ) - (3.16) 
Из равенств (3.14) — (3.16) на основании теоремы о зависимости 
решения от малого параметра следует, что при конечных 
значениях времени t справедливы оценки 

| / - / о 1 = 0 (*), (3.17) 
I . / - . / - | = 0(Е-), (3.18) 
| / - У 2 | = 0(ез). (3,19) 

Таким образом, нами доказана теорема 2. 

§ 4. ПРИМЕРЫ 

Для иллюстрации предлагаемого метода определения дви­
жения фронта небыстрых ударных волн в изоэнтропическом 
газе без вязкости'рассмотрим следующие примеры. 

П р и м е р 1. Поставим задачу об определении фронта удар­
ной волны с малой, порядка е<1 , амплитудой и зависимостью 
давления от плотности, имеющей вид 

F ( P ) = P ( P - 1 ) + 1- (4.1) 
Пусть в начальный момент времени z—0 решение системы урав­
нений газодинамики (1.2), имеющее разрыв на гладкой дву­
мерной поверхности Qo, известно. А именно, пусть в области 
перед фронтом ударной волны значения плотности и скорости 
движения газа следующие: 

р(х, 0) = 1, и(х, 0) =0. (4.2) 
. Предположим,, что поверхность разрыва в начальный момент 

времени г.=0 представляет собой двумерную плоскость, прохо­
дящую через нуль координат (xi, x2, x^&R3 и ортогональную 
вектору Xх. Пусть область перед фронтом ударной волны со­
ответствует тем точкам, в которых значение координаты больше 
нуля. 

Как указывалось выше, . фазу ударной волны — функцию 
s(x, t) — в начальный момент времени можно выбрать таким 

17—7811 
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образом, что |Vs]/n---1 и s(x, 0)<0 в области перед фронтом 
ударной волны. Исходя ИЗ этого, положим 

s(x, 0)=—-V1. , (4.3) 
Пусть в начальный момент времени *-=0 амплитуда разрыва 
плотности газа постоянна вдоль фронта ударной волны 

V{x, 0)k-=s- (4.4) 
Из условия Гюгонио (1.47) главы! сразу получаем, что. 
начальные данные для амплитуды разрыва скорости движения 
газа должны быть равны 

«1к—~.УЧЛЛ, (4.5). 
где 1 — вектор, нормальный к плоскости s(x, 0) = -=0, с ком­
понентами (—1, 0, 0), скачок удельного объема Vu согласно 
(4.2) и (4.4), равен 

.1Лк---.Н-+-Г ~-(- + -П. (4.6) 
а скачок давления, согласно (4.1), (4.2), (4.4), есть 

Л к = е ( 1 + в ) . (4.7) 
Следовательно, подставляя (4.7) и (4.6) в (4.5), получаем 

ih{x,0)\Qo^-Bl (4.8> 
Далее, предположим, что значение скачка производной плот-
ности газа вдоль нормали к фронту ударной волны •; в началь­
ный момент времени также постоянно вдоль поверхности 20 
и равно s: 

т(*,0)к=.е. (4.9) 
Определим, каким должен быть скачок производной скорости 
движения газа вдоль нормали к фронту ударной волны £20. На 
основании равенства (2.11) главы 1 имеем 

Х<7.-«>)+.-^ + («+^)(-^^+--^-----(Н-,) + 
+2.>(1+,)|(1_-||у)_5(с+1.а+1-)|)(2-+,.(н-,.)|г,х 

х(к <i,e> +p(i+rt <(,K.I> +~ф+>-(2|.!;>-1-2|.!х 

3 

-l^VLal
0\a. 
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Вычислим значение скорости фронта ударной волны при t — 0. 
По определению значения с и из равенств (4.1), (4.2), (4.4), 
получаем 

c k e_/ (TTrt— -— -g--— - - - ( i+^ (4.П) 
Далее, поскольку \>. и р0 постоянны вдоль фронта ударной 
волны 20, то 

Lpik=LPok = 0- (4.12) 
Кроме того, из равенства (4.2) следует, что 
<v,«o> k=0> « o i k - < ->v> йок=0, poiluo- <-:»v> Pok—0. 

X k = ^ k = 0. (4.13) 
Поскольку начальная поверхность разрыва представляет собой 
плоскость, то кривизна ее равна нулю, а следовательно, 

<--.*> k - o . (4.14) 
Если теперь предположить, что внешние силы полностью 
отсутствуют / - 0 , то, подставляя равенства (4.11)-(4.14) в 
(4.10), окончательно получим: 

• 12(1+8)-3 . 2 в \ f . , , . . . 
, 3 ( 1 + 6 ) - 1 ' 1 + 8 / 

Из теоремы 1 главы II следует, что приведенных выше дан­
ных. достаточно для определения второго приближения по е 
положения фронта ударной волны. Действительно, из 
равенства (4.11) и определения скорости звука следует, что 

•-Y--№ (p.) 
dp 

у*ы =--|с|-1--=е, (4.16) 
дР 

и условие 2 теоремы 1 главы II выполнено. Равенство (4.16) 
также устанавливает, что скорость фронта ударной волны вы­
ше скорости звука в области перед фронтом. Таким образом, 
если предположить существование кусочно-гладкого решения 
системы уравнений газодинамики (1.2) главы I, удовлетворяю­
щего условиям (4.11) — (4-16), то все условия теоремы 1 гла­
вы II будут выполнены. 

Найдем решение в области перед фронтом ударной ВОЛНЫ. 
Прямой подстановкой можно убедиться, что вектор-функция 

p(x, / )=1, u(x, t)=0 (4.17) 
удовлетворяете системе уравнений газовой динамики с началь­
ными условиями (4.2). Следовательно, поскольку разрыв не 
влияет на поведение решения в области перед фронтом удар­
ной волны, то вектор-функция (4.17) полностью .описывает ре-
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шение в области перед разрывом. Иными словами, в обозначе­
ниях (1.3) главы I имеем 

po(x, t)=l, ua(x, t)=0. (4.18) 
Из теоремы I главы I получаем, что на поверхности фронта 
ударной волны справедливо равенство 

' | — ( l + l - ) l v s | | o = - - 0 , (4.19) 
причем в начальный момент времени z. = 0 

s . (x ,0) | a -0 . (4.20) 
Кроме того, вектор скачка скорости движения газа на фронте 
ударной волны связан со значением скачка плотности по 
формуле 

»1 к—— Ып, (4-21) 
где i |a-=| VS/ A i—нормаль к поверхности фронта 2. 

Уравнение (4.19) представляет собой уравнение Гамильтона 
относительно неизвестной s(x, t). Системы уравнений бихарак­
теристик для (4.19) имеет вид: 

f~=-(l + ̂ ).. 
at • (4-22) 

Начальные, условия для системы (4.22) заданы на поверхно­
сти фронта ударной волны 

_ ys О, 0) 
1--° |у-(*.0)| 

(4.23) 

На основании теоремы 2 главы I можно заключить, что 
амплитуда ударной волны у. на поверхности фронта должна 
удовлетворять уравнению: 

( 2 + t < I ± * 2 | j L ) ( | + < « o + r t . W > ) + f{ < V- Щ ) + с < L, Л) + 

+.(1 + i0 < -- «и > + 4 й < 5. / > + ~ Й ? + ( «о + cS. VPo >') X 
. . . 2 дс . 2(1 +{mu})a fic'7i И- Sc\ 1-+I-1 б с nx„\U 

с <Э(А"Г С .5JT.V 2с 6|J,.| r с lu<3p0 

+ < V, "o> h r ^ T i Г - ST - - " - r s r — ••-- rW + с а ц т с 6(.i V 2c. 6(j,; v ' r'j 
+ 2 ^ | Т | П = 0. ^ (4.24) 

Подставляя в: равенство (4.24) выражения (4.11) и (4.18), 
получим: •••.. . " . . : . ; , , ' 
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(2 + !A)(|£_(l + ^ ) a w > Ь 
+ t-(- + l-)<£. U +2jiT|o — 0. (4.25) 

и, кроме того, из (4.10) получаем: 

--«i.- т$=^+^ы«. (4.2б) 
Из теоремы 3 главы I следует, что скачок производной 
вдоль нормали к поверхности разрыва т должен удовлетво­
рять равенству: 

•-(' + — ^ — Ш + <«.+'-. v-.>l-H<MM)+ d\i j \dt 

+ Т2Ф2(^^ + Ф3(^^) + 2 ^ г [ й = 0, (4.27) 
где функции Ф-.((х, Ч), Ф2([х, %), Ф3 (р-, I) определяются из соот­
ношений (3.1) —(3.б) главы I. 

Вычислим значение коэффициентов Ф1, Ф2, Ф3. Для этого 
воспользуемся равенствами (4.18) и' (4.11). Нетрудно убедить­
ся, что соотношение (3.1) главы I выглядит следующим 
образом: 

' <Pi^SH(^+<^+ c g ,v^>) ( 3 ( 1 + y + 2 

+ (1+3|i) <£,&>. (4.28) 
Далее, определим коэффициенты Ф2 на основании формулы 
(3.2) главы I: 

Ф2(М)-=4'(1+ц); (4.29) 
функцию Ф3 ([J-, I) найдем, исходя из равенств (3.1) — (3.5 
главы I, 

ФзО-. -) = (1+!^Ж + < а° + Л> V > ) ,-+(- + Р<)2Х 

Х Й Г + < "°+^< W > )8 + ( l + t - ) ( ^ + < «о+с?, W > ). (4-30^ 
Теперь мы можем на основании теоремы 1 главы II определить 
приближенное положение поверхности фронта ударной волны 
для конечных значений времени t. 

Прежде всего заметим, что поскольку задача обладает плос­
кой симметрией, •• то она-сводится: фактически, к одномерному 
случаю, когда все входящие в уравнение неизвестные функции 
зависят лишь от х1 и L Очевидно, что при этом вектор | по­
стоянен и кривизна <L, '£> поверхности фронта равна нулю 
при всех значениях времени t.' 

Обозначая х1 снова через х, получим, что система обыкно­
венных дифференциальных уравнений (4.22), описывающая, 
фронт ударной волны, имеет вид: . 
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5Г-(- + •-)• ^ ^ 
а н а ч а л ь н ы е условия (4.23) таковы 

х |*_о-=0. (4.32) 
Амплитуда разрыва, согласно (4.25), с учетом симметрии зада­
чи удовлетворяет уравнению: 

(2 + p;)(g- + (l + ! x)^) + 2(,T|Q—0, (4.33) 

начальные условия для уравнения (4.33) имеют вид (4.4). Ска­
чок производной y, согласно (4.27) — (4.30), может быть най­
ден из равенства: 

2 ( i + r t ^ + ( i + ^ ) + T ( - 8 ( i + ^ : ; ( i + ^ + ( i + r t S £ ) + 
+ 4T-(l+1x) + (l + |x)(d4 + (l+^^)V + 2|̂  + 

f2bL_i_/i i ,лд±\2j_м i ,л(д± + (-+K£ + (- + rt£) -Hl + ^ + (l+,)g) Q-0(4.34) 
и начальных условий (4.9). 
Определим нулевое приближение решения системы /уравнений ' 
(4.31) — (4.34). 

Согласно равенству (2.4), получаем, что нулевое приближе­
ние поверхности фронта ударной волны состоит из траекторий— 
решений обыкновенного дифференциального уравнения: 

'dx0 -J 
. Л* - " 1 ' (4.35) 
x0|;=o — 0. 

Решение задачи (4,35), очевидно, имеет вид: 
x0(t)=t. (4.36) 

Нулевое приближение амплитуды фронта ударной волны мож­
но определить, ИСХОДЯ ИЗ равенства (2.7), которое в нашем 
случае имеет вид: 

р+^)(^+(1+Ы^)=о, (437) 

Д л я системы (4.37) можно не выписывать характеристичес­
кую систему обыкновенных дифференциальных уравнений, 
поскольку решение этого уравнения, очевидно, таково: 

[10 — е. (4.38) 
Теперь мы на основании формулы (2.12) определим нулевое 
приближение скачка производной плотности вдоль нормали 
к фронту ударной волны. Имеем: 
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.'2(- + 0 ( ^ + ( l + . ) S ) + 4f0(l+e) = 0, 
. To|<=o=s. 

Уравнение (4.39) представляет собой нелинейное обыкновен­
ное дифференциальное уравнение вдоль • траекторий поля 
$+(-+•)-£)•• 
'Из равенства (4.39) получаем, что 

% + Ч-°. (4.40) 

* M s + H +•>£)• 
Таким образом, решение задачи (4.39), как нетрудно убе­
диться, есть: 

Зная нулевые приближения решений уравнений (4.35) —(4.39), 
по формулам (2.16) и (2.19) мы можем теперь определить пер­
вое приближение поверхности фронта ударной волны и ампли­
туду волны. Имеем, согласно (2.16) и (4.38), 

^ t = = ( 1 + e ) ' (4.42) 
.xi|.=o = 0. 

Таким образом, в первом приближении поверхность разрыва 
в момент времени t находится в точке 

j . --=(1+e)t. (4.43) 
Далее, из (2.19) и равенств (4.35) — (4.39) получаем, что 
первое приближение ([.-.о + Нч) амплитуды ударной волны удов­
летворяет равенству: 

(2 + (N + h ) ) ( - ^ + (l + P. + ̂ ^ - ) + 

с начальным условием 
(N + t-i)|*=o=e. (4.45) 

Рассмотрим систему характеристических уравнений (2.21), 
отвечающую уравнению (4.44). Уравнение для 3-1 = v (i--o + t~i) 
в системе (2.21) имеет вид 

^ i ^ ( < ^ i , c - i > +гФ(г, 60 + 

— 7о1.-Н ё $, 
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с нулевыми начальными условиями 
•^i|«-o — V(l-o + t-i)|*-o = 0. (4.47> 

Таким образом, в силу однородности правой части равенства 
(4.46) по SPi, мы получаем, что решение этого уравнения есть 

9-1 = 0. (4.48> 
Следовательно, первое приближение амплитуды ударной 
волны в нашем случае не зависит от переменной х и удов­
летворяет равенству 

1(2 + * ) * * -2еа 
dt 1 + в2.' (4.49). 

г|г=о = в, 
def 

где 2-=(t.i0 + (.it). Решение обыкновенного дифференциального 
уравнения (4.49) легко можно определить методом разделения 
переменных. Имеем 

(!-*0+[M) — K ( e + 2 ) 2 - 4 e l n ( l + e O - 2 . (4,50) 
Теперь при помощи полученного первого приближения ампли­
туды ударной волны мы можем определить второе приближе­
ние положения поверхности фронта ударной волны в момент 
времени i. Из равенства (2.26) получаем 

f ^ — l+/(2+s)--~4eln(l+e*)—2, (4.51) 
x|/=o = 0. 

Пренебрегая в (4.51) членами порядка е3, для конечных зна­
чений времени t получим 

W = 1 + £ - T + T l n ( 1 + ' ^ (4.52> 
х|.-=о-=0. 

В итоге, получаем, что во втором приближении поверхность 
разрыва находится в момент времени t в точке 

д: = (1 + е)^._.—|—.(е^1п(1 + в 0 - 1 ) + 1п(1+е0). (4.53> 

Как уже отмечалось, поправка к первому приближению по­
верхности фронта ударной волны сохраняет свой порядок при 

а конечных значениях времени t. • •• 
Предположим теперь, что в условиях этого примера рассмат­

риваемый газ отличается от газа Чаплыгина на величину, по­
рядка е. Очевидно, что при этом коэффициент зацепления будет 
фактически на порядок меньше. Естественно предположить, и 
это действительно' подтверждается следующим примером, что 
приближенное решение в этих условиях сохраняет свой поря-

• док аппроксимации при значениях времени/, порядка е-1. 
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П р и м е р 2. Как и в первом примере, рассмотрим задачу 
об определении фронта ударной волны с малой, порядка e-Cl,. 
амплитудой. Пусть зависимость давления от плотности отли­
чается от газа Чаплыгина на величину того же порядка мало­
сти е: 

- (р) ^ ! + (Р— 0 (- + в ( 4 5 4 > 

Все остальные предположения относительно свойств кусочно-
гладкого решения системы уравнений газодинамики (1.2) при­
мем такими же, как и в первом примере. 

Пусть в начальный момент времени t = 0 разрывное решение 
системы уравнений (1.2) полностью известно и обладает сле­
дующими свойствами: . 

1. В области перед фронтом ударной волны значения плот­
ности и скорости течения газа суть 

р(х, 0 )=1 , и(х, 0)---0. (4.55) 
2. Поверхность разрыва Й0 представляет собой двумерную-

поверхность, проходящую через начало координат и ортогональ­
ную вектору я1. 

3. Область перед фронтом ударной волны соответствует по­
лупространству, в котором х1>0. 

4. Амплитуда разрыва плотности газа постоянна вдоль фрон­
та ударной волны и равна е: 

; Kx,0)lQo = s. (4.56> 
5. Значение скачка производной плотности газа вдоль 

нормали к фронту волны также равно е: 
T ( x , 0 ) k= e . '. (4.57> 

6. Внешние силы отсутствуют: .•— 0. 
Вычислим значение скорости фронта ударной волны при /==0. 
Согласно определению функции с и равенству (4.54), имеем: 

c-._/(l + rt^L±E^».(i+ert.' (4.58; 
Из условия Гюгонио (Г47) главы I получаем, что скачок, ско­
рости движения газа связан со скачком плотности соотно­
шением: . . -.. 

«» 6 V ^ c r ^ b 8 " ° -+-•»-•>»'•--• —«<Г^1Г> С* +Ч-->- (4-59) 
Поскольку вектор-функция , 

р(х, 0=1, u(x,t)~0 (4.60) 
удовлетворяет системе уравнений газовой динамики (1.2) 
'с начальными условиями (4.55), то в области пе ред фронтом 
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ударной волны значения плотности и скорости движения 
газа равны: 

P0(x, г.)—!, й0(-*> 0----0- (4.61) 
Аналогично тому, как это делалось в первом примере, мы 
можем выбрать фазу s(x, 0) таким образом, чтобы в началь­
ный момент времени t = 0, |--s|ja,—=1 и s(x,0)<0 в области 
перед фронтом ударной волны 

s(x ,0)=— x\ (4.62) 
Уточнение условия Гюгонио (4.10) позволяет определить зна­
чение скачка производной скорости движения газа вдоль нор­
мали к фронту ударной волны й-. Для определения ип прежде 
всего заметим, что, в силу равенств (4.61), справедливы 
тождества: 

. <V. «o>|a-=0, Ио1|о= < Е, у>йо|о-=0, 
п | (4.63) 

Poi|n=- <E,V>Po|a--=0, ^ - ~ ~ | Q — 0 , 
где Q — поверхность фронта ударной волны: 

fl = {(x, t)£R'*\s{x. 0 = 0 } . 
Поскольку задача обладает плоской симметрией, то она факти­
чески сводится к одномерному случаю, когда все входящие в 
уравнения неизвестные функции зависят лишь от х1 и t. Оче­
видно, что при этом вектор | постоянен и кривизна <L, g> 
поверхности фронта равна нулю при всех значениях времени if: 

< L, И > |о = 0. (4.64) 
'Кроме того, все входящие в исходные уравнения функции 
принадлежат ядру оператора L, а следовательно, можно счи­
тать, что L — нулевой оператор: 

L P i | a - ( V - - ( ->V>)Pi|£-=0, „ f i _ 
LPok = (V- -< -,V>)Pob = 0- K ] 

Подставляя равенства (4.63)-(4.65) и значение скорости 
ударной волны (4.58) в (4.10), получаем, что значение скачка 
производной скорости движения газа вдоль нормали к фронту 
ударной волны имеет вид: 

X (2 (1 + зр.) (1 + |х) — Ё|х (1 + ji))--2ep.T |а = 1 -Щ 

__ , -1 :/(l+3.5^ + 2sii2) , (1+(2вц) + 8^) о 

•где % — нормаль к поверхности фронта ударной волны 
в момент времени t: 

I = (-1,0,0). (4.67 
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Исходя из плоской симметрии задачи, в дальнейшем всюду 
-будем обозначать координату х1 снова через х. Из теоремы 1 
•главы I получаем, что на поверхности фронта ударной волны 
справедливо равенство 

ds 
- £ + ( — (-+<-.-•)) Iv-s lie == О, (4.68) 

причем в начальный момент времени г.==0, имеем: 
s(x,0)=— х, (4.69) 

.а, следовательно, 
s(x, 0)|Па=-=0. (4.70) 

Уравнение (4.66) представляет собой уравнение Гамильтона 
•относительно неизвестной s(x, t). Очевидно, что система 
уравнений бихарактеристик для (4.68) имеет вид: 

(§?=+(-+ ~!̂  (471) 

Подставляя равенства (4.63) — (4.65) в уравнение для ампли­
туды ударной волны (4.64), получим: 

(-+-&-#)(£+<-+-p)fe)+244l.-a (4-И) 
Начальные условия для уравнения (4.72) относительно не­
известной \>, имеют вид (4.56): 

Н(-.о=е. (4.73) 
Из теоремы 3 главы I следует, что скачок производной вдоль 
нормали поверхности разрыва у должен удовлетворять равен­
ству (4.27). 
Вычислим значения коэффициентов ФЬ Ф2, Фз- Для этого вос­
пользуемся равенствами (4.63) — (4.65). Нетрудно убедиться, 
ЧТО соотношение (3.1) главы I выглядит следующим образом: 

№ . /1 1-,ла^( 2 • , з8(1+2ц) , 2б-у(1+ц)\ «ifr, ̂ ^^^^Щ^+Ч-^+Чт^1} <4-74> 
Далее, на основании формулы (3.2) главы I, определим 
коэффициент Ф2: 

Ф Ль Ёч 2ц(1+2ц) 2 , 2(2 + Зн) „ ? 5 . 
•MM)- (1+В(1) ,s + (1+!Д)

 е- Ф-'°) 
Функцию Ф3(1А, ,) найдем, исходя из равенств (3.3) —(3.5 
главы I : 

.м»№>11 +W)$+<v+*>£)V+ 
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5<№+(1+'rtH),+(-+a!fi^)(*+(i+'rtfe)-

у /(- + s) + 6 (4 + в) ц + е(2 + 3s) ц2 . 2sBn3 1__ 
V 0+вц) ' + (l+sji)3- (1+ц)-

л-(да LM I г,л->.-Л (- + 2ец + е|1-) 
+ ( — И- (1 + *Р) Тх) (1 + в|х) • (4.76) 

Таким образом, скачок производной плотности газа вдоль нор­
мали к поверхности фронта ударной волны удовлетворяет урав­
нению: 

2(-+-г^^)(Й+(-+^й+т(5?+(1+^)^[ 2 
(1+ец) j\dt ' ^ ' Г1 дх) ri\dt ' ^ ' ^ 'д-яД-+|~ п 

• Зе(1+2ц) , 2еУ(1+ц) \ | „2/2а-ц(1+2ц). • 2ц(2 + 3ц)\ 
~г (1 + вц) • (1+ец)2 J 1 - ' I (l + ец) "•" (1+ц) J"«" 

ч ^ / , ( 1 + е ) + в(4-|-8)ц + в(2 + Зе)ц2 + 2БУ 1 \ . 
Л 1 0+ец)а (l + n)']-1" 

+ (Й + а + ^ > Й ) ( - - Т ^ ^ ) + ^ ^ - 0 . (4.77> 
Начальные условия для скачка производной плотности газа 
вдоль нормали % ц. поверхности фронта ударной волны имеют 
вид (4.57): ' ' . ' 

т|*-о—е- (4-78) 
Теперь мы можем на основании теоремы 1 главы II опреде­
лить приближенное положение поверхности фронта ударной 
волны. Определим нулевое приближение решения системы 
уравнений (4.68), (4.72), (4.77). 

Рогласно равенству (2.4), получаем, что нулевое прибли­
жение поверхности фронта ударной волны состоит из тра­
екторий—решений обыкновенного дифференциального урав­
нения: 

W - 1 ' (4 .'79) 
.Xolf-—6—= 0. 

Решение задачи (4.74), очевидно, имеет вид: 
х-(*>==*. ;' (4.80) 

Разница между решением системы уравнений (4.71) и его 
нулевым приближением (4.79) фактически удовлетворяет ра­
венству d ^ iT*" ) =—О (s2) на рассматриваемом интервале вре­
мени.. Следовательно , / ' ' • • • • .••••••'•.• 
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l * ( * ) - M - ) l = 0(e). *<B~- (4.81) 
при значениях времени, порядка е--. 

Далее, нулевое приближение амплитуды фронта ударной 
волны можно определить из равенства (2.7), которое в нашем 
случае имеет вид: 

[(о | 6Ц- (1+М\ /дМо 1/1 I ч - Ч \ п 

l[-o|<_o=-e. ; 

Для системы уравнений (4.82) можно не выписывать характе­
ристическую систему обыкновенных дифференциальных урав­
нений, поскольку решение этого уравнения, очевидно, таково 

1-0—е. (4.83) 
Нетрудно убедиться, что разность (у- — ̂ 0) фактически удов­
летворяет уравнению (4.84): 

( i f c s L + ( l + , r i f c b ! ) = 0 ( , r (4.84) 
•на рассматриваемом интервале времени. Следовательно, при 
значениях времени t порядка е-1 справедлива оценка 

||i — t.i&|==0(6), *.<£--. (4.85) 
Теперь мы на основании формулы (2.12) определим нулевое 
приближение скачка производной плотности газа вдоль 
нормали к фронту ударной волны. Имеем: 

-(1+$#)№+<>+-,>-&)+ 
. (4+Е-) ' (1+8) . 

.ToU—о —= е, 
Уравнение (4.86) представляет собой нелинейное''; обыкновен­
ное дифференциальное уравнение вдоль траекторий поля 
("дГ-'"^ ^~^~дх)' ^ 3 Р а в е н с т в а (4.86) получаем, что 

J L L/1+e.ft-.LYr | ' 2 / 2 в ( 2 + Зв)(1+.в) + 28Ч1+2в)\ п .. nys 

Обозначим 
*« (2 + Зв)(1+В) + в-(1+2б) . 4 8 8 . 

« W — (1+2в«+'в') ' ^ ' 
тогда равенство (4.87) примет вид: 

• | Г + (1+в-)-^)то + Т2ова(е)-=а " (4.89) 
Решение уравнения .(4.89) очевидно есть: 

;'.' ]]Жгт4ш- . ' ' • (490) 
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2+тт^ ШЖ-+«>£)+2А-°. (4.94) 

Пренебрегая членами порядка s2, из равенства (4.90) получаем. 
что при t < е-1 

То-е. (4.9.1) 
Можно показать, что, как и в случае равенств (4.81) и (4.85), 
функция 70 остается нулевым приближением значения у при из­
менении времени t в интервале (0, е-1)-

Зная нулевые приближения решений уравнений (4.71), 
(4.72), (4.77), по формулам (2.16) и (2.19) мы можем опреде­
лить первые приближения поверхности фронта ударной волны 
и амплитуды волны. Согласно (2.16) и (4.83), имеем: 

|_.-----(1+es). ^ ^ 

(Л- |.„о=0. 
Таким образом, в первом по s приближении в момент времени-
t поверхность фронта ударной волны находится в точке: 

jei==--(1 + e2)t. (4.93 
Далее, из (2.19) и равенств (4.91), (4.82), (4.83) получаем, что 
первое приближение (•л0-т-р,1) амплитуды ударной волны 
удовлетворяет равенству: 

'г--=(1-~о + !М). 
Решение этого уравнения с точностью до членов порядка 
0(е2) при t <e_1 .очевидно есть 

(Ho + I-nHe, t O - 1 . 
При этом, как нетрудно убедиться, разность^ — ({mu}0 + {mu}1) удовлет­
воряет обыкновенному дифференциальному уравнению с пра­
вой частью, порядка е3: 

(g +(1 + ^ ) | ) = О И - (4.96) 
где г — ]А — (JJ.0+- l̂ i)' c нулевым начальным условием: 

-г |г=о = 0. 
Следовательно, 

(t-o + lJ-O — N - 5 , К - " 1 

аппроксимирует значение р. с точностью до членов, порядка 
е- при г.<е-1, Иными словами, справедлива более точная, чем 
4.85) оценка 

к - N 1 - 0 И , t<e-i. (4.97> 
Теперь несложно показать, используя неравенство (1.97), что 
на интервале времени (0, е-1) функция (4.93) аппроксимирует 
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положение поверхности фронта ударной волны с необходимой 
точностью О (в2). 

Аналогичная ситуация складывается и во втором прибли­
жении поверхности фронта ударной волны, однако, поскольку 
вычисление этого приближения не представляет принципиаль­
ного интереса, мы его здесь опускаем. 
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