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И З В Е С Т И Я ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ З А В Е Д Е Н И Й 
1974 МАТЕМАТИКА М 12 (151) 

УДК 513.88 

И. П. Месас 

ТЕОРЕМА ВИНЕРА О ПОЛЯХ ОГРАНИЧЕННОСТИ 

1. Введем обозначения. L{(— оо, + оо)— банахово пространство измеримых 
•функций с нормой 

№= J \h{t)\dt; 
— ОО 

л 
h (о:-) — преобразование Фурье от функции h(t)\ Р^—поле ограниченности элемента 
Л, т. е. множество ограниченных функций т (О, для которых существует конечный 
предел выражения 

-f-CO 

Г h{x — t)m (t) dt 
— со 

при х-> со; W—множество всех функций h(t) из пространства Ц (— оо, + оо), для 
л 

которых й (о) не обращается в нуль ни в одной точке числовой осн. 
2. Известную теорему Винера ([4], с. 354) можно сформулировать следующим 

образом: Для любой функции /(f) из класса W и любой функция А (0 из про­
странства Zj (—со, -f со) справедливо включение полей ограниченности 

Из этой теоремы вытекают следующие соотношения для полей ограниченности 
любых функций'/(О и А (0 из класса W и функции 

Фх (0 = sin2 U/UK 

Pf^-Pfi, PfCZ p Р , Р ф Я , если I и [л различные ([4], с. 361—362). 
Х>0 Я Л Ф ц 

Докажем теорему Винера для специального пространства [}-а\ Здесь £(") — мно­
жество функций /(f), принадлежащих Z., (—оо, + оо), для которых носитель 

л , 
supp/ (») С [~д! я]. £ w является полным нормированным подпространством в про­
странстве £,(—оо, -f- оо) с той же нормой. Введем класс функций W^a\ Классом 
№'а> назовем множество функций / (t) 6 1±а\ для которых / («) не имеет нулей на 

А Д 

интервале (— а, а) и / ( — a) =j (а) = 0. 
В работе доказываются следующие утверждения. 
Т е о р е м а 1. Для любого элемента / G W^ и любого элемента h ё L^ спра­

ведливо следующее включение полей ограниченности: P/r~.P/f 
Т е о р е м а 2. Для любых элементов / и h из класса W(°) их поля ограни­

ченности совпадают. 
Чтобы доказать эти теоремы, необходимы вспомогательные леммы. 
Лемма 1. Для любого положительного & и любой функции h{t) из про-

А 

странства £<в) найдется функция fts (t) в 1<с> такая, что носитель supp й8 («>) сг 
С [ - а + 8/2, в —8/2], 0 < Ь < а, и \\h — hb |j <«. 
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В лемме доказывается, что для произвольной функции h(t) и произвольно вы­
бранного е > 0, можно подобрать такое 8, 0 < 8 < а, что 

16 It 1 (• , 
Л* (f) = s ' n 2 ' — • 1 hit — и) v , Л Л du 

» V > т г 4 у— J V / Тj W Я«, 
— ОС 

где 

/ 2 cos а (а — 25) — cos и (д —• 8) 

удовлетворяет условиям леммы. 
Для дальнейшего целесообразно рассматривать пространство Z/a) как нормиро­

ванное кольцо. В lSa) также, как и в Ц (— а>, + оо)̂  можно ввести операцию ум­
ножения элементов 

( / Х Л ) ( 0 = | / ( г - и ) Л ( « ) d« 

и (/ X ft) (0 f i ( f l l если f (t) и'ft (0 принадлежат I<a>. Ясно, что пространство £(°) 

является кольцом без единицы. Формально присоединяем к Л<а) единичный эле­
мент е. Множество элементов вида г — \е + / , где / (<) б Z<a', а Л — скаляр, образует 
нормированное кольцо V^ с обычными операциями ([1], с. 486; [2], с. 107) и нор­
мой | г | | = | X | + | | / | j . Поиски максимальных идеалов / в кольце У^а\ поиски значе­
ний элементов г на максимальных идеалах / аналогичны тем, которые проводились 
в [1] на с. 48Я, потому что, если / ( 0 принадлежит 1<й), то и любой сдвиг f(t — c) 
также принадлежит lSa\ 

Между всеми максимальными идеалами кольца У(а>, отличными от 1<а), и точ­
ками интервала (—а, а) существует взаимно однозначное соответствие. Если отре­
зок |—а, а перевести в окружность преобразованием z = e'XKla, то между всеми 
точками этой окружности и максимальными идеалами кольца ]Аа) существует взаим­
нооднозначное соответствие. 

Используем обозначение /м для максимального;идеала, —а < со < а. Кольцо V^ 
полупростое, т. е. радикал кольца р | / ш содержит один нулевой элемент простран­

ен 
ства I ( a ) . Значение элемента г = le + f на максимальном идеале /ш определяется 
формулой 

-f- оо 

(г,Гш) = 1+ \ fV)e"adt. 

Лемма 1, свойства построенного кольца V^ (имеется в виду, что кольцо У*а> 
полупростое) необходимы для доказательства леммы 2, являющейся аналогом из­
вестной теоремы аппроксимации Винера ([3], с. 162), в которой утверждается, что 
множество конечных линейных комбинаций сдвигов функций класса W всюду плот­
но в пространстве / . ,(—ос, + оо). 

Л е м м а 2. Множество конечных линейных комбинаций сдвигов функции 
класса W^ всюду плотно в пространстве [Sa\ 

Действительно, произвольную функцию h (I) можно приблизить функцией ft8 (t) 
так, что 

Sift — Й £ | | < Е / 2 , (1) 
л 

где Е-произвольное малое положительное число. В силу того, что suppA5(u>)CI 

CZ [—а + 5/2, а — 8/2], функцию hs (I) можно представить в виде / X г (0 ([1], с. 

П-1005. Математика —5 
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492), где /(/)—фиксированная функция из класса W^a\ г имеет вид z = (f + f X 
X / * ) - ' X f* X Л5 . где / (t) 6 Н7<«>, f* (t) = / ( = T ) и 

_4_ cos i (a — 8/2) — cos t (a — 8/4) 

Далее, по примечанию к теореме 3 из [1] (см. с. 490) можно так подобрать по­
стоянные N, a,-, fa, что 

N 
| | / X z - F | | < e / 2 , F ( 0 = £ » < / < * - М - (2) 

Из соотношений (1) и (2) вытекает утверждение леммы 2. 
Справедливость теоремы 1 непосредственно следует из леммы 2. Именно по­

тому, что множество конечных комбинаций сдвигов функции класса W^ всюду 
плотно в 1^а\ для полей ограниченности элемента / , принадлежащего классу W^a\ 
и любого элемента Л из пространства Д(а> будет выполняться соотношение PfCZP/i-
Если функция h{t) не принадлежит классу Ша\ то ее поле ограниченности Р^ су­
щественно шире поля Pf для элемента / из класса W^aK Действительно, пусть для 

функции h(t) из Da> существует такая точка а>06(—а, а), что Л (<а0) = 0. Тогда 
функция ё~'ы" принадлежит полю Р^ и не принадлежит полю Pf для элемента 
/ 6 W<aK 

Теорема 2 является следствием теоремы 1; достаточно две функции f (t) и h(t), 
принадлежащие классу W^a\ в доказательстве теоремы 1 поменять местами, откуда 
и будет следовать, что их поля ограниченности совпадают. 

С помощью теоремы 2 доказываются следующие следствия. 
С л е д с т в и е 1. Для любой функции f (t) из класса W справедливо 

Х>0 X 

sin2 Xi 
где Р —поле ограниченности функции Ф̂  = . 

*х х Х(2 
С л е д с т в и е 2. Если X < (л., то поля ограниченности соответствующих Ф свя­

заны соотношением 
Р ф х ^ Я * -

A [J, 

С л е д с т в и е 3. Если ограниченная функция т (t) представима рядом Фурье,, 
сходящимся к ней равномерно на всей числовой оси, то она не принадлежит ни од­
ному полю ограниченности Pf для любой функции f (t) из класса W. 
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