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А.М.Елизаров, Д.А.Фокин 
ОБРАТНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА АЭР01Щ1Р0ДИНАМИКИ С ЗАДАНИЕМ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СКОРОСТИ ДЛЯ ДВУХ УГЛОВ АТАКИ 
Одна из важных проблем аэродинамики заключается в разработ­

ке способов проектирования крыловых профилей, обладающих улучшен­
ными характеристиками, в частности, обтекаемых безотрывно при 
изменении угла атаки в заданном диапазоне. При таких исследовани­
ях эффективным является подход, основанный на решении обратной 
краевой задачи аэрогидродинамики (0K3A) [ I - 4] и позволяющий 
обеспечить нужные свойства профиля за счет специального выбора 
распределения скорости на его поверхности. В рамках модели иде -
альной несжимаемой жидкости такой подход к решению названной 
проблемы впервые применен в [ 2 ] при построении симметричных про­
филей по распределению скорости zf(flr) как функции полярного. 
угла J единичной окружности во вспомогательной плоскости. При 
fc\oySl^ задавалось распределение tf^Cff) , характеризующее 
обтекание профиля при отклонении его на угол ьС = оС >0 от нал -
равления обтекания с нулевой подъемной силой. Затем. &±(ff) пе-
ресчитывалосъ на случай об = <£ = О и продолжалось симметрично 
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на участок Je[ Si, 23} . Далее решалась ОКЗА по zf(f) для 
симметричного профиля с нулевым углом атаки. Идея обобщить опи­
санный метод проектирования "при отклонении" на случай несиммет­
ричных профилей содержится в [5], однако, наиболее полно она бы­
ла реализована в [6]. В этой работе дана общая постановка ОКЗА 
по £ ^ ) "при отклонении": интервал [О , 2Я\ разделен на п 
отрезков, на каждом из которых заданы распределение скорости 

ЦеСр и соответствующее значение угла <£# , /? = /,7Z. Функции 
^(Ю содержат свободные параметры, значения которых выбира -
лись из условий сопряжения tf^C^) на концах участков разбиения. 
При практическом проектировании профилей этот метод был применен 
в [7 - 9]. 

Задание скорости в виде функции от угловой координаты упро­
щаем решение задачи, однако не позволяет управлять величинами 
градиентов скоростей на профиле и, следовательно, характеристи -
камй пограничного слоя. Более естественно, как и в основной ОКЗА 
[I, 3], задавать распределение скорости как функцию дуговой ко -
ординаты -3 . При п^2 один из вариантов постановки задачи, об­
общающей [6] на этот случай, содержится в [10, II]. Там же пред­
ложен алгоритм численного решения для малых величин S ^ cC^~o^>o. 
В [12] дана общая постановка ОКЗА по zf(-$) для двух углов ата­
ки, содержащая постановку [ 10, II] как частный случай, и приве, - с 
дена кратко схема решения задачи. 

В настоящей работе построено интегральное представление ре­
шения ОКЗА доя двух утлов атаки, выписаны условия совместимости 
начальных данных и условия разрешимости. Для удовлетворения пос­
ледних применен метод квазирешений ОКЗА [13]. При задании аэро -
гидродинамически целесообразных распределений скорости использо­
ван полученный в [14] критерий отсутствия отрыва пограничного 
слоя при изменении утла атаки в заданном диапазоне, выраженный 
через распределения скорости при предельных положениях-. Приведе­
ны результаты численных расчетов. 

I. Постановка задачи. В физической плоскости £ (рис. I) 
искомый непроницаемый крыловой профиль обтекается плоским потен­
циальным установившимся потоком идеальной несжимаемой жидкости. 
Контур профиля имеет периметр L и является гладким за исклю -
чением, быть может, задней кромки В , совпадающей с началом 
координат, где внутренний к области течения угол равен £3F %z&£4t 
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Л.*5 Poo 

A, 4F-

Рис, I 
Система координат выбрана так, что хорда профиля направлена 
вдоль оси х . Безразмерная дуговая координата ^ , отнесенная 
к L , отсчитывается от Ъ^О в точке В до 3*=/ в ней 
так, что при возрастании з область течения остается слева. На 
контуре профиля задана точка С с координатой 40 , разбиваю -
щая его на два участка. Пусть tf<00 и zJ^ - скорости невоз­
мущенного течения при обтекании профиля под углами атаки /Эу и 

р 2 (всюду далее скорости безразмерные, отнесенные к заданной 
величине zJiQO ). Известными считаются <^=А,~А >0 и /с = 
^^toa/^jgoo* Вдоль поверхности профиля соответственно на интерва­
лах О ^ -5 ̂  ъ0 и ^ < -й ̂ / заданы распределения скорости 
потока zf;( 3} , j =1,2, для: режимов обтекания с параметрами 

,.*У гГл(Ъ=а-4Г"- (*-ЪТ**(& > *о^*** > 

г^СзУ*- * 
.*/£•-/ Г*-*> ̂ ,г* tf/ci) О *='3 * S„ (I) 

где zJ- (<&) , / = 1,2, - положительные кусочно-гладкие функции, 
а параметры ju к J принимают значения 0 или I и характеризу­
ют различные случаи задания исходных данных. Величины 34 
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при V Ф О или ju ±0 задают положение точек А - разветвления 
потока на контуре при каждом из режимов обтекания. В силу усло­
вия 6 >0 должны выполняться неравенства ^ ><$ , 0>"£/u+J ^i . 
Ecjjp jU =/ , } = 0 ,*то 5 ^ ^ . Случаю ^ = / , ju ~0 соот­
ветствует неравенство -б ^ t5y . 

Функции Z^fiO непрерывны в окрестностях точек <5у (эти ус­
ловия необходимы для обеспечения гладкости искомого контура в 
точках: /L )* Поведение й- (-5) в окрестности точек -3 =0 и 
3 = / , указанное в (I),определяется заданной величиной 6& ут­
ла в задней кромке. При у^ '-=$ = 0 функции ^ ( ъ ) . знакопосто­
янны (рис. I). Знаки &(<$) связаны с направлением обхода и поэ­
тому zJgCD^O при о.< 3 < <S£ , ZJIC^>)>0 при ^ < -3 < / ; 

при <? = ^ (бесконечно тонкая кромка), 
< tf^(0)'tf£C/) f # при / < 6 <2 (штриховые линии в окрестнос­
тях точек з| = # и з = ̂  на рис. I). 

Требуется определить форму профиля, утлы атаки fy и ко­
эффициенты подъемной силы С#* для обоих режимов обтекания. 

2. Интегральное представление решения. Пусть функциям -<£ <^) 
конформно отобрайШет область £~~\ t,\\ £1 >/) на внешность про­
филя, £.С°°) e °° f <£Y/) = <9 . Для ее нахождения достаточно оп­
ределить соответствие 3 = <$Ср) точек контура профиля и ок­
ружности ^-expCiff) > О < J ±2Ж , причем функция" Sfg). дол­
жна быть гладкой, строго убывающей и в силу наложенных выше ог­
раничений иметь представление 

Здесь p(ff) - гельдеровская функция, а Жс&) служит для выделе­
ниялогарифмических особенностей функции -6п\ 3 (tf) \ в точках 
ff^O ,2Э[ . 

. Пусть Wjfg) , / = 1,2 - комплексные потенциалы обтекания 
профиля под углами атаки fij со скоростями набегающего потока 
' zfoo • Функции WjC&^wAjlC&l являются комплексными потенциа-
лами обтекания единичного крута с точкой схода потока £ = / . 
Рассмотрим функцию 

. Разделяя действительную и мнимую части при <5 - <*> и ̂  = expf&p), 
получил 
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4 - ^ вЛ-/& =<:f ' (3) 

где UJ -expC-iocp-dWifd^\^_ . Соотношение (5) указывает, что 
zfjC'i') не могут быть заданы Тгроизвольно. Обозначим 

Величины Atyoj » / = If2, при J -4 0 и ж JU-ФО равны при­
ращениям потенциала скорости соответственно' на верхней и нижней 
поверхностях профиля при каждом из режимов обтекания. Пусть <S/~ 
^£Xp\i(^^2cCp\% j = 1,2,, tz^-expXiOfc^cC}}- прообразы то­
чек А; и £7 на окружности, fj - величины циркуляции скорос­
ти. Потенциалы скорости при обтекании единичного круга с точками 
разветвления потока £, - и точкой схода <* =/ имеют вид 
fyffl =2"j. [ ̂  **п (If/2 - ty tin Ctf/2) + T*m cCj ] , / - / , ^ 
причем, согласно условию Жуковского-Чаплыгина, /£/&ш oL- = 4SFu- • 
При cCj^O имеем /7- (сС;}-*0 и выписанное равенство понимает­
ся как предельное. Функция э'Г^) должна удовлетворять уравце -
ниям 

* 
<Р±(^ = <?4Ф > *о**** ; О*2Г*Я*-£*0 

' ( 6 ) 

*, %(V = % ф-% > ^ ^ <*, V ^ - ^ ^ ^ , 
которые выражают условия совпадения потенциалов скорости на ок­
ружности и на контуре профиля:. Если (6) разрешимы, то, найдя 
функцию Kjf) вида (2), аналогично [ 13 ] можно записать интег­
ральное представление функции £=£(<*) 

Г 6-4 
2=*хрС*С0)} ('-*/& **р %(£>\d£ , 

где %(£) восстанавливается интегралом Шварца с плотностью 
p(ff) из (2), а константу С0 выбираем так, чтобы ось я сов­
пала с хордой профиля. Полагая ZZ^-e&pdy4) % получим параметри -
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ческие уравнения искомого контура. Зная ^Г^ , можно найти 
хорду профиля с и определить коэффициенты подъемной силы Cgg-
^ЯГ^/Ссг^о^ в предельных положениях. Итак, исходная задача све­
дена к определению функции 1(р) из уравнений (6). 

3. Условия совместимости начальных данных и условия разре -
шимости. Так как функции Cf* C3) и <&*($*) одновременно имеют 
не более двух участков монотонности, причем <^>/^ = ty/fO) - О , 
%(0)^%(2Я)-£^О, и отыскивается строго убывающая функция iffflr) , 
то необходимым условием разрешимости (6) является выполнение ра­
венств 95<^ в92*г#^^ 
*и Й ^ ^ в У^^^сб^-А » выражающих условия совпадения значе -
ний левой и правой частей в (6) на концах участков монотонности. 
Это цриводит к уравнениям 

2а£[ 2 со* ьс0 соз(сС£ - ^ + (Я+-2сС0)#тсС1'\ = л q?£ , • (7) 

2ия[ 2со$ сС0 соа (ос^ -сС0)+ (2сС0-Я) ?т оС£\ = Л у>г , (8) 
' 2их{(Я+2ф****4+Я<*&*0\= Дфф (при J4o ) , (9) 

2 U2\_(2di£-^^in <t%*2 co^6co1^ А Срог (TLWJU^O ) , 
связывающим заданные величины л <& , А ср0- с неизвестными па­
раметрами Uj , оС: , dC0 . Отметим, что если ^0- 4; при неко­
тором / , то dC0^oC; и соответствующее уравнение в (9) эквива­
лентно одному из уравнений (7), (8). Учитывая равенство значений 
левой и правой частей в (5) соответственно при f = О ж^^ЯЯf 

получим формулу для нахождения сСх : 

что вместе с (3) позволяет найти dC^^oC^S . Из (5) цри/ , = i?"-*-
+2сС0 выводим формулу для нахождения cCQ : 

dC0=<6x<razcct£(a*co*ec8-ct£6) , а*~ /ett^C^/rf^Cl^ . (II) 

Из (10) и (II) следует, что величина а при 4i0
>^s

 и 3? < -^ 
не может быть произвольной. Этим случаям соответствуют ограниче­
ния 

а* < со* ff или а > со*6 . (12) 
Таким образом, параметры ьС0 , сС£ и ьСг определяются из (3), 
(10), ( I I ) . Для нахождения величин ut и и^ служат соотноше -
ния (7) и (8). 
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Обратимся к условиям "совместимости начальных данных. В слу­
чае (U, ** ̂  = 0 единственным таким условием является равенство 
(4). В случаях 3 0 > <^ или 40 * -3, дополнительно к (4) усг-
ловия совместимости представлены соответствующими равенством в 
(9) и неравенством в (12). 

Пусть теперь ^ - Л- цри / = I или 2. Тогда сС0 - <£• и, 
используя (5), получим соответственно 

Следовательно, для разрешимости задачи в этом случае дополни -
тельно к (4) необходимо выполнение одного из равенств (13), (14). 
Итак, получены' условия, гарантирующие разрешимость уравнений (6). 
Однако они не обеспечивают однозначность функции <£^£) (и,сле­
довательно, замкнутость искомого контура), а также совпадение 
величины ?Jioo , определяемой в ходе решения, с заданной в по­
становке задачи. Для обеспечения этих свойств необходимо выпол -
нение условий разрешимости [ I, 3] 

J р(Ъ)€ь* dv = %(€-£), \p(t)dv = 23<fo(u1/t£0^) . (15) 
о о ' 

Как и в [13], ниже для удовлетворения (15) применен метод ква­
зирешений ОКЗА. 

4. Задание гидродинамически целесообразного распределения 
скорости. Распределения &($) в соответствии с принятой мо -
делью течения нужно задавать так,чтобы при любому^ <(5 */Зу на 
всей поверхности профиля обтекание происходило без отрыва погра­
ничного слоя. Критерий отсутствия отрыва из [ 4 , с. 398] может 
быть представлен в виде 

/<^, * „ , * ) » Л , * да) 

-4* Здесь zf(S) - распределение скорости, реализующееся на профиле 
при его обтекании под углом атаки уЗ , -^ _ дуговая абсцис-
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са точки разветвления потока, а , if и f0 - взаимосвязан­
ные эмпирические постоянные. В частности, по методу Кочина-Лой -
цянского критерием безс>трывности турбулентного пограничного слоя 
служит неравенство (16), где а = I.I7, if = 4.75, / = - 6. В 
[14] показано, что для удовлетворения критерия (16) при всех д,^ 
*ft ~ftt Д°статочно потребовать одновременного выполнения нера -
венств 

yYiJ, *,,*>*.£ , *****,.. (17) 

Напомним, что ^ и ^ в (17) обозначают дуговые абсциссы то­
чек А* разветвления потока при обтекании профиля под углами 
атаки- pj t j = 1,2. Отметим, что (17) может выполняться при 
всех з лишь при ( 5 = 2 . 

Рассмотрим способ задания функций zCftf), / =1,2, удов­
летворяющих (17) в случае /#=V = tf , <5 = 2. В [13] построена 
простая формула для безотрывного распределения скорости на участ­
ке торможения, полученная как решение уравнения fCtfy^^)- f0 . 
Используя эту формулу и фиксируя значения Ci =zf/C-5n), C.„ = tf*C£) 
и C^^^tf^CO) , зададим.функции гГ-^tf), / = 1,2, в следующем 

/7* -5 £ -* ̂  / виде 

(18) 

Зг*} I - t f /L^V^-*^"*. * * * * £ 

где т; =~£f[a-f0jtf-/)], /о/ ъ-б - заданные значения формпара -
метра /fz£ySj,s) $ / = I»2, соответственно на участках тормо -
жения О £ -5 ̂  4 и *£ ̂  <* ̂ / • Величины AV и & однозначно 
определяются из условий &Х(Л = ̂  , 1^(0) = - С^^ . В рассматри­
ваемом случае положение критических'точек 3j , "̂ = 1,2, не 
определено. Однако при уЗ =уЗу и уЗ =у^ , как показано в [14], 
продолжения функций ^ Y ^ ) соответственно на интервалы 4 ^ - ^ 
и ^ - ̂  ̂  ̂  будут монотонно возрастающими функциями. Вычисли -
тельный эксперимент показал, что вид распределений &4{*$) на 
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этих участках незначительно сказывается на развитии пограничного 
слоя. Это влияние можно учесть, задавая f0; "с запасом", на­
пример, /^ ъ-5 . Тогда Kfl) 9 / =.If2, вида (18) будут 
удовлетворять критерию (17), а соответствующий профиль (при вы­
полнении условий совместимости начальных данных и разрешимости) 
будет безотрывным во всем диапазоне изменения угла атаки. 

Если iQ = 3. при некотором • j , то для построения безотрыв­
ного распределения ££Y3) на соответствующей поверхности профи­
ля также может быть использована формула из [13], а на оставшем­
ся участке можно взять распределение вида (18). 

5. Примеры. Пусть 3 = 
0.5, лг = 1,г£<^)-г£Г/-3), 

3е[0, 0.5]. Таким исходным 
данным соответствует симмет­
ричный контур, причем уело -
вие (14) выполняется тождест­
венно. На рис. 2. линией I 
изображен симметричный ' про -
филь с относительной толщи -
ной Ь = 0.19, построенный 
для д = 10° по распределе­
нию tf±C 3) , 3€ 1 0.5, I ], 
вида (18) (линия 2) и г£ГЯн 
= tf/£-S)%l€. [ 0, 0.5] (в 
этом и следующем примерах па­
раметры С#; , fa B (18) 

i 

-0,5 х/с 

' ' ^ 

1 
|_ 1 

\ £ 3 

Рис. 

s/L 
подобраны так, чтобы удовлет­
ворить (15)). Линией 3 на 
рис. 2 представлено распределение скорости zf£Cs} $• 1 e\_0%i\ , 
для /Зу = 5°, восстановленное на всем контуре (при этом С^ -
0.62). Полученный профиль в рамках принятой модели обтекается 
безотрывно в диапазоне изменения углов атаки от fa = -5° до 
ju, = 5°. Это подтверждает зависимость fmin ($) = min {(tf^ ,$ 
2 ~(Р~Р/*/^ » приведенная на рис. 3 (линия I). * 

На рисунке 4 представлен пример построения несимметричного 
профиля по распределениям скорости tfj Г6) , / =1,2, вида 
(18) (линия 2) для <$п = 0.5, 8 = 10°. 
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Рис. З * 

Дяя удовлетворения условию сов­
местимости начальных данных 
величина /с не задавалась, а 
отыскивалась численно из урав­
нения (14). Линией 3 на этом же 
рис. изображено распределение 
скорости z£C3) , 3 с [ 0,1], 
восстановленное на всем конту -. 
ре. Соответствующий профиль 
(линия I) с относительной тол -
щиной t =0.18 имеет Си* = 
= I.3I и CuZ

 = °-08 ПР И А = 

= 7.3° и Jb/ = - 2.7°. Зависи­
мость fmin СЮ $№- него изоб­
ражена линией 2 на рис. 3. 
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Й.Р.Загидуллин, Д.А.Фокин 
РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ ОДНОГО МЕТОДА КОНФОРМНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ, 

ПРИМЕНЯЕМОГО ДНЯ 1ВДР0ДИНАМИЧЕСК0Г0 
РАСЧЕТА КРЫЛОВЫХ ПРОФИЛЕЙ 

• При гидродинамическом расчете крыловых профилей, обтекаемых 
безвихревым потоком идеальной несжимаемой жидкости, возникает за­
дача нахоадения конформного отображения внешности профиля в плос­
кости & = я +ъ%[ на каноническую область £~- |£ ,!£!>/)• Среди 
многочисленных методов, применяемых в аэрогидродинамике для кон­
формного отображения, отметим методы Теодорсена-Серебрийского [ I, 
2, 3], С.Г.Нужина [4] и Тиммана-Дкеймса [ 5, 6, 7]. Эти методы 
объединяет общая идея получения интегрального уравнения для на -
хождения функции, устанавливающей соответствие точек контура про-
,филя и единичной окружности £; «<е &^ . Названное уравнение осно­
вано на формуле Гильберта (см., напр., [8], стр. 58) для гранич -
них значений действительной и мнимой частей аналитической в Е 
функции сд($) , выбор которой связан со способом параметриза -
ции, применяемым цри задании формы контура. Например, если в ка­
честве параметра используется полярный угол V и уравнение кон­
тура задаётся в ввде 2 = a^V) , где 2 - полярный радиус, то 
удобно выбрать ^Г£)=^[<г/г; ] (метод Теодорсена-Серебрий -
ского). В случае, когда уравнение контура задано в декартовых ко­
ординатах у. - и(х) , можно положить сд(ё>)^£ -[ d&fdd^^^t, 
(метод С.Г.Нужина). 

Рассмотрим Подробнее способ параметризации, состоящий в за­
дании зависимости в С з ) , j e [0,2!%] , где О - угол между 
касательной к контуру и осью х , 3 - дуговая координата, от­
считываемая в направлении положительного обхода внешности профи -
ля, L - периметр. Как.и в [7], положим tifi^^Jhi.dg/dgl Ec-
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