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РАВНОМЕРНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ 
ГОЛОМОРФНЫМИ ФУНКЦИЯМИ 

А. Г. Витушкин 

По теореме Вейерштрасса на произвольном компакте 
евклидова пространства всякая непрерывная функция с лю­
бой ТОЧНОСТЬЮ равномерно приближается многочленами. За­
дача описания функций, допускающих приближение много­
членами от комплексных переменных, оказалась значительно 
сложнее и решена лишь в отдельных её частях. Мы расска­
жем здесь о некоторых имеющихся в этом направлении ре­
зультатах и нерешенных задачах. 

§ 1. ПОЛИНОМИАЛЬНАЯ ВЫПУКЛОСТЬ 
И ГОЛОМОРФНЫЕ АППРОКСИМАЦИИ 

Пусть С" — /..-мерное комплексное пространство с коор­
динатами г,, ~j г„, Е — компакт из О1. Если функция 
/(г) приближается на Е многочленами от zl,...,zll (пред­
ставляется равномерно сходящимся на Е рядом из много­
членов от г1? ...,z,,), то она должна обладать, кроме не­
прерывности, некоторыми специальными свойствами. Функ­
ция / (г) должна быть голоморфной на множестве E 
внутренних точек компакта E. Еше одно общее для всех 
таких функций свойство связано с понятием полиномиаль­
ной оболочки. По определению, полиномиальная оболочка 
//.(E) множества Е является объединением всех точек г%Сп 

таких, что для всякого многочлена р(г) выполняется нера­
венство |/?(г*)|<тах|/?(г)|. Все ограниченные компоненты 

C" \E принадлежат h(E). Если некоторая последователь­
ность многочленов сходится на E, то она сходится и на 
A(E). Следовательно, функции, приближаемые па Е много­
членами, естественным образом продолжаются на h(E). 

Компакт Е называется полиномиально выпуклым, если 
h{E)—E. Для таких компактов вопрос о возможности при-
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ближения функции многочленами сводится к построению го­
ломорфных аппроксимаций. 

Теорема (Ока-Вейль). Если функция голоморфна в 
некоторой окрестности полиномиально выпуклого компакта, 
то она приближается на этом компакте многочленами (1936). 

Эта теорема выделяет два аспекта задачи построения по­
линомиальных приближений функций комплексного перемен-
«ого; изучение полиномиально выпуклых компактов и по­
строение голоморфных аппроксимаций. 

§ 2 . АППРОКСИМАЦИИ В С-

В одномерном случае понятие полиномиальной выпукло­
сти имеет простую геометрическую интерпретацию: компакт 
в С1 является полиномиально выпуклым в том и только том 
случае, когда его дополнение связно. Теорема Ока-Вейля яв­
ляется обобщением следующего факта: 

Теорема (Рунге). Если компакт из С1 имеет связное 
дополнение, то всякая голоморфная на нем функция прибли­
жается многочленами (1885 г.). 

Рассмотрим теперь схему голоморфных приближений 
функций одного переменного. Эта схема создавалась в 20— 
60 годы работами Уолша (1926), Гартогса и Розенталя 
(1936), Лаврентьева (1934), Келдыша (1945),• Мергеляна 
(1951) и др. авторов. 

Фиксируем число В>0 и систему функций gk{z) 
(k — \,2,...), обладающих следующими свойствами: 
2^(г)----1; все эти функции бесконечно дифференцируемы, 
к 

неотрицательны и финитны; носитель Dk функции gk (г) 
имеет диаметр не больше 8 и |gradgh(г)|<cjb ({cdot}%-=1, 2,.. .); 
носители {Dk} покрывают С1 с кратностью не выше с2. 
Знаками си с2,... обозначаются положительные абсолютные 
константы. 

Пусть Е есть некоторый компакт из С1, а /(г)—-функ-
о 

ция, непрерывная на Е, голоморфная на множестве Е внут­
ренних точек компакта Е. Доопределим эту функцию на 
Сг\Е так, чтобы она была непрерывна на С1 и финитна. 
По формуле Коши—• Грина 

Производная понимается здесь в обобщенном смысле. 
Используя заготовленное разбиение единицы, получаем 
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где Л (г)—---J--- |Г - J - I ^ J d W C Функция fk (г) непрерывна 

иа С1 и голоморфна в E{j(Cl\D,t) и |/ft(3)|<C3t0(8). гДе 

и(/•)—-модуль непрерывности функции f (г). Итак, / (г) — 
= У^ /,, (г) представлена в виде конечной суммы функций с 

к 
локализованными особенностями. 

Пусть для ВСЯКОГО /г каким-либо образом на С1 опре­
делена функция /* (г), голоморфная вне 8-окрестности мно­
жества Dh, удовлетворяющяя неравенству |/*г(г)|<с4ш(|5), и 
такая, что 1.тг2(/,, (г) — /* (г))==-0. Тогда функция / * ( г ) ~ 

Z->oo 

==^/*(г) будет приближать функцию /(г) всюду па С1 с 
и 

ТОЧНОСТЬЮ с6")(5); если, более того, особенности функций 
\ЛЛг)} расположены в С1\Е, то / * (г) представляет собой 
искомое голоморфное приближение функции / (г) . 

Итак, разделением особенностей функции / (г ) задача 
построения сколь угодно точного ее приближения сводится 
к отысканию относительно грубых приближений функций 
//.(г) функциями типа /*ь(г). 

Пусть C l4\E связно. Покажем на этом примере, каким 
•образом строятся функции {/ЦЩ- Если /п{г)фО, то Dh 

содержит точки замыкания С1 \ E . Соединяя линией в С1 \Е 
точку z~oo с какой-либо достаточно близкой к Dk точкой, 
мы можем выбрать на этой линии дугу Тк диаметра •jb, 
лежащую в 8-окрестности Dk. Обозначим через <р;. (г) функ­
цию, задающую конформное отображение w — «р-, (г) области 
•€1\Г/, на круг |?.у|<1, переводящее точку г.-=оо в w—0. 
В окрестности бесконечности представим функции /к(г) и 

СО 00 

•Ч»й(г) в виде /ft (г) ==2 ai*z~'"> <Р*(г)---!_1 V " ' Положим 

/;(г)-=-^/*(г) + 1-*Лг(г), W ^ ^ l - A -= - -^ L + - | . Мно­

жители Xft и |j,ft подобраны таким образом, чтобы в разло-

жении /й . ( г )—^ а*т
г~п п е Р ш е Два коэффициента оказа-

,н«-1 

лись равными a*=-=au a*-=-a,, т. е. так, чтобы lime2(/ft(г) — 
---./*(г))=0, Коэффициент Ьх соизмерим с 8, и потому при 
цалых 8 ]/*,(£)]<с4(о(В). Функция f*k(z) имеет особенности 
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только на дуге Г7,. Следовательно, /*(г) голоморфна на E. 
Применяя к /* (г) теорему Рунге, получаем: 

Т е о р е м а (Мергелян). Если компакт из С1 имеет связ­
ное дополнение, то всякая непрерывная на E и голоморф-

о 

пая на Е функция приближается на Е многочленами (1951).. 

§ 3. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ЕМКОСТЬ МНОЖЕСТВА 

Пусть E —ограниченное подмножество С1, a F^E)-мно­
жество функций, определенных и непрерывных на С1, голо­
морфных на C J \E , ограниченных ПО модулю константой. 1 
и равных нулю в бесконечно удаленной точке. Число. 
a(E) = sup lim |g/(z)| ' называется аналитической с-емко-

fQF(E) Z-MX> 

стыо множества Е. 
Характеристики такого рода появились впервые в работах 

Альфорса в связи с задачей, об устранимых особенностях 
аналитических функций, использовались при рассмотрении 
так называемых двойственных задач и оказались особенно 
полезными в теории приближений. 

Для круга емкость равна его радиусу; a(E) не превосхо­
дит длины границы множества Е; а2(Е) больше площади 
множества; для областей а(Е) соизмеримо с диаметром. 

З а д а ч а : верно ли, что для всяких двух компактов А 
и В выполняется неравенство a (A LJВ) < a (A) -j- a (.5)? 

Многие применения емкости опираются на следующую 
простую лемму: для всякой функции f(z)£F(E) | / (г) |< 
<a(E)/p(z,E), где р(г,E) —расстояние от точди г до мно­

жества Е. Особое место в приложениях занимает следую­
щее обобщение теоремы Коши: 

Т е о р е м а (Мельников). Пусть / (г) непрерывна на 
замкнутом круге |г |<1 и голоморфна на дополнении мно­
жества Е до открытого круга |2|<1. Тогда | ^ /(2.)dg|<. 
<са(£)тах| / (г) | , где с — абсолютная константа (1966). 

§ 4. РАЦИОНАЛЬНЫЕ АППРОКСИМАЦИИ в С-

На произвольном компакте в С1 всякая голоморфная 
функция допускает приближение рациональными функциями. • 
Поэтому, рассматривая голоморфные аппроксимации на плос­
кости, обычно говорят о рациональных приближениях. 

Пусть Е'—произвольный компакт; С(Е)—алгебра не­
прерывных на Е комплекснозначных функций; СА (Е) — ал-

о 

герба функций, непрерывных на Е и голоморфных на E; 
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R(E)—алгебра функций, представимых на Е равномерно* 
сходящимися последовательностями рациональных функций. 

Очевидны следующие включения R(E) сСл(Е) сС(Е). 
Утверждения о возможности равномерного приближения 
с любой наперед заданной ТОЧНОСТЬЮ всякой функции из. 
Сл(Е) рациональными функциями будем записывать сле­
дующим образом CA(E)—R(E). 

Первые примеры компактов, для которых G(E) и СА(Е) 
не совпадают с R(E), построены Мергеляиом (1952 г.) и 
Должеико (1962 г.). В терминах аналитической емкости 
множеств оказалось возможным сформулировать критерий 
совпадения рассматриваемых алгебр. 

Теорем а. Для всякого компакта Е три следующих 
утверждения эквивалентны: 1) Сл (E) =•-•/? (E); 2) Для 
всякого открытого множества G o.(G\E)~a(G\E); 3) Для 
г, принадлежащей границе E, выполняется неравенство. 
lima.(KZifi\E)/a(I(z,6\E)<oo, где Кг,б —круг радиуса 8 с 
6->0 

центром в г (1966). 
Часть границы компакта, состоящая из граничных точек 

компонент его дополнения, называется внешней границей 
компакта. Оставшаяся часть границы называется внутренней 
границей множества. 

Из сформулированной теоремы следует, что если внут­
ренняя граница множества Е пуста, то CA(E)-^R(E). 
Теорема Мельникова дает возможность доказать совпаде­
ние алгебр для компактов, внутренняя граница которых-
лежит на дважды гладкой дуге. 

Если Е не имеет внутренних точек, то СЛ(Е) — С(Е). 
В этом случае утверждения 1—3 эквивалентны следующе­
му: 3') почти для всякой точки гвЕ (за исключением мно­
жества нулевой площади) выполняется неравенство 

eg 

l i m — — — — — < {infty} • 

.Кажущееся несоответствие утверждений 3 и 3 ' объяс­
няется неустойчивостью аналитической емкости: для вся­
кого множества А почти при всяком z (за исключением' 
множества нулевой площади) или lim — а(ЛГ-,5П-4)=О или. 

6-*0 ~* 

lim — a(/C-,unA) — 1. 
б~о ° 

Критерий совпадения алгебр С(Е) и R(E) имеет еще-
одну формулировку. Точка zQE называется точкой пика; 
алгебры R(E), если существует функция из R(E), равная 1. 
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гв z и строго меньше 1 по модулю во всех других точках 
компакта E. 

Теорема (Бишоп). Алгебры С (Е) и Д(Е) (EcC1) со­
впадают в том и только том случае, когда почти все точки 
компакта Е являются точками пика алгебры R(E) (1959). 

Аналогичным образом сформулировать теорему о совпа­
дении алгебр СА(Е) И R(E) в терминах точек пика не 
удалось. Дэви (1970) построил замкнутую область E , такую 
что все ее граничные точки являются точками пика алгебры 
Д(Е), но CA(E)^R{E). 

§ 5. ПОЛИНОМИАЛЬНО ВЫПУКЛЫЕ КОМПАКТЫ В О 

Как уже указывалось (§ 2), понятие полиномиальной 
выпуклости компакта в С1 эквивалентно связности его допол­
нения. В многомерном случае.не приходится рассчитывать 
на ЧИСТО топологическое описание полиномиально выпуклых 
компактов. Вермер (1959) построил замкнутую область 

EcC3 , гомеоморфную полидиску (гомеоморфизм задается 
многочленами третьей степени), но не полиномиально вы­
пуклую. 

Для областей в С", являющихся областями Рунге, гомо-
-логии с целочисленными коэффициентами в размерностях 
к>п тривиальны (Андреотти и Нарасимхан, 1962), следова­
тельно, справедливо следующее утверждение: 

TeopeMa (Серр —Андреотти —Нарасимхан). Если ком­
пакт EcC" полиномиально выпуклый, то группы гомологии 
Лк{Е) с целочисленными коэффициентами при k>n три­
виальны (1953, 1962). 

Утверждение о связности дополнения полиномиально 
выпуклого компакта из С1 имеет еще одно полезное обоб­
щение. 

Теорема (Ока—Штольценберг). Компакт EcC" 
является полиномиально выпуклым в том и только том слу­
чае, когда для всякой точки 206C"\E можно построить 
•однопараметрическое семейство алгебраических гиперпо­
верхностей {pt(z) = Q} (0<1f{cdot}<{infty}, pt (г) — многочлен от z 

•с коэффициентами, непрерывно зависящими, от лежащих в Cn/E, 
такое, что начальная кривая р0 (г)=0 проходит через точку 
г0, и при t->{infty} расстояние от кривой pt(z)=Q до £ стре­
мится к бесконечности (1937, 1963.) 

Задача : всякое ли множество в С", состоящее из ко­
нечного числа попарно не пересекающихся шаров, является 
-полиномиально выпуклым? 

Задача не решена, например, для -случая когда /г = 2, а 
число шаров равно "четырем." • 
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§ 6. АППРОКСИМАЦИИ НА ДУГАХ 

На примере аналитических дуг Вермер (1958) заметил, 
что полиномиальная оболочка /z(E) дуги Е (гомеоморфа 
•отрезка или окружности) имеет комплексную структуру: 
для всякой точки zQh(E)\E существует окрестность, 
внутри которой /z(E) является пересечением конечного 
числа линий уровня функций, голоморфных в этой окрест­
ности. Кроме того, оказалось, что алгебра G(E) всех 
непрерывных на Е функций и алгебра P(E) равномерных на 
Е пределов многочленов для аналитических дуг совпадают 
в том и только том случае, когда li(E)=E. Разомкнутая дуга 
{гомеоморф отрезка) не может быть границей аналитической 
плёнки, и потому для такой дуги С(Е) =Р(Е). По-новому 
подойдя к задаче, Бишоп перенес этот результат на случаи 
гладких дуг (1962). Работа Бишопа явилась основой многих 
дальнейших исследований. Этот цикл работ завершает 

Т е о р е м а Але к сан д е р а. Если разомкнутая дуга 
имеет конечную длину, то она полиномиально выпукла и 
С(Е)=Р(Е) (1971). 

Чирка показал, что голоморфные аппроксимации на дугах 
возможны при более слабых предположениях: если дуга Е 
проектируется на каждую из координатных плоскостей в 
нигде не плотные множества, то С(Е) совпадает с алгеброй 
А(Е), состоящей из равномерных пределов функций, голо­
морфных на Е (1965). Хешош построил дугу, для которой 
•С{Е)ФА(Е) (1974). 

З а д а ч а : для всякой ли полиномиально выпуклой дуги 

C(E)=-P(E)? 

§ 7. АППРОКСИМАЦИИ В С* 
Полученные в последние годы конструкции голоморфных 

•приближений функций многих комплексных переменных свя­
заны в основном с усовершенствованием интегральных 
представлений функций и оценками решений ^-уравнений. 
Равенство алгебр C.4(E) и -4(E) доказано для следующих 
классов компактов: 

1. Гладкие многообразия без комплексных касательных 
•прямых (Харвей — Узле, 1972). 

2. Невырожденные аналитические полиэдры (Петросян, 
1970). Полиэдр E-{2 : | / / . (z) |<1 , /г = 1,2, ..../»)} (/Й (г) -
голоморфные функции) называется невырожденным, если вся­
кие а из его граней | /* (z) | == 1 во всякой общей для них 
точке находятся в общем положении. 

3. Замкнутые строго псевдовыпуклые области (Хенкин, 
1974). Такие области определяются неравенствами р (г) < О, 
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где р(г) — вещественная, дважды гладкая функция, имею­
щая положительный лапласиан на всякой комплексной пря­
мой. 

С другой стороны, имеется много интересных примеров 
компактов, на которых приближения невозможны. 

Ева Каллин (1963) построила полиномиально выпуклый 
компакт К — Кг(] К%с:С3 и функцию /(2), являющуюся на 
каждом из компактов К\ и К% ограничением некоторого 
многочлена и не приближаемую многочленами на всем мно­
жестве /<". 

Сеничкин (1971) построил в С2 полиномиально выпуклую 
замкнутую область S такую, что CA(S)¥=P(S). Эта область 
не может быть разбита на конечное число порций, на кото­
рых полиномиальные аппроксимации возможны- Оба эти 
примера показывают, в частности, что полиноминальная 
выпуклость не является достаточным условием возможности 
полиномиальных приближений. 

В заключение отметим, что в настоящее время нет сколь­
ко-нибудь надежных общих гипотез о том, на каких компак­
тах в О возможна полиномиальная аппроксимация. По-ви­
димому, лучшие работы в этом направлении ещё впереди. 
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