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ТЕОРИЯ МОРСА 
И ТЕОРИЯ ЛЮСТЕРНИКА— ШНИРЕЛЬМАНА 
В ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ УПРАВЛЕНИЯ 

С. А. Вахрамеев 

ВВЕДЕНИЕ 

И теория Морса и теория Люстерника—Шнирельмана, раз­
работанные первоначально для конечномерного случая в пер­
вой половине нашего столетия, являются мощными средствами 
исследования нелинейных задач анализа, образуя ядро того 
направления, которое принято называть «вариационным ис­
числением в целом». Хорошо известны приложения этих теорий 
к исследованию геодезических на римановых многообразиях 
без края (см., например, [53], [59], [72], [83], 
[84], [238]). В начале 60-тых годов обе эти теории были обоб­
щены на бесконечномерный случай. 

Первое такое обобщение принадлежит Пале и Смейлу 
[250], [258], перенесшим теорию Морса на случай гильберто­
вых многообразий без края. Этими авторами было предложено 
условие компактности—• условие (С), обеспечивающее, в част­
ности, существование градиентного потока, который позволяет 
осуществлять необходимые деформации множеств уровня со­
ответствующей функции. Оказалось, что функционал действия, 
определенный на гильбертовом многообразии кривых, соединя­
ющих две заданные точки риманова многообразия, удовлетво­
ряет условию (С). Это ПОЗВОЛИЛО непосредственно построить 
теорию геодезических Морса и дать её многомерное обобщение 
[250], [258], [277]. 

Вскоре после этого Дж. Шварц [270], используя технику 
работ Пале и Смейла, перенес теорию Люстерника—Шнирель­
мана на категорию гильбертовых многообразий. Это обобщение 
дало возможность получить новое доказательство теоремы 
Серра [274] о существовании бесконечного числа геодезиче­
ских, соединяющих две заданные точки односвязного компакт­
ного риманова многообразия. 
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Наконец, Пале [252] перенес теорию Люстериика—Шни-
рельмана на случай банаховых многообразий, используя вве­
денное им понятие псевдоградиентного векторного поля. 

Что же касалось перенесения теории Морса на банахову 
категорию, то это обобщение тормозилось, по-видимому, двумя 
обстоятельствами. Во-первых, требовалось подходящее опреде­
ление невырожденности критических точек — гильбертово опре­
деление не годится ввиду не изоморфности в общем случае ба­
нахова пространства своему сопряженному. Во-вторых, каза­
лось, что необходим какой-то вариант леммы Морса. 

Обе эти трудности были преодолены уже в 70-тых годах в 
работах Уленбек [297] и Тромбы [295]. Оказалось, что для тео­
рии Морса достаточно «слабой невырожденности критических 
точек» —- это в свое время предполагал еще Смейл, а лемма 
Морса вообще не нужна (и, более того, в ряде случаев она 
просто несовместима с условием (С) Пале—Смейла). Впрочем, 
в различных вариантах лемма Морса все же была установле­
на—см., например, [207], [232], [254], [292], [293]. Обсуждение 
ЭТИХ проблем содержит статья Тромбы [295]. 

Бесконечномерные обобщения теорий Mopca и Люстерни-
Ка—Шнирельмана, вне всякого сомнения, стимулировали появ­
ление и развитие всевозможных минимаксных принципов. 
Исходной точкой здесь явилась ставшая классической теорема 
о горном перевале, принадлежащая Амброзетти и Рабиновичу 
[128]. 

Дальнейшие исследования в теории вариационного исчисле­
ния в целом связаны с ослаблением условий гладкости и даже, 
с выходом за рамки гладкой категории. Прогресс в этом на­
правлении в какой-то степени связан с развитием негладкого 
анализа в работах Ф. Кларка и др. — см., например, [58], 1741, 
[78]. 

Например, теория геодезических была распространена на так 
называемые p-выпуклые множества [164], [165], в частности, 
на римановы многообразия с краем (см. также [227], [272], 
[273]). Конечномерная теория Морса была построена для ниж­
них С2-функций — функций, локально представимых в виде 
разности двух выпуклых функций на основе аппроксимаций 
Моро—Иосиды в [158]. 

С другой стороны, внутренние потребности комплексного 
анализа привели к созданию в 80-тых годах «статифицирован-
ной теории Морса». Изложение этой теории содержит моногра­
фия [187]. 

Следует упомянуть цикл, работ Вана [302], [303], [304], в 
которых также ослаблены требования гладкости. Тео­
рия Люстерника—-Шнирельмана была построена для 
случая локально выпуклых подмножеств банаховых многооб­
разий. Так назывались в [304] замкнутые подмножества, ло-
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кально представимые в виде выпуклых замкнутых подмножеств 
банаховых пространств, моделирующих соответствующие мно­
гообразия- Теория Люстерника—Шнирельмана в условиях 
меньшей, чем обычно гладкости, была также построена в ра­
боте [284]. Наконец, на локально липшицевый случай в [302] 
были перенесены теория Люстерника—Шнирельмана и некото­
рые минимаксные принципы. Теория Морса в условиях мень­
шей гладкости была построена в [232]. 

В то же время, развитие теории экстремальных задач, точ­
нее, ее локального аспекта, привело в середине 50-тых годов к 
созданию теории оптимального управления. Монография [82] 
подвела итог первому этапу развития теории — она содержит 
практически завершенную теорию линейных систем и основы 
нелинейной теории. Центральный результат теории — принцип 
максимума Л. С. Понтрягина дает необходимые условия опти­
мальности первого порядка и содержит классические необходи­
мые условия вариационного исчисления. Однако, этот принцип 
выделяет, как правило, целое множество траекторий — экстре­
малей, проверка которых на действительную оптимальность 
требует дополнительных рассмотрений. Необходимость этого 
дополнительного исследования во многом определила дальней­
ший ход развития теории. При этом, с одной стороны исследо­
вания проводились в рамках выпуклого и негладкого анализа, 
т. е. в достаточно традиционных рамках. См. по этому поводу, 
например, [23], [31], [37]—[41], [43], [65], [88], 
[119], [140]- С другой стороны, в /0-ых годах возникло так 
называемое «геометрическое» направление теории, в работах, 
относящихся к которому, более или менее систематически 
использовались дифференциально-геометрические методы. 
Представление о характере работ этого направления могут 
дать обзоры и статьи обзорного плана [9], [24], [36], [166], 
•[288]. 

В рамках исследований, проводимых в этом направлении, 
А. А, Аграчевым и автором данной статьи был введен в (6], 
[7] новый класс гладких управляемых систем — систем посто­
янного ранга. Эти системы обладают многими интересными 
свойствами, в частности, для них справедливы теоремы типа 
теорем релейности из линейной теории оптимального управле­
ния [65], [82]. Теория этих систем подробно изложена в [32]. 
Однако обнаружилось, что эти системы важны еще и совсем 
по другой причине. Множество управлений, дающих траектории 
системы постоянного ранга, соединяющих две заданные точки 
фазового пространства, имеет естественную структуру гильбер­
това многообразия, что дает возможность применять к ним, по 
крайней мере, версию Пале—Смейла теории Морса. Здесь сле­
дует отметить, что впервые идеи глобального анализа к иссле­
дованию задач оптимального управления были привлечены в 
[45], правда, для весьма частного случая. 
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Обобщение теории Морса на случай гильбертовых многооб­
разий с особенностями — так называемых гильбертовых много­
образий с углами — пригодное для исследования задач управ­
ления, связанных с системами постоянного ранга, было дано f 
автором в [33], [34]. Статья [34] (см. также [125]) содержит и 
основы конечномерной теории Mopca для многообразий с угла­
ми, полученной A. A. Аграчевым и автором. Следует отметить, 
что (в конечномерном случае) эта теория может быть получе­
на с ПОМОЩЬЮ упоминавшейся выше стратифицированной теории 
Морса. 

По-видимому, сейчас стало уместным говорить о «теории , 
оптимального управления в целом» — том направлении, кото­
рое систематически использует топологические методы. К этому > 
кругу работ следует отнести цикл статей А. А. Аграчева и 
Р. В. Гамкрелидзе, работы А. В. Сарычева [94], [95], недавнюю « 
работу Брессана [159], использовавшего теорему о горном пере­
вале для исследования геометрии задачи оптимального управле- j 
ния и ряд других. 

Данная статья относится к указанному направлению и по- ' 
священа в основном двум вопросам. 

Во-первых, строится теория индекса для задачи минимиза­
ции функционала \ 

т 
/ ( « ) -=C/o ( X i U)dt t 

.у И) 
на траекториях гладкой управляемой системы постоянного ранга \ 

m t 

х(о)=х0, x(T)ev: (2> j 
tt(.)eLf[o, n 

с ограничениями (типа неравенств) на правый конец траекто- ; 
рии, определяемыми подмногообразием V с углами, аналогич- '? 
ная теории индекса для геодезических (см. [72], [83], [84], [127], j 
[146], [206], [234], [235], [238]). | 

Во-вторых, предлагается вариант теории Люстерника— t 
Шнирельмана, пригодный для исследования задачи (1) —(2), | 
но с ограничениями V более общей природы — так называемы­
ми трансверсально выпуклыми подмножествами. Этот вариант | 
(в гильбертовой категории) содержит, в частности, результат | 
Вана [304], упоминавшийся выше. По 'существу, при построении 
этой теории используется конструкция псевдоградиентного по­
тока, введенная в [34]. Она отличается от конструкции Пале j 
и др., в которых введение псевдоградиентного потока мотиви- j 
ровано, в основном, отсутствием градиента в банаховом случае,., 

1 
i 



и явно связана с геометрией трансверсально выпуклых подмно­
жеств. 

В заключение автор выражает искреннюю благодарность 
A. A. Аграчеву и Р. В. Гамкрелидзе за внимание к этой ра­
боте. 

§ 1. ПОДГОТОВИТЕЛЬНЫЙ МАТЕРИАЛ 

1.1. Гладкие управляемые системы постоянного ранга. 
Пусть М—конечномерное гладкое многообразие, замкнутым 
образом, регулярно вложенное в евклидово пространство Rd. 
ТОЧКИ Х, у,... этого многообразия, следуя [42], рассматрива­
ются как мультипликативные функционалы на алгебре C°°(M) 
всех гладких на М вещественных функций (гладкость всюду 
далее означает бесконечную дифференцируемость); множество 
Der-M всех гладких векторных полей на М СОСТОИТ из диффе­
ренцирований этой алгебры и является вещественной алгеброй 
Ли с умножением [X, Y]~XoY—У-X YX, УбБегМ; ниже ис­
пользуется также обозначение ad'lX, .-г̂ -О, для степеней (ите­
раций) оператора ad X, a&XY^[X, У], adhXY = ad X(adk-lXY), 
ad°Xy-y. 

Гладкая управляемая система вида (1) на многообразии М 
записывается в инвариантном виде 

т 

г=1 (.1 • 1 ) 

x(0) = x0, a(.)6Lg-[0, T], 
где f, gi, i= 1, 2, . . . , пг, принадлежат Der M. 

В дальнейшем предполагается, что все векторные поля f, 
ас17Яз> i—=0, I, 2 , , . , , / • = - 1 , . . . , m, являются полными (напом­
ним, что векторное поле X6Der M называется полным, если 
для V^GR определена однопараметрическая группа диф­
феоморфизмов (поток) 

• • • • • . • _ ' 

etx == й ф [ Xdt — ехр jj Xdx, teR. 
о о 

на многообразии М); для выполнения этого условия доста­
точно потребовать, например, чтобы алгебра Ли 
L-e(f{cdot} ii>---,gm) рассматриваемой системы была бы конечно­
мерной — см. [248]. 

Система (1.1) называется гладкой управляемой системой 
постоянного ранга, если для Vx0£M, Г > 0 отображение FXlt ,т, 
сопоставляющее допустимому управлению и(•)&L£ [0, ~] пра­
вый конец х{Т) траектории x(-) этой системы, соответству­
ющей этому управлению и начальному состоянию х0> имеет 
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постоянный ранг, то есть не зависит от «(•) размерность обра­
за дифференциала F'x° ,т{и) = (Fa-,T)/. ы(-) этого отображения 
при всех x0GM И Г>0. 
- Эффективными достаточными условиями, выделяющими этот 

класс систем (см. [6], [7], [32]), являются следующие условия 
на коммутаторы векторных полей /, gb i— 1,..», m: 

Г Условие конечной о п р еде л енн о сти. В окрест­
ности произвольной точки х0Ш для некоторого целого s>0 

s m 

adC+'/ft = 2 2 flJiad в / й . - = - m, (1.2) 

с гладкими в этой окрестности функциями а^„. 
2. Условия релейности. В окрестности произвольной 

точки X0QM 
ft m 

[gi. *#fgj] = 2{sum} « # ade/#.. (1 -3) 
a=0p--1 

г, /-='!, ..., m, k = 0, 1, . . . , 
c гладкими в этой окрестности функциями alJ^. 

Условие конечной определенности (1.2) может быть заме­
нено на требование вещественной аналитичности полей f, gir 
i=l,...,m,na (вещественно-аналитическом) многообразии М. 

Общие необходимые и достаточные условия, выделяющие 
этот класс систем, формулируются следующим образом [6],. 
[7], [32]: 

Пусть 
— ' ( m \ 

pt («)=ехр jj I / + 2 »'(f)gt J dx. teU, 

— поток, порождеч.ный управляемой системой (1 -I), соответ­
ствующий управлению «(• )6—l?ioc (R), 

Пл-0,г(«(•)) == spanR{-?си-.AdJo/(w) ;̂ i = \, ...,m, 0<t<T}, 
где vXeDerM, Ш, 

Adpl(u)X^pi(t$oXop~i(u) = exp^aulf-j-'2itii(T)gi)dxX. 

Тогда система (1.1) имэат пэ^тояннлй ранг в том я только-
том случае, если плоскость ИХа,г(и(-)) не зависит от управле­
ния а(-)в1'2[0, Г] при люблх xD&M, r>0:ttXt,T(u(-)) = n.Xl>iT„ 
Если, кроме того, система (1.1) конечно определена, то плос­
кость П.г0) г не зависит от Г >0:Ц*01-—Ц*., V7">0, и опре­
деляет вполне интегрируемое распределение Пж, хШ- (вообще-
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говоря, с особенностями) на М\ его интегральными многообра­
зиями являются приведенные орбиты (см. [36], [288]) системы 
(1.1). Более того, множество достижимости системы (1.1) 

*XAT)°={X{T\-XQ, «(•)); tt{-)Uf[0,T\) 
из начального состояния x- за время Т>0 является открытым 
подмножеством максимального интегрального многообразия. 
(Ух(т)(Т) распределения ПЖ, хвМ,. проходящего через точку 

Т / m \ 

х(Т)= х(7; x0, и(•))= хйорт(и)-= x-0e"xp Ц / + 2 иг С-) g* J dx 

для любого управления u{-)QL™[0, Т]. Таким образом, ^„(Г) — 
вообще говоря, иммерсированное подмногообразие фазового 
пространства М. Далее, отображение вход — выход системы (1.1 

u(-)~FXo,T(u) = x{t-x0,u(-)):LZ[O,T]^%u(T) 
является суръективной субмерсией. Отсюда, в частности сле­
дует, что тройка (L2mf0, T], ^...ДП' F--0,r) является микрорас­
слоением Серра (см. [48]), сдоем которого является простран­
ство путей 

^ U = {«(0e^[0. Г]\х(Т; х0, tt(.))-=x1}=FJ0
l,7-Ui). 

Пусть теперь N — топологическое подпространство %Хо(Г),. 
•?^—{«(-)eL2'n[0, Т]|-*(Т; xa, u(-))QN}^FZ\r (Л/). 

Предположим, что для VxxP.N цространство путей ^х
т^х, стя­

гиваемо. Тогда (см. [48]) микрорасслоение Серра^У^м Л/"> 
F-"o.rfc.3(7-) ) является расслоением в смысле Серра и, следова~ 

•Xo.N 
тельно, применяя гомотопическую последовательность расслое­
ния [99], [ИЗ] к [&X\)N, Л-, FXaiT\ {Т) ), получаем, ввиду стя-

гиваемости &Х
Т

Л)Х1> 
0{to}jt„(^!.v){to}n„(.V)-^0 Vit = 0,l 

Таким образом, справедливо 
Предложение, 1.1. Пусть N — подпространство мно­

жества достижимости 2*х„(-0 конечно определенной системы 
(1.1) постоянного ранга. Тогда, если для любого .-tjGJV 
пространство путей ^x

T^,Xl стягиваемо, то пространство 
. ^ ) д. •--=-"'_•-• (/V) слабо гомотопччески эквивалентно N.. 
В частности, 

. Hi(^W—H*(-v) 
для любого £.5-0, где Я. (£)—t'-тая группа сингулярных гомо­
логии ;£ с коэффициентами в некотором поле. 
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В случае, когда множество достижимости 3ta.e(-") системы 
(1.1) совпадает с приведенной орбитой 0Х{т)(Т) этой системы, 
говорят о глобальной управляемости (1.1) из начального СО­
СТОЯНИЯ x0 за время ~ > 0 . Имеет место следующее 

П р е д л о ж е н и е 1.2 (ср. с [195], [215], [216]). Пусть (1.1) — 
конечно определенная система постоянного ранга такая, что в 
окрестности произвольной точки x0eM 

m 

[gi> adVeV]—2 *«*£«. - W = - m, k = 0, 1 (1.4) 

с гладкими в этой окрестности функциями b'Jk. Тогда (1.1) 
глобально управляема за любое время Г > 0 . 

Необходимо отметить, что класс гладких управляемых си­
стем постоянного ранга содержит, в частности, управляемые 
системы, локально допускающие линеаризацию с помощью за­
мен фазовых координат и гладкой обратной связи и(х), 

m 

ui(x) = ai(x)+'^ifiij(x)v1, t = l m; det(py (.*))=---. О 

(см. [36], [202]). Обратная связь u{x) указанного вида индуци­
рует, вообще говоря, локальный диффеоморфизм в простран­
стве управлений, а именно, управлению v (•)&£,% [0, Т] этот 
диффеоморфизм Р сопоставляет управление K(.)6Z{cdot}f[0, Г], 

m 

a* (t) = а< (х (t)) + 2 Р/ (•« (0) ^ (0. О < t < Т, 

где x(t), 0 < t < Т, — решение задачи Коши 
m m m 

x(t)=f(x (t))+2 gi <* (*))«' (x ( o ) + 2 2 в i (x (t)) P; (x (o) *• (t), 
x(0)=x0. 

Если система (1.1) г л о б а л ь н о линеаризуется с ПОМОЩЬЮ 
обратной связи — см. [150], [151], то диффеоморфизм Р — гло­
бальный и он линеаризует отображение вход—выход системы 
(1.1), следовательно, для любого Х\ЩХо {Т) пространство 
^>iJ0!x1 = -F'7„1,T (xi) стягиваемо, так что применимо предло­
жение 1.1. Нетривиальность гомологии ^xjxt следовательно, 
дает препятствия к существованию глобальной линеаризующей 
обратной связи для локально линеаризуемой в каждой точке с 
помощью обратной связи системы вида (1.1). 

1.2. Гильбертовы многообразия с углами и теория Пале— 
Смейла. Замкнутое подмножество VczM называется подмно­
гообразием с углами [16], [33], [34], если для любой точки 
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Xo6V существуют: такая карта (Ож„ , Ф) многообразия М и 
выпуклый многогранный конус К*»-—R", п=й\тМ, с вершиной 
в нуле, что cp(0.ronV) =KXo, ср(л,0) =0. 

Пусть Ж — полное риманово многообразие, то есть гильбер­
тово многообразие, полное относительно римановой метрики 
[34], [250], и пусть задана суръективная субмерсия F : 1->-М. 

Гильбертовым подмногообразием с углами У называется 
прообраз У при отображении &~ : У~&~-1 {V). 

Конечномерное подмногообразие с углами V, фигуриру­
ющее в данном определении, называется моделирующим У. 

Открытой гранью Г(.?) подмногообразия V с углами 
(гильбертова подмногообразия У с углами) называется макси­
мальное по включению гладкое подмногообразие Г czM (̂{subset} 
czM), такое, что VczV(9<=Т). Семейство {Г} ({.?}) всех 
открытых граней подмногообразия V с углами (гильбертова 
подмногообразия У с углами) задает на нём структуру страти­
фицированного по УИТНИ пространства — см. [79], [187], [220]. 
Пусть f: V->R {f : y{to}R)—гладкая функция на подмногообра­
зии V с углами (гильбертовом подмногообразии У с угла­
ми), то есть сужение на V {Т) некоторой гладкой 
функции / :M-»R(/ : .#->R). Точка х0&/ {х0£У) называется 
критической точкой этой функции, если дифференциал dxJ 
функции / в этой точке принадлежит отрицательному поляр­
ному конусу Т*ху [тх,У) к касательному конусу Т ХУ (ТХ.У) 
в точке х0: 

d*je7;ov—K-e:r.; tM I («v». хХя > < о УХХоетху), 
Ых./ътх.г=[их£Тх.л\ < со,., хх, > <о уххоетхот)). 

Точка ха&/ {XQQT) называется невырожденной критической 
точкой / , если i) аХо/&е1ЫТху {dxJ&eUntTXiy); ii) xQ— 
невырожденная критическая точка сужения f\v(f\&) функции 
/ на открытую грань Г(.?) минимальной коразмерности в 
М {Ж), содержащую ха в своей (относительной) внутренности. 
Индексом (коиндексом) критической точки х0 называется мак­
симальная размерность подпространства в Тху(ТХоУ) н а кото­
ром гессиан НхЛ/\г){Н-х0(/\$)) отрицательно (положительно) 
определен. 

Будем говорить, что функция f: F{to}R удовлетворяет обоб­
щённому условию (С) Пале—Смейла, если для любого под­
множества S c f , на котором f ограничена и для которого 

inf mf{x) = 0, 

где 
mAx)= sup ( v/(х), Хх}х, 
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< •> • > х—риманова структура на Ж, Ч/(х) — градиент / : 
( V / ( x ) . Хх > х= { dxf, Хх > Ух6^,_существует критическая 

точка ха, принадлежащая замыканию S множества 5 . 
Легко видеть, что для конечномерного многообразия с угла­

ми обобщенное условие (С) оказывается выполненным, если 
'f — собственная функция, а если У—Ж, то обобщённое условие 
(С) эквивалентно, обычному условию (С) Пале—Смейла [250], 
[258]. 

Справедливо следующее утверждение, установленное в 
[33], [34]. 

Т е о р е м а с у щ е с т в о в а н и я . Пусть f — ограниченная 
сверху гладкая функция на гильбертовом подмногообразии У 
с углами, имеющая только изолированные критические точки 
и удовлетворяющая обобщённому условию (С). Тогда f дости­
гает своей точной верхней грани на любой связной компоненте 
подмногообразия У с углами. 

В этом случае f достигает также и глобального экстремума 
на У: существует хй&У такое, что 

/ ( x 0 ) = s u p f(x). 

В самом деле, если У имеет конечное число компонент 
связности, то утверждение очевидно. Предположим, поэтому, 
что У имеет бесконечное число компонент связности Уа, agA. 
Пусть ca--=sup/(x) и хавУа — точка, на которой реализуется с о.: 

" а 

f(xa)=Ca. 
Поскольку для любого авА 

0=mf(xa)^- inf mf(x)>0, 

то можно рассмотреть максимизирующую последовательность 
хР, peEcA 

/ С*-)-+•-?..,=-sup/(*). 

Ясно, что ее можно считать такой, что / на ней ограничена. 
Тогда, в силу условия (С), существует сходящаяся подпосле­
довательность хру~ух^У=У и для этого х„ 

f(xt)=supf(x). 

Пусть теперь для гладкой функции f : F{to}R, fa={x$y\ 
f(x)^a], bi(fa) =rank Hi(fa) — i-roe число Бетти простран­
ства fa, Hi (fa) — i-тая группа сингулярных гомологии с коэф­
фициентами в некотором поле. Обозначим через c{

a(f) количе­
ство критических точек коиндекса I функции f на ]а и пусть 
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Х(7а) — (гомологическая) эйлерова характеристика fa. Имеют 
место (см. [33], [34]). 

Н е р а в е н с т в а Море а. В условиях теоремы существова-. 
ния и при условии невырожденности критических точек функции' 
f: У—>-R справедливы неравенства: Vm=0,1 ,2 , . , . , 

от т 

2(-1r<M/a)<2(-ir'c?(/), 
bi(fa)<c?(f), i=0,1 m, (1.5) 

со оо 

%(/a)=2(-iyM/a)=2(-i)w)-
г=о ;=о 

Из этих неравенств легко вывести 
П р е д л о ж е н и е 1.3 (см. [307]). В условиях теоремы су­

ществования, пусть f : y{to}R имеет %(fa)+l невырожденную 
критическую точку конечного коиндекса на f° для некоторого 
a6R, тогда f имеет, по крайней мере, %(fa)+2 невырожденные 
критические точки на fa конечного коиндекса. 

§ 2. ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ И ТЕОРИЯ МОРСА 
ДЛЯ ГЛАДКИХ УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМ ПОСТОЯННОГО РАНГА 

2.1, Постановка основной задачи и её связь с абстрактной 
теорией типа Пале—-Смейла. Пусть М, как и выше, — риманове-
многообразие регулярно и замкнутым образом вложенное в.-
пространство Rd, V — подмногообразие с углами в М. Множе­
ство V, как это следует из его определения, локально описы­
вается конечной системой нелинейных гладких неравенств, и в-
дальнейшем будет рассматриваться как терминальное множе­
ство в следующей основной з а д а ч е оптимального управ­
ления: в классе Lf{0,T] требуется минимизировать функ­
ционал 

т 
J(a)^f°(x,tt)dt (2.1) 

о 
на траекториях системы 

m 
x^Xvf + x^tfgt, XQM, 0<t<T, (2.2) 

при условиях Jc(0) = x0, x(r)6V. Будем считать, что 
V-Sl*0(r). 

В дальнейщем предполагается, что существует ограничен­
ная на ограниченных подмножествах R+ функция riJ:o,r:R+{to}R+) 
такая, что для траектории x(t) = x(t; х0, и{-)), 0<t<.T,> 
системы (2.2), соответствующей управлению «(OGL-TfO, T] к 
начальному состоянию x(0)=x0, имеет место опенка 
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\\x(-\xD, «(•))llc-io.n< t i"--.-'(l l«(-)ll1-. I O i .-1)-' (2-3) 
Это условие выполнено, например, если 

(A:,/(x)){le}^I(l+|x|2), (x,gl(x))<k2(l..+ \x\2)> (2.4) 
i = l , ...,т, с k-j, k2>0, где (•>•)— скалярное Произведение 
в R-, \х\=*=У(х, х). В [34] доказано 

П р е д л о ж е н и е 2.1. Если (2.2) —конечно определенная 
система постоянного ранга, то множество 

Г.*=[и(-)еЯ10, Т]\х(Т;х0, U{-)W} = F71T{V) 

является гильбертовым подмногообразием с углами в 
L2TO[0, Г]. 
'' Класс интегральных функционалов вида (2.1), которые мо­
гут быть рассмотрены как гладкие функции на Т, удовлетво­
ряющие обобщённому условию (С) выделяет 

П р е д л о ж е н и е 2.2 (см. [33], [34]). Пусть выполнено ус­
ловие (2.3) и для гладкого интегранта f°: RdXRm~>-R выполне­
ны следующие условия: 

и) \fx°(x,u)-fx°(x,v)\^:K\u-v\1 

| /о (х, и)\ + \/° (х, и)| < Ь(х) + aj а |, (2.5) 
Где функция Ь(х)>0 ограничена на ограниченных подмно­
жествах Rd, a=const>0; 

ii) \fx°(x,u)-f*0(x,v)\ 
\fojx, tt)-fx(y, u)\ + \fl(x, a)~f0

a(y, a)\<L\x-~y\; (2.6) 
iii) 

(Jluix, a)6,. |)>p(.x:) |£|- (2.7) 

V-|gRm, где ^ ( ^ — неотрицательная функция, отделенная от 
нуля на компактных подмножествах Rd; 

iv) 
У(а)-*. + оо при ||»11 |̂»10>Г1-»- °°: 

например, можно потребовать, чтобы 
f°(x,u)^k\u\2 (2.8) 

с £ = const>0. Тогда функционал — / является гладкой (клас­
са С) функцией на Т, удовлетворяющей обобщенному условию 
(С). Если f°(x,u) еще и квадратичен по и, то — / принадлежит 
классу С°°. 
11 Следует отметить, что само обобщенное условие (С) спра­
ведливо без каких-либо условий Липшица (2.6). Однако, по­
скольку нужна бесконечная гладкость функционала (2.1), то 
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необходимы дополнительные условия: квадратичность по и ин-
тегранта f° ДЛЯ бесконечной гладкости (2.1); ограниченность 
fuu и не более, чем линейный рост по и для f%a Для гладкости 
класса С2, (при которой и теория Морса и теория Люстерни-
ка—Шнирельмана сохраняют силу). Впрочем, это несуществен­
но для развиваемой ниже теории индекса, поскольку — / ока­
зывается всегда дважды дифференцируемым по Гато в крити­
ческих точках. 

2.2. Сопряжённые и фокальные точки. Индекс и условия 
невырожденности критических точек. Прежде всего нам потре­
буется инвариантное выражение для гессиана функционала / , 
рассматриваемого как гладкая функция на гильбертовом мно­
гообразии 

^r,)-v — {«(.)eL2l[0, Г]\х(Т; х0, U(-))QN}^F7!,T{N), 

где N— (не обязательно замкнутое) подмногообразие М. 
Пусть, как и выше, FXo ,т — отображение вход—выход систе­

мы (2.2), FXoiT:u{-)»x{T] 
т 

А'О, «(-))--= xo°exp yf-\-Qu (т)) dx, О = (g,, . . ., gm). 
о 

Это отображение —гладкое (класса См) из гильбертова прост* 
раиства I f [О, Т] в М (напомним, что М реализовано как замк­
нутое подмногообразие W). Используя формулу вариаций [42], 
можно вычислить первый и второй дифференциалы F'Xt>T и F^oi--
этого отображения, рассматриваемого1 как отображение из 
Lf[0, Т] в R<-. Для этого напомним, ЧТО из формулу вариаций 
следует, что для гладко зависящего от параметра egR семей­
ства Х({г), t£R, полных нестационарных векторных полей на М 
и любого YeDerM, 

f ' 
— exp \ Xt{e)dt = 

-= J ё-Р J ad *{tau}(s) dxd-^-dt°ex~p J Xt (в) dt, ( 2 9 

. ^ H ' W ^ - (2.10) 

[exp \ adX-;(s)d-;—\^~4t, exp ^ a d X c ( s ) d t r 
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Следовательно, для любых «(•), v{-)QL%[0, T] 
г 

F.C„ir(ii)O=^-e=0-X0<'eXp5 (/ + 0(e(t) + 8tl(t)))£/t=. 

Т t Т 

= x0-jj e"j5^ad(/-fGtf(T))dxGw(0d^ex^C (/ + G«(T))dr= 
. 0 0 О 

г 
= л:0-рг (-«>>-—- («)- \ Ad р^ (и) Ov {t) dUpT (a) = 

о 
T 

= x(r)oAdpf'(K)J Adpt(u)Gv(t)dt, 

где, как и выше, 

A(a) = —P$ ( /+аи (т ) )Л . 
о 

Аналогично, из (2.9) — (2.10) для любых и(.), v{;)GL$[Q, T] 
I Г» 

' F'XtiT(u)(v, ' - ' ) - = — - W p j j ( / + О (a(q + et> ( * ) ) ) # -
| - - 0 О 

Г 

— —- .«tf>pr(.« + 8«>>Adpf-(.4f + e«) \ Adp^w + ew) G©(/) dt=-

1 xo°\ Adp*(« + .-^)G^-)d<V.r(.« + e'{cdot}-') — 
de G---0 

дв |е=0 
.x.0-jj Adpt(u-{-sv)(jv(t)dt U r ( a ) + 

+ xo°\ Adpt(ti)Gv(t)dt°— pT(u,+ ev) = 

Г г < 

—-vjj J AdpT(«)Gi)(T)dT, k&pt{ti)Gv{t) 
о L3 
tT 

dUpT (u) -j-

+ x0° jj Ad/.*t(«)Oe(T)rfxjo J Adp t(tt)Ga(-,)dT °pT(u) = 
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T rt 
-=x(r)oAdpf(«)J ^AdpT(«)Gti(T)dx, Adp,(a)Go(t) d* + 

о Lo 

+ x(7,)oAdpf1(«)K Ad/>,(.«)О-в(t)dt]oK kdpi{u)Ov{x)dx 

Таким образом, для любых «(•)> v(•)eL:f [0> Т] 
г 

F^ |. r(«)o-=x(r)-Adpf1(«>$ Adpt(u)G«(T)dT, (2.11) 
o 

г 
F'xt,Au)(v>*)= * ( 7 ' ) o A d . V (a>S ^ Z 7 ' И G ^ CO di° 

0 

г г г t 
J Adp /(a)G^(t)d^-fx(r)oAdp-I(«)5 J Ad/?T(a)Gt. (x)dT, 

Aupt(u)Gv(t)]dt, (2,12) 
t 

р((а).= ёхр J ( / + Ga(T))tfx, teR. 
0 

Рассмотрим теперь функционал /(a) на L2
m[0. Т]. опреде­

ленный формулой 
о 

Г Т 

I{u)^p{x{t),u{t)dt = ^fKPs.A*),*(t))dt, 
О О 

с интегрантом f° удовлетворяющим условиям предложения 2.2. 
Тогда I— гладкая функция на L f [О, Г] и для ее первого и 

второго дифференциалов получаем следующие выражения 
{в точке двукратной дифференцируемости): 

т 
I'(a)v = <ijfu°{x{t),ti(t))v{t)dt + 

о 
т : • . • . 

+ ^fxo(x(t),u(t))F'Xttt(a)vdt, (2.13) 
о 

г 
7"И(^,«)-=5/°ЦЦ(л:(-), и(0)Ь(") .^(0]^- + 
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J. 

+2^fxu(x(t),u(t))[F'Xoii(g)v,v(t)]dt + 
о 

т 
+ \fxM(t)^(t))[Fl

XtiT(u)v,FXiiT{u)v]dt+ (2.14) 
о 

т 
+ j j / ° (x(t), u(t))F'XaiT(a)(v, v)dt Vv(.)6L?lO, T]. 

о 
Здесь 

flu(x(t), a(i))[v(t), v(t)]^v(tffUx(t), u(t))v(t), 
/L(x(t), u(t))[F*tli{a)v, v(t)] = (Fx,Au)v)TAu(x(t), u(t))v(t\ 

Алхщ, u(t))[F'Xtli{u)-v, E;o,,(«H— 
^(FXo,t(u)v)Tf°xx(x(t), u(i))FXtii(u)v. 

(Всюду ниже мы, игнорируя евклидову структуру Rd, исполь­
зуем матричное умножение вектор-строки •!•=-(Ii,... , td) на 

вектор-столбец v = 

gir-...б.*) : ) = 2 ^ у = ( ^ ^ ) -с 
Пусть теперь N — гладкое подмногообразие множества ДО­

СТИЖИМОСТИ %•„ (Т), возможно, не замкнутое в Stx„ (Г). Тогда 
для любого M(-)6L™i[0, T] в окрестности U точки л,(~)-= 
~х(Т; ха, «(•)) оно может быть задано как множество нулей 
k-мерной гладкой функции Ф= (Ф1,..., ф*)т : M{to}Rft: 

U[]M={xQU\O(x)=0}, 
такой, что градиенты УФ 1 , . . . , УФ* компонент этой функции 
линейно независимы в U (градиенты определяются относитель­
но римановой структуры %Хо (Г), наследуемой из римановой 
структуры многообразия М : VXxm^TxiT)%x<l (T) 

здесь и далее угольные скобки с индексом—точкой многообра­
зия обозначают риманову структуру; угольные скобки без 
индекса — значение ковектора на касательном векторе, а так­
же естественное спаривание Der*7W с Der (тИ). 

Пусть ^>д--^E- 1 , r (АО. Тогда 9>{1,\ы — гильбертово под­
многообразие Lf[0,T] и риманова структура на &х

Т1ы индуци­
рована естественной римановой структурой на Lf[0, Г ] , 
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а именно, 
(Va, Wu) U = (V, W)Lml0tT], 4>u (• ) — Й (• ) + V (. ), 

где (•,•)£«•—стандартное скалярное произведение в 
L?[0, Г], а •»„, да„ — касательные векторы к &*?0\N В точке 
и(-): поскольку @{Цы вложено в /."[О, Г], то касательное 
пространство к ^I^N В точке a(-)6^!£!.v представляется как 

ra(.)^!.v = «(-) + L ^ H , 
где Li^w(«)-I?[О, Г] — подпространство в L*[0,T]. По тео­
реме Люстерника [56], оно совпадает с ядром Ker(<l>-Ej-0,г)*,«(.>•. 
дифференциала №°Ej-0,.-)*.K() отображения 

г 
и(.)^ФлР-.0,-(«) — *0°ехр ^ ( / + Qu(i))dtoQ>:LT [0, n-*R*. 

о 
Пусть Pi-̂ vv ( и ) - ортогональный проектор L? [О, Т] на 

L{J^N{U)- Поскольку 
•j = -rH5,(r) . 

то для градиента V.7 (относительно введенной выше римаио-
вой структуры ( •, • > „ на &1ь,и) получаем представление 

V-7(и) ==и(-) + PZIN {и) V / (и), < V7 («),">.;--=/' (u)v. 
Действие оператора Р^лг (и) на произвольный элемент 
vQL£[0, Т] МОЖНО задать в виде Р(1„1м(и) в = « — va, где 
v'uQLf[0,T] принадлежит аниулятору Ann Кет (ФорХо ,r)*>U(.) в 
LiffO. Т] ядра дифференциала (ai-^o.r^.ut.). то есть Vt, Q<t< 
<Т, 

к 
ъ'и(*)^%(а,чФ1(х(Т)), x(T)okdpf (и)окйр{(и)0 ) Х(Т), 

где а,-, /—l, . . . ,k , — гладко зависящие от v(-), u(-) функ­
ционалы. Поэтому мы получаем, что для градиента V/ спра­
ведлива следующая формула: Vtf, 0<£{le}7, 

VJ(a)(t) = u(t) + Vl(tt){t)-
k 

- 2 U;-(")V<->;-(x(n). x(TyAdPrl(ti)MPi(u)G)^T), (2.15) 
У - 1 

ГДе g— |y(«), /==1, . . . , k, —гладкие отображения из 
LlffO. Т] в R. Представлению (2.15) МОЖНО придать более 
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компактный вид, используя как обычно, сопряженную к (2.2) 
систему 

^f°Ax(t),ti(t))-^(fx(x(t)) + Gx(x(t))u(t)), 
(2.16) 

y(t)GTx(t)M, 0<t<T. V 

A именно, пусть Lx —производная Ли по направлению век­
торного поля XgDer M: Lxf =- Xf на функциях /eC°*(M), 
Lj-co = XoiB_Moad А' на 1-формах co6Der*M. Тогда для сопря­
женного к Adp.(tt), Pt(u)=exp \ ( / + Qu{x))di, teR, оператора 

о 
Айр*(и) имеем, согласно [42], представление 

I 

Adp;(u) = exp jj —L{f+GuW)dx. 

Сопряженная система (2.16) записывается тогда в инвариант­
ном виде 

a{t)=-Llnaa{t))(u{t) + f0
x{u{t)), 0 < * < Г . ' (2.17) 

Абсолютно непрерывное' семейство co(t), igR, элементов 
Der*M, удовлетворяющее (2.17), порождает абсолютно 
непрерывное семейство ковекторов ^(t) = x(ty>®(t)=ax^)(t), 
tGR. удовлетворяющее (2.16), и обратно, каждое абсолютно 
непрерывное семейство ковекторов i|)(t), iGR, tyityGTx^M, 
удовлетворяющее (2.16) может быть включено в абсолютно 
непрерывное семейство 1-форм a(t), rfgR, удовлетворяющее 
(2.17). 

Решение co(t), tQR, (2.17) записывается в виде «формулы 
Ко щи» 

t 

со(2.) = ехр jj —L[f+aU(x))dm(0) + 
о 

. t х 

+ exp jj — Цг+аию)dxo\j exp ^ L(f-i-G.7(e))de/°.(..4(t))di----
0 0 0 

t 

^Mp*(u)<s>{0)+A&p){ti){k<ip-I*{u)fx{u{x))d%, (2.18) 
i 

Теперь, используя формулу [42] 
<Adp*(tt)cD, X> ==/>--• (и)<w, A&pt{ti)X) (2.19) 

. VXeDerM, ro6Der*M. , . 
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и полагая (см. (2.15)) 
k 

*(7,) = .2S;(a)V-l>-(JC(-7')). (2*20) 
J-i 

получаем V*,(.)eLf(0, Т]: 
г 
\fx{x{i),u(t))F'Xo,t{ti)vdt~^{T)F'Xt,T{ti)v^ 
o 

г t 
--=$--(-)</i(и(0). A d p r ' ^ S A d ^ ^ G ^ W d T ) ^ -

0 О 

т 
-х{Т){ Ad* рг («) .ф (0) + Ad p*-. (и) J Ad V * («) f°x (tt (0) dt. 

o 
. Adp-r1(tt){jAdp,(«)Gt)(*)dO -=jjc0<Ad/?7-1,(i')/°(a(0). 

0 0 
t т 
jj Ad p% (ti) Qv (x) dt)dt-x0{ al);(0) + J Ad p-"1 *PX (»(0) <#. 
0 0 

г г 
5 Ad Pi (u) Qv (t) dt > = x0 < [ Ad pf* (и) / ° . (a (0). 
0 0 - • 

T T t 

J Adpi{u)Gv{t)dt)-xQ^ < J Ad/;-'*(«)/»(«(T))rfx, 
0 0 0 

Г 

Adp^)fo>(t)>dt-xD<o|)(0), {JAdp,(tt)Gt>(t)dt> -
o 

r r 
-x0< jjAdp-l*(«)/° (K(t))dt. {jAdpx(tt)G-j(x)d-= 

0 0 
T t 

= - Л0ОJ < J Ad /----уо (и (x)) dx, Ad д (и) 0« (t) > dt -
о о 

г 
-x0^ <^(0), Adpt(a)Qv(t))dt = 

о 
T t 

^ -\x(t) ( Айр)(и)^ Айр-ЧЩ fx(tt(x)dx, Oif(t))dt-

т т 
- jj x (t) < Adp; (к) -&, о-- (t) >dt = - J -Ф (t) о(x it)) ̂  it) dt. 
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Таким образом, vt,0<t<T, 
V./ (u)(t) = u(t)+PiJ)N(it)vI (и) (*) = «(*) + 
+ V/(«)(0-^(7 ,)^(n°Adp^(K)Adp((H)G--= (2.21) 

— «(-) + /£ (*(-)• a(t))-^(t)0(x(t)), 
где 'фО-). 0 < г . < 7 , —решение сопряженной системы (2.16) или 
(2.17) с «конечным» условием 

к 
Ф(П = 2|>)УФ'С*(ШТ;1(П^ = 

J - 1 

Используя представление (2.21) теперь легко доказать следу­
ющее 

Предложение 2.3. Пусть (2.2) — конечно определённая 
система постоянного ранга, J— функционал вида (2.1), удовлет­
воряющий условиям предложения 2A, V—подмногообразие с 
углами в 91.г0(Т), T = F-\<y)-~соответствующее ему гильбер­
тово подмногообразие с углами n..Lg[0, Т]. Тогда точка и (•)&?*• 
является критической точкой функции--J на Т в том и только 
том случае, если существует решение Ц(1)&Т*х{п(Уху)(*), 0^-
<t<T, сопряженной системы (2.16) или (2.17) такое, что для 
всех t, 0<t<T, 

/ ° (x(-)- и(t)Hф(0-(*(<)) (2.22) 
и 

-Ъ(Т)еГмту. (2.23) 
При этом, —V{cdot}/(«)6relintr*(.)̂  в том" и только том случае, 
если . 

-i |)(~)6relintr; ( r )I/. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть и(-)—критическая точка — / 

на Т. Тогда, по определению, 
-4J{iiW*u(,f*> { vJ(u), '-"„•) в > 0 V.t,Bg)7,

B(.)y. 
Пусть x(t)=x(t; XQ, U(-)) —соответствующая и(-) траектория 
управляемой системы (2.2) и NczM — открытая грань V, име­
ющая минимальную коразмерность в Л. и содержащая точку 
х(Т). Выберем 1|)(~)€~Я(.-у-̂  так, что Vr, 0-<г.<7, 

Ъ1тЦ-Ъ(Т)х{Т)АйРг*(и)кйрЛи)О^Р%\„(и)Ч1(и)М, 
где P^>|/v(и) —ортогональный проектор Lf[0, Т] на L^N(u)= 
•=Ти(-)^,^-|Л, —и(-), &^jN — открытая грань Т минимальной 
коразмерности, содержащая //(•), то есть •9a^N = F~*tT{N). 
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Пусть vuQTU(.)T. Тогда, по определению, 
< S7J(u), t)a> ц=(у/(и)^.-П10|Г1---(у/(и). «)£«[о,п — 

-^(r)E;o,T(«)^+oi(r)F;ojr(n)t>= 
= ( у / (и) — -j> (Г) х {Т >Ad р~х (и) Ad p. .(я) G, т-Цч-.п + 

+ ii(nF;0,T(")'y=(^!^(")v/(«)1 ^)z«[o>7-,+*(-")F;01r(tt)^= 
= (V/(«), -D!vr

0
)„v(")^1o,r1 + ^(^)F;o , r (")^ = 

= (V7(a), P^(a)t» + e > e + Ti,(n.F; t i r(^^-=^(r).F;, , r(a)t». 
ибо u(-)+p(2N(u)v(-)eTu{.)^i]N>a из условия - v y (a)erB(0:r. 
следует, что \7У(u)±.Tuv)^x

T)
N> т 0 е с т ь < УУ(")> « + 

+ ^ ! л ( " И я = 0. 
Таким образом, для любого •ovfcTU{--)V-

0 < < уУ (a), <ou > „ = !|,(r)F;o]-.(«)o, 
откуда, ввиду суръективности F'XutT{ti), получаем 

-•Ф(Т)еТ!-(г)1л 
Поскольку V.-j(.)eLf |0, Г] 

< УУ (и). a + P.Vr,U (и)"-»)-,-О, 
то, используя соотношение i|)(r)E*0,7(w).Pi,,"!.v(a)tf ==0, выте­
кающее из уже установленного включения — \[>(T)GT*x{r)V, по­
лучаем, в силу (2.21), что 

0= < уУ (u)l P2N(U)V + U) u-=(V/(«). P(1\N{U)V)LIU[UIT] = 

— ( Р ^ ( и ) у / ( а ) > ^ х , > п -
r 

= 5 (fl ix(t), tt(t))~q(t)0(x{t)))v(t)dt, 
0 

откуда, в силу произвольности t-(•)6/.2l[0, Г], вытекает соотно­
шение 

/ ° (x (0 . Ht)) = y{t)Q(x{t)), 0<t<T. 
Обратно, пусть — \\>(T)£TX{T)V и выполнено условие (2.22) 

для решения $(t)GTx{i)(Jx{t)(t), 0<t<T, сопряженной систе­
мы (2.16) или (2.17). Покажем, что «(•)-критическая точка 
— У, то есть, что < S7J{u), vu > „ > 0 Уч>явТ„{.)Г. 
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Поскольку -ф(Т)еТ'(Г)1Л то ^(T)±TMr)Vf](-Tx{T)V). 
Следовательно, если Л''—максимальное интегральное многооб­
разие распределения X^-TJV Г\( — Т XV), проходящее через точ­
ку х(Т), то ^{TW^(T)N и, в силу (2.22), ^ ( . ^ f [О, Г] 

т 

о 
^(PZ\N(U)VI(U), ^ ) i ? [ 0 , r ] - < V-/(w), й + Р ^ ( « ) Ф > и, 

где Р^̂ лт'С )̂ — ортогональный проектор L? [О, 7J на L^.^a) = 
= Тип&>{х»).м—#(•)> -^i-,?^— соответствующая 7V открытая 
грань Г: 9Z\N=>F?,.T(N). 

Следовательно, если v^Ta^T, то 

< v-/(fl). «в ) «-(V/(«), ~)лм[о,п-="(--г(й). ")i« [ 0 lr]~ 

--МТ)-^..г(а)- + ф(П-*.--̂ ^̂ ^ 

+ * (-") F^o,г (к) -а=Ф (Т) F;„,г («) - > о. 
Это и означает, что «(•)—критическая точка функции — / 
н а Г . 

При этом, из полученного представления 
< у/(к)> -«> „=o|)(r)E;oi7,(a)t) v<otteTu{.)r, 

вытекает, что — s/J(ttyEtellntT^.fl в том и только том слу­
чае, если —-я|э(Г)бге1МТ*с(Г)̂ . 

Предложение доказано. 
Утверждение предложения 2.3 является, по-существу уси­

ленной версией принципа максимума для рассматриваемой за­
дачи ; _ ^&i-M3& 

т 
•A , 

« (2.24) 

*=-= / И + _ И ' ^ (•*)=/ (*)+-(•*) «I -«eM. 
•*(о)=*0, .*(Т)еи, и(.)е1^[0,Т]. 

Усиление состоит в том, что эта задача оказывается нормаль­
ной в общепринятой терминологии. 

Пусть снова и (•)&".— критическая точка функции —J на Т. 
Выпишем выражение для гессиана J на &^tN> г д е ^ — грань. 
V минимальной коразмерности, содержащая х(Т) = х(Т; х0^ 
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(•)) внутри себя, воспользовавшись для этого полученными 
выше формулами (2.12), (2.14) и (2.15). 

Гессиан J"(u) является квадратичной формой на 

и для любого 'OuGTu(.)&'(Jt]N определяется формулой 

J"(u)(va, *„)=--— у ( й + е о ) = 
е=0 

d 
d& е=0 

< V{cdot}/(« + ET), Vu+ev > u+w = 

d 
'da 

ибо 

(V-/"(«+stJ), v)Lm,o т\~Т~ У(т'' u+zv)F' r(u+sv)v=* 
8=0 2 l ' ' Я8 E = 0 

= I№(tt)(v, v)-y(T)F-XtiT{u)(v, v)-

k 

-2h^)4x^(T))[F'XoiT(u)v, F^T(u)v], 

— Г ф(Т; a + e e ) F ' (a + et»)= 
я8 I 8=0 

ft 

=2(^(«))„„(.)t;vQ^x(r))E;o,r(«)^+ 

/=. 

а первое слагаемое равно нулю по выбору •z)6L^)/v(M) = 

-=Ker(«K-F.r„,.")»,«(.). Поэтому, в силу (2.14), для ^ б ^ д Д и ) 
т 

J"{u){vu, va)=\f\a{x{f), u(t))[v(t), v(t)]dt + 
о 

г 
+ S./i(JC(0, u(t))F'Xtit(u){v, v)dt + 

0 
r 
0 

. r 
+ $ Л,<*(0- « Ш ^ Ж F'Xo>t(a)v]dt-
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-W)F"(u)(v, v)- (2.25) 
k 

• с . 

где г»и(-)-и(-) + 'У(.), 
k 

j-i 
a F'x T(u) и F^.o>r(a) определяются по формулам (2Л1), (2.12). 

Обозначим yb) = F'Xi)_t{ti)v. Тогда 

= x(t)°Adpr
l(u)UXo, 0<t<T, 

— абсолютно непрерывная кривая, и 
t 

~ = ^х (t)oAu "-• (и) J Ad р% (и) Gv (т) dx= 

t 

— — .--о- \ AdpT (и)Gv {%) dt°pt (a) = x-°Adpi(a)Gv(typt(a) -f-dt J 

e 

+ xo- jj Ad рг (и) Ov {%) diopAf + GK (0) — .xo°p.- («)) Gv (t)+ 
о 

t 

+ x0°pt (a)-Ad /»(-' (a) J Ad px (a) Go (r) dx(f+Си(0)== 
o 

= A(t)y(t) + B(t)v(t), 0<t<T, 
где Л (*) = / Л * (t)) + О , (*(*))«('). B(t) = Q(x(t)), 0<t<T,ro 
есть г/(̂ ), 0«.г!<Т, -траектория линейной управляемой 
системы 

y^A(t)y + B(t)v, 0<t<T, 
г/(0)=0, 1|,(Г)2/(Г) = 0. 

Далее, полагая z{t)=F"Xti{ti)(v, ю) находим: 

(2.26) 

dz(t)_ d 
dt ~ dt = - j \x(t>Adpr1 (")° J A d ^ («)Q-o (x)dxo JAdpx{u)Gv{x)d%Jr 

l 0 0 

x (tyAd pf (a) J К Ad p0 (a) Gv (9) de, Ad pt (а) G« (т) 
0 uo 

d t 
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-= ( — x0-jj Ad p , (u) Qv (x) dxo ^ Ad/7T (u) Ov (x) dx Vpt (к) + 

+ ( x0°jj Ad Pt («) G*. (t) dxo jj Ad p t (a) Gw (x) dx f&jp + 
V о 0 

л-\—хЛ [ Ad рв (it) Ov(Q)dQ, Adpt(u)Ov(r) 

i t v x 

+ 1*<Д [kdpe(tt)Qv(Q)de, Ad px(u)Gv(%) 

t 

— 2x0° jj Ad px (u) Ov (x) dx»/?, (u) Ov (t) + 

О . - 0 

dx 

dTb/?., (U) + 

) 
dpt(u)m 

dt 

+ xojj Ad po (u) Qv (9) dO. Adpt(«)Gt)(x) 
0 LO 

t 

dxopto{f + Gu{t)) + 

+ xo°\ AdpT(«)Qt)(x)dto \ Ad px (u) Ov (x) dx°p t{f + Gu{t)) = 
о о 
-= А(t)z(t)+ 2/5(i) [i/(t), *(0] + Q ( - ) № - У (01. 

где 
P(t) = Qx(x(i)). Q(t) = fxAx(t)) + QxAx(t))u(t), 0<t<T. 

Таким образом, 2(0. 0 < * < 7 \ —траектория линейной системы 
z = A{t)z + 2P(t)[y{t), v(t)] + Q(t)[y(t), y{t)\, 0<t<T, 

2(0) = 0. (2.27) 
Следовательно, мы получаем, что J" {и) — квадратичный функ­
ционал вида 

т 
J"{u){vu, *>„)=$/°„(x(0- tt(t))[v(t), v(t)]dt + 

о 
г 

+ 2 $ / ^ ( x ( 0 , u{t))[y(t), v(t)]dt + 
о 

Г Г 

+ \ flAxV)> ЗД[У(0> У(0]d' + $ / iU(0 . u(t))z(t)dt-
0 О 

(2.28) 
-- |(Пг(П-2М")ф№(П№)> гКЩ. 

. / • = 1 
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на траекториях управляемой системы 
y = A(t)y + B{t)v, z = A(t)z+2P(t)[y(t), v(t)] + 

+ Q(t)[y(t), У{Щ, У(0)==0, 2(0) = 0, y(T)y(T) = 0. (2.29) 
Поскольку г(/), 0<t<r, —решение системы (2.27), то 

t 

z(t)^V{t)Y~\x){2P{x)[y(x), v(x)]±Q{x)[y(x), y{x)])dt, 
о 

где Г(^), 0{le}/{le}T, — фундаментальная матрица решений одно­
родного уравнения z—A(t)z, нормированная условием Г(0) -=--/. 
Следовательно, 

т 
J"{u){v(i, vu)^^fl(x(t), a(t))[v(t), y{t)\dt + 

о 
г 

+2$/ ; .„ (*(*) , й(0)[У(0- v{t)]dt + 
о 

г 
+ J / ° х (•*('). u{t))[y{t), y(t)]dt + 

о 
г t 

+ J / ^ ( x ( / ) , e( t ))Jr( t )r- ' ( t)(2p(T)[i / ( t ) , <о(т)] + 
о 

+ QWy(t), y(x)])dxdt-

-^(T)^T(T)T~>(t)(2P(t)[y(t), v(t)]+Q(t)[y(t), y(t)]dt-
о 

* 
-2,Ш<1>их(Т))1у(Т), y(T)] = 

/=-
r 

= i'/L(^(0. tt(ty[*(t),v(t)]dt + 
0 

T 
+ 2 $ ( / ° «(-*(*)• u(t))~^{t)Ox(x(t))[y{t), v(t)]dt + 

0 
T 

+S (Л, (x (o. «(o) - •* (t) (/Mx (0)+о Am) <щу (>). уда^ -
0 

ft 

-2и«)Ф.и^(Т))ыТ). ищ. 
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где, как и выше, ч|з (;•.), 0 < t < Т, — решение сопряженной. 
системы (2.16) или (2.17). 

Теперь, вводя функцию Гамильтона-— Понтрягина 
Н($, х, u)=-f°(x, u)+y(f(x) + G(x)u) (2.30> 

и полагая g(a)=(.5t (и) ЫЩ), 
# ««(0---H»«№(0. x(t), u(t)), tf«(0=H«W0. x(t), u(i))> 

Hxx{t) = Hxx(^(t), x(t), U(t)), 
получаем, что для ^кбТ„(.)-^Ц^--=«(•)+ L(Ia\N{u) 

т 
J"(u)(vu, *„)=-J{#BB(0[-(0. г»(01 +2^а(')[1/(0. '-'(01 + 

о 
+ Uxx(t)[yW> y(t)]}dt-l(u)<S>xAx(T))[y{T), y(T)], 

y*=A(t)y + B(t)v, 0<t<T, 
</(0)=0, Ц»(Т)1/(Т)=-0. 

Таким образом,установлено 
П р е д л о ж е н и е 2.4. Пусть (2.2)-конечно определенная. 

система постоянного ранга, У-функционал на У = E~> {V)> 
где V — подмногообразие с углами в St... (Г), удовлетворяю­
щий условиям предложения 2.2. Пусть Л/сМ— грань V 
максимальной размерности, содержащая x ( r ) внутри себя и 
задаваемая в окрестности точки л:(Т) уравнением Ф (x) ==•• 0,. 
rank Ф (x) = codim N. 

Тогда для гессиана /"(и) сужения J\^T) функционала / 
на •-̂ !î !.v----EJ„1,."(A/') имеет место представление 

т 
J"{u){vut vu)=-^{Hxx(t)[y(t), y(0] + 2H^(0|y(0> « (01 + 

о 
+ # В В ( 0 И 0 . v(t)]}dt-Z,(ii)<Z>,xx{x{T))ly(T), у (Г)], (2.31> 

где y(t), 0<г.<Т,— траектория линейной управляемой системы 
y~A{t)y + B{t)v, 0 < * < 7 \ 

l/(0) = 0, ^{T)y{T)=Q. - -6 } 

В частности, гессиан функции 1\Ф(Т) ЯВЛЯЕТСЯ лежандро-
-v„ ,N 

вой квадратичной формой, и следовательно, коиндекс произ­
вольной критической ТОЧКИ функции — / на Т конечен. 

Напомним, что квадратичная форма на гильбертовом про­
странстве называется лежандровой, если она представляется в; 
виде суммы положительно определенной и вполне непрерывной 
квадратичных форм на этом пространстве (см. [75]). 
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Условие эллиптичности (2.7) гарантирует положительную 
определённость формы 

т 
v(')~-^Uuu(t)[v{t),v(t)]dt:LZ>N(u)-+R. 

о 
Квадратичная форма 

т 
v(-)^{2Hxa(t)[y(t),v(t)]+Hxx(t)[y(t), yV)]dt + 

o 
+ 1 (у) Ф*Лх (Т)) (У (Т), У (Т)): L{1\N («) -> R 

порождается вполне непрерывным самосопряжённым операто­
ром 

K{L\N(и)- P{Z\N (и)°К: Ь%\„ (и)-> L ^ (и), 
где Pî !-v(«) —. как и выше, ортогональный проектор LffO, Г] 
на Lx

T^,N{a), a /С:/..? [О, Т] {to} La* [О, 7], — самосопряженный, впол­
не непрерывный оператор в L^[0, T], определенный формулой 

(Kv)(t)^Ur(t)r-l(T)Q(x(T))v(-z)dv) Hxu{t) + 

т 
+ lvT{x)Hux{x)T{%)diT-\{t)G(x{t)) + 

t 
Т / t \Т 

+ m Г (т) Г"1 (9) О (х (8)) v (6) d9 Hm (г) Г (т.) А Г 1 (t) Q (x (t)) + 
t \ о 
'Т \Т 

+ Кг(Т)г-чо--Ч*(ОМ')--ч 1(а)Фхх(х(т))г(Т)т~^)0(х^)), 
0 < t < r , (2.33) 

где HT
xlt{i) = Httx (•-)> Г (^ — фундаментальная матрица решений 

однородной системы z = A(t)z, Г(0)-=/. 
Таким образом, гессиан J" порожден оператором 

- {М%1„(и) + K2N(U)) :Ll\N(и){to} lMt\N {и), 
где M{£\N{u)v(t)^v{t)TtfU*)= -W)TfMt)> "(*))> OKt^T. 

Назовем точку Т фокальной точкой для экстремального 
управления a(t), 0 < z . < 7 \ если оператор Мх

Т
а]м{;и)~{-К{1<,]м{и) 

имеет нулевое собственное значение, иначе говоря, если он 
вырожден. 

Здесь и ниже под экстремальным управлением понимается 
критическая точка функции — J на Т, таким образом, экстре­
мальные управления выделяет предложение 2.3. 
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Наряду с фокальными точками нас будут интересовать так­
же сопряжённые точки экстремального управления u(t), 0{le} 
{le}t-<7,- содержательно они соответствуют случаю «двухточеч­
ной задачи», когда N сводится к точке, а формально опреде­
ляются следующим образом. 

Пусть L^,^) {u)cL™ [0, t] — ядро отображения Fx * («), 
u(t), 0 < / < Т , — экстремальное управление и Р ( ' ' .,-. (и)~орто-

**0'{cdot}^ v / 

тональный проектор L<f[0, t] на L{2tX{t)(u)- Пусть далее, 
KXIN{M) = P^lxy-) (Щ°К, где /Г—самосопряженный вполне не­
прерывный оператор в L™[0, /], определенный формулой 

^ Y * 
(Kv)(t) = \ Г (О Г"1 (т) О (х(т)) v (т) dx ЯЛ.Ц (0 + 

N0 / 
t" 

+ J т / (х) #„,(т) Г(х) dxr-' (0 О (х (t)) + 
t 

t / т \ Г 

+. J К Г (t) Г-1 (о)о (х (е)) v (e) do нхх (х) Г (х) л г - ' (/)о (х(о). 

0<*<£ (2.34) 
Точка i, 0 < / < Г , называется сопряженной точкой экстре­

мального управления и(/), 0 < г . < Г , если нуль является соб­
ственным значением оператора Мх'1ы(-<*) + KX[\N(")• 

Заметим, что сопряженная точка t = T является также и 
фокальной точкой, ибо если существует 0фъ(-)£Ьх\]Х(Т) (и) — 
= KerE;o,r(«) такой, что (/C!vr„!w(") + M{Jt\N{u)) в = 0, то 
(-7C5fr.U(a)+Af^(a))-o = 0, ибо .#У,>лЛ«)---•-?£!*('«) на 
^ ) . ( г ) ( й ) с 1 ^ ( и ) . 

Сопряжённые и фокальные точки допускают следующую ха-
рактеризацию в терминах существования нетривиальных реше­
ний некоторых краевых задач для гамильтоновой системы 

р=-~'26y{t, р, у), y'=2ep{t,p,y) (2.З5) 
с гамильтонианом 

8§{t, p> y) = 36{t, p, y,~i{t, p, у)), 

2/6 {t, Р, y,v)="ffail(t)[v, v] + 2Hxu[y,v] + 

+ Нхх(t)[у, y] + pA(t)y + pB{t) v, (2.36) 
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где 
"3ey(t, p, y) = 2ey(t, р, ytlo(t, P, У)), 
96pit, P. y) = 96p{t, p,y, v(t, y, p)), 

a •.-, = •» (t, p, ^ — единственное, в силу условия эллиптичности 
(2.7), решение уравнения 

2vTHuu {f) + 2yTNxu (t) -f pB (t) = 0. (2.37) 
Содержательно, линейная гамилътонова система (2.35) воз­

никает при рассмотрении так называемой втортной задачи 
т 
${Явв(*)[г>, v] + 2ffxu{t)[y. v] + Hxx(t)ly, yl)dt+ 
о 
+ 1(и)Фхх(х(Т))[у(Т),у(Т)]-+тах, (2.38) 

у = A {t) у + B[t)v, 0 < t < Г, 
*/(0) = 0, 4 (Г) у (Г) = 0, ^(-)6L2

m[0, Г], 
П р е д л о ж е н и е 2.5. Точка Т является фокальной точкой 

экстремального управления и(а-), 0 < . t < r , в том и только том 
случае, если существует (p(T)QTX(T)N такое, что система (2.35) 
имеет решение {p{t),y(t)), 0.<г.<7\ у(1)ф0, удовлетворяю­
щее краевым условиям 

у(0) = 0, $(Т)у(Т) = 0, 
р (Г) = - Ф (Г) + 2у* (Т) I (и) Фхх (х (Г)). V-dJ> 

Точка t, 0</{le}r, является сопряжённой точкой экстремаль­
ного управления u(t), 0{le}/{le}7, в том и только том случае, если 
существует нетривиальное решение (p(t), y(t)), 0{le}tf{le}t, y(t)*£0, 
гамильтоновой системы (2.35), удовлетворяющее краевым усло­
виям 

У(0)=6, y(t)-0. (2.40) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем, например, первое утверж­

дение предложения 2.5. 
Для этого, заметим, что уравнение относительно v(-)Q 

€Мч!л(«) 

эквивалентно уравнению 
{Kv){t) + Мх\\м{Щю{1)^ч{Т)х(ТуМр? {a) Mp,t{u)G, (2.41) 

0<t<T, 
с некоторым Ф(Г)6Тх(Г)Л'', ибо действие onepaTopa проектиро-
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вания Р!./„!л'(«) на элемент w^L^{0, T] равносильно прибавле­
нию к w произвольного элемента w' из аннулятора в LsT [О, Г] 
пространства £ ^ л ( я ) = Кег(Ф--/7*.,,т)*,и(-)\ произвольный такси 
элемент имеет вид 
w'(t) = <p(T)x(Ty>Adp7l{it)A&pt(a)Q-=4>{T)r{T)r-1(t)G(x(t)), 

о<*-<Т . 
С другой стороны, непосредственная проверка показывает, что 
уравнение (2.41) есть ничто иное как соотношение (2.37) для 
решения (p(t),y(t)),0^t^.T, системы (2.35) с краевыми усло­
виями (2.39). Следовательно, если (2.41) имеет нетривиальное 
решение, то нетривиальное решение имеет и краевая задача 
(2.35), (2.39) и обратно. 

Предложение доказано. 
Справедливо следующее 
П р е д л о ж е н и е 2.6. Пусть (2.2)—гладкая управляемая 

система, удовлетворяющая условиям конечной определённости 
и условиям релейности (1.2) — (1.3). Тогда, если u(t),Q^.t^.T,— 
экстремальное управление (то есть критическая точка — / 
на Т), то существует не более конечного числа (изолирован­
ных) сопряжённых для и(-) точек на [О, Т]. 

Доказательство основано на следующем утверждении, уста­
новленном автором в [32]. 

Л е м м а 2.1. При выполнении условий предложения 2.6 пло­
скость 

Пж0(»(-))=П^ -spanR{Jcd»Ad/>/(a)Oe; *G[0, Г]*, jpeR"-} 
совпадает с плоскостью 

n<f> («(•))= spanR {.vAdPt («)Ov; tGE*, veRm} 
для любого измеримого Ecz[0,T], m e a s E X ) , где E*— множе­
ство точек Лебега управления u(t), teE. 

Теперь доказательство предложения 2.6 проводится в пол­
ной аналогии с доказательством соответствующего утвержде­
ния в работе А, В. Сарычева [94], ибо лемма 2.1 гарантирует 
выполнение усиленного условия регулярности этой работы. 

Кратностью 10) сопряжённой точки t, 0<<?<Г, экстремаль­
ного управления «( . ) называется размерность пространства 
решений краевой задачи (2.35), (2.40), то есть число линейно 
независимых абсолютно непрерывных функций у (.0, 0^t{le}t, 
для которых (p(t), y(t)), 0{le}t{le}t, — решение задачи (2.35), 
(2.40). 

Из результатов [94] и предложений 2.3—2.6 настоящей 
статьи вытекает следующая 

Т е о р е м а 2Л. Пусть (2.2)—конечно определённая систе­
ма постоянного ранга и u\t), 0{le}tf{le}jT, — экстремальное управ-
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ление. Тогда и(-)—невырожденная критическая точка функ­
ционала— J на У в том и только том случае, если 

1. —ф(7-)бге1 int7Km* V; 
2. точка Т не является фокальной точкой управления и(-). 
Если, кроме того, выполнены условия релейности (1.3) и 

экстремальное управление u{t), 0{le}£<7\ таково, что 
TxmVr\(-Tx{T)V)-{0}, (2.42) 

то индекс IndU(.) / " этого управления (равный коиндексу 
w(.) как критической точки — / на Т) вычисляется по фор­
муле 

-nd„(.)./"= 2 l(i), (2.43) 
О < t"<T 

где сумма берётся по всем сопряжённым точкам t на (0,Г), а 
l(t) обозначает кратность сопряжённой точки i. 

В заключение этого пункта укажем способ вычисления ин­
декса Ind.^.)/" экстремального управления и (t), 0{le}̂ {le}7, в слу­
чае, когда не выполнено условие (2.42). Основой для этого-
служит следующее утверждение, установленное в работе 
A. A. Аграчёва [4]: 

Л е м м а 2.2. Пусть Q — непрерывная квадратичная форма 
на гильбертовом пространстве ф, положительно определённая 
на некотором подпространстве в ф конечной коразмерности. 
Предположим, что &cz$ — замкнутое подпространство ф, 

fi^—{/*e£|Q(A, t /)-0 vi/бЙ}. 
Тогда 

Ind Q =-Ind(Q Гс) + Ind Ш ̂ x) + dim (Й П S^) -

-dim(SnKerQ). (2.44) 
Ввиду лежаидровости гессиана J" (см. предложение 2.4 и 

[75]), мы находимся в условиях применимости этой леммы 
к Q = J", $> = LZ\N(U) И 2 = L2MT)(U), 

В этом случае QfQ = J"\ m , так, что 
J"\AT) „.,,„-. (*»-• *>«)-= 

— - J Фии if) [V, V] + 2Нха {t) [У, V] + Йхх (t) [У, У)} dt, 

y = A(t)y + B(t)v, y(0) = y(T) = 0. 

о 
где 



Следовательно, по теореме 2.1, 

0</<Г 
если система (2.2) является конечно определенной системой, 
удовлетворяющей условиям релейности (1.3). Предположим.. 
что Т не является фокальной точкой экстремального управле­
ния u\t), 0 < / . < 7 \ Тогда Кег J" = {0} и, следовательно, 

Ind e ( . )7 ' - 2 П*) + ШиИГ\ {Т) + 

+ dim UZlxm (и) П^ . . - ( г , (и)). (2.45> 
Где •-?i:?,̂ (7')(«) — (Lir(()),^(r)(«))y''. Справедлива 

Лемма 2.3. Пространство 3?х\]Х(Т)(и) совпадает с мно­
жеством тех v (-)6Li?[0, Г], для которых 

v(t)*=v(t, p(t), y(t)), 0<t<T, 
где 'v = v(t, p, у)-единственное решение уравнения (2.37)г а (p(0> ytf))i 0 < ^<7\-решение гамильтоновой системы 
(2.35) с краевыми условиями 

t/(0) = 0, г|(7)ИГ) — 0. (2.46> 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Условие г) (•)6.-?^!.г(г) («)> очевидно, 

равносильно тому, что v (•) и соответствующая траектория 
U{t) — y(t> 0> v(•)) доставляют максимум функционалу 

г 
l0au(t)[v, v] + 2HX!l(t)[y, v]+Hxx(t)[y, y])dt 
о 

при условиях г/(0)= 0, y(T)=yv, y(.)<3L2
m[0, Г], где yv — фик­

сированный элемент, ^(T)yv=0, на траекториях линейной 
системы, 

y=A(t)y.+B{t)v, 0<i{le}T. 
Поскольку из условий постоянства ранга системы (2.2) выте­
кает нормальность этой задачи максимизации, то утверждение 
леммы следует из принципа максимума Л. С Понтрягииа. 

Лемма доказана. 
Из леммы 2.3 следует, что размерность подпространства 

Lx
T)

x,T){u)[\9?W)iX{T) (н) совпадает с числом линейно неза­
висимых абсолютно непрерывных функций у(^), 0 < ^ < Г , удов­
летворяющих гамильтоновой системе (2.35) с краевыми условия­
ми г/(о) = О, у(Т)=0, то есть с размерностью пространства 
решений этой краевой задачи. Так как Т не является фокаль­
ной точкой, в частности, не является сопряженной точкой для 
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управления u(t), 0<t<T, то dim WJt\x{T) (й)П^?,*(г) (и))= = 0 ' 
отсюда получаем следующий окончательный результат. 

Т е о р е м а 2.2. Пусть (2.2) —- конечно определённая система 
постоянного ранга, V — подмногообразие с углами в Шх„ (Т), 
T=FX 0.г-1(У)- Тогда экстремальное управление u(t), 
0{le}/{le}7\ является невырожденной критической точкой функ­
ционала — / на F в том и только том случае, если 

-•ф(Т)еге1ШТ;{ Г .у 
и точка Т не является фокальной точкой управления u(t), 
'0{le}/{le}7\ Если, кроме того, выполнены условия релейности (1.3), 
то индекс JndU(.) / " этого управления (равный коиндексу «(•) 
как критической точки функции — / на Т) вычисляется по фор­
муле 

Indu(.)/"= 2 ^(0 + Ind„(.)/, (2.47) 
о<|Г<г 

тде J — квадратичный функционал 

ПУ. Р)=~Р(Т)У(Т)~1(и)ФхЛх(Т))[у(Т), у(Т)], (2.48) 

определённый на конечномерном подпространстве в 
^1>2г[0.-"]Xl^b2;[0, Г], состоящем из абсолютно непрерывных 

•функций (y{t),p(t)), 0{le}^-T, удовлетворяющих гамильтоновой 
системе (2.35) с краевыми условиями 

г/(0)-0, а | )(ЭДГ)=0. (2.49) 
'Сумма в (2.47) берётся по всем сопряженным для управления 
•u(t), 0</{le}r, точкам на (0, Г), a ^ - d i m n X o . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Осталось доказать лишь формулу 
(2.48) для индекса критического (экстремального) управления 

.a ( t ) ,0<t< . r . 
Заметим, во-первых, что размерность пространства решений 

краевой задачи (2.35), (2.49) совпадает с числом линейно неза­
висимых абсолютно непрерывных функций y(t), 0{le}t-{le}.T'J удов­
летворяющих (2.35) и (2.49) с некоторой p(i.), 0{le}£{le}7, ибо, 
если y(t)=0, 0{le}f{le}7\ то из (2.37) получаем 

2v(t)Ttiuu(t)+p(t)B(t)^0, В(0о(t)—0. 

•Следовательно , 2v(t)THuu(t)v(t) +p(t)B(t)v(t)= 2v(t)TH~UU(t) 
w(t)—0, откуда, в силу усиленного условия Лежандра, 
v ( 0 = 0 , и, значит, p(t)B(t)=0. Поэтому, ввиду постоянства ран­
га исходной системы, p(t) =0. 

Отсюда также следует, что отображение 
(p(t),y(t))»v(t)=v(t,y(t),p(t)),0^t^T, 
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дает линейный изоморфизм пространства решений краевой 
задачи (2.35), (2.49) на &?о\х{Г)(и). Далее, 

т 
J"\&T) (<,)=—<: {huu(t)[v(t), ^( t )]+ 

Хо,Хо(Т) 'I 

+ 2tixu{t)[v(t), y{t)] + Hxx(t)[y(t), y{t)]}dt-
~Ъ(и)Фхх{х(Т))[у(Т), у(Т)] = 

т 
= \ {P(0 A(t)y(t) + p(t)В (t) v (i) — Ж(t, pit), у(0)}dt -

o 
-Ш®*Лх{Т))\у{Т), у(т)]. 

ПО теореме Эйлера об однородных функциях, 
ЖЦ, pit), y(t))=*±p{t)3fcp{tt p(t), y{t)) + 

i-~3ey(t, p{t), y(t))y(t). 

Поэтому, в силу системы (2,35) и краевых условий (2.49), 
т 

J"\^T) ,иЫ*=\ {p(t)A(t)y(t) + p(t)B(t)v(t)-

-kit, p{t), yit)}dt-%iu)®xxixiT))[yiT), yiT)]= 
т 

-\{p(t)Ait)yit)+pit)Bit)v(;t)-±-pit)yit) + 
О 

+jp(t)y(t)}dt-liu)Q>xxixiT))lyiT), У(Т)]~ 
т 

= \{p(t)y{t)~l-p{tjy(t)+±-p(t)yit)}dt-
s 2 2 

т 

-m®.xAx{T))[yiT), yiT)]^l~p{i)y{t)di~ 

-$(u)^Ax(T))[yin yiT)\=\PiT)yiT)-
-ш®*лх(т))[у(п y(T)]> 

что и доказывает формулу (2.48). 
Теорема доказана. 
2.3. Некоторые Приложения. В этом пункте мы дадим про­

стейшие приложения развитой выше теории. 
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Отметим, во-первых, что для гладких управляемых систем 
т 

*=••/(.*)+ 2 «*-&(*), xeM, (2.50) 
i—\ 

удовлетворяющих условию квазакоммутативности 
[gP ad*/&] = 0 (2.51) 

для всех /, ./ = 1 т, /г--=0, 1, . . . (на самом деле доста­
точно взять .-г = 0-1 2/1 + 1, n-=dimM), второй диффе­
ренциал F"XatT{a) отображения вход —выход FXO,T имеет вид 

т т 
= x(T)oAdpf](u)[ Adp^ (u)Qv (т)с1тЛ kd pt (и)Сг> (т,)^т. 

о о 
Отсюда видно, что динамика таких систем мало влияет на гес­
сиан функционала 

т 
J(u)=\f°{x,u)dt, (2.52) 

о 
определённого на траекториях этих систем. 

Именно, имеет место простое 
П р е д л о ж е н и е 2.7. Пусть (2.50)—гладкая конечно опре­

делённая система, удовлетворяющая условию квазикоммута-
тивности (2.51), и f°(x, и)—гладкий интегрант, удовлетворя­
ющий условиям предложения 2,2, и такой, что функция 

(x,u)^f°(x,u) :RdXRm->R 
сильно выпукла (т. е- выполнено усиленное условие Лежандра 
по (х,и)), или /° не зависит от х : f°(x, «)— /°(«) (и выполнено 
усиленное условие Лежандра по и). •• 

Тогда любое экстремальное управление в двухточечной за­
даче 

г 
[f°(x, u)dt-+ini' 
'о 

JC(O) = JC0, х(Т) = Хт, (2.53) 
тп 

x = f(x) + ^iu'gl(x), xeM, u(-)eLf[0, Т], 
1=\ 

является точкой локального минимума. Если f°(x,u) не зави­
сит от х : f°(x, u)=f°(u) и выполнено ранговое условие «общно­
сти положения» 

dimspanR{g-M,adf^,. . . , a d " - ' f e ; i= 1 , . . . , m}=dim JW==n 
УхвМ, (2.54) 
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и если М —- односвязное многообразие (тсi (M) = 0 ) , то суще­
ствует только одно экстремальное управление, реализующее, 
следовательно, глобальный минимум в этой задаче. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Локальная оптимальность экстремаль­
ных управлений вытекает из положительной определённости гес­
сиана . /"(и) , который в рассматриваемом случае сводится к 

т 
$/°в в (*(-)• и (t))[v (t),v(t)]dt + 
о 

т т 
+ 2 $ / °« (J-W. й(-))[У(0. ^(t)]dt + \f°Jx(t), u(t))[y(t), y{t)]dt, 

о о 
у = Л (i.) £/ + £(*)-о, у(0) = у ( Г ) - 0 

(см. (2.28) —(2.29)). Далее, условия (2.51), (2.54) совместно с 
односвязностью многообразия М дают, что система (2.50) гло­
бально линеаризуется с помощью замены фазовых координат, 
см. [1Б0], [151], [175]. Утверждение, ввиду сильной выпуклости 
f°(x, и), теперь следует из стандартной теории линейных систем 
с интегральным выпуклым критерием качества [65]. 

Предложение доказано. 
Таким образом, мы видим, что для двухточечной задачи ти. 

па (2,53), связанной с квазикоммутативными гладкими управ­
ляемыми системами, сопряженные точки могут возникать толь­
ко за счёт функционала. Простейшие примеры дает классиче­
ское вариационное исчисление. Например, существует сопря­
жённая точка 7—л для задачи 

г 
jj(w2 — Je-)dt-*inf, 
о 
jc(0) —0, х(Г) = 0, 

i==M, UQR, X£R, U(-)£L?[0, T], 
связанной с известным неравенством Виртингера [23], [56]. 
Сильная выпуклость интегранта обеспечивает их отсутствие, 
что дает возможность сразу применять теорию Морса. Напри­
мер, в [34] было показано, что система 

x~zy, у= —zx, z=u, 
х(0) =х0, у (0) —у--, 2(0) =z0 , Х<Щ =хт, у (Т) =ут, z(T) =zT, 

u(-)GLt[0,T\, (2.55) 
допускает счетное число экстремалей для функционала энергии 

т 
7(й)=у§и-(0-*-.. 
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каждая из которых—его локальный минимум. Эти экстрема­
ли — невырожденные критические точки /, по предложению 2.7. 
Поэтому, в силу неравенств Морса, соответствующее простран­
ство путей имеет, по крайней мере, счётное ЧИСЛО компонент 
связности. Отсюда следует, опять в силу неравенств Морса, 
что для любого ограниченного снизу функционала 

г 
\f{x,y,z,u)dt (2.56) 
о 

с интегрантом, удовлетворяющим условиям предложения 2.2 и 
сильно выпуклым по (х, у, z, и) существует счётное число ло­
кальных минимумов для (2.56) на траекториях системы (2.55). 
Например, можно взять f°(x, у, z, и) — z2-\-y2-\-x2-\-u2 и т. д. 

Сказанное, однако, перестает быть справедливым для задач 
с терминальным множеством V, не сводящимся к точке. Фо­
кальные точки для квазикоммутативных систем возникают да­
же в самых простейших ситуациях. Например, для задачи 

х=и, xeR2, 
x(o)-=o, x(r)GV'={xeR2||^|>i}, 

т 
4-J«W{to}inf, uel2

2[0,T], 
о 

любая точка Т(Т>0)—фокальная и существует континуум 
экстремалей для этой задачи. 

Ненулевой индекс могут иметь экстремали в очень простых 
задачах. Рассмотрим, например, задачу 

£(t)^x*(t), .x-(i)-«, 

Jc- (0) = х2 (0) = 0, х (Т )6{x6R211 x | > 1} = V, 
т 

1 5.Ja-rft-»-inf, ,/*(-)eL2[0, Т]. 
о 

Можно доказать, выписав явные выражения для её экстрема­
лей, что все экстремали невырождены — никакая точка Т не 
является фокальной точкой. С другой стороны, из соображений 
симметрии, следует, что если и(^), 0<.?{le}7,— экстремальное 
управление, то —u(t), 0.<£-<Т, также экстремальное управле­
ние, причем того же индекса, что и «(/),0{le}/{le}r. Далее, 
система линейная, поэтому пространство путей SP{J]X = 
~F~liT{x{) этой системы стягиваемо для любых х0, x,6R2. Это 
значит, что применимо предложение Ы, согласно которому го­
мологии пространства путей (PQ,V-T) совпадают с гомологиями 
терминального множества V---(.x;eR2| \х\^1}, которое гомотопи-
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чески эквивалентно окружности 51. Так как 
•dimH0(SI) = lJ d i m t f ^ S 1 ) - ! , 

то, в силу неравенств Морса, существует экстремальное управ­
ление и (t), 0{le}/{le}7, с индексом 1; из симметрии задачи сле­
дует, что таких управлений, по крайней мере, два. 

Таким образом, мы показали, что в рассматриваемой задаче 
существует четыре экстремальных управления; два из них, раз-
личающиеся только знаком, реализуют глобальный минимум, 
а два других, также отличающиеся друг от друга знаком,—• 
седловые точки, их индекс равен 1, Неравенства Морса для 
этой задачи не являются точными. 

§ 3. ТЕОРИЯ ЛЮСТЕРНИКА —ШНИРЕЛЬМАНА 
В ЗАДАЧАХ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

Выше в § 2 мы видели, что непосредственное применение 
теории Морса к задачам оптимального управления несколько 
затрудняется в связи с необходимостью проверки условий не­
вырожденности критических точек — экстремальных управле­
ний. Эта проверка межет оказаться и достаточно сложной. 
Теория Люстерника—Шнирельмана свободна от каких-либо 
требований невырожденности и поэтому более удобна для при­
ложений, по крайней мере, быстрее приводит к результату. 
С другой стороны, она дает, как правило, более грубые резуль­
таты, чем теория Морса, и потому не удивительно, что она 
справедлива и при более общих предположениях. 

В этом параграфе дается вариант теории Люстерника—Шни­
рельмана, пригодный для исследования задач оптимального 
управления рассмотренного выше типа. Мы ограничиваемся, 
тем не менее, гильбертовой категорией, хотя аналогичная тео­
рия может быть построена и для банахова (финслерова) слу­
чая. 

3.J. Трансверсально выпуклые подмножества. Пусть, как и 
выше, М — конечномерное гладкое многообразие, реализован­
ное как замкнутое подмногообразие евклидова пространства Rd. 
Пусть N — еще одно конечномерное гладкое многообразие, 
VczM, WcN — подмногообразия с углами в М и N соответст­
венно. 

Будем говорить, что гладкое отображение f: V{to}A/ транс­
версально подмногообразию W с углами, f,[-, W, если для тех 
x&V, для которых f(x)£W, выполнено соотношение 

-f*,JxV+TmW=TmN. (3.1) 
В отличие от гладкого случая, когда V и W — подмногообра­
зия, прообраз W при отображении f может и не быть подмного­
образием с углами в М; это множество f~l(W) дает пример 
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объекта, который мы называем трансе ер сально выпуклым, под­
множеством. Ниже будет дано точное определение. Предвари­
тельно отметим, что условие трансверсальности (3.1) может 
быть сформулировано и для гладких отображений подмножеств 
более общей природы, чем подмногообразия с углами, лишь бы 
для них были корректно (и разумно) определены касательные 
конусы. 

Рассмотрим сначала замкнутый выпуклый конус К с вер­
шиной в нуле, лежащей в евклидовом пространстве Rm. 

Назовем вектор Xx&TxRm=x+Rm касательным к конусу К в 
точке х&К, если существует, гладкая кривая 0(e), 0{le}e<eo, та­
кая, что а(е)б/<", 0{le}g-̂ e-, а(0)—x, и 

Л , - 1 - 1 а (в). 

Ясно, что множество всех касательных векторов к К в точке 
х образует выпуклый конус. В самом деЛе, если Хх\ Хх

2) — 
такие векторы, а, р > 0 , а + [3 = 1, и если о(е), 0 < е < в г , — 
гладкие кривые, такие, что о(') (e)6A", 0 < е < е . , а(') (0) = х 

•* de, e_oa(O(e), i .= l , 2 , 

то кривая a(e) = acr-',)(e)+|3tf(~>(e), 0<e<e0----mln{e1, е2}, опре­
деляет касательный вектор Хх = аХх

1) -\-$Хх] к конусу д* 
в точке х£К. Далее, если XA.= — a (e) — касательный вектор 

Uo [8=0 * 
к К в точке х&К и %>0, то кривая о\ (е) —o(ks), 0{le}e{le}eoA, 
определяет касательный вектор XX х к К в точке х&К- Итак, 
множество касательных векторов к К в точке х&К — это выпук­
лый конус. Однако, если конус К не многогранный, это мно­
жество может быть не замкнутым. Поэтому мы называем ка­
сательным конусом ТХК к конусу К в точке х з а м ы к а н и е 
множества всех касательных к К в точке л:бд" векторов. 

Поскольку /C+iCci/C, то KczTxK. Vx&K, и, следовательно, 
многозначное отображение 

х»ТхК-Ят->2*т 

полунепрерывно снизу. 
Далее, несущая плоскость ТХК=ТХК—ТХК есть, очевид­

но, несущая плоскость самого конуса К\ 

TZK = X + K^I< VxGA". 
Л е м м а 3.1. Касательный конус ТХК к выпуклому замкну­

тому конусу К в Rm с вершиной в начале координат есть 
выпуклый замкнутый конус, совпадающий с касательным кону­
сом К чарка к К. в точке XQK. При этом, многозначное 
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отображение 

х^ТхК:К->2* m 
.•"-ч 

полунепрерывно снизу, а его несущие плоскости ТХК = 
— ТХК— ТХК порождают постоянное и, следовательно, вполне 
интегрируемое распределение ТхК = х-\-К, xQRm, на Rm. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Осталось доказать только то, что 
ТХК совпадает с касательным конусом Кларка. Напомним 
определение последнего (ем. [58]). 

Пусть <p:R~{to}R—• локально липшицева функция. Обобщен­
ная производная Ф°(х; г.) этой функции по направлению v 
в точке х есть, по определению, 

срЧл-;г..)-=Ит ^ + у-Ф(</ ) . 
Л. + 0 

Касательным конусом Кларка к К в точке х называется 
множество 

TK(x) = -{ve*m\d%{x;v) = 0}, 
где йк (х) = т\х\\х~у \. Касательный конус Кларка, согласно 

[58], характеризуется также и «внутренним» образом: вектор 
-j6Rm

 в т о м и т о л ь к о т о м случае принадлежит Тк(х), если для 
любой монотонно убывающей последовательности t{\0 вещест­
венных чисел существует последовательность {t>i} векторов, та­
кая, что x+tiV^K и Vt-^-v, i—>{infty} (в общем случае нужно требо­
вать, чтобы такие vt нашлись для ti\0 и любой последователь­
ности Xi-^-x: Xi-\-t{vfiKj Vi-^-v; однако, в случае выпуклого К 
функция dr«:(x) выпукла и потому обобщенная производная по 
направлению совпадает с обычной производной по направле­
нию, так что при «внутренней» характеризации касательного 
конуса начальную точку х можно «не шевелить»). Используя 
указанную характеризацию, теперь нетрудно доказать утверж­
дение леммы. 

В самом деле, пусть Хх — касательный вектор к К в х, 
то есть ХХ£ГХК- Тогда, Хх=-г о(е) для некоторой кривой 
сг(е), 0 < е < Е 0 , сг(0) = х, O(E)QK- Покажем, что этот вектор 
касательный к К в х по Кларку. Пусть tt | 0 — .произвольная 

a(t>)—а(0) . о т-
последовательность и vt= '——, 1 = 1,2, . . . . Тогда t)£{to} 
-> Хх при i -> оо и xJ

rti'vl = e{tt)£.K, i = 1,2 Следова­
тельно, любой касательный вектор Хх^Тк{х) и потому, в силу 
замкнутости Тх{х), имеет место включение 

ТхКсТк(х). 
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Докажем обратное включение. Пусть и — произвольный ка­
сательный в смысле Кларка вектор к конусу К в точке х. Тогда 
для последовательности t-jjO существуют w.6Rm такие,, 
ЧТО Vi-+v, i-> oo, и x + tiVfcK. 

Рассмотрим кривую 

a(e) = [l-f-i)x + ^{x + tlvl). 
Эта кривая принадлежит К при 0 < е < ^ , ибо x-^i^^X* 
Далее, сг (0) =—- х и 

т Ц = - 7 7 + 7 7 + ^ =*£Т*К. 
Следовательно, по определению, •о — UmvtQTx,K, что и дока-

i{to}oo 

зывает противоположное включение 
TxKz>TK(x). 

Лемма доказана. 
Приведем еще одно вспомогательное утверждение, которое 

понадобится ниже. Пусть К\, К.2 — выпуклые замкнутые конусы 
в Rm с вершинами в начале координат. Соотношение К\—-Кг— 
= Rm означает, что ЭТИ конусы неотделимы (в смысле выпукло­
го анализа, см. [89], [90], [118]). Известно [89], что конусы К.\ и. 
Кч неотделимы в том и только том случае, если выполнены два 
условия: 

i) &+/C2 = Rra 

— трансверсальность несущих плоскостей и 
ii) relint/(iflrelint/C2-?--0, 

где, как и выше rel int К, — относительная внутренность Ki­
ll ем и a 3.2. Пусть Fj, i—l, 2, — полунепрерывные снизу 

многозначные отображения из Rm в R" такие, что 
i) Fi(x)—выпуклый замкнутый конус в R" с вершиной в 

начале координат; 
ii) несущие плоскости Fi(JC), i = l , 2 , этих конусов имеют по­

стоянную размерность; 
Ш) конусы Fi(x) и Fi(x) не отделимы: Fi(x) — F2(x) = 

= RnYx£Rm. 
Тогда для любой гладкой функции f : RTO—>]Rn и любой точки 

xo6Rm существует окрестность ОХа этой точки и гладкие сече­
ния (селекторы) fi отображений Fi такие, что f (x) =-fi (x)—-
f2(x), хЮ,ч. При этом, если f — непрерывная (гладкая) функ­
ция некоторого параметра crGS, где S — топологическое про­
странство (гладкое многообразие), то эти сечения также непре­
рывно (гладко) зависят от этого параметра. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем это утверждение сначала 
для случая, когда несущие плоскости Fi(x) конусов Fi(x) не 
зависят от х: {prod}i—Fi(x), i= 1,2. Поскольку отображения Fi no-
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лунепрерывны снизу, то для любой точки x06Rm и любого Е > 0 
существует окрестность 0Хв этой точки, такая, что для Ух&Ох<1, 
Fi(x0)czFi(x)+S„ i=l,2, где S,---{x6R™| |x|{le}e}. Поэтому 
F.(--vo) =.Fi(xo)nnic:Fi(x)+-Si.i, {cdot}Se—S^IIi. Следовательно, если 
f/i6rei int E. (лго), то для некоторого s > 0 yi+SjczFi {х0). Отсю­
да, если yi"-rel int Fi(xo), то существует окрестность 0Хо точки 
х0 такая, что y.+SB'{subset}i7.(x-){subset}Fi(.«)+.S-i, т. е. t/.-6re1 int F»(x) 
для Vx-50.v„. 

Этим показано, что если Fi полунепрерывны снизу, то для 
любого t/i6rel int Fi (х0) существует окрестность 0Хо точки Хо 
такая, что t/i6.Fi(x), х&0Ха. 

Пусть h — произвольный вектор из R™. Так как, по условию 
леммы, конусы Fi(x) и F2(x) неотделимы, то h-hi(xo)—h2(xo)> 
h. (x0) GF. {X0) И r e H n t ^ M n r e l i n t f ^ x ) ^ V-X.6R"1. Можно 
считать, что hi (XQ) бге1 int Ft (XQ) . В самом деле, если 
абге1 int/7i(.«o)nrel int E2(xo), то u+hi(x0) Grel int Fi(x-) и h = 
= (/ii(xo)+-') — (h2(A-'0)+y) = hi(xo) — h2(xo)- Итак, считаем, что 
hi (xa) Grel int Fi (x0), t == 1,2. В силу полунепрерывности снизу 
отображений Fi, как было показано выше, hi (xo) 6Fi {x) в неко­
торой окрестности 0Хо точки xo. Пусть а— произвольная глад­
кая функция на Rm. Представим ее в виде разности двух глад­
ких неотрицательных функции а+, a_6CM(Rm): 

а{х)=а+(х)—а-(х) Vx6Rm. 
Для вектора —h аналогичные рассуждения дают, что сущест­
вуют h^(x0)6E.(x) такие, что — h = h[(x0) — h2(xn). Поэтому 

a (x) h -= (a+ (x) — а_ {х)) h = а+ (х) h + а_ (х) (— h)= 
= а+ (х)(h, (х0)-h2(х0)) + а_(х) (h\ (x0) — h'2(x0))— 

— К (х) h\ С*-)+а- • » К С*...)] - [-*+ (х) hi (xo)+а- (•«) К С*-)]-

Следовательно, получено представление а(х) k = gl{x) — g2lx)r. 
х&0Хо, где g-i(x) — a+(x)h((x0) + a_(x)h;(x0)6E((x), xgOA-0. 

Пусть теперь / — произвольное гладкое отображение из 
Rm в R", е., . . . , е —стандартный базис пространства R*. 
Тогда / ( x ) = / 1 (л ' ) е 1 + . . . -\-fn(x)en. Применяя к каждому 
слагаемому в этом разложении проведенные выше рассужде­
ния, получаем, что существует окрестность ОЛ-0 точки х0 к 
гладкие сечения ft многозначных отображений Ft такие, что 

/ ( x ) = f i W - / 2 W . 

Более того, анализ предыдущих построений показывает, что 
если f непрерывно или гладко зависит от параметра о, то сече­
ния fi также непрерывно или гладко зависят от этого пара­
метра. 

6* 83. 



Рассмотрим теперь общий случай, когда несущие плоскости 
Fi(x) отображений Fi зависят от х. Условие 

dim Fi(x) ----const, t'= 1,2, 

в силу формулы Грассмана dim Fx (x) + dim E2(x) — d-m (Ei (x) П 
C\F2(x))=sn, дает, что dim(F- (JC)nEa(x)) — const (условие 
dim E1(x)-T-dimE2(x)>/-'- вытекает из условия неотделимости 
E1(x) и F2(x)—•трансверсальности несущих плоскостей F, (X), 
E2(x). Следовательно, существует окрестность 0Хв произволь­
ной точки х0 и гладко зависящие от x векторы ех (х),... 
...,ek{x), k = uim(Fx(x)r)F2(x)), образующие при х£Ох, базис 
плоскости Ej(JC)nF2(x)){cdot} Дополним систему ех(х) ek(x) 
гладко зависящими от х в возможно меньшей окрестности 0'х 

векторами е[(х) е (л) и ej(x),. . ., g^(x) из Fx (x) и F2(x) 
соответственно, так чтобы векторы 

ех (x), . . .,ек (х), е\ (х) е'р (х), е\ ( х ) , . . . , e"q(x) 

образовывали бы базис R" для всех х из некоторой окрестности 
ТОЧКИ х0. Все это означает, что существует окрестность 0Хо 
точки х0 и гладко зависящая от х£0х<1 невырожденная пУ,п 
матрица G{x) такие, что отображения 

x*{to}G (х) i^i (х) , ХЬ-J-G (х) E2 (х) 

при xdO,u имеют несущие плоскости не зависящие от х и полу­
непрерывны снизу. Поэтому, в силу проведенных выше рассуж­
дений применительно к G{x)f(x), имеем, что существуют в не­
которой окрестности 0.Vo точки Хо такие гладкие сечения /i, что 
. GW/W=G (x) / i ( x ) -G(x ) f 2 (x ) , 
следовательно, в этой окрестности f (x) -=fi(.x:)— Mx). 

Лемма доказана. 
Пусть теперь снова К — выпуклый замкнутый конус в Rm 

с вершиной в начале координат. Ф : R™{to}Rm— сохраняющее на­
чало координат гладкое отображение, такое, что 

Ф,.,.ТЛп + Т®{х)К = ТФ{х)Ъ>» (3.2) 

для тех х, для которых Ф(х)б/(. В таком случае мы говорим, 
что отображение Ф трансверсально конусу К-

Рассмотрим прообраз \̂ "=ф—- (/С) конуса К при этом отобра­
жении. Определим касательный конус TXW к W в точке X&W 
как совокупность тех ХхЪТхШ.п, для которых 
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Тогда TXW— выпуклый замкнутый конус с вершиной в нуле в 
TXR" и выполнено условие трансверсальности 

-®*,хТх№ + ТФ{х)К = ТФ(х)И'«. (3.3) 
Лемма 3.3- Касательный конус TXW к №= Ф_1(/<) есть вы­

пуклый замкнутый конус в ТхЯп с вершиной в нуле такой, что 
отображение 

x~-TxW:Wn+2*n 

полунепрерывно снизу, несущие плоскости TXW=TXW—TXW 
имеют постоянную размерность и определяют вполне интегри­
руемое регулярное распределение на некоторой окрестности О 
множества W в R": существует регулярное вполне интегриру­
емое распределение Щ, хбО такое, что 

' Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия трансверсальности (3.2) 
\ следует, что 
. ®*,хТЛп + ТФ{Х)к = Тф{х)Кт. 
! Это означает, что отображение Ф трансверсальио плоскости 
| /< — К—-Д_Ят. Следовательно, Ы = Ф~1(К) —гладкое подмного-
, образие в Rn, содержащее W=Ф_1(.К), касательное пространст-
', во TXN (x&N) этого подмногообразия совпадает с несущей плос­

костью TXW касательного конуса TXW к W в точке X&W и по-
! рождает, таким образом, вполне интегрируемое распределение1 
г П (x), xeO, о котором говорится в формулировке леммы-
, Осталось доказать, поэтому, что отображение 

x~TxW\W-*-2*n 

> полунепрерывно снизу. 
Рассмотрим сначала случай, когда конус ТХК — телесный: 

! т7к = тлт vxeRm. 
\ Докажем, что отображение x>-*TxW полунепрерывно снизу* 

Пусть x0eW~произвольная точка и xndW — произвольная схо-
. дящаяся к XQ последовательность точек, хп—>ха, rc->oo. Tpe -

буется доказать, что для любого XXo£TXoW существует по-
! следовательность XXnQTXnW такая, что XXn-*-XXt при «-*-е . 

Так как Xx£TXtW, то Ф*,ХоХх£Тф{х)К и ХХе = х0 + Х, 
X6R*. Поскольку выполнено условие трансверсальности (3.2), 
то существует YXe — x0+Y$T XoW такой, что 

®*,ХоУх£ЫТф(Хо)К. 
Положим Z-={XA" + (1 —Я,)К; 0 < \ < 1 } . Тогда для к £ — л 0 + 
+ r(-M, rweit и м е е м : 

:' о.,,х,У^=-хо>.»,х,хХш+(1-^)9.Л,Х9ух,еытФ^.)К. 
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Следовательно, Ф*,х<,ЬХа = Ф„,,Хо(х0+1)еЫГф(Ха)К. Отображе­
ние x*-*Lx непрерывно, поэтому существует окрестность 0Хо 
точки x0 такая, что (bx,xLxaintГФ(Х)К, х£0Хо. Возьмем после­
довательность %п, 0 < 1 „ < 1 , Хп-±1 при «{to} оо, и положим 

Ххп=хп+кпх+(\-хя)Уе1Хп. 
Тогда XXi£TxW и ХХп-+ХХо, п-> оо. 

...ч 
Если конус ТХК не является телесным, то есть ТХК Н= 

-7-='7\vR'n, то можно указать подпространство М(х)(^ТФ(Х)Я '" 
такое, что 

Тф^х)К®М(х) = ТФМПт. 
Из постоянства размерности ТФ(Х)К и непрерывности отобра" 
жений 

х^ТФ~Х)К, x^T0(x)Rm 

немедленно следует, что размерность M(x) постоянна и ото­
бражение x^Ai(x) непрерывно. Положим 

К(х)=*М(х) + Т0{х)К. 
Тогда отображение х^К{х) полунепрерывно снизу, К(х) — 
выпуклый конус при VJC и он телесный: К(х)==Тф{Х)Ят. Более 
того, выполнено условие трансверсальности 

Ф*,хТЛп + К(х) = ТФ{х)Ъ>". 
Поэтому, в силу проведенных выше рассуждений для телесного 
случая, получаем, что прообраз К(х) при отображении Фл,х, 

х~1 (х) = <b7bwK(x) = TxV®N (x), 
полунепрерывен снизу, причем отображение x-->.<V(Jc) непрерыв­
но— на нем Ф*,х невырождено — и Q>t>xN(x)=M(x). Отсюда те­
перь легко следует полунепрерывность снизу отображения 
х .{to} Тх V. ,j 

Лемма доказана. 
Рассмотрим теперь топологическую структуру W=<u~l(K). 

Первое наблюдение таково. 
Пусть im)At, t>0, — семейство дилатаций пространства Rm, im)At(x) = tx, (n)A( — аналогичное ему семейство дилатаций про­

странства Rn и Ф : R"{to}Rm— сохраняющее начало координат 
отображение, трансверсальное конусу К. Композиция 

®i = <'n>Ar1o®-<'->A,:R'{to}Rm 

определяет семейство отображений Ф4, -*>0, трансверсальное 
при каждом /!>0 конусу К. Более того, оно трансверсально 
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К и при t = 0 (по о11ределению,Фо(л:)-=Нт-.-Ф(/А*) = Ф.,1о.л:). 
„ *-+о ' / 

Далее, при t=-1 , ф, (л.) = Ф (л-) VjcgR". 
Из лемм 3.2 и 3.3 получается, что для семейства отображе­

ний Ф* : W{to}Rm, 0{le}t{le}l, имеет место естественный аналог тео­
ремы трансверсальности [34, теорема 2.1], согласно 
которому для любых f, /"б[0, 1] множества 
Ф"1 (К) и Фг (К) диффеоморфны как замкнутые подмножест­
ва— см. [34], в частности, имеют один и тот же гомотопичес­
кий тип. Для t' — l, t" = 0 это означает, что W=0~! (K) = 
= ФГ'(-Ю имеет гомотопический тип конуса ®о~1 {К) = Ф7,о{К), 
так что, в частности, W стягиваемо. В действительности, имеет 
место более сильный результат, набросок доказательства кото­
рого содержится в статье А. А. Аграчева [3]. 

Л е м м а 3.4. Множество W=Ф~] (К) есть топологическое 
многообразие с краем (край негладкий!). 

Теперь все готово, чтобы дать строгое определение класса 
трансверсально выпуклых подмножеств — объектов, для кото­
рых будет построена теория Люстерника—Шнирельмана в сле­
дующем пункте этого параграфа. 

Пусть, как и выше, М — конечномерное многообразие, п= 
-=dimM, реализованное как замкнутое подмногообразие Rd. 

Замкнутое подмножество VczM называется трансверсально 
выпуклым, если для любой точки x&V существуют такие карта 
(Ох, ф) многообразия М, cp(JC)-=0, выпуклый замкнутый конус 
iCczR"1 с вершиной в нуле и сохраняющее начало координат 
гладкое отображение Ф : Rn-->Rm, трансверсальное конусу К, 
что 

Ф(ожп^-№-ф--та-
Пусть теперь Ж— гильбертово многообразие, F : Ж—>-М 

Ьуръективная субмерсия. Подмножество T—@~~l{V) называет­
ся трансверсально выпуклым, если V — трансверсально вы­
пуклое подмножество М. 

Из данных определений следует, что касательный конус TXV 
к трансверсально выпуклому подмножеству VczM, 

ТУ=={Х£ТХМ | А '^ф- 'Го , YfcT<W) 
обладает следующими важнейшими свойствами: 

i) Несущие плоскости TXV—TXV—TXV этого конуса имеют 
постоянную размерность и порождают вполне интегрируемое 
регулярное распределение на некоторой окрестности множества 
V в М; в частности, существует гладкое подмногообразие NczM, 

возможно, меньшей размерности, HeM.M такое, что Nz^V; его 
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касательными пространствами являются несущие плоскости ко­
нуса TXV: raN="7VV, xeF; 

ii) многозначное отображение 

полунепрерывно снизу и его значения — суть выпуклые замкну­
тые конусы с вершинами в нуле пространства ТХМ. 

ИЗ леммы 3-4 следует, что трансверсально выпуклое под­
множество VczM есть топологическое многообразие с краем. 
Класс трансверсально выпуклых подмножеств замкнут относи­
тельно трансверсальных пересечений — это вытекает из сле­
дующей леммы. 

Л е м м а 3.5- Если V.crM и V2c=.V — трансверсально выпук­
лые подмножества конечномерных гладких многообразий М и N 
и / : Vi--HV-~ гладкое отображение, трансверсальное V2, т. е. 

-f^TxV{ + TKx)V2^TmN, 

для тех х, для которых f(x)£V2, то f~l{Vi) —также трансвер­
сально выпуклое подмножество. В частности, трансверсальное 
пересечение трансверсально выпуклых подмножеств само транс­
версально выпукло.11 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение носит локальный харак­
тер, поэтому достаточно рассмотреть случай, когда W=f~l(V), 
где f — гладкое отображение Rh в Rn, трансверсальное V, 
то есть 

Tnx)V-\-f„xTxRh = Tm№, 
a V= GH (/<), где Ф : Rn{to}Rm— гладкое отображение, сохра­
няющее начало координат и трансверсальное выпуклому замк­
нутому конусу KczRm: ТФ(Х)К+Ф„ХТХКП = ТФ (JC)R». Имеем: W= 
—/-'(V)=/- '°Ф - 1(/() —(Ф- / ) - 1 ^ ) ; нужно доказать, что ото­
бражение Ф-f : R*{to}Rm трансверсально конусу KczRm, то есть 
что 

Ввиду трансверсальности / к V, 
. /.,ХТХЯ*+ТПХ)У*=ТПХ)КЯ. 

Применяя к этому равенству отображение Ф»,̂ .*), получаем:-

Ф*,Г(х)°/,,хТхЯЧ- <*>:f(x)T, {x)V = 0:nx)T,(x)W. 

') В самом деле, если трансверсально выпуклые подмножества V\CzM и. 
УгсгМ пересекаются трансверсально, то отображение включения i:V\-+M 
трансверсально V-> и 
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Добавим к обеим частям последнего соотношения конус 
T<b°f(X)K и получим: 

Q>*,f{x)af *,ХТ XW + T ф,пХ)К -\-Q>*,f(x)T fi*-?/ == 

=- Ф.,/(*} TfWR* + Тф.,<,) # = T V ^ R " - . 
Так как 

К, 
то 

7©./(^Rmc(0o/).,.f.r^R* -L- ТФ«Пх)К. 
Лемма доказана. 

Из леммы 3.5 легко следует, что любое замкнутое выпуклое 
подмножество ScrR11 является трансверсально выпуклым под­
множеством, поскольку произвольные замкнутое выпуклое под­
множество является трансверсальным пересечением замкнутых 
полупространств, определяемых опорными гиперплоскостями, а 
каждое такое полупространство есть гладкое многообразие с 
краем, следовательно, трансверсально выпукло; трансверсально 
выпуклыми будут также прообразы выпуклых замкнутых мно­
жеств при трансверсальных к ним гладких отображениях. По­
этому в самом определении трансверсально выпуклого подмно­
жества вместо конуса /( можно брать л ю б о е замкнутое вы­
пуклое подмножество К пространства ROT, содержащее нуль. 

Во многом это обстоятельство и послужило причиной, по 
которой рассматриваемые объекты были названы трансверсаль­
но выпуклыми подмножествами. 

Локальная структура трансверсально выпуклого подмно­
жества Т гильбертова многообразия Ж, как и в случае гильбер­
товых многообразий с углами — см [34] описывается следующим 
'образом. 

П р е д л о ж е н и е 3.1. Пусть У — трансверсально выпуклое 
подмножество гильбертова многообразия Ж. Тогда для любой 
точки XQ&Y существуют такие карта (С?Хо> ср) многообразия Ж 
подпространство SfficzH, где Я — моделирующее Ж гильбертово 
пространство, и конечномерное трансверсально выпуклое под­
множество WczH, что ср(Хо)—0 и 

Ф ( ^ „ П Л = - ^ Ф ^ -
В частности, касательный конус T^f к гильбертову трансвер­
сально выпуклому подмножеству Тс^Л обладает следующими 
важнейшими свойствами: 

i) ТхГ=Зёх®Жх, хат, 

где Жх~х-\-ЖаТхЛ— вообще говоря, бесконечномерное под-
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пространство касательного пространства ТХЖ, Жх— выпуклый 
замкнутый конечномерный конус в ТХЖ с вершиной в нуле; 

П) несущие ПЛОСКОСТИ конуса Жх, ЖХ=ЖХ—ЖХ имеют по­
стоянную размерность и многозначное отображение х*-+Жх полу­
непрерывно снизу; в частности полунепрерывно снизу выпукло-
значное, замкнутозначное многозначное отображение 

х {to} ТХТ : Y-+2TJ[ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Это утверждение почти дословно дока­
зывается также, как предложения 2.7—2.8 в [34]. Следует отме­
тить только, что полунепрерывность снизу х>-+ТхТ выводится не 
с помощью леммы 2.2, как в [34], а непосредственно из пред­
ставления i) и полунепрерывности снизу отображения х*-*-Жх. 

Заметим, что гильбертово трансверсально выпуклое подмно­
жество также является топологическим многообразием с кра­
ем. 

3.2. Теория Люстерника—Шнирельмана для трансверсально 
выпуклых подмножеств гильбертовых многообразий. Всюду в 
этом пункте мы будем предполагать, чте Ж — полное риманово 
многообразие. Пусть Т — гильбертово трансверсально выпуклое 
подмножество Ж, f : Т--~R — гладкая функция на Т, то есть 
сужение на Т некоторой гладкой функции f : Ж-+-Ц. Положим, 
как в § 1, 

m 7 (x )= sup < V / ( x ) , Хх) х. 

Ввиду полунепрерывности снизу отображения x*-+TxY полуне­
прерывна снизу и функция xi-*-rtif(x). 

Будем говорить, что функция / : У—>-R удовлетворяет обоб­
щенному условию (С-) или обобщенному условию (С) в сек­
венциальной форме, если любая последовательность {хп}аУ 
такая, что последовательность {f(xn)} ограничена и m/(.x.--){to}0, 
п-*-оо, содержит сходящуюся подпоследовательность. 

Ясно, что из обобщенного условия (Cs) следует обобщенное 
условие (С), которое формулируется также, как и в § 1, ввиду 
того, что каждая такая сходящаяся подпоследовательность, в 
силу полунепрерывности снизу функции trif, сходится к крити­
ческой точке функции f; обратное н е в е р н о , например, по­
стоянная функция на некомпактном многообразии удовлетво­
ряет (условию (С), но не условию (С-). Эти понятия эквива­
лентны в случае, когда множество критических точек функции 
f не содержит внутренних точек. 

Здесь, как и для случая подмногообразий с углами, точка 
х^У. называется критической точкой функции / , если диф­
ференциал dx„f функции / в этой точке принадлежит отрица­
тельному полярному конусу Тх У. к ГХ„Т 
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Ясно, что точка х0 — критическая точка функции f в том и 
только том случае, если 

%(л,0)=0. 
Решающим для построения теории типа Люстерника—Шни-

рельмана для рассматриваемого случая является факт сущест­
вования псевдоградиентного векторного поля для произвольной 
гладкой функции f : F{to}R. Это поле, вообще говоря, опреде­
ляется неоднозначно и может быть охарактеризовано следую­
щим образом. 

П р е д л о ж е н и е и о п р е д е л е н и е 3.2. Существуют 
такие монотонно стремящаяся к нулю последовательность 
{б/.} положительных вещественных чисел (бь>0, 6;1+1<б;., 6/j{to}0, 
£{to}oo) и гладкое векторное поле Хх, xGG, называемое псевдо­
градиентным для функции / : F{to}R, определенное в области 

оо 

ft-l J 

свободной от критических точек, G={xQT\ mf(x)>-0}, что 
IIXrcllx^l и <Vf(A;), Xx>x^8h+\ при JcGG'V. В частности, траекто­
рия ср. (л;) этого поля, исходящая из х при t = 0, определена при 
всех t6R : cp.(x)eG (в силу его ограниченности), и вдоль этой 
траектории функция f монотонно возрастает, то есть монотон­
но возрастает функция t.{to}f(cp((x)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о этого утверждения, по-существу, со­
держится в работе автора [34 с. 152—155], поскольку при со­
ответствующих построениях используются лишь выпуклость и 
замкнутость ТхУ, полунепрерывность снизу отображения 
х >-*-ТхТ : T{to}2T- ,̂ а также теорема типа Майкла [106] и наличие 
разбиения единицы для гильбертовых многообразий [64]. 

С л е д с т в и е '(Теорема существования). Если f — ограни­
ченная сверху гладкая функция на трансверсально выпуклом 
подмножестве Т полного риманова многообразия Ж, удовлетво­
ряющая обобщенному условию (С-), то она достигает на У 
своей точной верхней грани: существует Хо&У, такая, что 

/ * = - s u p / ( x ) = / ( x 0 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Предположим сначала, что У связно. 
Аналогично [34, с. 155—156], устанавливается, что для псевдо-
градиентного поля Хх, x6G, замыкание множества 

•{<pt(*);t>0} 
содержит критическую точку функции f при любом x4G (на­
помним, что cp.(x) —это траектория поля Хх исходящая из точ­
ки х при / = 0). 
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Поэтому, если {хп} аТ — максимизирующая последователь­
ность, то есть f*^f (xn)^f*—1/n, n = l , 2 , . . ., то «выпуская» из 
хп псевдоградиентные траектории, получаем, что существуют 
критические точки уп функции f такие, что 

f*>f{yn)>f*-l/n,n=l,2,..., 
ввиду возрастания [ вдоль этих траекторий. В силу обобщен­
ного условия (С«), последовательность {уп} содержит сходя­
щуюся подпоследовательность \уП/1}- Поэтому для {уПк } 

х0= lim y„k, f*>f(y,ik)>f* - , m,( ! /»J=0. 
ft-M=o R tlk 

Откуда, переходя к пределу при k->-oo, 
mKxo)=0./(-;o)-=/*,xo-r. 

Если У имеет не одну компоненту связности, то следует пов­
торить рассуждения, приведенные при доказательстве аналогич­
ной теоремы в §1 — см. с. 13. 

Дальнейшие построения аналогичны соответствующим по­
строениям работ Дж. Шварца [270] и Пале [252]. 

Пусть Хх, х&6 = {х£У | ш;(х) >0}—псевдоградиентное век­
торное поле для функции f и {8h} — соответствующая ему по­
следовательность положительных вещественных чисел (б^->0, 
£{to}{infty}, 6,.>8,г+1>0, / г - 1 , . . . ) . 

Обозначим через ай, /г = 1, 2 , . . . , — гладкие функции на У, 
Oft(x)--l при xGG<M={xGr\mf(x)>6k}, ай(л;)-0 при 
хЦхЬУ | т , (-*.)<&,.+,}, и 0<а. ,(х)<1, х&У. 

Рассмотрим новое векторное поле Yh, определенное на всем 
У по формуле 

[О, лгбУ\0«*+1). 
Тогда Yk

x корректно определено и У\&ТХУ при х£У. Далее,, 
для этого поля 

при любом хвУ, ибо при хеУ\0^+1К Yk
x —0, а при x6G(/e+'), 

по определению псевдоградиентного векторного поля, 
< V / ( x ) , Хх > х> б/г+2, || Хх\\х< 1, 0 < a f t ( x ) < 1. Следовательно, 

траектории i|).'*(x), £>0, этого поля определены при всех /->0 
(в отличие от траекторий псевдоградиентного поля Хх которые 
определены лишь для тех /, для которых •q,i(x)GG). Положим 

N{c) =-= {хеУ | | / И - с | < б1+ь mf (ф* (х)) < 6* 

при некотором t, 0<^<6J . + 2 } , 
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и пусть 
Кс={хеГ | / (.*) = с, mf U) = 0} 

— критический уровень функции f. 
Лемма 3.6. Для любой окрестности ЦаУ критического 

уровня /С- существует k, такое, что Nk
ic)<=U. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что это не так, когда 
существует окрестность U критического уровня /Сс, не содержа­
щая никакого Nhic), иными словами, существует последователь­
ность {xn}czT, xnW, такая, что Vk=-1, 2,. . ., 

| / (Хк) - С | < б*+2, % ( Д , (Xft)) < 6ft 

для некоторых t,,, 0 < tk<&1+2. Последовательность {/ {ty'tk(xk))i 
ограничена. В самом деле, 

\/Шх*))\ 

к 

/(j-*) + S<v/(*?(^)).J^j, 

к 

f{xk)+^ak{4(xh))dt 

(--*) > *?(-•*)--' 

< I/(•»*)!+ 1-* |< 

< |с | + 26/J+i<| с|frf 261 — const. 
Поскольку при этом 

rrif (\\itk (xh)) < 8;.{to} 0, A {to} oo, 
то последовательность (ф* (л:л)} содержит сходящуюся подпо-

А 
следовательность, в силу обобщенного условия (CJ, к крити­
ческой точке х0 функции / . Не нарушая общности, можно 
считать, что к х0 сходится сама последовательность (ф* (xk)}. 
Так как 

41 

P(*b^(^) )<S|^ ( X j ) *<(•»*) 
d^< 1 

б*« *+-•" =6 ft+2" •o, 

то к этой же Хо сходится и последовательность {xh} при k->-oo 
и при этом, f(x,.){to}c, &{to}oo, в силу условия \f{xh)—c|{le} 
{le}8^,+2{to}0, k{to}-.3o (здесь р — риманова метрика на Ж). 

Следовательно, x06/CCc:U и является пределом последова­
тельности точек {xh}, XhW. Полученное противоречие доказы­
вает лемму, 
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Л е м м а 3.7. Пусть xWu{c) и таково, что f (x)^c—S|+2/2 с 
6 л + 2 < 1 . Тогда 

/ (^И)>с + в»+2/2. 
Таким образом, если с — критическое значение f, то существует 
окрестность Uc критического уровня Кс, такая, что 

/ 6/.+2 j bk+2 

W~ 2 \^J- / 2 . 
В частности, если с не критическое значение, то существует се­
мейство st, 0{le}£{le}l, непрерывных отображений st:Y-*-T и 
е > 0 , такие, что s.(x) = l на fc+e, 0</{le}l, 5-(л;)---л: на Т, 
sj (/°-8) {subset}/*-.--. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если x.37Vic) то либо | / ( x ) — c | > 
> ол+.г> либо /»/(i |-?(x))>6 / . при всех t, 0{le}i<6 | + 2 . 

В первом случае доказывать нечего, ибо тогда 

• 5 2 

/ (Х)>С +6/^2 >с+---!—• 
и, значит, /(a|);(JC))>/(x)>c + 62+2/2. 

Если же m;{\\ik
t{x))>bk при всех t, 0<t<62_ |_2 , то тогда 

/WW) = /(^ + J^-/(^W)^> 
.2 
°й+2 

> $ (v / (^H ) . r% w ) i l , ( ^+/ (x ) = 

+2 
= J «*(-lJ?(-c))dt + /(A:)>e|+a + c 

Л 2 

-А+2 °/.+2 „ , °й+2 
О 

- 2 с -

в силу соотношений / ( x ) > c + ——, аА(-ф*(л:)) = 1 при 
m/(^i(x))>6A, 0<zf<6 | + 2 . Лемма доказана. 

Обозначим для s&czT через cat(ls^)==cat(j^; T) категорию 
Люстерника—Шнирельмана подмножества л&сУ (си. [113], 
[252], [270]). Напомним, что, по определению, cat(j^) —это наи­
меньшее такое k, что существуют k замкнутых подмножеств 
s4-\,..., s^kCzT, стягиваемых п о / в точку, и таких, что 

к 
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Известно, что l) cat(.i^) ==cat(.i^); 2) cat(.^){le}cat(^) при 
.^cz-^; 3) cat(.j^U^){le}cat(.j#)+cat(.^); 4) если %;зФ->Т ГОМО­
ТОПНО вложению i : S&-+-T, то cat(t(.i$) )>cat(.i./). 

Л е м м а 3.8. Если У— трансверсально выпуклое подмно­
жество в римановом многообразии Л, s4-czy компактно и 
cat(.j£){le}k, то существует открытое -ИсУ, {̂subset}-̂  такое, что 
cat(^){le}A. 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из того, что У — топологи­
ческое многообразие с краем (см., например, [141]). 

Для гладкой функции f: У-+-И. положим 
М / ) = inf Slip ( — /(.«)) 

при m{le}cat(F) =ca t (T ; ^ ) , где inf берется по веем замкнутым 
подмножествам М-аУ с cat(s&)^?m. Очевидно, что 

ci(/){le}c2(f)<.... 
Л е м м а 3.9. Если cat (У)^ш и хотя бы одно из чисел 

£m{f) обращается в +оо, то f достигает как угодно малых зна­
чений на множестве К критических точек, которое последова­
тельно, бесконечно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное, то есть что. 
f ( x ) > — а ( а < + ° о ) на множестве критических точек. Рас­
смотрим уровень 

f~a={xey | f ( , t )>— а} 
и покажем, что существует семейство непрерывных отображе­
ний su 0-{le}t-{le};i, St-.У-^-Т, такое, что s^T) <=}-*, s - (x ) -x , х&У; 
st(x)=x, x6/-°, 0{le}t{le}l, то есть, что f~a — деформационный pe-
тракт У. 

В самом деле, пусть Хх, x6G, — псевдоградиентное векторное 
поле для функции f; оно определено в области G= {x\m.f(x) > 
> 0 } , свободной от критических точек функции f, и его траек­
тории щ{х), i^O, существуют, следовательно, по край­
ней мере, для тех £2*0, для которых /(ерг (x) )-{le} —а. Поскольку 
вдоль этих траекторий функции / возрастает и в области 
{хЪУ | f (x) {le} — а} нет критических точек, то для каждого х&У 
с f ( x ) < — а существует наименьший конечный момент т(х) 
такой, что f(x(x)) = —a. Функция х>-*х(х) непрерывна, по тео­
реме о неявной функции, ибо уровень f~l (—а) некритический. 
Определим семейство отображений st, 0{le}i?{le}T, no формуле 

, , (x,xef~a, S<W-=1V<.T(-..(.*), х&У\/'\ 
Ясно, что это и есть искомое семейство. Таким образом, по­
строено семейство St, 0.--̂ {le}l, для которого 

si(^)c:f-a . 
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Так как cat(T)^m, то cat(s t(F))l>m по свойству 4) катего­
рии. Тогда cat(f-°-)^m, 

cm(/)— inf s u p ( - / ( x ) ) < sup ( — / ( . * : ) ) < £ < + oo, 

чего не может быть, в силу предположения, что cm(f)= + oo 
Лемма доказана. 
Л е м м а 3.10. Если f ограничена сверху и удовлетворяет 

обобщенному условию (С,)—условию (С) в секвенциальной 
форме, то Ci(/)>—00 и, следовательно, c/i(f)>—00 для всех 
k= 1 ,2 , . . . , cat(F). Более того, 

Ci (Я •=—sup/(-*). 
V 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме существования, функция 
/ достигает на Т своей точной верхней грани: 

оо > / * = sup / C-x) -= / (xo). XST. 

Поэтому — / ( x ) > -~f(x0) для всех xQT. и, значит, для лю­
бого s&aT 

Sup (-f(x))>-f(x0)= _ / * > - _ 00 . 

•Следовательно, для любого т=\, 2 

c m ( / ) -= inf S U p ( - / ( * ) ) > - . / • > - 0 0 . 

На самом деле, с-1 ( / ) = - / * , так как 

- / * < < - ! ( Я = inf sup ( - / ( . * ) ) < 
cat(j^)>I хС$ф 

< inf SUp(— /(.*)) = - f(XQ)= — SUp / (x )=— / * . 
no всем одноточечным л"G -й xfi9f 

a.stczv c . c 

Лемма доказана. 
Т е о р е м а ЗЛ. Если f — гладкая функция на гильбертовом 

•трансверсально выпуклом подмножестве Т полного риманова 
многообразия Ж, удовлетворяющая обобщенному условию (Cs), 
и если m{le}n, 

—00<c=cm(f) - с ( / ) <оо , 
то —с — критическое значение f и множество К-с критических 
точек, соответствующих этому с, имеет категорию в Т, по край­
ней мере, равную п—пг-\-1. В частности, при n — tn, K.-c¥=0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что п>гп и 
cat(/Cc)<n—m, c = cm(f)=cn(f). 
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По лемме 3.8,_ существует окрестность 41 множества ЛГ_С 
такая, что c&t{<U)<n—m. По лемме 3.6, эта окрестность 
содержит множество Ще) для некоторого А. Рассмотрим такое 
замкнутое sfcczY с cat(j#)>.% что 

s u p ( - / ( x ) ) < H - % , 

и положим s&0=M\°li, в частности, тогда любая точка 
jcgĵ o не принадлежит N{

k
c). Имеем: 

cat (.j#0) > cat (j^0 и °U) — cat (Ш) > 
> cat (Щ — cat (Ш)>п — {/г —т)=т. 

По лемме -3.7, тогда для VxQs&0 (x&s&Q^x$Nic)) имеем: 

Поскольку cat(tyf(..s#0))>cat(.s{cdot}#o)> m, то это значит, что 
ini sup ( — /(.*)).--•<.„(/)== с, 

ибо это значит, что нашлось замкнутое & =ty!{(s&0) категории 
> т такое, что 

s u p - ( / ( x ) ) < C — ^ ± l , 

чего не может быть, по определению cm{f). 
Та же аргументация, что и выше годится и для случая 

т = п; тогда не нужно выбрасывать окрестность It и получает­
ся минимаксный принцип: если для m{le}cat(y) конечен мини-
макс 

c-=cm(/) = inf sup (-f(x)), 
cat^S.m.-g.j-j 

то —с — критическое значение f. Б случае т=\ это утвержде­
ние есть теорема существования (установленная другим спо­
собом) . 

Теорема доказана. 
Из этой теоремы и леммы 3.9 в полной аналогии с работой 

Пале [252] выводится такое 
Следствие. Если f — ограниченная сверху гладкая функ­

ция на гильбертовом траисверсально выпуклом подмножестве 
полного риманова многообразия Ж, удовлетворяющая обоб-
щеному условию (Cs) (обобщенному условию (С) в секвенци­
альной форме), то она имеет, по крайней мере, cat(y) = 
= cat(T;T) различных критических точек. 
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3.3. Приложение теории Люстерника—-Шнирельмана к тео­
рии оптимального управления. В этом пункте мы покажем, что 
теория типа Люстерника—Шнирельмана, развитая в п. 3.2, мо­
жет быть использована для исследования экстремалей функ­
ционала 

т 
./(«) = jj/°C*. ti)dt, (3.4) 

о 
заданного на множестве траекторий гладкой конечно опреде­
ленной системы постоянного ранга 

m 

х ==/(л-)-f 2 "'£•<• М- х£м> (3.5) 
г = 1 

x(0) = x0, x(T)£V, 
H(-)eLf[o, т], 

где V—(конечномерное) трансверсально выпуклое подмно­
жество n-мерного гладкого многообразия М, реализованного 
как замкнутое подмногообразие Rd. Мы будем предполагать, 
что выполнено условие (2.3) и справедливы условия предложе­
ния 2.2. При этих предположениях имеет место11 

П р е д л о ж е н и е 3.3. Пусть V — трансверсально выпуклое 
подмножество М, трансверсальноe множеству достижимости 
^x0(T) = FXo,T(L'2n{0, T\) системы (3.5). Тогда пространство 
путей ^<ir)./ = E-1

ir(i/)----T есть гильбертово трансверсально 
выпуклое подмножество L%[0, T], а функционал —./ — гладкая 
функция на У, удовлетворяющая обобщенному условию (Cs). 
В частности, если / ограничен снизу, то существует, по крайней 
мере, cat(l^) критических точек функции —/ на Т, которые, 
следовательно, являются экстремальными управлениями для 
рассматриваемой задачи. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку множество достижимости 
^••хс (Т) рассматриваемой систему —гладкое подмногообразие 
M, то пересечение %Х*(Т)С\У, ввиду его трансверсальности, 
см. лемму 3.5, есть трансверсально выпуклое подмножество 
множества достижимости 51Хо (Г). Поэтому, в силу того, что 
отображение вход —выход FA-0tT системы (3.5) есть суръек-
тивиая субмерсия , Lf[0, T] на 9t̂ 0 (71), то 

— гильбертово трансверсально выпуклое подмножество в 
Lf[0,T]. 

В дальнейшем можно считать поэтому, что Vc5tXo (Г) и 
трансверсально выпукло. 

•) См. замечание на с. 5 2—53. 
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Для завершения доказательства предложения 3-3 теперь до­
статочно доказать, что функция — / на Т удовлетворяет обоб­
щённому условию (С.,). Сделаем это. Для этого нужно 
доказать, что для любой последовательности управ­
лений {и.п{-)}аТ = ^Х

Т)
У, для которой последовательность 

{/(«„)} ограничена и для которой 
m-j(u.n) (мл) {to} 0, «{to} оо, 

существует подпоследовательность, сходящаяся к некоторому 
управлению щ(-)£Т в норме Lf[0, Г]. 

Отметим, во-первых, что последовательность {ип} ограниче­
на: || z.:,.||Lm|0j7..<C== const, —это следует из коэрцитивности 
функционала / , см. п. iV) предложения 2.2 и его ограничен­
ности на {ип}. Поэтому, переходя, если нужно к подпоследо­
вательности, можно считать, что «„{to} «о слабо в LfJO, Г] схо­
дится к некоторому управлению Uc(t)i 0 < ^ < 7 \ Из условий 
на J, см. (2.5)—-(2.7), и из условия (2.3), следует, что, пере­
ходя, если нужно к подпоследовательности, 

*„(•) =>xo(0. 0</<Т, 
где хп(/) =-xn(t; х0,ип(-)),х0{t) =x0{t; x0,u0{-))— траектории 
системы (3.5), соответствующие управлениям ип{-) и иа{-) 
соответственно. 

Пусть ^Цх (г) = 'Р'^!1г(Л'»(7")); тогДа> в СИлУ Т 0 Г 0- ч т 0 ' 
Fx„,r —суръективйая субмерсия, ^{Jo\x {T) есть гладкое под­
многообразие Lf[0, T], целиком лежащее в T = &x

T
a

)
iV. Каса­

тельное Пространство его есть 

и принадлежит касательному конусу Г«„(-)У к У в точке «,,(•)• 
Пусть Р(Г) ,г.(и„) —ортогональный проектор L'£[0, T] на под-
пространство L<£\x {T) (un). Из материала, изложенного в §2,. 
следует, что 

где v'u (•)6L2![0. T] принадлежит аннуллятору в L%[0, T] каса­
тельного пространства к ^{^х {Т), снесенного в нуль, т. е. 
принадлежит Ann(Ker(EA-0,r)*,«„(.)). Отсюда, в частности, полу­
чаем, что на градиент S/H^) функционала 

г 
I:u(-)~lf*(FXoAit)> u(t))dt:Lf[0, T]{to}/? 

о 
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ортогональный проектор P{J,)Xn(T) (а„) действует по формуле 

^,V„cr)(K„)V/(Kn)=V/(«„) — i|)„(r)E;o,r(K„), 

для некоторого Оф^п(Т)еТ*Хп(Т)М, из которой, как обычно, 
используя сопряженную систему 

%(t)erln{i)M, o<i<r, ( ' ) 

получаем представление 

P{Z]xniT) (.ttn)Vl(ua) = fu(xa(t), ult(t))-,pn(t)Qixn(t)), (3.7) 

где i|j„(-}> 0 < ^ < 7\-—решение сопряженной системы (3.6) 
с «конечным' условием 

ЫО^г — ЫП-
Функция - / н а T = &xl}v есть сужение на Т функции 

— 1(и), следовательно, гладка, и для обобщенного условия 
(С,) можно записать 

О-^•%_/(«,.)— sup < -V7(a - ) , •--„>„ -

% F v ) ^ 
= ,, „SUp , ( ~ V / ^ ' 4 m i o r , = 

°(-)б-'У-)+'Ч(-)^ 

= sup ( - У / Ы + ф Л Т ) / 7 * . ^ ^ ) -
1И1 я, < l 

•-2 [°>П 
«(•)е-"|.(-)+ .-„л(.)^ 

- 1|>я(Т)^.,г(и„), ^ ) ^ [ 0 | П = 

= .Nl«SUP<. ( ~ P - V ) ( « « ) V j K ) -
--2 I°-rl 

•-( . ) (q_K n ( . ) + 7 - „ n ( , ) ^ 

ИЗ (3.8) получаем, что 
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0+-m-j{u„) = sup (-P{J2x,AT){itn)S7/(«,,) — 
iMl in < ' 

/.™[o.n 

^•)er«n(.)^-M«(') 
--J»B(T)F;o.r(«„). *)Л«[„.Г] > 

> SUp ( - PZIAT) (Ua) V / (Hn) -

-•••>е--£!*я<г><--> 

- ^ ^ n F x 0 , r ( « „ ) > t O ^ [ 0 , r i = i l / ° i ' ? A v n ( " « ) l l i - ( 0 , n . (3-9) 

ибо при в ( - )б1й!х . (Г) (йв) - -Кег^ 1 1 г (4 

Таким образом, из (3.9) получаем, что 
f°Axn(t), un{t))-qn(t)G(xn(V)->0 (3.10) 

в Lf[0, Т] при п-> оо и и„->«о слабо в I f [0, Г]. Далее, из 
условий роста, см. условия предложения 2.2, получаем, что 
последовательность 

M0=-M0G(--»(0). о<*=СГ> 
равномерно ограничена в L2rn,[0, Т], а это, в свою очередь, вле­
чёт равномерную сходимость некоторой подпоследовательности 
vn{t) к v0(t)=Hp0(t)G(x0(t)), где т[>о(<0> 0{le}f<7, — решение со­
пряженной системы 

i-=/iUD(0. М-))-%(0(/Л-М-)+<Л(.*о(ОК(-))-
Это доказывается совершенно аналогично доказательству схо­
димости аналогичной последовательности в [34], см. с. 117—122 
в этой работе, см. также замечание перед п. 2.2 на с.52—53 этой 
статьи. 

Поэтому, как в [34], получаем, что сходится в L2
m[0,T} 

некоторая подпоследовательность последовательности {/u° (xo (•)-
ип(•))}; отсюда и из условия эллиптичности (2.7), переходя,, 
если это необходимо, к подпоследовательности, получаем: 

т 
0«- ) (/° (*оV), Un(i))-/° (x0(t), u0(t)), un (t)- U0(t))dt = 

0 
Г 1 

= S \ if la (•*„ (-)> «о (0 + .5 (««(0 - «о (0) (и» (0 - "о (0). 
0 0 

un(t)—u0(t))dsdt > цо \ | щУ)—ип(t) 12dt = \x0II"о — а - lli«io,n r 

о 2 

где 0< ро--*->(.*о(0)- 0 < ^ < 7 / . 
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Отсюда и вытекает нужная сходимость ип-+щ в Lf[0, T], 
которая и доказывает утверждение. 

3.4. Простейшее приложение: задача управления вращением 
твердого тела. В этом пункте мы рассмотрим простейшее при­
ложение развитой выше теории к задаче управления вращением 
твёрдого тела в R3. Имеется обширная литература, посвящен­
ная различным аспектам этой задачи, см., например, [20], 
[124], [147]. 

Здесь мы рассмотрим случай, когда управляющие моменты 
действуют вдоль всех трёх главных осей инерции, иначе гово­
ря, рассматриваемая система, в координатах х1, x2, x3, связан­
ных с телом, записывается в виде 

i i== / 2 3 x2; C 3 + u i , 

*•-=• -• /а* 1 .*-+ И-. (3.11) 

i3-=-/.2x'x2 + "3-
•где /.2=—f—-, /31 --——--. / 2 3 - — = - . / , > / 2 > / 8 . На тра-
екториях ЭТОЙ системы рассмотрим какой-либо функционал 

т 
J^fo(x,ii)dt, (3.12) 

о 
предполагая, что он удовлетворяет условиям предложения 2.2 
и ограничен снизу, например, можно взять функционал энергии, 
для которого 

/Цх, Щ = \ (/1(xI)2 + /2(^-)2+/3(x3)2) + Y (и, ")• 

Пусть заданы начальные условия (x[
Q, x%, .^)6R3. Рассмотрим за­

дачу перевода за время Т > 0 по траекториям этой системы 
этого начального состояния на множество 

У^{(х\х*,хя)\*<(х1)* + (хф<$,л?>ч}, а, р,7>0, 
так, чтобы функционал ./ достигал бы наименьшего значения, 
Заметим, что система (3.11) есть аналитическая, следователь­
но, конечно определённая, система постоянного ранга, для 
которой выполнено условие (2.3). Более того, простые вычис­
ления показывают, что для этой системы выполнены также и 
достаточные условия глобальной управляемости, сформулиро­
ванные в предложении 1.2. Наконец, эта система до­
пускает глобальную линеаризацию с помощью гладкой обрат­
ной связи: соответствующая обратная связь, очевидно, есть 

ul(x)= — /23x2x3 + 'o\ u?{x)=~I^x1x3-irv2, 
a3 (x) = — /- 2x гх2 + v3. 
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Поэтому, как это следует из материала, изложенного в § 1, 
пространство путей ^.^.А-, этой системы стягиваемо для любого 
x-eR3 a, значит, . ^ V - E - ' - - ( l / ) слабо гомотопически эквива­
лентно V. Категория &{J?,V Р а в н а ДВУМ- В стом Деле-
разобьем V очевидным образом, например, рассекая V ПЛОС­
КОСТЬЮ, проходящей через начало координат, на два стягивае­
мых подмногообразия с углами \\ и V2- Тогда Ti = Fx^T(V-l) 
и T^FJ!,T(V2) — замкнуты, ^ у - У х UТ2. Каждое из мно­
жеств Ts и Уг стягиваемо. В самом деле, Тх и Тг—клеточ­
ные комплексы —это следует из теории Морса, развитой в [34], 
причем их гомологии тривиальные во всех размерностях, это 
и односвязность Ух и Т2 дает их стягиваемость. Таким обра­
зом, cat(^io,V) — 2 и существуют, по крайней мере два экстре­
мальных управления в рассматриваемой задаче (то, что 
•cat(^£V)>2 очевидно: если бы саЦ.^М<Л, то 9\>,у стя­
гиваемо, в частности, его гомологии тривиальны, чего не может 
быть, в силу того, что они совпадают с гомологиями V). 

КОММЕНТАРИЙ К СПИСКУ ЛИТЕРАТУРЫ 

Цитируемые в ОСНОВНОМ тексте источники занимают лишь небольшую 
часть в приводимом ниже списке литературы. В последний включены статьи, 
•относящиеся к вариационному исчислению в целом, восходящему к Биргофу. 
Исторический очерк развития вариационного исчисления в целом можно най­
ти в предисловии редактора перевода к книге Клинкенберга [59], написан­
ном Д. В. Аносовым. Библиография в этой книге существенно расширяет 
список, приведенный здесь. Во-вторых, сюда вошли работы, которые, по мне­
нию автора, относятся к «оптимальному управлению в целом», которое мож­
но определить как направление геометрической теории управления, исполь­
зующее топологические методы для качественного исследования задач 
управления (включающее в себя, в частности, оценку числа экстремалей, ис­
следование их характера, соотношений между ними и т. п.). Имеется цикл 
работ Бутби, Даявансы и др. — см. [149] —[151], [175] —[176], [171]. [199], 
[228], в которых исследуются глобальные аспекты задачи линеаризации 
гладкой управляемой системы с помощью обратной связи, и, связанные с 
ними, работы Бирнса и Кренера [162], [163] о существовании глобальных 
(f. g) -инвариантных распределений, которые, по-существу, принадлежат к 
этому направлению. К нему же нужно отнести работы Купки [217], Аелса 
[121] и Эрмана [192]. Конечно, этот список далеко не полон. 

Цикл работ [236], [309] —[317], а также Когана [210], [211], Когана и 
Джарджевича [205], весьма близок по тематике к материалу, изложенному 
в § 2 этой статьи. 

В список литературы включены также статьи о необходимых условиях 
оптимал-ности высокого порядка [1], [10], [103], [104], [135], [142], [208], 
[209], [213], [218], полученные с помощью дифференциально-геометрических 
методов ([36], [288]). Двойственные результаты о локальной управляемости 
никак не отражены и соответствующие литературные указания можно по­
лучить в обзорах и книгах по геометрической теории управления --- см. \9], 
[24], [36], [123], [166], [167], [185], [201], [288]. 
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