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§ 1. ОБЩЕЕ ПОНЯТИЕ О О-СТРУКТУРЕ 

Структуры на дифференцируемом многообразии, изучаемые 
в этой статье, являются частным случаем общего ПОНЯТИЯ 
G-структуры, исследовавшегося Бернаром '([16], [17]), Чженем 
([18]) и рядом других геометров. Поэтому целесообразно ос­
тановиться сначала на кратком изложении этого ПОНЯТИЯ, ис­
пользуя обозначения статьи [17] и ограничиваясь действи­
тельными G-структурами; поскольку в дальнейшем будут рас­
сматриваться только действительные структуры. С самого же 
начала следует отметить, что в настоящей статье не ставит­
ся задача изучения дифференциально-топологических свойств 
многообразий и потому все-рассмотрения носят локальный 
характер. 
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Пусть X„ — дифференцируемое многообразие класса Са и 
Е (Хп, Ln) — главное расслоенное пространство линейных ре­
перов этого многообразия с естественной проекцией р : Е {to} Xn. 
Для краткости мы будем нередко обозначать это пространст­
во просто через Е. Если х — точка из Xn, а Т.—касательное 
векторное пространство к Хп в точке х, то элемент zGE из 
слоя р-1 (х) есть репер {et} пространства Тх. Элемент z мож­
но отождествить с изоморфным линейным отображением век­
торного пространства Rn на Тх, при котором фиксированный 
канонический базис {/,} из Rn переходит в репер {et}. Элемен­
ты одного и того же слоя переводятся друг в друга преобра­
зованиями общей линейной группы Ln = GL(n, R). Как изве­
стно, на пространстве Е(Хп, Ln) МОЖНО определить фунда­
ментальную 1-форму 6 со значениями в R11. Эта форма отно­
сит вектору vz, касательному к Е в точке z, вектор Q(vz)QRn 

следующим образом: применяем к vz проекцию р, полученный 
вектор dp (vz) из Гр(2) относим к реперу z = {eL} и, наконец, 
отыскиваем в Rn такой вектор, который при изоморфизме г 
переходит в dp(vz). Другими словами, имеем 

6---.Z--0/7. (1) 

Если Rg — правый сдвиг, определенный на Е элементом g&Ln, 
то ясно, что dR*0 — g_ 1 .0; кроме того, равенство 6(и-) = 0 
равносильно условию вертикальности вектора vz. 

Рассмотрим затем подгруппу Ли G<z.Ln, Пусть Н — такое 
множество реперов многообразия X„, что реперы одного слоя 
Нх над точкой xGXn переводятся друг в друга преобразова­
ниями группы G, и это множество образует дифференцируе­
мое главное расслоенное пространство Н (Хп, G). В таком слу­
чае говорят, что на Хп задана G-структура S(G, H) с прост­
ранством реперов Н и со структурной группой G. На прост­
ранстве Н можно по способу (I) определить форму 

где z —репер из Н. Эта векторная 1-форма тоже называется 
фундаментальной 1-формой на Я; она обладает свойством 
dRy> = g~l • ш, g"6G, обращается в нуль только на вертикаль­
ных векторах, и при естественном гомоморфизме f:H->E мы 
имеем /*0 — ш, где 0 — фундаментальная 1-форма на E. 

G-структура называется интегрируемой, если каждая точка 
многообразия Х„ может быть заключена в окрестность, снаб­
женную таким локальным сечением пространства Н, что ре­
перы, образующие это сечение, натуральны. 

Если задано линейное представление $(G) группы G в не­
котором векторном пространстве М, то на пространстве 
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H(Xn,G) можно ввести понятие тензорной .7-формы типа $(G): 
это такая (/-форма й со значениями в М, что 

d^Q = «(ff--)Q, geG, 
и при этом равенство Q (г) = 0 равносильно условию рх = 0, 

<7 
где тбЛТ-, а Тг —касательное векторное пространство к 
Я (Xn,G) в точке г. Тензором на Я типа ^(G) со значениями 
в М называется такая функция t на Я со значениями в М, 
что при g€G, гбЯ имеем t (2 -g) — 81 (£--)•* (z). С ПОМОЩЬЮ 
фундаментальной 1-формы ш. можно установить взаимноодно-
зн ачное соответствие между -̂формами 2 типа 9t (G) на Я 
со значениями в М и тензорами Я со значениями в М.ЭдЛ-К" 

•7 
и типа 8i(g)®/\g~1. Действительно, если 2-—указанная вы­
ше тензорная . -7-форма, то ей можно однозначно отнести 
ассоциированный тензор Ш, определяемый равенством 2 = 

•7 

= (tQ)-/\ia, или в базисе {ел} для М и в каноническом бази­
се Rn: 

йЛ = ^('--)?1....-/,л...л<Л 
где компоненты (t2)^ _л антисимметричны по нижним индек­
сам, а ш- —линейно независимые формы на Я, служащие 
компонентами формы ш. 

Связность на главном расслоенном пространстве Я назы­
вается Я-связностыо. Эта связность т задается с помощью 
формы связности тс со значениями в алгебре Ли G группы G. 
Если 2 — тензорная .7-форма на Я со значениями в М и ти­
па 3t(G), то определяется абсолютный дифференциал этой 
q -формы: 

VQ = d2 + эГ(тс).2, 
где $Я означает представление алгебры Ли группы G в мно­
жестве эндоморфизмов пространства М. Абсолютный диффе­
ренциал фундаментальной 1-формы ш определяет форму кру­
чения связности: 

=. Vcu =-- dec + тс • ев, 

которой отвечает тензор кручения fS. Этот тензор принимает 
значения в пространстве Р = ^<S>R/\Rn и имеет тип 91(G), 
где 01 — такое представление линейной группы Ln в Р, что 
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2 
SK(0 -= /®Л- - 1 , №L„. Я-связность можно продолжить до ли­
нейной. связности г на главном расслоенном пространстве 
линейных реперов; при этом форма кручения 2 оказывается 
индуцированной формой кручения Б связности f. 

В теории G-структур большую роль играет понятие струк­
турного тензора для G-структуры. Это понятие вводится сле­
дующим образом. Пусть f и "' — две //-связности с формами 
it и тс', а 2 и 2' —их формы кручения. Тогда Й =---'-—тс есть 
тензорная 1-форма на Я присоединенного типа и со значе­
ниями в G. Эта форма обладает ассоциированные тензором 
% — tu, так что u=S.u). Тензор I принимает значения в про­
странстве NQ = G®HRn* и имеет тип '31(G), где '31 —такое 
представление L„ в & = Ln®HRn\ что '3t(/) = ad/®/-1. Так 

2 
как 31 = Rn®Rn*®Rn*, то P = Rn®A,Rn* можно рассматривать 
как факторизацию 31 по подпространству Q, порожденному 
элементами x®f®f(x&Rn,f&R'1*). Пусть A — естестйенная про­
екция Sft{to}3tyQ == P:x®f<£)fr -> х® (fAf)- Пэ отношению к ба­
зису {et} пространства Rn отображение А имеет вид 

- * - ( - ! * - - « ) . 
и при этом для /6L„ имеем 

Л°'ЗЦ/) = ЭЦ/)-А. 
Вычисления показывают, что 

/ 2 ' - / 2 = Aoi,. (2) 
Пусть V = Л (Na), М = P/V, а — естественная проекция Я->М . 
Так как V инвариантно относительно 31(G), то представление 
31(G) можно факторизовать и получить таким образом пред­
ставление р группы G в М. Теперь в силу (2) выражение 
а ° /2 '= а°/2 = / s является функцией на Я со значениями в М 
и такой, что при гбЯ, gGG имеем ts(z-g)—p(g-l)-ts(z). Сле­
довательно, ts есть тензор на Я 'со значениями в /И и типа 
p(G); он называется структурным тензором G-структуры. Из­
вестно, что векторная 2-форма 2 на Я будет кручением не­
которой Я-связноСти тогда и только тогда, когда a°t2 = ts . 
В частности, G-структура обладает Я-связностыо нулевого 
кручения тогда и только тогда, когда ее структурный тензор 
равен нулю. 

Предположим, что на окрестности UcXn выбрано локаль­
ное сечение пространства Я , образованное характерными для 
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^-структуры реперами {ег}, которым дуальны кореперы {0}. 
В .таком случае можно определить отображение Сц-.и {to} Р 
посредством равенства 

где величины b'lk антисимметричны по НИЖНИМ индексам и слу­
жат координатами в Р. Как показал Бернар, структурный 
тензор ts может быть на рассматриваемой окрестности U 
определен так: 

(Мс--а'С-/-
Отсюда следует, что для интегрируемой G-структуры структур­
ный тензор равен нулю. Обратное положение верно не всегда. 
Во всяком случае, G-структуры с нулевым структурным тензо­
ром называются почти интегрируемыми. 

Конкретные типы С-структур изучались многими авторами. 
В эту схему, например, укладывается понятие .почти комплекс­
ной структуры, изучавшейся до и независимо от работ Варвара 
и Чженя и продолжающей привлекать внимание многочислен­
ных исследователей (вплоть до .настоящего .времени (ем. [!]). 
Отметим также (работу • Кларка и Брукхеймера по тензорным. 
структурам на дифференцируемых многообразиях (ем. [19]). 
В этой работе изучается дифференцируемое многообразие Хп, 
на котором задано тензорное поле / типа (г, s), причем компо­
ненты этого тензора постоянны относительно некоторого допу­
стимого (адаптированного) репера в окрестности каждой точ­
ки. Такое тензорное поле называется специальным. Множество 
допустимых реперов в каждой точке определяет группу G (под­
группу общей линейной группы), и в результате мы приходим 
к G-структуре на Xn. Реперы, в которых специальное тензорное 
иоле имеет другие постоянные координаты, порождают эквива­
лентную G-структуру. Класс всех эквивалентных G-структур, 
определенный специальным тензорным полем / типа (г, s), на­
зывается тензорной структурой типа (г, s) на Хп. Некоторая 
частная G-структура из класса эквивалентных G-структур назы­
вается репрезентативной структурой. При изучении тензорной 
структуры удобно выбрать вполне определенную репрезента­
тивную структуру и назвать её нормальной репрезентативной. 
•Связность для тензорной структуры определяется как такая ли­
нейная связность, форма которой, будучи ограничена на адап­
тированных реперах некоторой репрезентативной'G-структуры, 
имеет значения в алгебре Ли G группы G. Линейная связность 
на Хп будет связностью для тензорной структуры J тогда и толь-
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ко тогда, когда у •<— 0- Обратно, если J— дифференцируемое 
тензорное поле на Xn и если существует линейная связность, в 
которой у ./—0, то / определяет тензорную структуру, для ко­
торой данная связность служит структурной -связностью. В дру­
гой своей работе ([20], ом. также [21]) Кларк и Брукхеймер изу­
чили свойства почти .касательных структур, т. е. таких G-струк-
тур на четеомерном многообразии Х2п, для которых группа G 
есть группа матриц вида [о А) > Г!Де A !и -S — блоки /г-го по­
рядка. Это — один из примеров почти алгебраических структур, 
которые мы рассмотрим ниже: структура, определяемая алгеб­
рой дуальных чисел; она характеризуется существованием 
структурного аффинора / с матрицей в адаптированном репере 

w <% 
Линейная связность на X2n будет связностью почти касательной 
структуры (будет ассоциирована с соответствующей Я-свявно-
аостью) тогда и только тогда, когда у-—0. ДЛЯ того-, чтобы 
многообразие с почти касательной структурой 'имело •ассоцииро­
ванную связность без кручения, необходимо и достаточно, -чтобы 
тензор Нейенхейоа аффинора / был равен нулю, 

Напомним, что тензор Нейенхейса [28] определяется для 
любого дифференцируемого аффинерного поля f .и относит каж­
дой паре векторных полей X, У векторное поле 

N(X, У) =№, Y] + f[X, fY]-[fX, fY\-ff[X, Y]. 
ЕСЛИ аффинор f задает интегрируемую тензорную (аффинор-
•вую) структуру, то тензор Нейенхейса такого аффинора равен 
нулю. 

Наряду с указанными выше структурами большое внима­
ние уделяется также структурам пространств— почти произ­
ведений (см., например, [7], [23]), почти контактным структурам 
(укажем для примера работы [30], [35]), почти кватернион-
ным структурам и ряду других структур (см. [25],.[26]; много 
сведений о почти кватернионных структурах приведено в об­
зорной статье [1]). 

§ 2. АССОЦИАТИВНЫЕ УНИТАЛЬНЫЕ АЛГЕБРЫ 
И АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ОТ ПЕРЕМЕННОЙ ИЗ АЛГЕБРЫ 

Понятие о G-структуре, определяемой алгеброй, будет вве­
дено в связи с рассмотрением аналитической функции от пе­
ременной из алгебры и потому мы рассмотрим здесь этот вопрос. 

Попытки построения теории аналитических функций для 
алгебр, обобщающих алгебру комплексных чисел, производи­
лись неоднократно. Впервые этот ©опрос был изучен Шеффер-
сам в 1893 году (см. [311). Шефферс показал, что для униталь-
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ной дистрибутивной алгебры над полем комплексных чисел не­
обходимым и достаточным условием существования производ­
ной в обычном смысле является коммутативность алгебры; для 
существования же интеграла алгебра должна, сверх тою, быть 
ассоциативной. Таким .образом, наиболее близким и непосред­
ственным обобщением теории аналитических функций комплекс­
ного .переменного оказалась теория аналитических функций над 
коммутативной ассоциативной уиитальвдй алгеброй. Приведем 
основные этапы рассуждений Шефферса. Пусть {в[ ... ,еп) — ба­
зис дистрибутивной алгебры 2Tn с законом умножения 

ее = --«,.-, (3), 
i! s 

где структурные константы т*,. принадлежат полю комплекс 
ных чисел. Если x1, .... л;'-—комплексные переменные, а 
fix1, ..., х") — обычные аналитические функции в комплексной 
области, то положим 

х = xse, f = fse. 
s s 

Ставится вопрос: когда дифференциал функции •/, то есть 
df = dtfsdx(es, можно представить в виде 

df =- f'dx (4> 
и одновременно в виде 

df = dx'f. (5 
В этом случае функция f называется аналитической функцией 
от x, а f и 7 — ее правой и левой производными по х (эти 
производные вообще говоря различны). Учитывая произволь­
ность dx в формулах (4) и (5), мы видим, что алгебра долж­
на обладать следующим свойством; для каждого элемента, 
и&%п найдется такой элемент w63t„, что 

uy = yv (6) 
при любом £/б-У„. Если алгебра унитальна, то есть обладает 
тем свойством;, что в ней существует главная единица е — 
= Bse, то, полагая в (6) у—е, получим u = v, то есть алгеб-

s 

ра будет коммутативна; при этом из (4) и (5) будет следо­
вать, что / —= 7. Из (4) мы имеем, полагая f'=f'se: 

S 

откуда f'l= ssdjl, так что 

•ш 



Это — необходимое и достаточное условие для существования 
производной у функции /; при выполнении этого условия 

/ ' = s*dtf*e. (9) 

Если алгебра 3f„ ассоциативна, то есть если 

№---т№ , (ю) 
то у всякой аналитической функции / найдется первообраз­
ная аналитическая функция F, так что согласно (7) мы будем 
иметь 

а/-!.;/-. (и) 
Действительно, используя (8) и (10), имеем из (II) 

так что d[kj]F = Q, и условия интегрируемости системы (И) 
выполняются. Необходимость условия ассоциативности для 
•существования первообразной также легко установить, если 
положить в (7) / ' = x 2 = -\\.х1хк\ действительно, мы получим 

s 
тогда d/'— т^т* x-°x?, a значит dk]fl= - ^ - т ! ^ , и требование 
• % / ] / —-1 приведет нас к условию ассоциативности (10). За­
метим, что в случае ассоциативности алгебры %п условия (8) 
.аналитичности функции / можно представить в виде 

lW=W, (12) 
Действительно, свертывая обе части (12) с -Л получим (8); 
обратно, используя (8) и (10), убедимся в справедливости (12). 
Точно так же убедимся, что условия (8) и (12) эквивалент­
ны таким: 

т^ / - т )АР- О3) 
В дальнейшем понятие аналитической функции углубля­

лось и обобщалось на некоммутативные алгебры; здесь мож­
но отметить работы Хаусдорфа, Ринглеба, Борда, Вагнера и 
других (см. [22], [29], [37], [38], [36], [33]). Излоншм здесь 
•точку зрения Борда. Пусть Шп—конечная унитальная ассо-
диативная алгебра над полем F (под ним мы будем понимать 
поле действительных чисел). Введем матрицы R я S с эле­
мента ми 

R) — ^ , S ? — ^ . (14) 
i i 
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-Условия ассоциативности (10) принимают тогда вид 
D s D.^ „,S nfe Qtnrir „ШсГ 
-ЛгА- — l i / A r , 0( . 3 m = [jkOi, 
i I • s i k m 

или в матричной записи 
RR^fuR, S5 = T/feS. (15) 
11 s I k in 

Таким образом, относя элементу а = ase&&n матрицы R(a) = 
s 

=-= asR и S(a) — amS, мы приходим к двум регулярным мат-
s m 

ричньш представлениям алгебры -Я,,. Для взаимной к 31,, 
алгебры 5(„ со структурными константами т?/ = "[/г м ы будем 
иметь, очевидно, R — S , S = RT. 

l i t t 
Рассмотрим первую производную алгебру £> для алгебры 

%„ то есть алгебру наименьшего порядка, содержащую ЭД„ и 
%п среди своих подалгебр. В качестве такой алгебры можно 
взять алгебру матриц, порожденную матрицами S.?. Такую 
алгебру, действительно, молено построить, так как сово­
купность матриц SS замкнута относительно умножения; в са-
.мом деле, если учесть, что соотношение (10) можно за­
писать в виде 

S5 = 55, (16) 
к С Ik 

то мы имеем 

i I lit ikll p q 

Построенная алгебра содержит подалгебры, порожденные 
матрицами S i = S и ES — S, которые изоморфны алгебрам 

_ - - - -
'-И,, и 2СЛ. С другой стороны, если первую производную алгеб­
ру © представить матрицами так, чтобы ее подалгебры -У„ 
и %п представились матрицами, порожденными S и S, то она 

«будет содержать и матрицы SS, так что построенная выше 
алгебра совпадет с £>. 

Пусть f (x) — fs(xl, ..., x") е — функция от х = xse. В от-
S S 

личие от Шефферса, Ворд определяет производную -J длялю-
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бой такой функции, понимая под этой производной якобиеву 
матрицу 

df D(f\...,}n) 
dx~D(x1 хп)' 

Функция f(x) называется аналитической тогда и только тог-
df 

да, когда ее производная -£• принадлежит матричному пред­
ставлению первой производной алгебры £5 для алгебры 3f„. 
Это определение аналитичности по существу совпадает с опре­
делением Хаусдорфа, который называл функцию f(x) анали­
тической в том случае, если 

df = dtfsdx{e — <?ij'edxe, 
s I j 

то есть если 

Но при этом условии мы видим, что 
d[ 
dx = срр?.-' 

Pq 

то есть j - принадлежит алгебре it). 
Ясно, что в случае коммутативности алгебры %п функция,. 

аналитическая в смысле Ворда, будет также аналитической 
в смысле Шефферса, и наоборот. Действительно, если %п 
коммутативна, то © = %п, и услозие аналитичности по Ворду 
означает, что 

dx i „ 

то есть djfl — V^iij, а это равносильно условию (8). 

Может случиться, что производная ----- аналитической (по. 
Ворду) функции /. принадлежит не просто алгебре ©, но од­
ной из ее подалгебр %п или %п. Согласно Спампинато ([33]), 
в этом случае функция /(*) называется вполне дифференци­
руемой слева или справа. Если функция вполне дифференци­
руема слева, то это означает, что 

то есть djfl = lm*(l
jm, а значит 
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df = djf'edxf == lm"(l.dxle = dxK, 
i t 

где А = Хте. Если же функция вполне дифференцируема 

справа, то 
-|L-<d,fO — x-s, 

то есть <Э;./г = ^"'Т^, a значит 
df = d,./We — \тч' d*/e = Adx, 

г г" 

где снова Л = .V-g = esdjme — e?dj. 
m m 

В последние годы делались также попытки построения 
теории аналитических функций над конечными неассоциатив­
ными алгебрами (см. [24], [27]). 

В заключение отметим, как может быть введено понятие 
аналитической функции от нескольких переменных из алгеб­
ры. Рассмотрим т переменных из алгебры .Мя: 

Ха = xia-u>l+se (a, b, с, . . . -=1 , . . . , т). 
S 

Функция f = /- (л;1, . . . , хтп) е будет называться аналитической 
S 

по переменным X1, . . . , X'", если она аналитична по каждой 
из этих переменных в отдельности, то есть если каждая из 
якобиевых матриц 

Pit1, .... Г) 

принадлежит матричному представлению первой производной 
© алгебры -&,.. 

Рассмотрим, далее, взаимно однозначное дифференцируе­
мое преобразование некоторой области евклидова простран­
ства с координатами ха (а, [3, т, . . . - - - - 1 , . . . , тп): 

Положив У« = у(о-i)n+-e. мы будем говорить, что преобразо-
s 

ванне х-* у определяет аналитическое преобразование пере­
менных X1, . . ., X"1, если каждая из функций Ya является 
аналитической функцией от А ' , . . . , Хт. Это означает, что 
якобиева матрица 

М - D ^ У"м) 
W ~ £>(*-, ..., хтп) 

состоит из блоков л-го порядка, каждый из которых при­
надлежит матричному представлению первой производной £> 
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алгебры Шп. В частности, если алгебра Щп коммутативна, то 
подобное строение якобиевой матрицы (гф будет иметь место 

•тогда и только тогда, когда она коммутирует с каждой из п. 
блочно-диагональных матриц (/?), где 

kp 

ш-Dn+t = §<v 
l^b-Un+i VI/ft. 

§ 3. ПОЧТИ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ И СВЯЗНОСТИ 

Построим для ассоциативной унитальной алгебры 3f„ 
матричное представление ее первой производной алгебры © 
и обозначим через G максимальную группу матриц, содержа­
щуюся в £>. 

Дадим определение почти алгебраической структуры сна­
чала для частного случая, когда размерность п. многообразия 
Хп, наделенного такой структурой, совпадает с порядком 
алгебры %п. 

Выбрав в каждой точке х многообразия Хп произвольный 
репер, построим множество реперов в х, полученных из дан­
ного преобразованиями линейной группы G. Объединение. 
всех -таких реперов, которые, можно назвать допустимыми ре­
перами, образует главное расслоенное пространство 
Е(Хп, G, р, Ф), которое и определяет почти алгебраическую. 
структуру на многообразии Хп. Почти алгебраическая струк­
тура на Хп называется интегрируемой, если главное расслоен­
ное пространство Е допускает локальные сечения, образован­
ные натуральными реперами локальных координат, области: 
которых покрывают Х„ (эти локальные координаты также 
называются допустимыми). 

Построенная почти алгебраическая структура является. 
частным случаем' общего понятия б-структуры (см. § 1), 
а именно такой G-структурой, группа G которой определена, 
выше алгеброй 51„. Линейные преобразования из группы G' 
определяются матрицами, компоненты которых относительно-
выбранных допустимых реперов имеют вид 

^ - ^ ^ - " т Х - (17>т 

В группе G содержатся подгруппы G1 и G2, образованные не­
вырожденными матрицами, принадлежащими регулярным мат­
ричным представлениям алгебр %п и Шп. Матрицы из G1(мож­
но получить, полагая в (17) аРч—Уъч и подбирая надлежащим 
образом Х-0! 
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аналогично, матрицы из 02 можно получить, полагая в (17) 
ард=вР\д: 

A)=l%t (19) 
Подобно тому, как было построено главное расслоенное про­
странство Е (Хп, G, р, Ф), МОЖНО построить главные рас­
слоенные пространства El(Xl0 G1, р, Ф1) и Е2(Хп, G2> Р, Фг). 

Инфинитезимальные связности в (пространствах Е, Е\, Е2 
порождают лииейные связности на Хп, называемые почти алге­
браическими связностями, и компоненты этик связносгей отно­
сительно допустимых реперов имеют со ответственно ВИД 

Цк - ^ т и г , (20> 
I * = T/sal. (21> 
Г/fe — fijal (22) 

где с£ч и al — произвольные функции от точки. Если алгебра 
-Ул коммутативна, то все три пространства E, Еъ Е2 совпа­
дают; в этом случае совпадают и связности (20) - (22). Вооб-
'ще же компоненты (21) и (22) получаются из компонент (20),, 
если там положить соответственно а%ч = е.ча'1 и а£ч = e^al. 

Взяв один из допустимых реперов, образующих главное рас­
слоенное пространство Е, рассмотрим аффиноры с координа­
тами относительно этого репера 

/ / — T}jL. (23) 
аЬ 

При переходе от одного допустимого репера к другому компо­
ненты этих аффиноров ,не остаются 'неизменными, во переходят 
в соответствующие компоненты некоторых линейных комбина­
ций этих же аффиноров в исходном репере. Нетрудно вычислить 
ковариаятную производную от такого аффинора (23) в связно­
сти (20): . 

У . Л - й Г ^ Л - Т » , ) / ] . (24) 
ab sm 

Существует ли аффинор /;, коммутирующий со всеми аффино­
рами (23)? Записав условие 

..s yirtet r-m-ys ы1 /Ot-A 

^ a l u s / m - / / hnahs, (..-о) 

мы получим после свертывания c ehbi 
fa — dff lma, 

так что искомый аффинор //должен иметь вид // — psl'Sj. Под-
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ставляя это выражение для // в (26), получим 

pTli'maJbs = IjalbsllmP-

Свертывая обе части этого равенства с е й обозначая P—pse, 
i s 

получим условие ДЛЯ величины Р: 
еРее — Яеее, 
b /a bja 

или еР = Ре, т. е. величина Р должна принадлежать центру 
b I) 

алгебры Шп. Итак, с аффинорами (23) коммутируют те и толь­
ко те аффиноры, которые могут быть представлены в виде 

fj-fpbfh (26) 
ab 

где 
рЧ- = РТ/.. (27) 

Каждый из аффиноров (26) имеет одни и те же координаты 
во всех допустимых реперах. Положив в (26) рь — const и 
учитывая (24), мы получим: 

stn 

=^у(т;-тг,)/;:--о. 
Наоборот, если положить в (20) 

а£ - в М , (28) 
где 

Л Г . 4 Т ) „ (29) 
то в связности 

Г/A — alT^-alTk (30). 
будут ковариантно постоянны все аффиноры (23). Положив 
Ак = ale, мы видим, что условие (29) обусловливает принад-

S 

лежность величин Ак к центру алгебры 91,,. Если почти 
алгебраическая структура интегрируема и компоненты (30) 
вычислены относительно натурального допустимого репера, 
то отсутствие кручения у рассматриваемой связности эквива­
лентно условию 
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или Ake = Д.е, откуда At •== Ае, где А =-= ase —- величина из 
[ к I s 

центра алгебры 31,,, обладающая свойством 
А (ее- ее) = 0. (31) 

U. ft 
Таким образом, мы приходим в этом случае к связности без 
кручения 

r}fe = a--rs
mfeTs/, (32) 

где А — ате — величина из центра алгебры Э1л, удовлетворяю-
m 

щая условию (31) при любых t, j . 
Обращаясь затем к связности (22), покажем, что в ней 

ковариантно постоянны аффиноры f\ (а =. 1 , . , . , л) с компо-
(о 

нентами относительно допустимых реперов 
fi-*bfi~iia- (зз) 
a ab 

Действительно, полагая а&ч -=• еРа% и используя (24), мы 
имеем: 

vt/l-*fe-i;)f|--o. 
a sq 

Обратно, связность (22) характерна тем, что она оставляет 
ковариантно ПОСТОЯННЫМИ аффиноры /' с компонентами (33) 

а 
относительно допустимых реперов. 

Связность (21) совершенно аналогична связности (22) и 
не будет особо рассматриваться. 

Если структура интегрируема и компоненты свявности 
(22) вычислены в натуральном допустимом репере, то эта 
связность будет иметь нулевое кручение при условии 

TW---• й 4 (34) 
Свертывая обе части равенства (34) с е*, мы получим 

*)~Нь (35) 
где а" — e*a!. Подставляя (35) в (34), будем иметь условие 

titmkam = '[{krm!am, (36) 
которое означает, что величина из алгебры А = ase обладает 

S 

свойством 
А (ее- ее) = 0. (37) 

A/ it 
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Итак, связность (22) без кручения имеет относительно до­
пустимого натурального репера компоненты 

-Ъ---х*й. (38> 
где величина А = ase удовлетворяет условию (37) при любых 

S 

индексах I, /. 
i 

Если сделать преобразование допустимого корепера {6}: 

е — лГе, (39> 
где Ay'-аи^Чдт, A'i> = 6^1/PTW' T O коэффициенты связно­
сти преобразуются по формуле 

Ti,'.v*=T'S0Af.Al.AZ+A%dk.Ap
l., (40> 

где (5ft' — символ пфаффовой производной. В частности, при 
преобразовании допустимого репера G2 — структуры мы в-
формулах (39) будем иметь 

Л}'= р-Ж. A r - ^ T s / , • (41> 
где величины из алгебры P = pse, Q = qse связаны соотно-

S S 

шением PQ = QP = е. Записывая равенство (40), придем к 
соотношению 

Ч = ^тйД^Х-Г 'ГР ' + VpmPp^qm. (42) ' 
Обозначая Ак — а^е, получим 

i 

'Ak = PAvQfnkq« + Pdk.Q. (43) 
Переходя к связности без кручения, для которой Ак = Ае, 

к 
причем величина А = ase удовлетворяет условиям (37), мы 

S 

находим в натуральном допустимом репере 
'Ae = PAQeQ + Pdk,Q, 

k k 

откуда после свертывания с eft 

'A=-PAQ2 + PqsdsQ. (44) 
B частности, если алгебра 3t„ коммутативна и преобразова­
ния (41) записаны для натурального репера, так что А1- = 

дх1' ! 
-=- - - , то, построив с помощью допустимых координат х\ 
х1' величины из алгебры Х = х*е, X' = xs'e, мы будем иметь 

S S 
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P — ---> Q^jx' (в э т о м случае X' будет аналитической 
функцией от X); формула (44) принимает вид 

Л ЛйХ'^ dX dX'»' ^0) 

Мы видим, что функция А преобразуется в этом случае так 
же, как объект связности одномерного пространства. Относя 
вектору v с координатами vl относительно натурального до­
пустимого репера величину из алгебры V — vse, мы сможем 

S 

теперь записать условие параллельного переноса вектора 
в виде 

dV + AVdX = 0. (46) 
Изложенные выше положения о почти алгебраических струк­

турах и связностях можно обобщить на случай дифференци­
руемых многообразий Хтп, размерность которых является 
целым кратным порядка и алгебры %п. Для этой цели мы 
рассмотрим группу G лш-мерных матриц, образованных га-мер-
ными блоками, принадлежащими матричному представлению 
первой производной алгебры £> для алгебры кп. Элементы 
этих матриц имеют вид 

А№?!~аГ1?Лг' (47) 
где а, Ь, с, . . . = 1, . . . , т. Рассмотрим также подгруппы G1 
и GH группы G, образованные /п/г-мерными матрицами, га-мер­
ные блоки которых принадлежат регулярным матричным пред­
ставлениям алгебр 9С„ и Шп. Элементы таких матриц имеют 
соответственно вид 

Л ( Й | Й 7 - ^ / . (-) 
Мы можем затем построить главные расслоенные пространства 
допустимых реперов Е (Х,Ш1, G, р, Ф), Ei (X,„„, Gb р, Ф1), 
Е2(Хтп, G2) /->> ф2)> задающие на Хтп почти алгебраическую 
структуру. Если структура интегрируема, т. е. если матрицы 
•(AS) имеют строение (47) — (49) в натуральном допустимом 
репере в координатной окрестности каждой точки, то допус­
тимым координатам ха можно поставить в соответствие /п ве­
личин из алгебры Xе = x(a-I)n+se, и при переходе к новым до-

S 

пустимым координатам ха' соответствующие величины Ха' 
•окажутся аналитическими функциями от величин X1, ...,Хт. 

Инфинитезимальные связности в пространствах Е, Еъ Е2 
порождают линейные связности на Хтп, и компоненты этих 
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связиостей относительно допустимых реперов будут соот вет-
ственно иметь виц 

"• (Ь-1)«+/, (c-l)fi+fe ~ \lp\qmubck> \OV> 
P(a— l)n-H „.! nas (K\\ 

{b-l)n+[, {c-l)n+k \l.subck' VU 1 / 
"P(a—l)n-K v* nas (^0\ 
L {b-l)n+i, (c—l)n+Jfe ~~ ls/"u-ft' И / 

где a^|, a^ — произвольные функции от точки. Компоненты 
(51) и (52) получаются из (50), если положить соответственно 
aaPbk~&4aaPbk И аСаЬк = &Ра°аЬк- "- С Л У ч а £ КОММутаТИВНОЙ а л г е б р ы 
связности (50) — (52) совпадают, 

Рассмотрим аффиноры с координатами относительно допус­
тимого репера 

j^{ti)^ttsA (53> 
Как и при выводе формулы (24), мы получим, что в связности 
(50) 

V(c_ w f p ^ = aTbi (Т»Л - ЭД) £$1Ш (54> 

Связность (52) характерна тем, что в ней ковариантно п осто-
янны аффиноры с компонентами относительно допустимого 
репера 

/ | Й № - % - (55) 
Аналогично, связность (51) характеризуется существованием 
ковариантно постоянных аффиноров с координатами относи­
тельно допустимого репера 

Если почти алгебраическая структура на Хтп интегрируема и 
компоненты связности (52) вычислены относительно натураль­
ного допустимого репера, то отсутствие кручения у этой 
связности равносильно условиям 

из которых свертыванием с е* находим 
< - = O s r <58> 

где 

Отсюда следует, что 
nal •__ aat abc Ucb 
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и что величины 
. Г ^ ф ; ' (59) 

симметричные по нижним индексам, удовлетворяют условиям 
Т«с I ее - ее) - 0 (60) 

для любых значений индексов k, /. Итак, связность (52) без 
кручения имеет'Относительно допустимого натурального репе­
ра компоненты 

•"С*— 1)п+[, (с—\)n+k ubchlihnp \иЧ 

где величины (59) симметричны по нижним индексам и удов­
летворяют условиям (60) (см. [14]). Если алгебра Шп коммута­
тивна, то преобразование допустимых координат ха сопровож­
дается аналитическим преобразованием соответствующих ве­
личии Xй = x(a-1)n+s

1?, и при этом величины Та
Ьс преобразуют-

s 
ся так же, как коэффициенты аффинной связности т-мерного 
пространства. Ставя в соответствие вектору va в натуральном 
репере величины Va •-= v<a~l)n+se, мы можем записать, условие 

S 

параллельного переноса вектора Vх в связности (61) следую­
щим образом: ., 

dV« + Ta
bcVbdXc = 0. (62) 

Следовательно, .интегрируемая почти алгебраическая структура 
со связностью без «ручация (61) служит вещественной реали­
зацией т-мерного пространства над коммутатавной .алгеброй 
(ом. [13]). Условие .параллельного .перенесения -в связности без 
кручения (62) сохраняет оврй вид и для некоммутативной ал­
гебры. • 

Рассмотрим тензоры кривизны и кручения линейных связно-
стей (20) — (22), предполагая, что .почти алгебр акадская струк­
тура на Хшп интегрируема и компоненты этих овязностей запи­
саны относительно допустимого .натурального ipeqepa. Для связ­
ности (20) мы находим: 

з^^^Лт/^Г-т^Г). 
, 4u = rifqm{dl{aP!<>~djai«i)+ . 

Так как связности (21) и (22) аналогичны, то рассмотрим 
только вторую из них; для этой связности 



Вспоминая формулу (35), мы видим, что в случае нулевого 
кручения и голономного допустимого репера aj. •= â -f̂ , т. е. 
а"е == Ае, где А = а'!,е, причем А(ее — ее)==0. Образуем затем 
выражение Rs

kjie: 

R\lte== (дьАе — SyA.e'i e + f AMe — АеАе\ е. 
' s v j fej г V fe / / ft/ ' 

Преобразуем второе слагаемое в этом равенстве: 
АеАе — АеАе = ААее — ААее = А А {ее — ее) = 0. 

ft ; f к ki ik ki ik 
Итак, в случае связности без кручения мы имеем 

Чи-^ш^-^д^у: (63) 
где функция А-— ase удовлетворяет условиям (37). В случае 

S 

коммутативной алгебры условия (37) выполняются всегда, и 
если мы вспомним условия (13) аналитичности функции от 
переменной из алгебры, то можем сказать, что связность (38) 
будет локально евклидовой тогда и только тогда, когда ана-
литична функция A — ase. 

Если же алгебра не коммутативна, то связность (38) бу-
. дет локально евклидовой тогда и только тогда, когда функ­

ция А, удовлетворяющая условиям (37), вполне дифференци­
руема справа (см. § 2). Действительно, из (63) следует, что 
в случае Rs

kIl = 0 справедливо равенство dka4 = iq
mkbm\ обрат­

но, если .„и' = т у в , то, обозначая B = bse, мы будем иметь 
i?i„e •=- В (ее —• ее) е, и так как дкА •= Be, т . е . В — eftdftA, то 

s ki Ik i k 
в силу (37) R'e — 0, а значит Rs

k]l -= 0. 
s 

Вычислим затем тензор,кривизны и кручения связности (52), 
предполагая, что структура интегрируема и .шилоншты (52) 
записаны 'относительно допустимого натурального репера. Тен­
зор кручения принимает вид 

пт-Са— 1)п-Н .,,' „a s „ ' „as 
2,1 (b- l )n+/ , (.-—1)л+.-! = Ufibck — ЪЬ&сЫ-

Для упрощения мы выпишем не сами компоненты тензора 
кривизны, а выражения 

А(с— l)n-ffc,(u-l)n+/,(a— 1)в-И 

= [d^-Dn+kall; - а(6_1)л+/а^ ] ее + 
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+ HPb,aefQck~^Pc^flj}eee (щ 
ц р I 

Если кручение равно лулю, то, как мы видали, компоненты СВЯЗ­
НОСТИ (52) принимают вид (61), где величины (59) удовлет­
воряют условиям (60). Для связности (61) выражение (64) при­
нимает вид 

DO— l)n+r р _ 
J4(c—• \\n+k,t.b~l)n+i,(,a— 1)п+Г ~~ 

- [а(-_.,„+*Г;,в — д(Ь-.1)п+1Г*ае + Г'еТЬе - Т'еГГе] е. (65) 

Если функции Тс
аЬ окажутся вполне дифференцируемыми спра­

ва по переменным Ха = x(°--)"+{cdot}'e, то, обозначая 
S 

о 

мы получим из (65) 
аМр1Т>(е— 1)я4" а 
а v a •^•(.с-1)п+к,(.Ь—1)п+!,(.а~1)п.+Г 

= W * - ВДС + iy-f, - Туг,с. (66) 
В частности, если алгебра коммутативна'и функции Тс

аЬ ана-
литичны по переменным Ха, то выражение, стоящее в правой 
части формулы (66), оказывается тензором кривизны Rcta 
аналитической связности без кручения Тс

аь, а формула (66) при­
нимает вид 

"Г 

Если в случае коммутативной алгебры задать связность 
•р(а-1) n-\-l „fls„mv* 
•I. ( 6 - 1) п+[., (с-1) re+ft - uiichk -m/. 

не считая величины а?.?. симметричными по нижним индексам, 
то в предположении аналитичности функций 

1 Ьс — Oftce = еуей1 (й-1) л+/, (с-1) n+ftS 
s г 

мы приходим к аналитической связности с кручением для 
/n-мерного пространства над алгеброй. 

Рассмотрим дифференцируемое многообразие Хтп со 
структурой, определяемой коммутативной ассоциативной уни-
тальной алгеброй %. Такая структура характеризуется су­
ществованием на Хтп п полей структурных аффиноров /f, 
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компоненты которых в допустимом репере имеют вид 
/iS=!iS/--tt. (67) 
к 

Эти аффиноры в случае коммутативной алгебры совпадают 
как с аффинорами (55), так и с аффинорами (56). Структур­
ная группа является теперь группой матриц, коммутирующих 
с матрицами структурных аффиноров. Используя поля струк­
турных аффиноров /, мы можем построить на Хтп тензорные 

ft 
поля N типа (2,1), являющиеся естественным обобщением 

кг 
тензорного поля Нейенхейса для аффинорной структуры. 
Каждый из этих тензоров относит векторным полям X, У 
векторное поле 

N (X, Y) = f [fX, Y] - [fX, fY] + f [X, fY] — // [X, Y] 
kr кг т к г k kr 

и локально может быть определен так: 
N1$ = Ш ? - Ш1 - /ЭД + №вП> 
rk r k k • г г к к г 

где частные производные по локальным координатам можно 
заменить ковариантными производными в любой связности без 
кручения. В адаптированном репере эти тензоры принимают 
вид п 

Nip = да^ + ппы + ппы, + ntlbia. (68) 
rk кг к г kr кг 

Построенные тензоры связаны, соотношениями 
N & - - N 2 a . 
rk kr 

Ясно, что для интегрируемой структуры все тензоры N обра­
ти 

щаются в нуль. Обратное можно проверить на ряде конкрет­
ных структур (например, определяемых коммутативными ал­
гебрами 2-го, 3-го и 4-го порядков). Почти алгебраическую 
структуру, для которой все тензоры N обращаются в нуль, 

rk 
естественно назвать почти интегрируемой. Используя выра­
жение (68) для тензора N в допустимом репере, мы получим 

rk 

в случае почти интегрируемой структуры равенство 
ft№& + /рт/Х + ШЬ1« + .ДОра - О, 
кг k r кг кг 

которое можно переписать в виде 
/a-Pog — / -Pap = О, 
г k r к 
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где 

Итак, при фиксированных номерах /е и р матрица (Pop) ком­
мутирует со всеми матрицами fff\. Это означает, что если 
положить а ==- (а, i), [- = (6, у), ? = (с, 5), - = (е, t), то мы по­
лучим равенство вида 

ft 
ИЛИ 

V S г" (С, О .Y< t,(C, S) С «S . //-ГУ\ 
1^/0(0, /)(&, /) — Ift/O(o, 0(6. t) — f{b, i) at ml- {Щ 

ft 
Свертывая обе части этого равенства с в?, получим: 

b\ea\%b.k) = &bfci}(b,P)lh-&?tb,p)J'i- (70) 
к 

Свертывая затем обе части (70) с е-ей, будем иметь 

Далее, так как бар — — .->(?а> то 

ep*l«, oV/0 ~ - 4 w , Л Т*« + Й»,«?)(«. Р) - ^ ( й . л ~) Т» = О-
Свертываем обе части этого выражения с ел и учитываем (71)! 

где 9Й ' ° •--- — ОЙ' 0 . Подставляя в (70), имее м: 
Ь\а,%Ь, к) = &<?\а,р) bfik — £Р(?$Ь,р) (fit + &ab m)TmfT?ft- = 

' ft . 

•--(^?в.р)ь+^й,м)тЦтг*---

Итак, при N = 0 компоненты b\c
a', fyb, I) имеют вид 

гк 
Ь{а\ШЬ,кУ= PabHik — plakfti- (72) 
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Обратно, если компоненты 6°Y в допустимом репере имеют 
вид (72), то соотношения (69) удовлетворяются: 

„ s t(c, t) „ t . ( с , s) ( cm vi r,ct -,m\ ~s 

i a P 
Равенство (72) означает, что элемент -^Ь"1^/\Ще при­
надлежит подпространству V (см. §'1), т. е. равенства N = 0 

ftr 
равносильны обращению в нуль структурного тензора почти 
алгебраической структуры на Хтп. 

Заметим, что связности типа (20) и (50) были введены нами 
параллельно с .рассмотрением в опроса об аналитической функци 
от переменной из алгебры. Если .алгебра 2ГП коммутативна, то 
вид этих связиостей в натуральном репере сохраняется при 
аналитическом преобразовании локальных координат в смысле 
Шефферса; в более же общем случае ассоциативной унитальнюй 
алгебры указанные связности сохраняют строение своей мат­
ричной формы при тех преобразованиях локальных координат, 
которые аналитичны .в смысле Ворда, Очевидно', можно было бы 
рассмотреть и более общие линейные связности, матричные 
формы которых принадлежат какому-то определенному мат­
ричному представлению заданной алгебры (не обязательно уни-
талы-юй); такой более общей постановки вопроса мы здесь не 
касаемся. 
§ 4. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ПОЧТИ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 

СТРУКТУР 
: Рассмотрим несколько примеров выделенных выше просто 

ранств линейной связности. Остановимся сначала на прост 
ранствах со связностями типа (20) и (50) и покажем, чт-
такие связности естественным образом возникают при изуче 
нии некоторых однородных пространств. 

1. Пусть в ассоциативной унитальной алгебре %п определе­
ны преобразования Та\х-+ ах, ag-Jl,,. Совокупность таких пре­
образований, отвечающих обратимым элементам а, образует 
группу ЛИ (изоморфно представляемую некоторой подгруппой 
G общей линейной группы GL(n, R)). Элементу группы G, от­
вечающему преобразованию Тх, отнесем элемент алгебры x. 
Тогда в группе G будем иметь левые сдвиги La:x{to}ax, где 
х—-общий элемент группы G, представленный элементом ал­
гебры х. Координаты элемента х задают координаты в G. 
Каждому элементу алгебры Ли группы G (касательному век­
тору в нейтральном элементе е) можно сопоставить элемент 
алгебры йп\ в частности, можно выбрать такой базис алгеб-
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ры Ли, которому отвечает базис алгебры at,,:.?, . . . , е . Элемен-
1 л 

ту е отвечает лев о инвариантное векторное поле е (л:) на G, и 
k k 

координаты вектора е(х) равны el=xs';i
sk. Отсюда следует, 

k ft 
что скобка двух векторных полей е, е есть левоинвариантное 

ft г 
векторное поле, отвечающее элементу ее —. ее. Поэтому ал-

k г rk 
гебра Ли группы G есть алгебра Ли ассоциативной алгебры 
-М„ (см. [3]) Как известно ([32]), в групповом пространстве 
группы G существует три типа замечательных линейных связ-
ностей: две связности с абсолютными параллелизмами, по­
рожденными правыми и левыми сдвигами, и их средняя связ­
ность без кручения. Если касательный вектор к G в ней­
тральном элементе отвечает величине из алгебры V0 = о-е, 

о s 
то соответствующее левоинвариантное векторное поле v (х) 
будет определяться величиной V—xV0, и закон параллель­
ного перенесения посредством левых сдвигов запишется урав­
нением dV=dxx~xV. Положив х^1 = u"es, мы находим коэф­
фициенты соответствующей связности в натуральном репере: 
Г/А — ~tkslpiuS- -^ы ВИД™. ЧТ0 э т 0 — связность типа (22), от­
вечающая-значениям ар

к = — 'f%sus. Аналогично, в той же си­
стеме координат мы находим связность с абсолютным парал-

2 
лелизмом, определяемым правыми сдвигами: Г /й — — Т^Т -̂-̂ '. 
это — связность типа (21), отвечающая значениям а£=—4%k

uS-
Средняя связность Vl

Jk = —-jd^Tpy+TfftT/^) uS и е имеет кру­
чения и является связностью типа (20), отвечающей значе­
ниям а%ч = — у (•-/,Тй-~.~е'7т4) uS- Вект°риое поле vl = x', отве­
чающее главной единице е, является одновременно лево- и 
правопараллельным и потому абсолютно параллельно во всех 
трех связностях. 

2. Рассмотрим пример однородного пространства, в кото­
ром определяется связность типа (50). Пусть Шп — унитальная 
ассоциативная алгебра с базисом {е.} и со структурными кон­
стантами tff (•*> ]', k, .. .-= 1, . . . , п). Возьмем за основу 
mn-мерноё вещественное векторное пространство, в котором 
задана алгебраическая структура с помощью п. структурных 
аффиноров fp, определяемых матрицами 

к 
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©"•Г-.л 0 М*--(ТУ. (73) 

(а, р, f, . . . ==1, . . .,тп). 
Линейные преобразования, сохраняющие эту структуру, 

образуют группу G, и матрица любого из таких преобразова­
ний имеет вид 

's/ 

lbmn+% 

• •• 

ym+s l 
Is/ 

K T s / 

(a, b, c, . . . = 1, . . . , m— 1)> 
где X*, \an+s, X-mn+-, )Sbm+a)n+s — произвольные вещественные 
параметры. Это — самые общие матрицы, коммутирующие со 
всеми матрицами (73). В группе G. выделим подгруппу И, 
преобразования которой определяются матрицами 

a V . 

0 

0 

0 

b'uVsi 

bm—l.flsl 

0 
b\,tn-l4sf 

Ьт—\, m-lf s/ 

Операторами этой подгруппы являются 
Y ^ T f t / ^ P j . Y(am-hb)«+^Tfe/-°'I+yPi«+J{cdot} 

Остающиеся операторы группы G суть 
Xm+li^klVpan+i, Xamn+k^%£an+JPi-

Из соотношений 
( Х а я + , , Yh) — — 1% Xan+S> (X-„-f--, X{am+b) n+k) — KcfkrXbn+s> 

( •^вия+г . - 7 *) = • T t - ^ f l m + j . ("'-'гтя+г. Y(am+&)n-l-ft) = - — W t «'-«»»+-
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следует, что однородное пространство G/H редуктивно 
(см. [10]). Преобразование с матрицей 

/ — 

транзитивно смещает на пространстве G/H точку общего по­
ложения. Обратная к / матрица имеет вид 

r (m-Om/j+s yi 
Is/ 

vn4-s „J 

0 

0 

*2n+% 
0 
>i 

0 

— 

д - С т - D B + S j i 

0 
0 
. . . 

«*T'e/ 

. . . 
fibmn+s*rl " Is/ 

... 

... 

... 

I J " ^ f' 

Поэтому форма d/- / - 1 со значениями в алгебре Ли группы G 
имеет вид 

ап+г атп-\-г г {am-\-b)n-\-r 
6 Х<т+г+ б - 5 - ' я / п / - - | - г + ^ г + Ф Y(a»-+i)n-|-r. 

где 
^ ^ ^г^астп+1 dxcn+s, 

(с) 
(affi+iln1-)-/-

(|j ==- , - г
и иЬп+( dXamn+s > 

ati+r ..-. 

ят/J-l-'' 
O = Yisut dxamn+s, 

Если ввести в рассмотрение величины 
ха= xail+se, ya= xann+s e, 

S S 

u — use, ua=uan+se, i>a-=- иатп+" e, 
s s s 

aab= u(am+i-1"+-e, 

(74) 
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то мы будем иметь соотношения 
и + ^ w0x — е, « я + 2 "*"xu= О-

(а) (4 

ш/а+ уа-= о, ийг/а+ иаЬ= еЗяй, 
откуда 

и == (8 — Ег/л/)-1, иа*= 8.5яй+ х* (s — St/Zx/)-1 г/а, 
(75) 

«<--=.— ха (е — 2z//x-,V-, о я = — (6 — S/x/)- 1 г/а, 
где е — главная единица алгебры. Составляя скобки 

{ап+г amn-j- г") 
9 , б } форма 

инвариантной связности пространства G/H имеет отличные от 
нуля компоненты 

. . . . . k {am-\-b)n-\-k 
^ - - - S T ^ + T i , г1 > 

(76) 

->amn+f = № 1 " ~ Т { / г т" 

Используя (74), (76) и (76), легко убедиться, что эта связность 
не имеет кручения. Подсчитаем компоненты тензора кривиз-

fan+t атп+П 

ны относительно корепера | 0 , В j . Находим 

( ^ + -й!Л-Й|)е--
. cmn-\-t cn+r bn+t amn+r 

= 8°S О Л 9 еее— б Л 9 еее, 
(с) К г < г I 

откуда 
Remn+s, gn+r, an+t = °J>eg fwTsr + §a-8gTrsT^-

Аналогично получаем 
T}bmn-\-i ччй -. у*1 Y/ j j b yj yt 
t\emn+s, gn-\-r, amn+i •—• °a °eg • sr • tl— °e°ag ' It '"s> 

остальные компоненты тензора кривизны равны нулю. Для 
компонент тензора Риччи находим выражения 

- # « « « + , . ап+1 = • 8е« [Т<. Т? Г + ( " - — ! ) Т.< Trf] , 

-~ Ran+i, emn+s = 8 еа [iis %i + (m ~ -) Tsi Tjy] • 
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С помощью тензора Риччи образуем квадратичную форму 

- R„l 8 = 2 (T.v + Т^) [т!. + {т ~ 1) т^] dxfl"+* йл.а""<-И. (66) 
(а) . 

Для ряда алгебр эта форма оказывается невырожденной, и 
полученное симметрическое In (т. —- 1 )-мерное пространство 
становится римановым. TaK будет, например, в случае алгебры 
кватернионов. Для этой алгебры квадратичная форма (66) не 
вырождается. Положив уа = ха, где черточка означает опера­
цию сопряжения кватерниона ха — х4а+х + 1хЛа+^ + /x4o+3 + 
+ £x4a+4, мы выделим в исследуемом 8 (т — 1 )-мерном про­
странстве поверхность 4(те—- 1) измерений. На этой поверх­
ности индуцируется метрика с линейным элементом 

y.dxaxaY,xcdxc 

--•-ЕГ-5& 
и й . JMI <с_) 

+ 
Мы пришли к унитарному пространству постоянной кривизны 
над алгеброй кватернионов (см. [11], [12]). 

Полученные результаты значительно упрощаются, если 
положенная в основу ассоциативная алгебра коммутативна. 
В этом случае построенная связность обладает системой In 
ковариантно постоянных аффиноров ср« i№ с ненулевыми ком­
понентами 

к k 

Это означает, что в рассматриваемом 2(/я— 1)»-мерном про­
странстве имеется структура, определяемая тензорным произ­
ведением алгебры %п и алгебры двойных чисел (см. [14]). 
Кроме того, мы получаем систему п ковариантно постоянных 

г 
тензоров ц"ар, которые симметричны и имеют отличные от 
нуля компоненты 

г ' г 
£cm-\-i, bmn+t=s °a&''/• 

Образовав линейный элемент со значениями в Шп 
г ар 

r .a»' 

мы имеем 
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Если положить К — — ln (e — Ъх/yf), то 
' г - d-i(_ 

Uab дхадуЬш 

Мы пришли к вещественной реализации многообразия нуль-пар 
(т— 1)-мерного проективного пространства над алгеброй Э1„ 
(см. [11]). Аналогично, выбирая иным способом подгруппу И, 
можно строить вещественные реализации других однородных 
пространств и пространств образов симметрии над алгеброй f&n. 

3. Многочисленные геометрические приложения находят 
тензорные произведения двух алгебр 2-го порядка, так как 
4-мерные вещественные реализации одномерных симметриче­
ских пространств над этими алгебрами используются в линейча­
той геометрии З-мерных пространств |с;квадратичным мероопре­
делением. Наличие нескольких (трех) ковариантао постоянных 
•структурных аффиноров естественным образом приводит здесь 
к сопутствующим структурам, позволяющим вносить в много­
образие прямых либо комплексную риманову, либо келерову 
метрику (см. [8]). В настоящее время эти вопросы детально изу­
чаются и обобщаются преимущественно учениками Б. А. Розен-
фещьда (см. [4], [5], [9], а также [14], [15]). 

Ряд дифференциально-геометрических применений нашли 
алгебра плюральных чисел и прямые суммы простейших алгебр 
(см. [2], [6]). 

В качестве еще ОДНОГО примера пространств, определяемых 
алгебрами, отметим 4-мерное р им адово пространство с линей­
ным элементом 

ds2=6 (д:1, л.2, л;3) (dx1)*+2dxldxi - {dx2f - (dx3)2, 
которое обладает структурой, определяемой неприводимой 
коммутативной алгеброй 4-го порядка с отличными от нуля 
структурными константами т', = т?2 = T!I = Т?з = TII == Т14 = Т4 1 = 
•=--(! — "f|—1. Это так называемое общее «пространство Я» 
(см. [34]). 
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