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Рассматривается следующая линейная система, описывающая движение 
вращающейся сжимаемой жидкости (система акустики): 

^ dv 
i o ] + g r a d P = F ( x , t), 

(1) 

a 2 — +&\'v = W(x, t) 
dt 

в области {x£E3, t>0}, где y(x, t)=(vv v2, v3), со = (0, 0, со), w = const, 

[v, (о]~векторное произведение, a=const — коэффициент сжимаемости. Си­
стема (1) является симметрической гиперболической по Фридрихсу [1] с крат­
ными характеристиками. 

При а = 0 система (1) переходит в систему, рассмотренную С. Л . Собо­
левым в [2], которая уже не принадлежит к определенному типу. 

В нашей работе [3] было построено явное решение задачи Коши 

v(x, 0 U o = ^° (х), Р (*, 0 U = Р° (х) (2) 

для системы (1) и получены некоэрцитивные оценки в Lp для этого реше­
ния. Одновременно было показано, что «коэрцитивных» оценок в L p , т. е. 
оценок типа 

MLpm\L<c(f\ + ip\) 
при рф2, быть не может. 

В настоящей статье мы приводим полное доказательство теоремы о ско­
рости убывания решения задачи (2) для однородной системы 

I dv ~+ 

— Iv, ( o ] + g r a d P = 0 , 
{ (!') 

от \- div v = О 
dt 

при t->-oo. Краткое содержание полученных результатов содержится в на­
шей заметке [4]. 

Итак, рассмотрим однородную систему ( Г ) . Предположим, что началь­
ные данные достаточно гладки, например принадлежат С 2 , т. е. имеют 
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вторые непрерывные производные. Согласно нашей работе [3], единствен­
ное решение задачи Коши (2) для однородной системы ( Г ) имеет вид 

4я J \{г2 2г* ) v г дп ^ 
t_ 

~ а 

+ -у ([?, « ] - g r a d P ° ) J dSy+ 

, 1 Г [ dG(y~x, t) - . . , V I a*G 2 . Л . 

^ t k=\. r< — а 

4 я J \{г* 2г* ) К ' г дп 
t_ 

~ а 

ar J 4 я J [ dy3 

rc -L 
a 

dG (dtfi M \ d2G -* d3G ) 

+ a 2 p ° I - 1 * d i v v ° + ~w * % n *У> <4> 

где Ф 0 (у) = —rot v° + a?Zp°, 

ф х (#) = — Av°+ graddiv tT° — a 2 [grad P°, ю]+ a2w°3, 

Ф 2(</) = а 2 ( Й , © ] - g r a d P ° ) , (5) 

top T ^ 2 — a V 2 

r 

G (y-x, 0 = — f - ^ = l = = - J0 (I) dl, 
cop J VI + a a> p 

0 

p 2 4 < / i — ^ i ) 2 + ( y 2 — * 2 ) 2 ; ' 2 = р 2 + ( < / з — * 3 ) 2 > 

/ 0 — ф у н к ц и я Бесселя нулевого порядка. 
Докажем следующую основную теорему об убывании по / решения 

задачи Коши для любых х, принадлежащих произвольному компакту, 
' о 

Т е о р е м а . Если начальные данные v°(x), Р°(х) £С°° ( £ 3 ) , шо решение 
задачи Коши для однородной системы (Г) убывает по t при t-+oo, как 

0̂ —j , равномерно для всех х, принадлежащих компакту Q из Е3. 
—»-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем теорему для вектора v(x, t)\ для функ­
ции Р (х, t) оно аналогично, ввиду того что представления решения (3) 
и (4) выражаются с помощью одних и тех ж е фундаментальных решений 

dlG ' " 
dt1 
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Итак, рассмотрим формулу (3). Значения производных от потенциала G 
в ней имеют следующий вид: 

dG{y-x, t ) = (ya-xjt j I pVt2-a2r2 

dys r 3 0 \ r 

dt 
dG(y—x,t)_ 1 T(pYt2 — ccV \ 

(6) 
d2G(y—x, t) pt I pYt2 — a2r2 

= __. J 0 I 
dt2 г2 у t2 — a?r2 

dsG(y—x, t) p2t2 I pVt2—a2r2 \ 
dts ~~ r*(t2~a2r2) °' 1 

p (t2-\-a2r2) T> I p Vt2 — a2r2 

о 
r2 (t2—a2r2f2 

В формулах (6) для сокращения записи мы положили со = 1. Восполь­

зуемся уравнением Бесселя J0(^==—/о(т])— и заменим функцию 

Бесселя в (3) через ее производные. Кроме того, в формуле (3) сделаем 

замену у—х=%, dy = d^. Тогда вектор v(x, t) запишется в виде 

r=JL а 

~ т ж + т([^0' "]~"grad р0)1^ + 
An J \V г 3 pr2Vt2 — о?гг ) (7) 

х Ф 0 (х + S) + ( - - Л Jo ) 4 ( * + £ ) + 

r 2 1 ^2 — a 2/" 2 

r 3 ( * 2 — a V 2 ) ° (*2 — a 2 r 2 ) ' 

о l / / 2 a 2 r 2 

где опущенные аргументы бесселевых функций равны — , и те­

перь г 2 = р 2 + £ 2 , р 2 = - ^ + ^ 2 - Аналогичный вид с теми ж е потенциалами (так 
- > 

будем в дальнейшем называть коэффициенты при Фг (х +1). в формуле (7) 
и обозначать их через Gt ( | , i = 0 , . . . , 3), но с другими будет иметь 
и формула для Р(х, t). 
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Если t достаточно велико, а начальные данные финитны, то первый 

интеграл в (7) будет равен нулю. Обозначим свертки по шару г < - 1 » : 
а 

—> 

Gt (£, t) * через Qt (х9 t). Представим каждое Qt (х9 t) при больших t 
в виде 

где Ki(xy t) равномерно ограничено по x и t для x £ Q и всех / > / 0 > 0 -
Рассмотрим 

f 
а 

Первый член этой формулы проинтегрируем по частям по £ 3 , пользуясь 
формулой Остроградского и тем, что 

Получаем 

д I р ] / 7 2 — а 2 г 2 \ _ р Н / 

d£ 3 \ г у г 3 у / 2 — а 2 г 2 
(9) 

У 0 Ф 0 (х+Ю^=- 1 К

 ф Ф 0 ^о 
— f — 
а а 

Фп dt (Ю) 

Сложив коэффициенты при Ф 0 во вторых членах формул (8) и (10), мы 
получаем формулу для Qx(x, t) в виде 

Q l (X, t) = j ^ P F JO -Щ* + Л Ф о ) 4 - ( И ) 

а 
Рассмотрим первое слагаемое в (11), которое обозначим через Qn(x9 t). 

дФ 
Обозначим гладкую финитную функцию через Ф 0 3 и разложим ее в ряд 
Тейлора в окрестности £ 3 = 0 с остаточным членом в интегральной форме 
(первые два аргумента x1 + l19 х2 + £ 2 у функции Ф 0 3 для краткости опу­
скаем): 

Фоз (* + Ез) - Фоз (*з) = ( h + 

+"(6'(,,+ 1 , - Л ) - ^ f i ! L А, . ( , 2 ) 
дц 

Тогда 
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х Ф о з ( * з ) + ( - ^ , 

X а 2 Ф 0 3 (Л) 
дц2 

х3 

3 

Qut- (13) 

Преобразуем Q11V В сферических координатах после замены sin 6 = 7 , 

получаем 

Q i n = у - 1 * d(f j* rdr J у / 2 — a 2 r 2 Jo (sin 0 j / t2 — a1 

2 я t/a я 

- — - / - ^ V ) x 
0 0 0 

X Ф 0 3 (*i + т cos ф sin 9, x2 + r sin ф sin 9, x3) dQ = 
2 л //a 1 

X 

X Ф 0 3 (xx+ry cos ф, x 2 + T sin ф, x3) dy. 

Так как Ф 0 3 зависит от у дифференцируемым образом, то разложим Ф ( 

в ряд Тейлора в окрестности у= 1 

Ф о з ( 7 ) - Ф о з ( 1 ) = ( ^ - ) ^ 

I - V 

( Т - 1 ) + | ( l - Y - Л ) (14) 

с остаточным членом порядка о ((у—I)2). Это даст возможность проинте­
грировать по частям несобственный интеграл по у и этим избавиться от 
множителя Yt2 — a 2 r 2 в числителе, а член с Ф 0 3 ( 1 ) вычислим в явном 
виде; имеем 

2 я t/a 1 

2 Г , Г . Г Vt2 — a2r2JQ{y/t2 — a V 2 ) 

0 0 0 
X 

X 
d<D, 03 

dy Jy=i 

i - v 

( T - l ) + j* ( 1 - Y - T | ) 

0 
dl]2 

f Ф о з ^ + г с о з ф , x2 + rsinq>, x3) dy. (15) 

Рассмотрим в первом слагаемом интеграл по у; проинтегрируем его по 
частям по у: 

1 

Vt2 - a 2 r 2 J'p {у V Р — a V ) (1 — у ) 1 / 2 dy 

( 1 + т ) , / 2 

2dy 
V 1 - V 2 ( 1 + T ) 

• (16) 
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Теперь рассмотрим во втором слагаемом в (15) интеграл по у и тоже про­
интегрируем по частям: 

1 
1-у 

j y i - Y 2 V, 
о о 

( 1 - Y - r O ) ^ „ = 
дц2 

= \ 0 - Л ) д 2 ФЛ ( Т 1 )

 d r ] - \ JQ (yyt*-a*r*)x 

X 

о 
l - V 

7 
L ( i - Y 2 ) ' 

,2\3/2 
Т|) 

^ 2 Фоз(Л) 

дц2 
dr\- д2Фоа (П) 

Vl— Y 2 J d n 2 

о 

d Y - (17> 

Так как в третьем слагаемом в (15) Ф 0 3 не зависит от у, то интеграл по у 
вычислим в явном виде с помощью формул (11) работы [5]. 
Имеем 

' У? — « V 2 Jo [у V t2 — а?г2 

1/1— Т 3 

О 
Подставляя (16)—(18) в (15), получим 

2я t/a __ 

Qui= — 1 * р 

dy=cos{V't2 — a2r2)—1. (18> 

+ г 

г (cos [yt2 — a2r2)—l) X 

о о 

X Ф 0 3 (хг + г cos ф, х2 + г sin ф, х3) + 

дФ03 fa + rycoscp, х2 + ry sin ф, х3) \ 

/ 7 = 1 ду 
dr — 

2п t/a 1 г . 

<5у / v = 1 K l - V 2 ( l + T ) 

Y 

f " ( I - T - t 0 - ^ M - dn = \ ~ ^ 5 L All dV- (19> 
J drf У 1 - Y 2 J drf J 

Докажем следующую лемму. 

Л е м м а 1. Если функция f(xlt х2, х3) убывает при \х \ -»- оо, как 

, где п достаточно велико, то интеграл 

2Я 
Л . М = j ^ф j Г ^ (Х1 + Г C 0 S Ф» *2 + Г S I N Ф» *з) ^ Г (20) 

ограничен равномерно по х £ Q, если п — & > 1 + е — положительные 
числа. При k=l интеграл (20) равномерно ограничен по всем х£Е3, 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Переходя к декартовым координатам г cos ф = | х , 
r s i n q > = £ 2 (£' = (£1. У и т - Д-). получаем 

\Ш\ = 

/(j/i. У* хз) dyxdy2 

£ 2 

<cJ\^rl^f)Wi^<TO' 
если Л: принадлежит компакту. 

При k=l подынтегральная функция не зависит от х' и, следовательно, 
/ х ограничен равномерно по х на всем Е3. 

Пользуясь леммой 1 и оценивая по модулю каждый член в (19), полу­

чаем, что Q i n = 
на любом компакте по х. 

Заметим, что первый интеграл в (19) равномерно ограничен для всех 
х £ £ 3 , а второй будет содержать полином второй степени по х и, следова­
тельно, будет ограничен по х на любом компакте £1^х. 

Рассмотрим Q 1 1 2 в формуле (13). Обозначим / дФоз \ через Ф 0 3 3 : 
V dl3 ) h = 0 

1 }/t2 — a2r2 у I рVt* — а2г2 ^ 

t 

а 

Перейдем к сферическим координатам и проинтегрируем по частям по 9. 
Получим 

2я л t/a 

Qii2= у j j d9 j г 2 у ' F^a2? Л (sin 9 ) / > — a V 2 ) cos 9 x 
о 0 

X Ф 0 3 3 (x x + r cos ф sin 9, x2 + A* sin ф sin 9, x 3) dr = 
2Я t/a л 

- у - I dy j r 2 dr J Ф о з з ^ о (sin 9 Yt2 — a2r2) -
0 0 0 

2я t/a л 

— у J Лр j r 2 dr j J0 (sin 9 / 2 — a2r2) 
dQ. 

Переходя к декартовым координатам и пользуясь леммой 1, получаем, что 
Q l l a = 0(1//)*; 

Рассмотрим Q 1 1 3 . Так как он содержит величину порядка о(Щ)9 т. е. 
будет в окрестности нуля cos 9 иметь порядок (cos9) 2 , то его преобразова­
ние ничем не отличается от преобразования Q112. Поэтому мы получаем, 
что Q 1 1 3 = 0 ( 1 / / ) , и, следовательно, Q n = 0 ( l / / ) равномерно на любом ком­
пакте по х. 
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Рассмотрим второй член в формуле (11), который обозначим через Q 1 2 : 

1 (Ч/ ' я -
рг 

X 

Перейдем к сферическим координатам и проинтегрируем по частям по 6. 
Получим 

2я t/a я 

Qi 2(*> 0 = у J* dr j* c o s 9 ] / 7 2 — a V 2 Ф 0 х 

о 6' о 

2я t/a я 

0 0 0 

+ r sin ф sin 0, x3 + r cos 6) a 7 0 (sin 0 j / 7 " / 2 — a V 2 ) = 

= T f d < p [ ^ ° ^ * 2 ' * 3 ~ r ) ~ ^ ° ^ ' * 2 ' * 3 + r ^ d r — 

6 0 
2я */a я 

j - J d(p j" dr j" У0 (sin 0 YF^ab*) 
d0 = 

0 0 0 

//a 
= " У " [ № > ( * 1 » * 2 - ^ 3 — 0 — Ф 0 ( ^ 1 . * 2 - * 3 + Г ) ] ^ 

о 

1 Г / p l ^ 2 — a V 2 М ) 0 ( х + | ) и3 + 

+ 
дФ0(х+1) U3 , дФ0 1 

г р ' дЪ3

 г dt 
з, так как второй член огра-Очевидно, Q 1 2 r = 0 ^ y j равномерно по х£Е. 

ничен равномерно по всем х£Е3, а первый также оценивается равномерно 
по всем х: 

[ [®o(xv xv Хъ—Г)—®ЛХ1> xv хз + r)\ d r 

J 
I 

+ 4 + т , 2 Г + 1 j (*? + ^ + n * r + l 
* 3 

d r i < o o . 

Таким образом, свертка Q1(x, t) имеет при t->co асимптотику О y ~ J ' 

равномерную по х на любом компакте. Остальные свертки в формуле (7) 
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оцениваются таким ж е путем, поэтому при их оценках мы будем более 
краткими. 

Рассмотрим 

< № 0 = - j (7 J ° + 9 V i J ^ J ° ) ^ x + ®dt (21) 
t 

Второй член в (21) оценивается следующим образом: 

1 
\Q„(x, /)!<• l<Dil 

t J P 
dt (22) 

По условию теоремы Ф х финитна, поэтому при конечных х и большом t 

^ 1-7-1/ 1 

V t2 

< const 

и так как интеграл в (22) абсолютно сходится, то мы получаем, что 

Q22 = ^ ) Р а в н о м е Р н о п о х н а Л К ) б о м компакте. 

Рассмотрим первый член в ($1), который обозначим через Q 2 1 (x , t). 

Разложим Ф1(х-\-1) в ряд Тейлора по £ 3 по формуле (12). Имеем 

Q 2 1 ( * , 0 = 
1 г / р / / 2 — а 2 г 2 

— Jo 
г \ г 

t 
ОС 

* з + £ з 

I S • ^ 1 

(23) 

Рассмотрим Q 2 1 1 . Перейдем к сферическим координатам, после чего сде­

лаем замену s i n 0 = Y, dQ = dy 

2 я / / а я 

; получаем 

Q 2 u = — j* <*ф J rdr j sin e/o (sin Э Vt2 — a2r2) Ф ^ 9 = 

О О О 
2 я t/a 1 

= — 2 dq> rdr 
о 0 

X Ф1 (̂ 1 + ry cos ф, x2 + ry sin ф, x3) dy. 
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Разложим Ф х в ряд Тейлора в окрестности у = 1 по формуле (14). По­
лучим 

2 я t/a 

Qm= - 2 j d , P j r d r \ y { ^ J'° (yVt2-a2r2)x 
о о 

X dy. (24) Ф ^ + r c o s q ) , x 2 + r s i n 9 , * 3 ) + ( ^ ) (Y—1) + о ( ( Y ~ l ) 2 ) 

В первом слагаемом в (24) интеграл по у вычислим в явном виде 

£ / , , • J yJ"o {yVt2 — a2r*) . — <M*i + rcoscp, x 2 + rsin<p, x 3 ) r v r , = i - dY = 
J V' 1 — Y2 

о 

^ $ f / yhiyV^1^) , / H Y I / ^ 1 ^ ) \ . = 

1 J V V 1—Y2 V — « V 2 j / 1—y2! 
о 

= - ( sin VW^ah2 cos (VW=¥?) - 1 j 
1 1 у * 2 — a 2 r 2 J / ^ 2 — a 2 r 2 J ' 

Во втором и третьем слагаемом проинтегрируем по частям по у; имеем 

Г ^р^-л [у vw^2?) dy = 
ЗУ \—у2 

J у 1 + у / J > 1 + 7 V * — a r 

о о 

7о ( т VF^??) ( 1 — 2 у — у 2) 
У tf2 — a 2 r 2 ] / 1 — v 2 (1+Y) 3/2 

Аналогично преобразуется последнее слагаемое в (24) с о малым от (у—1). 

Оценивая (24) точно так же , как и (22), получаем Q 2 1 1 = О j равно­

мерно по х на компакте. 
Как показывает формула (25), более быстрого стремления к нулю при 

/ -> оо у нашего решения быть не может. 

Рассмотрим Q 2 1 2 . Обозначим ( - ^ г М через ( Ф 1 3 ) Б з = 0 . Перейдем опять 

к сферическим координатам и проинтегрируем по частям по 0: 

2 я t/a я 

Q 2 1 2 = ^ - ^ Ф J гЧг | * ( Ф 1 3 ) Ь = 0 s i n e c o s 6 ^ ( s i n e V / 2 - a V 2 ) dQ= 

о о 0 
2 я t/a • я

 л Q 
= ~ 1 ^ I Г ^ 1 Yt2 — « V 2 

о 6 " 
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X Ф 1 3 cos ф sin 6, Xz+rs'mysinQ, x3)dJ'o 
2 я t/a л . v 

Л (sine У Р — аУ 2) 
X = j ' гЧг j * -

0 0 о ур — а 2 г 2 

X c o s e o u + s i n e ^ 5 - j аЪ. 

Точно таким ж е образом преобразуется Q 2 1 3 , так как остаточный член есть 
величина о ( ф . 

Поэтому мы получаем Q 2 2 ( x , t)=0 и ' согласно формуле (21), 

ем Q 2 ( x , 0 = 

Рассмотрим 

имеем Q 2 ( x , t)=0 [ ~ \ равномерно по х на любом компакте 

Q3(x, 0 = [ — г p t Л>ФЛх + Ъ)(% = 
J г2УР — а 2 г 2 

а 

Р ^ - ^ / 0 + _7^= г/„|ф 1(х+М. (26) /г2 / V/2 — а2г2 

а Рассмотрим первое слагаемое, обозначив его через Q 3 1 , так как ясно, 

ч т о второе убывает быстрее, чем . 

Но Q 3 1 по виду напоминает Q n в формуле (11); ясно, что р в числи­
теле и г 2 в знаменателе в Q31 не будет влиять на преобразование, поэтому 

сразу можно сказать, что Q3(x, t) = 0 равномерно по х на любом 

компакте. 
Наконец, рассмотрим Q 4 (x , t): 

t r< —•-a 

<U(x,f)= I ( 9— J'o °'P

 ш Jo ) X 

Х Ф , ( х + 9 4 = Г f-̂ - /о + a 2 p 2 ô — 
J W 3 r ( * 2 - a V 2 ) t 

- (,2_alv~ j °) $ , ( * + S ) d 6 , (27) 

Ясно, что два последних слагаемых убывают быстрее, чем -~ - , а первое 

слагаемое преобразуется т а к ж е , как Q 2 1 (см. формулу (23)); отличие будет 
состоять только в том, что в сферических координатах в числителе у Q 4 1 

будет (в отличие от Q 2 1 ) лишний множитель s in 2 9, который не будет, оче­
видно, мешать при тех преобразованиях, которые мы производим. 
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Таким образом, Q 4 = О (1 /^) равномерно на любом компакте по х, и тео­
рема доказана. 

З а м е ч а н и е 1. Д л я краткости доказательства мы предположили в ус -
о 

ловии теоремы, что начальные функции принадлежат С 0 0 (Е3), т. е. беско­
нечно дифференцируемы и финитны. Несколько удлиняя доказательство,, 
можно потребовать от начальных данных лишь некоторую конечную глад-

-> 
кость (v° (х)у Р° (х) £ С 5 (Е3)) и некоторое конечное убывание (типа полинома) 
начальных данных при |х| -> оо. При этих предположениях теорема оста-
нется верной. 

З а м е ч а н и е 2. При доказательстве теоремы мы на самом деле полу­
чаем асимптотическое разложение решения по отрицательным степеням t и 
выписываем старшие члены разложения. Если провести дальнейшие вы­
кладки, как это сделано нами в [6] для системы С. Л . Соболева (а = 0), 
то можно получить точный старший член асимптотического разложения 

вида 0 1 — , который при а=0 будет совпадать с соответствующим стар­

шим членом асимптотического разложения для системы Соболева [6]. 
З а м е ч а н и е 3. Д л я задачи (1), (2) можно изучить поведение решения 

задачи Коши при t->oo и \х\ оо одновременно. Здесь получаются те ж е 
результаты, что и в системе Соболева (см. [6]). 

З а м е ч а н и е 4. Мы имеем для системы (1), т. е. гиперболической 
системы, у которой скорость распространения возмущений конечна, ту ж е 
асимптотику при /->оо, что и в системе Соболева. Отличие состоит лишь 
в наличии запаздывающего аргумента. 

Таким образом, главные члены в асимптотике определяются не одним 

из старших членов а 2 в системе (1), благодаря которому система имеет 
dt 

гиперболический тип в отличие от системы С. Л . Соболева, а младшими 
членами [v, со]. Это явление, по-видимому, связано с наличием в системе 
кратных характеристик. 
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