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ШШРЙЩШПШ1 УРАВНЕНИЙ 

К настоящему времени разработаны достаточно эффективные 
прямые методы решения дифференциальных уравнений с непрерывными» 
в том. числе и гладкими, коэффициентами (см., например, [I - 4} и 
др. К Однако в случае уравнений с разрывными коэффициентами ос­
таются еще задачи, связанные, с одной стороны, с вопросами обос­
нования .известных методов и, с другой - с разработкой новых, бо­
лее простых, прямых методов, учитывающих особенности коэффициен­
тов уравнения. Следует отметить, что в последние годы появился 
ряд работ (см., например, [5 - ?]), в которых дано обоснование 
полиномиального и онлайнового методов подобластей решения диффе­
ренциальных уравнений в пространствах /^суммируемых о о -ж 

В данной работе для приближенного решения обыкновенных диф­
ференциальных уравнений произвольного порядка предлагает ей при­
мой метод, который достаточно прост в применении и в то же вре­
мя применим и к уравнениям с произвольными сутшруемыми коэффи -
циентами. 

§ I. Вычислительная схема метода 

Рассмотрим, краевую задачу 
Я$ (Я) ~0 , <д^О ,т-' ( I ) 

для дифференциального уравнения 

(2) 

где ^(t) , /Г= / , т и - известные функции, a R 



$~09m,-i> - жнето независимые непрерывные функционалы на про­
странстве С непрерывно дифференцируемых fm~/} раз 
на [а,ё] функций. Зададите в промежутке \С£9 £\ сетку узлов 

ли' ~ё , • (3) 

удовлетворяющую условию 

Приближенное решение задачи (I), (2) будем искать в 
-виде сплайна (см, [ 8 , 9 ] ) Xn(t)~ £ni?Tt rf) степени т дефекта! 
на сетке ( 3 ) . Ясно, что £п Сt) имеет (ггл-т) -неизвестных ко -
зффициентов. Определим, их из следующих условий: 

(т^ т I (ШАГ) ( 

Rj(*b)=0 9 <$=0,т-1 . (5) 
Очевидно, метод ( 4 ) , (5) представляет собой прямой метод, 

т.е. условия ( 4 ) , (5) дают систему (п +т)-линейных алгебраиче -
ских уравнений (кратко: СЛАУ) относительно (п+гп)-неизвестных. 
Заметим, что схема метода ( 4 ) , (5) имеет смысл, как и схема хо­
рошо известного метода подобластей, и в случае лишь суммируемых 
коэффициентов исходного уравнения ( 2 ) . С другой стороны, схема 
метода ( 4 ) , (5 ), использующего усреднение коэффициентов на час -
тичных промежутках, значите.льно проще схемы метода подобластей. 

1 В 2 . Теперь будем решать задачу (I), (2) приближенно с по­
мощью сплайна £T/t)-£и^х(£) степени m дефекта I на сетке 
( 3 ) , определив его неизвестные коэффициенты из СЛАУ 

где -—-—Id?(t)dt, i=/,nt- суть средние значения фунщии 
7 ГЪ 



на частичных промежутках, '4* = Щ - в непериодическом 
случае и ^ = 4^ - в периодическом. 

§ 2. Обоснование метода 

Относительно вычислительной схемы (4), (5) справедлива 
Т е о р е м а I. Пусть функции 1рСа9^)9/с^/9т^ж за­

дача (I), (2) однозначно разрешима при любой правой части 
elpCaf$) , /£р^ 0 0 . Тогда,начиная с некоторого номера п> сис­
тема (4), (5),также однозначно разрешима и соответбтвущие реше­
ния я п ( Я п сходятся к точному решению .зг*Г/) задачи 
(1), (2) с быстротой 

здесь Еи Cz)p означает наилучшее приближение функции £ еАр(а,£) 
сплайнами нулевой степени дефекта I с узлами ( 3 ) . 

С л е д с т в и е . Пусть сетка Ли узлов (3) удовлетворяет 
условию 

1 Лп I / mm С^ *р< оо у ( 8 ) 

где j6>0 - абсолютная постоянная. Тогда для погрешности прибли­
женных решений верна оценка1 

сд(ц\ —)+7L а) (о ; — ) , 

1 Здесь и далее o)CS\S)p означает интегральный модуль не­
прерывности функции е LpCa , $) , вычисленный в точке 8 . 
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в частности,' если е ^ , то 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим, через У простран­ство L0(a^) С обычной нормой, а через X - пространство 
\\1рт) Са9$) функций, имеющих (/га-/)-ю абсолютно непрерывную 
производную, т -ю производную из Lp(ay$) и удовлетворяющих 
краевым условиям (I). Норму в X зададим следующим образом: 

m-t 
\\x\-Z\^\r-\^m)\\, (хеХ) . 

Л /С-О О hp 
Тогда задачу (I), (2) можно записать в виде операторного уравне­
ния 
fCx^Gx^Tx^fy , Gx^x(m) (хеХ У) у (9) 

где Г>Х-*~У - вполне непрерывный оператор, определяемый соотно­
шением 

Поскольку уравнение (9) -приводящееся к уравнению П рода с вполне 
непрерывным оператором» то в условиях теоремы существует линей -
ный обратный К'1:У -**Х , Ц К~*\ < <*° 

Запишем теперь систему ( 4 ) , (5) в виде эквивалентного ей 
операторного уравнения. С этой целью перепишем условия (4) с по­
мощью введенных шше функционалов ^ , /с~Х,п , в виде 

<p/fi.;-7^ • «'» 

Далее введем. ^ 7 t

c ^ ^ \ аУ - подпространства сплайнов сте­
пени т дефекта I и сплайнов нулевой степени дефекта I соответ­
ственно на сетке узлов (3). Ясно, что d&mX^dim Ун - Рассмот­
рим два оператора Рп и ̂  9 действующие из У в t опе­
ратор Рп любой функции ставит в соответствие интерполяционный 
сплайн нулевой степени, а @ п - "усредненный" интерполяционный 
сплайн нулевой степени (см. [?]), т.е. 
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\ / , 4 ±t±t< ( / , t^^t^fy , 

Тогда схема ( 4 У ) , (5) или, что то же, ( 4 ), (5) эквивалентна опе­
раторному уравнению 

щ 

Действительног так как &%**е Уп ...и @nj£ е Yn % а опера­
тор Рп обладает свойством р£ - Рп , то (10) можно переписать 
в виде/ 

* % • 41 * - Р, &г • 
Отсюда непосредственно следует равенство функций &п и в 
узлах ^ , ̂  , ..., ^ , т.е. ( 4 / ) В Обратно, пусть выполнены 
( 4 / ) В Тогда верно равенство 

Ясно, что правая часть '(II) есть функция ^)^/) . Преобразу­
ем, теперь, левую часть (II). Имеем 

п ' ' ш п. 

^ , т. п. п , ^1г> 

гак как. ̂ / ^ ) Cf-Ct^) "± О , . 
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Ho еУ„,Рп х^-^е У„ , к -/,2,...,т. Поэтому 

и, следовательно, соотношение (12) можно переписать в виде 

* / ж Ь ^ - , 
Таким образом, из равенств (4 ) с учетом (5) следует (10). 

Докажем теперь, что уравнение (10) при достаточно больших 
% однозначно разрешимо. Для этого достаточно по теореме 7 из 
гл.1 [3] показать близость операторов /Г и ^ на подпростран­
стве Хт .'• Для произвольного элемента е Хп * учитывая равен­
ство (13) и используя неравенство Минковского, имеем 

Первое слагаемое 01 в (14) оценивается просто: 

f ^ ' ^ Л I ' ^ ^ T -̂{5 I *ж 1 х . . (15) 

Далее$ так как У У ограничен, то IIQnfieXy ~ 0(/) 9 и . 
следовательно, 

^Лй^-^кУ да) 

» 

Займемся теперь оценкой в (14) третьего слагаемого. Имеем 



откуда с немощью неравенства Гелъдера н е о д и м . 

'7Г-/ ,С-У 

Таким образом, 

Неравенства (15) - (17) позволяют продолжить оценку (14) и полу­
чить 

{ ш о 

+ \й„\ • max 

Тогда утверждения теоремы непосредственно следуют из теоремы 7 
главы I монографии [3]. 

Теперь перейдем, к обоснованию вычислительной схемы (6). Для 
этого нам понадобится следующий результат (см., например, в [10]). 

Л е м м а . Пусть <g(t) произвольная функция, для которой 
существует производная gel^ta,, -оо<а<$< +<>о 9 /<р^оо % 

Если fdf$) есть интерполяционный полином, первой степени для 
2(f) с узлами а и # , т.е. g $ t а 

ТО 



а * о а. * ; 
Для вычислительной схемы (6) верна 
Т е о р е м а 2 . Пусть узлы сетки (3) удовлетворяют усло­

вию (8) и выполнены предположения теоремы I. Тогда система (6) 
имеет единственное решение, хотя бы при всех достаточно больших 
п, и соответствующие приблшенные решения &Н(6У сходятся к 
точному решению Л (t) со скоростью (?').• 

Действительно, как и при доказательстве теоремы I, обозна -
чив через Хи <^Х и Уп с У подпространства сплайнов (яг*-*) -й и 
первой степени на сетке узлов (3) соответственно, систему (6) 
можно записать в виде эквивалентного ей операторного уравнения 
(10). Здесь через Рп и $п обозначены соответственно интерпо -
ляционный и "усредненный" интерполяционный (см. [ 7]) сплайны пер­
вой степени на сетке (3). Однако при доказательстве близости опе­
раторов К и уравнений (9) и (10) на подпространстве Хп ра­
венство (13) уже не выполняется. Поэтому для произвольного х^Хж 

оценку величины || - %п&п )1у проведем аяедующим образом: 
т 

(18) 

Первое слагаемое в (18) с помощью леммы 2 [7] оценивается так же, 
как и при доказательстве теоремы I: 

+»~*U'*tx • <I9) 

Перейдем теперь к оценке второго слагаемого . Для этого 
прежде всего заметим, что имеют место равенства 



Поэтому, используя приведенную выше лемму, У% можно оценить 
так: 

4 1 , 
• 

Рассмотрим для произвольно фиксированных i и >г (£=/Д 
,..,w9A:=/,29...,m) интеграл 

Ж-
С С 

Очевидно, 

причем функции (@пfaYCf) и ^ д ^ ^ ^ п о с т о я н н ы в промежутке 
f 4 ,, £ ) • Поэтому , 

г-/ 

г-/ 



A, 
По неравенству Гельдера имеем 

Далее, вычитая и .прибавляя функцию faCtl ., а затем ис -
[ользуя известное неравенство Гс+dy - £^'y{c^d^Xc^9 dw^pH 
: неравенство Гельдера, последовательно находим 

4-х 

i y >' p P x /« 
> • ^ ^ ( 2 з ) 

здесь нужно иметь в виду, что при ъ - /. . 

у • П • Р 



в случае непериодическом и 

^6 % 

в случае периодическом. Поэтому, учитывая соотношение [ I I ] 
dd d-c 

\0y0/d*d^-fr 

оценку (23) можно продолжить (см.. также доказательство леммы 2 
[7]): 

г 0 ( 2 4 ) 

Объединяя (22), (24) вместе с (21), получим 

Отметим, что оценка (25) справедлива при каждом фиксированном с , 
б^Т7?ъ » и /с 9 /Сг / v&i- . Следовательно, подстановка (25) в 
соотношение (20) позволяет дяя <̂  вывести оценку: 

Из (18), (19) и последней оценки в свою очередь вытекает 

°° . 

Остальное очевидно. 



3 а м е ч а н и е. При р = о о , в частности в случае непре­
рывных коэффициентов уравнения (2), на сетку (3) не нужно накла­
дывать условие (8). ' . 

В заключение отметим, что вопросы построенщ по данному ме­
тоду полиномиальных приближений для дифференциальных уравнений 
могут быть рассмотрены аналогично. 
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