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p-АДИЧЕСКИЕ АВТОМОРФНЫЕ ФУНКЦИИ 

Ю. И. Манан 

В В Е Д Е Н И Е 

Классические автоморфиые функции появляются в' сле­
дующей ситуации: дана комплексная область D, на которой 
действует дискретная группа Г; рассматриваются функции. 
на D, обладающие определенными свойствами аналитичности. 
и предписанным поведением под действием Г. Простейший 
случай — Г-периодичность; типичный случай — появление 
«множителей автоморфности». 

Алгебраическая геометрия с самого начала служила бо­
гатым источником задач и мотивировок этой теории. Дей­
ствительно, классические автоморфные функции одной пе­
ременной— это прообразы мезоморфных функций "и диффе­
ренциалов римановой поверхности на универсальной накры­
вающей D—*-X. 

Роль Г играет фундаментальная группа X (или некото­
рая -ее факторгруппа). Аналогично, абелевы функции'—-
это аналитические функции с In комплексными- перио­
дами от п переменных, то есть рациональные функции на 
алгебраическом торе. 

Б последние годы и на эту ветвь классического анализа 
распространились тенденции .к алгебраизации и связанные с 
этим попытки рассматривать неархимедовы пополнения поля 
рациональных чисел на равных правах с архимедовыми 
Я и С. 

Эти обобщения оказались успешными и уже привели к 
ясной картине р-адической униформизации алгебраических 
кривых и абелевых многообразий. Новая р-адическая теория. 
сама по себе отличается внутренней красотой и получила 
важные арифметические приложения (см., например, Серр 
[23]). 
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В этом обзоре предпринята попытка изложить основные 
известные факты теории, дополнив их некоторыми новыми 
результатами. Опишем кратко план работы. 

Пусть К — конечное расширение поля р-адических чисел 
Qp. Мы рассматриваем три пары р-адических объектов 
{область, группа автоморфизмов}, с которыми связаны авто-
морфные функции. 

В главе I это мультипликативная группа /(* и ее дискрет­
ная циклическая подгруппа T=(qn) с К*, I'-? 1 < 1. Автоморф-
ные функции — это всюду сходящиеся ряды Лорана или их 
отношения с естественными свойствами периодичности отно­
сительно умножения аргумента на q. Основной результат: 
поле инвариантных функций является полем функций на эл­
липтической кривой над К с группой точек K*/(qn). 

Этот случай был впервые рассмотрен Тэйтом (детали 
опубликованы в [23], [21]; см. также [22]) и лег в основу 
дальнейших обобщений. 

В главе II рассмотрено обобщение на случай группы 
(К*)п с дискретной подгруппой В ранга п. Аналитическая 
теория приводит к конструкции абелева многообразия с груп­
пой точек (К*)пШ. Возможность такого построения была 
непосредственно видна после работы Тэйта; публикации 
Морикавы [17], Герритцена [3, 4], Рейно [20] исследуют 
различные аспекты задачи; Мамфорд [19] внес в эту пробле­
му новые идеи. 

Глава III посвящена значительно более неожиданному 
обобщению теории Тэйта на случай униформизации кривых 
рода > 1 . Это обобщение принадлежит также Мамфорду 
[18]. В нем роль Г играет так называемая группа Шоттки — 
свободная дискретная подгруппа ранга n > l в группе дробно-
линейных преобразований PGL (2, К). Она действует 
дискретно на некоторой области Q a PK

l, дополнение к ко­
торой при п>2 является дисконтинуумом Кантора. Фактор 
Г \Я можно снабдить структурой алгебраической кривой ро­
да п над К, и автоморфные функции относительно Г опре­
деляют эту структуру. 

В этой главе содержатся основные новые результаты на­
стоящей работы. Дело в том, что Мамфорд ввел в теорию 
чрезвычайно сильный и плодотворный метод формальных 
схем, очень прояснивший геометрический аспект задачи. Од­
нако функциональные аспекты при этом остаются в тени, 
будучи скрыты в общих когомологических теоремах Гротен-
дика. Наш подход состоит в явном построении соответствую­
щих автоморфных функций по образцу теории Тэйта. В ре­
зультат-'; оказалось возможным также дать прямую анали­
тическую конструкцию многообразия Якоби (для кривых 
Шоттки — Мамфорда) и отображения кривой в свой якобиан. 
Получившиеся" формулы для «мультипликативных абелевых 
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интегралов», кажется, не рассматривались в классическом 
случае и имеют интересную структуру. 

Наконец, глава 1V содержит обзор общей теории р-ади-
ческих аналитических пространств и ее приложений к зада­
чам алгебраизма аналитических объектов, построенных в 
предыдущих главах. Основы этой теории были также зало­
жены Тэйтом [28]; наиболее важные из последующих ра­
бот —- статьиКиля [12], [13], работа Герритцена и Грауэр-
та [7] и неопубликованный препринт Рейно о связи с фор­
мальными схемами. K сожалению, систематического изложе­
ния основ этой теории с полными доказательствами до сих 
пор нет. Кроме того, отсутствует исследование фундамен­
тальной группы аналитических пространств, что особенно 
катастрофично для общей теории униформизации и автоморф-
ных функций. Это обусловило несколько отрывочный харак­
тер изложения в четвертой главе. В предшествующих гла­
вах все основные факты доказаны. 

Глава I 
ФУНКЦИИ ЯКОБИ-ТЭЙТА 

§ 1. ОСНОВНЫЕ СОГЛАШЕНИЯ 

1.1. На протяжении всей работы р-фиксированное про­
стое число, Qp — поле р-адических чисел. Поле К обычно 
означает некоторое конечное расширение Qp, К—алгебраи­
ческое замыкание К- Б следующем параграфе этой главы К 
может быть пополнением алгебраического замыкания Qp. 

В большинстве случаев результаты работы остаются вер­
ными также для дискретно нормированных полных полей ко­
нечной характеристики, а иногда и для любых полных нор­
мированных неархимедовых полей. Однако на этих обобще­
ниях мы не останавливались. Алгебро-геометрические аспек­
ты теории в такой (и большей) общности изучены Мамфор-
дом [18, 19]. 

Символ OciKi означает кольцо целых чисел поля К 
тс.0 — максимальный идеал, к = 0/т — поле классов вычетов. 
Символом ord:/C->-Z мы обозначим показатель; ord тс = 1, 
если т=Ок. Иногда удобно нормировать его, полагая (для 
конечных расширений L поля К) ord (—/.) = -—, где /n-.— 

L/K 
= OiTtL,eL/K — индекс ветвления L над К. Это дает распро­
странение ord на К. В других случаях удобно полагать 
ord IT.£, = 1, меняя значение ord на К\ мы будем оговаривать 
выбор, когда возможна двусмысленность. 
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Иногда удобно рассматривать неархимедову норму 
| \:K-+R, полагая |а|==с01А где 0 < с < 1 . В качестве с ; 
можно взять, скажем, р~х. Норма определяет топологию К, \ 
так что условие aj{to}0 равносильно условию orda*{to}oo. ; 

1.2. Ссылка типа «см. п. 2.3» означает подпункт 3 из § 2 ; 
той главы, в которой находится ссылка. При отсылке в дру- J 
гую главу ее номер указывается явно. Значок Щ отмечает { 
конец доказательства или его отсутствие. t 

§ 2. р-АДИЧЕСКИЕ РЯДЫ ЛОРАНА 

2.1. В этом параграфе [K-Qp]<co или же /(-пополнение 
алгебраического замыкания поля Qp. 

Рассмотрим некоторый формальный ряд Лорана над К: 
оо 

/(2)==2-2(2:'. Он сходится в точке .г06/<"*, если и только 
—00 

если Urn \atZo\ {to} 0 при г {to} ± oo или, что то же, если 
ord а{ + i ord zQ {to} oo при г {to} + oo. 

Предположим, что / сходится при всех г с 0 < г < 
<|.г|<.-. Назовем точку t£[r, s] критической (для / ) , если 
существуют такие •*-?--/, что \at\ t — |а.| i--—max \аи\ tk (мак-
симум существует, ибо \ak\tk->0 при &{to}±{infty}). Ниже мы 
будем работать также с показателем вместо модуля; так-
как orda--=log(;|a|, интервал [r,s] перейдет в [logs, log г] 
и точки log ,̂ отвечающие критическим t, мы тоже будем 
называть критическими. 

Следующая основная теорема в этом параграфе дает 
качественное описание / к а к функции от ZQ.K-

2.2. Теорема, а) / имеет только конечное число крити­
ческих точек на [r,s]. Пусть это будут точки t0 = r< . . 1 < 
< t2< • • • <tz{le}s —ti+i (возможно, за исключением r,s). 

б) Вне критических значений |г| модуль |/(2)| зависит 
только от \z\. Эта зависимость кусочно-степенная, непрерыв­
ная, с растущими показателями степени: при ti<|z|.-= 
= -<*ж> \f(z)\ = \ami\tmi = max\ak\th. Здесь m0<ml<,... 

ft 
. . . </ra; и левый предел |/(z)| в \z\ = tl совпадает с правым. 
пределом. _ 

в) Все ti принадлежат |/С|.= {|г| |г6/С}. На множестве 
z^K с 1г:| -= г̂ г имеем sup \f(z) | == max j / (г)| = max | ak \ t* , 

Z g K ft 
е^и поле классов вычетов К достаточно велико и /.;6|/(|; 
inf | /(z) |=min|/(2). |=0. В частности, | / ( г ) | имеет нули 
при |г| — th а также принимает любые допустимые значения. 
между 0 и max |aA| t\. 
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г) Число нулей/(г) на |z|-==t.. конечно и равно (с учетом 
надлежаще определенных, кратностей) т- —/ге-_1. 

2.3. Примеры, а)/(2) ==---—-=1 + г + г2 + . . ..Рядсхо-
дится при 0 < | г | < 1 ; критических точек нет; | /(2)|=-1. 
Таким образом, по графику модуля нельзя определить, что & 
точке г = 1 есть полюс. Все дело, конечно,- в неархимедово­
сти: «окружность» | г | = 1 на самом деле открыта, так что 
существует фиксированная окрестность полюса | г—1|< 
< г < 1 , в которую нельзя попасть, оставаясь внутри еди­
ничного круга. 

б)6(г) = П(1-<?"2)П(1 — ?л2Г1), !<7|<1. Это более 
интересный случай. Прежде всего, нетрудно убедиться, что 
это произведение разлагается во всюду сходящийся ряд Ло­
рана. Далее, имеет место функциональное уравнение 

fl(^)--(^.r-6(2). (1> 
Критические точки: t = | q \n, nQZ; в них нули кратности 

единица. Чтобы построить график ord 6 (г) (вместо модуля), 
положим z*=ordz, q*—or6.q, 0*==. ord 6 (-,)== 6* (г*) (в некри­
тических z*). Из уравнения (1) находим 

б* (z* + q*) = 8* (2*) - z * — q*. 
Такому же уравнению удовлетворяет функция —-------—---.. 
Поэтому 

6*(2*) = — ----•--• ——• + q* (q* — периодическая функция). 
Значение остатка вычисляется по периодичности из того, что 
6*(г*)_0 п р и _ 4 * < г * < 0 . 

в) Пользуясь доказательством теоремы, легко построить 
пример ряда Лорана, сходящегося в открытом интервале 
0<] г ] < | 2 | < s и имеющего в нем бесконечно много крити­
ческих точек. • 

2.4. Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.2. 
Критические точки и ,r p а ф и к \f(z)\. Ясно, что ес­

ли |z |-=t некритична, то \f (z)\ = \am\ z!": = max|a&2s|. Начер-
ft 

тим для каждого i£jZ график Г,, изображающий ord(a(20 как 
функцию от ord 2. ЭТО прямая с угловым коэффициентом' L 
Далее, в некритических | z \ 

ord (|/ (2)|) = min (ord (ak) + k ord (2)), 
k 

так что график ord(|/(2)|) есть граница пересечения полу­
плоскостей под всеми Г,. Так как |а,. |гг {to}0, | a.£ | .s' —>0 при 
|i|->-{infty} (сходимость /(2) на границе), имеем oxaat + tlog.-r-> 
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вгйй^ + iord г 

ord l 

Рис. 1 
—>oo и аналогично для s при |i|-s-oo, то есть лишь конечное 
число Г( участвует в образовании границы в интересующей 
нас конечной полосе между logcs и logcr. Таким образом, 
график ord(|/(2.)|) вне критических точек кусочно-линейный, 
выпуклый вверх и имеет лишь конечное число угловых то­
чек—как раз при критических ord г, когда min (ordaft + k ord z) 

к 
достигается по крайней мере при двух разных значениях k. 
Выпуклость вверх равносильна возрастанию угловых коэф­
фициентов mt линейных кусков графика при движении от logcr 
к log-s. Это доказывает утверждения а) и б) теоремы. 

Дальше мы займемся поведением / (2) в критических точках. 
2.5. Достижение максимума. Пусть t критична, 

/6|Л'|. Заменив z на bz, а /(г) на dz"f(z) при подходящих 
b,dQf(, kgZ, мы можем считать, что (1=1 и далее |a 0 | = 1, 
|«AJ<l при £<0, |a A | <1 при £>0 ,то есть самый первый 
из максимальных членов ряда постоянен и по модулю равен 1 
в \z \ = t = \. Но это означает, что все коэффициенты /(г) це­
лые, а его редукция по модулю максимального идеала в коль­
це целых чисел из К является нулевым многочленом. Если 
поле классов вычетов К достаточно велико, эта редукция 
принимает ненулевое значение в какой-то точке; поднимая эту 
точку в л", получаем значение /(z0) с |/(-г0)| — l — |a0 | — 
= max \ak\tk. Обратные замены, очевидно, сохраняют справед-

к 
ливость утверждения max | / (г0) | == max | aA | t*. 

Чтобы доказать утверждение о нулях, мы сначала рассмот­
рим простой частный случай. 

2.6. Граф и к м о д у л я м и ого член а. Пусть /(г) = 
= I I ( z - 4 J 1 ) . гДе' |«Р 1 = »̂ -fo<-?i<- - • <'«• Тогда при tt< 
<| 21 <.-,+! имеем 

\Z— 2<") | 

Отсюда 

z\, если &<i; 
г(/)|, если k>i+ 1. 
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| / (2) |=.&|z |- г ф и ^ < | - г | < ; ж , 
m равно числу нулей f(z) с | г | < ^ ; 
ft ==11 [г(/'l (произведение по нулям правее tt). 

k>i 

В частности, при переходе через \z\ = tt показатель т воз­
растает как раз на количество нулей / с \z\-*=tl и tt явля­
ются в точности критическими значениями для / . Таким об­
разом, для многочленов теорема окончательно доказана. 

2.7. Конструкция одного корня. Пусть теперь 

снова / (г) — 2 aizi- Как: выше, достаточно разобрать случай, 
— С О 

когда критическое значение есть t = l, и |a f t |<1 при /г<0, 
| а0 | == | ad | •== 1, ]a/. |<l при k > d . Будем приближать /(г) 

;' 
многочленами fj{z)=zJ'^alzi и считать, что К алгебраи-

- J 
чески замкнуто. 

2.8. Лемма, а) При / > d у /у (г) имеется J корней 
zu ...,Zj с \zk\<\, d корней zj+u ...,zUd c \zk\ = l, ;' — d 
корней г № Zj, с | г й | > 1 . б) | а -1II | zy+d+ft | = Г 

2.9. Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. При |г|==1—е, е>0 
мало, имеем | ft (z) \ = ] z \} (доминирует а0)\ при | z \ — \ + е 
имеем | / - (г) | = | z \j+d (доминирует ad) в силу предположений 
об at. Пользуясь (2), получаем, что при | г | < 1 у / имеется 
j нулей, а при |2|----1 еще d. Утверждение б) получается 
сразу же из (1), если учесть, что в (2) старший коэффициент 
/ равен 1, а у нас аг 

2.10. Теперь покажем, что из нулей fj(z), по модулю рав­
ных 1, при /~>оо можно выбрать сходящуюся V последова­
тельность, предел которой есть нуль f(z). 

Это легко сделать, если коэффициенты f порождают ко­
нечное расширение Qp: в силу леммы, все такие нули лежат 
в расширениях Qp(.. Л{...) степени <d, и, значит, в группе 
единиц некоторого конечного расширения Qv, которая ком­
пактна. 

В общем случае пусть Zj,u • • •• Zj.d — нули fj{z) c 
\Zjtk|-=1. ПОЛОЖИМ yd==Zd,i и индукцией по j выберем 
.У/6(г./,ь ....*:y,rf) так> чтобы |У/+1 —yy{->0. Чтобы установить 
возможность этого выбора, вычислим двумя способами 
1//+1(У/)|: 

I fr+i (У у) I = I //.(У/) У у + a- U+D + «(/+1)У2/+1! < 
< max (1 a_(./+i), | а, \) ->• 0; 
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\f,M\=\ai*\R\yi-*tA П |«j*)|. 

В силу леммы |a/+1 | П | zf> ]== l; значит, множители 
|yy—zj,t\ не могут быть ограничены от нуля при /{to}oo, 
откуда и следует существование у/+1 с | y/+i — у;. | {to} 0. 

Очевидно, предел-^ есть корень /(2). Он лежит в конеч­
ном расширении поля Ор(.. .щ...), если это поле конечно 
над Qp, и в дополна-ш/" его замыкания в противном случае. 

2.И . .Конец д о к а з а т е л ь с т в а . Нам осталось про­
верить, что число корней f в критической точке вычисляется 
так же, как для многочлена, — как разность левого и право­
го угловых коэффициентов в графике ord(f(z)). 

Прежде всего, если f(a)==0, то f (z) = (a—z)g(z), где 
g(z)—РяД Лорана с той же областью сходимости. Для до­
казательства достаточно рассмотреть случай а=1 и постро­
ить g, Сначала вычислим g формально: 

00 

—00 

где &/==ay + ay_i + a/..2+ . . . сходится, потому что uy{to}0 
ПрИ /-{to} — ОО ( / ( 2 ) СХОдиТСЯ В 2 = 1 ) . 

Теперь проверим сходимость g(z) в точках сходимости 
/(г). Если |г| =-= t< 1, то 

ЬМ->0 при /{to}oo, ибо |<5,|<maxM, |t|-{to}0; 

bjtJ~^0 при /{to}—-оо, ибо |fryi!.-/|<max|aA«-ft|{to}0 

в силу сходимости / . 
Если же |2| = *. > l, то 
6/t-/{to}0 при у {to} — оо, ибо |6;.|<max|aft|, /•'{to}0; 

bjtJ-^O при /{to}oo, ибо 16/1 = 1/(1) — (ay+i+a /+2+ . . .)| = 
= |a/+i + a,+2+ . . . |<тах |а л | . 

k>j 
Значит, мы доказали, что существование нуля у f(z) позво­
ляет выделить линейный множитель. 

Пусть теперь \z\ = t — критическая точка, dt(f) равно раз­
ности угловых коэффициентов графика ord/(2) в t, равно 
расстоянию между крайними максимальными членами (/z.) 
в |2| = .̂ (Второе равенство следует из рассмотрений п. 2.4). 
Покажем,что если |a| = t, то 

dt{{z-a)f{z)) = dt(f)+l. 
Для этого достаточно рассмотреть случай, когда г. = |а|-=1, 
12 



коэффициенты / целые, и |<ж0| ------1. Но в этом случае d/(/) 
совпадает со степенью редукции /(г), и все становится оче­
видным. 

Окончательно, функция dt (/) совпадает с числом корней 
/ при |z| = *., потому что: 

а) обе функции равны нулю, если -корней нет (потому что 
тогда t—-не угловая точка, и в ней |/(z)| = btm=£0)', 

б) обе функции увеличиваются на единицу при переходе 
от / к (z-а)/, |а |=--,Р 

2.12. Дивизоры. Пусть теперь К — конечное расшире­
ние Qp. Назовем /С-дивизором функцию на К* со значениями 
в Z: z>-+/iz со следующими свойствами: 

а) для любых 0 < г < s существует лишь конечное число 
£б/С* таких, что r<]z |<.s и /г2-?--0; 

б) nZl = tiZi, если Z\ и z2 сопряжены над К. ЛГ-дивизоры 
мы будем записывать также в виде (бесконечной) суммы 
2 « - г - Дивизор эффективен, если пг>0 для всех z; конечен, 
если «--/-О лишь для конечного числа z: /-Г-дивизоры обра­
зуют группу Ю {К*) (записываемую аддитивно), а эффектив­
ные дивизоры — полугруппу £>+(К*). 

Пусть / (2) = 2 a i z i — некоторый ряд Лорана, afiK для 
—00 

всех i. Предположим, что / сходится при r < | z | < s . Тогда 
с f можно сопоставить конечный эффективный /С-дивизор 
2'{cdot}V-"j, rAe zi — нули /(г) с r<|2£ |<.s, a nt — их кратности 
(см, п. п. 2.8 — 2.11). Если /(г) сходится при всех 0 < |£[< qo, 
то, устремляя г к нулю, a s к оо, мы получаем полный 
дивизор div / , который остается эффективным, но может пере­
стать быть конечным. Примеры: div б (г) — 2 (<7n)> div(E")-=0. 

nQz 
Обозначим через S3 пространство рядов Лорана над К, 

сходящихся при всех гб-АГ*. Пусть U = (czn), nQZ, c£K*', 
..gx —множество ненулевых элементов SS- ' 

. 2.13. Теорема, а) X является кольцом без делителей 
нуля, a U — его подгруппа единиц. 

б) Отображение div: Xх {to} £)+ (К*) индуцирует изоморфизм 
полугруппы SSX/U с полугруппой эффективных ЛГ-дивизоров. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть / = - 2 CLtzl, g — . S - ' ^ -

ненулевые элементы X. Тогда при |£|{to}oo коэффициенты a-
•si.bi стремятся к нулю быстрее любой геометрической про-

оо 

хрессии. В частности, существуют сп= 2 --(•-'п-<».и. ряд Ло-
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рана ^jCnzn, как нетрудно видеть, сходится всюду и пред­
ставляет произведение fg. Согласно теореме 2.2 б) вне кри­
тических значений |z|, которые расположены дискретно, / и 
g не обращаются в нуль; поэтому и fg не обращается там 
в нуль. 

Предположим, что ряд / обратим в 33. Тогда он не имеет 
нулей в К* и, значит, для / нет критических значений |г|. 
Пусть czm—максимальный член / , один и ТОТ же всюду. Тог­
да / (cz"1)"1 — 1 + g, где в любой точке К* все члены g по 
модулю меньше 1. Но это возможно лишь при g=0, ибо 
|йгл| при #-}--0 стремится к" {infty} при |г|->оо. Значит, f=czm. 

б) Пусть D= 2 ягг.:б£)+(/С*) —эффективный АГ-дивизор. 
г=---о 

Прежде всего, нетрудно построить ряд Лорана с таким ди­
визором. Положим, по образцу конструкции 6, 

WD{z) = П (1-гг-г1)"- Л {\-г~%)^. 

При фиксированном г и |i|{to}oo члены этого произведения 
Вейерщтрасса стремятся к 1, по свойству а) дивизора, поэто­
му оно сходится поточечно. Отсюда же видно, что последо­
вательность частичных произведений WD (Z) — конечных рядов 
Лорана-сходится покоэффициентно к некоторому ряду Ло­
рана. Его коэффициенты лежат в Л' в силу свойства б) диви­
зора, так что WD{z)&8. Легко видеть, что div WD(z) = D. 

Таким образом, отображение div :S3x->-3)+ (К*) сюръектив-
но'. Предположим теперь, что fQSS* — другой ряд Лорана с 
d i v / - D , и покажем, что /== aznWD(z) для некоторых ag/O* 
и /ngZ. 

Действительно, прежде всего функция 
/(г) П ( l - г - 1 ) - " ' П (1-г"-г,Гя ' 

l<\zt\<s /•<UJI<1 

для всех 0 < r < s есть ряд Лорана над К, не имеющий ну­
лей при / '<|2|<s в силу пп. 2.8 — 2.11. Последовательность 
таких рядов, которая получается при г->0 и s->oo, сходит­
ся к элементу из 5?, как показывает несложный анализ по 
образцу п. 2.11. Ее предел не имеет нулей и потому, как в 
пункте а), принадлежит U. Окончательно, div f—D 4Ф/ = 
= azmWD {z), что завершает доказательство.Щ 

Изложенная теория рядов Лорана является классической: 
см., например, [11]. Вопросы теории дивизоров для других 
полей К исследованы Лазаром [15]. 

2.14. Из теоремы 2.13 видно, что мы можем построить 
поле отношений М кольца SB и поставить в соответствие каж-
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дому элементу Л его дивизор из группы ю(К*). Далее, 
имеет место точная последовательность 

1 -> U~> Л* -> ю (ЛГ*) •* 0. 
Естественно называть элементы из 5? голоморфными /С-функ-
циями на К*, а элементы из Л — мероморфными /С-функция-
ми. Следующий параграф будет посвящен исследованию поля 
периодических (относительно z^qz) мероморфных /С-функций 
и доказательству того, что это поле эллиптических функций 
над К. Основную роль будет играть простое соображение, 
что у периодической функции должен быть периодический 
дивизор. 

§ 3. ФУНКЦИИ ЯКОБИ-ТЭЙТА 

3.1. В этом параграфе no-прежнему К — конечное расши­
рение Qp, Л — поле мероморфных /С-функций на ЛГ*. Пусть 
•7G/C*, |-7|<1; положим Г = (<7"), iiQZ. ЭТО циклическая группа, 
действующая сдвигами на К*, В, Л и на дивизоры @(К*). 

3.2. Теорема. Пусть d£D(K*)T — Г-инвариантный /С-ди-
визор. Пусть /ИЛ и предположим, что div/==d. Тогда спра­
ведливы следующие утверждения: 

а) /('?"-) = a(—.-О-"1/О-) Аля некоторых agT-C*, mQZ. 
б)Класс(адп)П£г=Та и число т зависят лишь от d, но 

не ст / . Более точно: 
в) /n=-degd~-разность числа нулей и полюсов d в фун­

даментальной области для Г: ]-7|<|-г|<1; a mod Г=(произведе­
ние нулей и полюсов d в той же фундаментальной области) 
mod Г •=/(d) (образ Якоби). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) По предположению, div/(г) = 
--=div/(^.z)----d. Из теоремы 2.13 тогда следует, что 
/(z)//(qz) = a( — z)m для некоторых aQK*, mQZ. 

б) Если gQ.-M — другая функция с divg=d, TO g = bzn/, 
откуда 

g (qz) = * (qzf/ {qz) = bzn/ (z) qna (—z)m, 
так что т не меняется, а а заменяется на aq'K 

в) Для явного вычисления т и. а заметим прежде всего, 
что они аддитивно (соответственно мультипликативно) зависят 
от d — это ясно из определения. Далее, группа Г-инвариант-
ных /С-дивизоров имеет, очевидно, следующую систему об­
разующих: 

оо 

-*<•--- 2 И"). М<И<-, аек. 
П-— 00 

15 



'к 
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функцию с дивизором da можно выбрать в виде (ср. п. 2.13а): 
6а (г) = П (1 - qnaTlz) П (1 - qnaz~l) = 9. (a~lz). 

Как в п. 2.3 б), легко проверить, что 0- (qz)= — z~%(z) (61(2) 
немного отличается от 9(2)). Поэтому 

еД<7г).----агГ-вв(г). 
так что 

degd — 1 , y(da)-==amodrji 
3.3. Назовем дивизор dg-® (/<*)г главным, если существует 

такая функция /6J£ r, что div/=d. Из теоремы 3.2 видно, 
что следующие условия являются необходимыми для того, 
чтобы Г-инвариантный дивизор был главным: 

deg d = 0, j (d) •= 1 mod Г. 
Из доказательства видно, что они же и достаточны: взяв 
сначала любую функцию fQJt с div/ = d, мы получим 
f(qz) — qnf{z) для некоторого п, а тогда z~nf (z)QJtT имеет 
тот же дивизор. 

Положим теперь 
Л п ={ /€£ | / ( ? г ) - ( - гГ* / (2)} . 

3.4. Теорема. а)Лт==0при /n<0; uimKAm=m при 
т>\-

СО 

б) ®_Ат есть градуированное кольцо, поле частных нуле­
вой степени которого изоморфно полю Г-инвариантных меро-
морфных .̂ -функций Мг (здесь Л0 = К). 

в) Mv является полем функций на эллиптической кривой : 

X над К, группа точек которой изоморфна K*l(qn). 
Доказательство , а) Пусть / (2) = 2-V* и пусть • 

f(qz)=(~z)-,mf (г). Тогда 
(- l)maUm=aLql для всех i, 

откуда следует прежде всего, что / (2) однозначно опреде- •' 
ляется коэффициентами а0, ..., <V.i_i. Далее, для i, принад- • 
лежащих фиксированному классу вычетов mod/n, ord (аг) ведет , 
себя как квадратный трехчлен от ord l со старшим коэффи- : 
циентом, пропорциональным mot&q. Поэтому при от<0 полу-; 
чающийся формальный ряд Лорана всюду расходится, а при! 
лг>0 всюду сходится, как ни задать аа,...,ат^. Значит,! 
dimA.-/и. при те>0. 

со -

б) Ясно, что © Ат является градуированным кольцом' 
над К. Кроме того, А1 = ЛГ91(2), потому что 61(2) удовлет­
воряет как раз нужному функциональному уравнению. Нако-
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нец, для / , gQAm отношение fg"1 принадлежит Mv. Покажем, 
что всякая функция из JCV может быть представлена в таком 
виде. 

Действительно, имеем /=g/ f 1 , где g, hQ^S я div g, divh 
Г-инвариантны (для отыскания такого представления доста­
точно представить дивизор div / в виде разности двух эффек­
тивных Г-инвариантных дивизоров и затем построить функции 
из .-5 по каждому из них). Тогда 

g(qz) = a(—z)~mg(z) и h(qz) = a(—z)~mh(z) 
по теореме 3.2. Следовательно, 

g (*)-«-« (г), Н(г)^(г)еАт^ 
и / является отношением этих двух функций. 

Остается показать, что ,МГ есть поле функций на эллип­
тической кривой. Следующая общая лемма будет полезна 
нам также во второй главе, 

со 

3.5. Лемма. Пусть А == © QAm~ градуированная алгебра 
без делителей нуля над /<". Обозначим через F ее поле 
частных нулевой степени. Предположим, что для некоторых 
с>0, n > 0 имеем 

dim^A. m < сгп/1, т>\. 
Тогда: 

а) degtrKF<n; 
б) E^Hdegtrj<F = n, то поле F порождено конечным 

числом образующих над К. 
Доказательство леммы. Возьмем любые л.+ 1 элементов 

/о, ••••/iiGF и покажем, что они связаны над К нетривиаль­
ным соотношением, степень которого по / 0 (при меняющемся 
/ 0 , но фиксированных fx, ..., /„) ограничена константой. 
Отсюда, очевидно, будет следовать лемма в полном объеме. 

Положим 

Построим (s + 1) (г. + 1)" одночленов /g». . . /""; 0 <a0 < s , 
0<a ;<if, i>\. Умножив их на общий знаменатель 
hg(/ij ...hn)(, мы получим (s+ 1)(̂  + 1)" элементов из Аа, где 
a-=sa0+ 2. (ai+ . . . +an). Положим b = cti+ . . . +ап, тогда 
при t {to} oo и фиксированном s 

dimA a<(cft"+l)^ 
по предположению. Значит, если s = cbn, то между /-.•••> А 
существует нетривиальное соотношение степени < s по /0. 
.Лемма доказана. Щ 

3.6. Окончание д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м ы 3.4. 
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Применяя лемму 3.5 к нашему кольцу © Лп и пользуясь тем, . i 
что dimKAm==m, сразу находим deg trK ^ г <Т. С другой | 
стороны, в Ж есть непостоянные элементы (например, | 
Sy-8_y-Sf2), так что d e g t r ^ r — Г Значит, по утверждению 1 
б) леммы, Mv конечно порождено над К. Легко убедиться, | 
что К алгебраически замкнуто в М и тем более в Лг. 1 
Значит, «Жг — поле алгебраических функций на некоторой I 
К -кривой X. 

Легко видеть, что отображение «сдвига аргумента» дает 
вложение группы K*j{qn) в группу автоморфизмов ПОЛЯ MvjK. 
Таким образом, род X может быть лишь 0 или 1. Если счи­
тать уже известным, что отображение K*/(qn)->X (К) («зна­
чение функции в точке») является изоморфизмом, то эта 
альтернатива немедленно разрешается в пользу рода 1, ибо 
у этой группы автоморфизмов нет неподвижной точки на 
X (К)- Дифференциалы первого рода на X тогда отождеств­
ляются с образами Kz~ldz, ибо в SBdSB больше нет Г-инва-
риантных дифференциалов с тривиальным дивизором. 

Таким образом, осталось отождествить Л"-точки кривой X 
с K*l{qn). 

ЭТО можно сделать, например, так. Обозначим через S мно- I 
жество локальных колец в Мг, отвечающих простым Г-инвари- I 
антным /(-дивизорам: (простой дивизор d)^(f£Mv, f не имеет по- I 
люса в d)&S. Очевидно, это отображение доставляет вложение I 
(простые дивизоры)--!-» (локальные кольца X). Это вложение. 1 
переводит аналитически определенную функцию «порядок f 1 
в простом дивизоре» в такую же алгебраически определен- I 
ную фикцию, а дивизоры степени 1 - в локальные кольца. I 
/(-точек X. . I 

Наконец, аналитический «порядок f в d» удовлетворяет- 1 
«формуле произведения» 2 ordrf (/) -----= 0. Совершенно такой же: I 

формуле удовлетворяет алгебраический порядок. Классиче- I 
ское рассуждение Артина-Уэйплса показывает, что если бы I 
образ S пропускал некоторые локальные кольца, то можно-
было бы построить функцию f, часть дивизора которой была 
бы сосредоточена в пропущенных кольцах, так, чтобы. 
2ordd( /) оказалась -^О. Н 
dQS 

3.7. В заключение приведем без доказательства два экви­
валентных описания множества эллиптических кривых над К, I 
допускающих униформизацию описанного типа. I 

а) И н в а р и а н т н о е о п и с а н и е . Это те кривые, у кото- I 
рых существует гладкая собственная модель над целыми 1 
числами Oczl(, замкнутый слой которой состоит из п проек- I 
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тивных прямых Pk, пересекающихся «колесом» при п>2 
(подробнее см. п. 9.3 главы Ш) или является кривой рода О 
с одной двойной точкой с разделенными касательными, опре­
деленными над k. (Подробнее см. главу Ш и работу Мам-
форда [18]). 

б) Описание c помощью уравнений (см. Рокетт 
[21]). Это те кривые, которые можно задать над К уравнением 
Вейерштрасса вида у--=-. 4x3 — g2x —g3 с условиями 

61) |/| > 1 , где j=l23gl(gl~27gl); 

б2) -y^'eC** ) - . 
Самое простое доказательство: задать .x, у, g2, ga явными 
формулами классической теории, рассматривая необходимые 
тождества между ними как формальные. Важнейшие тожде­
ства: 

( о« \ 3 

1+240 у.ЛШ) 
•7 П (1— qm)** 

771 = - 1 

оо 

a _ _ _ L L ! v т*чп 

• s 3 " 216 ""•" 3 --- 1— qm' 

СО СО 

jC — j - ^ — ] 2 --Z. i ^ - i - Zj (l_e«z)> 
7 7 1 = 1 7 П = — ОО ' ' 

m,\i > 

со 

У - У ( 2 ) - £ j (1_Я7«2 ) 2 
7?J<-~ — O O 

1 Глава II 
АБЕЛЕВЫ ФУНКЦИИ 

§ 1. РЯДЫ ЛОРАНА ОТ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

1.1. В этой главе [K:QP]< оо. Мы начнем с распростране­
ния результатов главы I на ряды Лорана от многих пере­
менных 

2* х& 



2 ah,.jnz[K..Znn, ah...lnQK-

• Удобно несколько изменить обозначения. Пусть Я—-муль­
типликативная свободная абелева группа одночленов 
21'...z'n"; ее элементы мы будем обозначать буквами х,7) с 
индексами. Каждый элемент хб-Я будем рассматривать как 
элемент кольца схемы Т = Spec К [Я]. Для любой /(-алгебры 
А имеем 

Т (A)=Homx(-T [Я], A)=Hom(tf, A*)^(A*)«. 
Таким образом, Т есть групповая схема, изоморфная G%,i<;, то 
есть я-мерный тор. Элементы xGH превращаются в функции 
на 7(A) для всех А; в частности, в функции на Т (К). Их 
принято называть характерами тора Г. 

Ряды Лорана 2 ахх м ы будем рассматривать как функции 
х6я _ 

на подмножествах Т(К), на которых эти ряды сходятся. 
1.2. Положим Я* =Hom(H,R); мы будемпредставлять Я* 

как R-линейное пространство и записывать аддитивно. Каж­
дая точка а£Т(К) определяет точку и*бЯ* по формуле 

tt*(x)--=ordx(tt), Хб#. 

Пусть /==2-ЬсЬ axQK—некоторый ряд Лорана. Пусть 
U*cH* — некоторый замкнутый параллелепипед в Н* (в лю­
бом базисе и_метрике). Предположим, что / сходится в тех 
точках и&Т(К), для которых a*6U*. 

Назовем точку <D*6U* критической для / , если сущест­
вуют такие Xi^Z2, что 

ordax +T)*(x1)-=ordaX2 + -j*(X2)--=min(ordax + 'y*(x)) 
хбя 

(минимум по х достигается из-за предположения о замкнуто­
сти [/* и о том, что ordax + K* (x){to} оо по х для z..*6U*. 
Действительно, множество точек, пришедших из Г (/С), кото­
рые лежат в U*, плотно). 

Положим/* (i)*) = min(orda),+.'a* (х)). 
хбя 

Следующая теорема параллельна теореме 2.2 главы 1: 
1.3. Теорема, а) В условиях п. 1.2 критические точ­

ки / в U* образуют (n—-1)-мерный остов некоторого конеч­
ного полиэдрального разбиения. 

б)ЕслиибТ(/С), u*QU*, а* не критична для / , то 
j*'(u»)---ord/(a). 
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График функции и*ь+/*(и*) в U* Х-# непрерывный, выпуклый 
вверх, кусочно линейный, и проекция множества его угловых 
точек на У* совпадает с множеством критических точек для / . 

в) На множестве точек и&Т(К), для которых u*QU*— фик­
сированная критическая точка, ord/(«) принимает все рацио­
нальные значения между oo и /* (и*). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассуждения полностью аналогич­
ны тем, которые проводились в одномерном случае. Рассмот­
рим для каждого. xGH график rxcU*X-z?, изображающий 
ord ax-f и* (х) как функцию от а*ф*. Мы получим счетную 
систему гиперплоскостей. В точках границы u*QdU* имеем 
min (ord ах + и* (у)) {to} oo по фильтру дополнений к конечным 

и* 
множествам х- Значит, график -о*.-»-/* (•#*) есть граница пере­
сечения конечного числа полупространств в U* XR, лежащих 
ниже конечного числа графиков Г г Точки, принадлежащие по 
крайней мере двум Гх на этой границе, по определению, 
проектируются как раз в критические точки / н а U*. Это 
доказывает утверждения а) и б). 

Доказательство в) легко получается редукцией к одно -
мерному случаю. Действительно, в обозначениях начала 

п. 1.1 задача выглядит так: дан ряд /—2--/,....• zli.:.zn"> 
дано множество точек с (ordz-, . . . , ordzrt) = и*, в которых 
у ряда "есть по крайней мере два разных максимальных 
члена. Мы хотим доказать, что .модуль ряда принимает в 
этих точках все значения, промежуточные между нулем и 
максимальным. Достаточно подобрать конкретные значения 
(г.), г-~--г0, 'в этом множестве такие, чтобы при подстановке 
в ряд zt вместо zt у получившегося ряда от zi по-прежнему 
было не меньше двух максимальных членов, и затем приме­
нить теорему главы I. Это нетрудно сделать. Ш 

1.4. Теорема. Множество SS рядов Лорана 2 а х Ь 
сходящихся во всех точках ttQT {К), является кольцом без 
делителей нуля. Его группа единиц есть К*Н. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение легко следует 
из теоремы 1.3, как соответствующий одномерный факт. 
Аналогично обстоит дело со вторым утверждением: если 
/----2ахх обратим, то / не имеет нулей, и <o*{to}/*(-j*) есть 
линейная функция. Тогда у / имеется единственный член 
ахх, максимальный во всех точках, так что /а_ 1х - 1 во всех 
точках имеет вид 1 + g, \g\ < 1. Это возможно лищь при g—Q. Ш 

1.5. Дивизоры. В многомерном случае мы не можем 
получить о, дивизорах функций /б-*? столь же полное пред­
ставление, как в одномерном, однако теоремы 1.3 и 1.4 дают 

21 



о них полезную наглядную информацию. Поступим следую­
щим образом. 

По аналогии с одномерным случаем, где полугруппа 
эффективных дивизоров апостериори отождествлялась с 
3!xl(K*zl), мы можем, ее здесь определить как S5XI{K*H): 
это пригодится в следующем параграфе при выборе опреде­
ления тэта-функций. 

Множество критических точек функции fQSB, которое, 
согласно теореме 1.3 а), образует (/г— 1)-мерные «полиэдраль­
ные соты» в Я*, служит некоторым геометрическим образом 
дивизора / , ибо нули / проектируются в него при отобра­
жении й.-+и*. См. примеры в конце следующего параграфа. 

§ 2. ПЕРИОДЫ, ПОЛЯРИЗАЦИИ, ТЭТА-ФУНКЦИИ 

• 2.1. Мы сохраняем обозначения § 1 . Пусть дополнительно 
дана некоторая подгруппа «периодов» ВсТ (К)- Позже мы 
будем предполагать, что она дискретна ранга «-—dim Г; это 
аналог подгруппы (дп)с:К* главы I. 

2.2. О п р е д е л е н и е . Тэта-функцией (относительно В) 
называется любая функция Qg-̂ , дивизор которой инвариантен 
относительно сдвигов на периоды bQB. 

Расшифруем определение: согласно п. 1.5 и 1.4, дивизор 
9 (а) есть класс 9 mod К*Н; отсюда следует, что если 6 — 
тэта-функция, то существует такое отображение •$; . 9 ->Я , 
A{to}X& и такие константы \Ь(<К*, что 

ЧЬи)=КХь(иГЧ») для всех Ь&В, и&Г (К). (1) 
2.3. Предложение. В условиях (1) имеем Следующие 

тождества: 
а) Отображение Ь*+Хь является гомоморфизмом; кроме 

того, ibt(b\) — Xbi{b^, так что обе части би^ультипликативны 
и симметричны по Ьъ Ь2. 

б)-^-=х..(&2); ьъ ь^в. 
bib, 

в) Предположим, что существует такое симметричное 
бимультипликативное спаривание [,]:ВХВ-*%*,• что [Ьь 62]2 = 
—Х».^) Дл я в с е х -,1» Ь^В. Тогда существует однозначно 
определенный гомоморфизм t|>: В {to} К* такой, что \b=[b, 6]"1 <]>(Ь) 
для всех Ь%В. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Записывая (1) для b==b1b2 двумя 
способами, находим 

*м-Хм. («)=>*М,Хь~? (6г) Хь? («) Хь~1 («)• 
Отсюда видно, прежде всего, что Хь мультипликативен по Ь, 
так что отображение <?:Вч-Н является гомоморфизмом. 
Отсюда же следуют остальные утверждения а) и б). Из б) 
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легко увидеть, что ^(b) = lb [b, b] является гомоморфизмом 
в->к*.т 

2.4. В дальнейшем мы будем всегда предполагать, ЧТО 
для рассматриваемых 0-функций условие в) выполнено. Этого 
можно добиться, перейдя от А" к конечному расширению 
К (У К*): матрицу [,] в некотором базисе (bj) группы В 
можно тогда найти, извлекши квадратные корни из элементов 
матрицы (Хй. (&;•)). Другой вариант — перейти от гомоморфизма 
9 к <р2; ср. ниже. Вместо [bu b2\ мы будем писать дальше 
Хй1(<-,2)2 (считая выбор [,] фиксированным). Окончательно, 
уравнение 0-функции будет записываться в виде: 

8 (bit) = 4?{b)lb (ft)" -~ lb И"19 (и). (2) 
Типом тэта-функции, удовлетворяющей (2), называется тройка 
(Т. Ф, [>]). где 

cp:E{to}tf, Ь~гь\ ф:.9->К*; [Ьь btf = xbl{b2). 
Произведение двух тэта-функций также является тэта-функ­

цией; их типы перемножаются очевидным образом. 
Начнем с выяснения того, как устроены тэта-функции 

•одного типа, и насколько их много. 
2.5. Лемма. Пусть б == 2а%х — формальный ряд Лорана. 

Предположим, что он формально удовлетворяет уравнению 
(2). Тогда 

ах=Ф(&г-хЛ*Г2~x(*Kx-i; хея, ь^в. (3) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Запишем явно левую и правую 

части (2): 
0 фи) = 2 «х х (Ь) X (ti) - 2 ахх_, (XX-1) Ф) (XX,1) (и), 

Ф (*) Хь Ф)~ -~ Хь ("Г1 -1 (и) = _ «хф (Ь) Хь ФТ Г (ХХТ1) («)• 
х6я 

Сравнивая коэффициенты, находим требуемое. • 
2.6. Теорема, а) Формальные ряды 2ахХ, УД°влетв°ряю-

щие функциональному уравнению (2), образуют линейное про­
странство размерности \Н:у(В)\. 

б) Описанное пространство целиком состоит из рядов, 
сходящихся в любой точке Т (К), в том и только том случае, 
•когда [Я: <? (б)] < оо и форма 

9(-5)Xf(-5){to}Z: (Xu,., XiJ^ordx^ (->2) 
положительно определена. 
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в) Если условия б) выполнены, и В не имеет кручения, то 
BczT (К) — дискретная подгруппа максимального ранга, а ядро 
с р : . 3 - > Я тривиально. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Из уравнений (3) нетрудно 
усмотреть, что все коэффициенты ах однозначно определяют­
с я , если произвольно заданы их значения на любой системе 
представителей смежных классов Я/ср (5 ) (явные формулы 
см. ниже). В частности, если [ Я : ср (В)} =-- oo, то с у щ е с т в у ю т 
ряды, д л я которых ах не стремятся к нулю по X. Эти ряды 
не могут сходиться всюду на Т (К). 

б) Пусть теперь [ Я : ср (В)] < {infty}. Чтобы исследовать схо­
димость рядов, напишем формулы д л я ax явно. Начнем с про­
стейшего типа, где положение дел я с н е е всего. 

Т и п ф = 1, Я — < р ( 8 ) . Любой х б Я имеет вид Хь Д л я н е -
которого Ь. Л е г к о видеть , что в с е решения уравнения (3) 
записываются в виде 

i_ 

axb = aab(bf, л-еАГ. (4> 
Необходимое условие, чтобы р я д всюду сходился : 
охйхь(Ь)-> оо. Так как Я — с в о б о д н а я абелева группа конеч­
ного ранга, а огй%й(й) —целозначная квадратичная форма на 
ней, это возможно только тогда, когда форма положительно 
определена. Это же условие и достаточно для сходимости,. 
потому что при фиксированной точке и£Т (К) и переменной 1ь 
ord хь (и) является линейной функцией от хь, так что 

o r d (%Хь («)) -•-• j o r d Хь Ф) + o r d Хь (и) + o r d аг -»• {infty} 
(по (4)). 

Т и п ф== 1 , [ Я : ср (5)] < оо —• любой. Формулы (4) о с т а ю т с я 
верными на единичном смежном к л а с с е ц> (В), а на о б щ е м 
классе ХоФ {Щ приобретают вид 

г_ 
аХоЧ = ax0X0 (b) Хь (P)b, ax06К. (5> 

Д а л ь ш е применимы т е ж е р а с с у ж д е н и я , что и в п р е д ы д у щ е м 
случае . 

О б щ и й т и п . Случай произвольного гомоморфизма 
1р:5->/С* сводится к ф = 1 сдвигом аргумента. Если 0 (и). 
удовлетворяет (2), то д л я любой точки и0бТ(К) р я д O(a0ii} 
удовлетворяет такому ж е уравнению, но с ф (b) xb (и0)~1 

вместо ф (£)• Е с л и [ Я : ср (В)] < {infty} и .в не имеет кручения, то 
точку и0 , для которой Хь (ко) ^ t (-') П Р И B C e x ->6б подобрать 
молено (разбор более общего случая мы опускаем, он н е т р у ­
ден и не интересен). В самом д е л е , тогда Кегср = {1}, потому 
что, если 60бКегср, то Хй о(6)-=1 при в с е х b£B, о ткуда по 
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2.3 а),- х-, (£0) — - • Н° е с л и в с е характеры из подгруппы 
конечного индекса обращаются в 1 в точке тора, то это 
точка конечного порядка. 

Итак, <р вкладывает В в Н; тогда любой гомоморфизм 
ty:B-*-K*, очевидно, продолжается до гомоморфизма 
ср: Я {to}/С*, который и доставляет требуемую точку. 

Сдвиг на нее сводит общий случай к уже разобранному. 
в) Мы уже доказали, что <р вкладывает В в Н, Осталось 

проверить,, что Ват {К) дискретна. Допустим, что b = \imbt, 
bfiB, и покажем, что последовательность (bt) тогда стабили­
зируется. Действительно, для всех i>l0 и всех 1QH имеем 
тогда ordx(.-,)--=ordx(61-) (это ясно для базиса и затем по 
аддитивности). В частности, ord/u (#.)==ordxu (б-)- для всех 
Ь&В и i,j>i0. Из невырожденности формы ordx6(b), оче­
видно, следует тогда, что bl = b}. ffl 

2.7. Если группа периодов ВаТ(К) дискретна и свободна 
максимального ранга, а гомоморфизм у:В->Н, Ь^Хь УД°В" 
летворяет условиям 

[Я : 1р(5)]<оо; 
1ьЛЬ2> = '/-ьЛЬ\) для всех ЬиЬ2еВ; 

• ord х» (•-') > 0 для всех bQB, Ьф\, 
то мы будем называть у поляризацией. Поляризация назы­
вается главной, если <?(В)~Н. Типу с главной поляризацией 
отвечает по существу одна тэта-функция. Мы подробнее 
рассмотрим ее ниже. 

2.8. Фиксируем некоторую главную поляризацию <р: В -> Н 
и изучим график модуля (точнее, показателя ord) тэта-
функции 

(ср. (4)), как в § Г 
Напомним, что этот график лежит в пространстве H'*XR, 

где Я*=Нош(Я, R), a критические точки 9 — образ дивизора. 
нулей б-образуют некоторые (п— 1)-мерные соты в Н*. 

В нашей ситуации на И* есть дополнительные структуры:: 
а) В* = {Ь*№В)сН*. Напомним, что #* (x)==ordx(&> 

(п. 1.2). Легко видеть, что В —.решетка максимального 
ранга в H*. 

б) Евклидова норма на Н*, которая на решетке В* инду­
цирует скалярное произведение 

(b*v b^ord^M, |I**||-(**,;6*)T: 
Определим еще функцию Q*:ft*-+R: 
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g* /и*ч _. (ord б (и), если UQT (К), и* не критична; 
шо непрерывности, если и* критична. 

(См. теорему 1.3). 
Чтобы сформулировать следующую теорему, напомним еще 

понятие разбиения Вороного. Пусть в евклидовом пространстве 
Е дано некоторое дискретное множество точек С. Для каждой 
точки с&С положим 

Pc = {xGE\\\x — c\\<\\x — d\\ для всех dQC]. 
Это (замкнутые) полиэдры максимальной размерности п. Их 
грани коразмерности k — 1 имеют вид 

Рс>...ск=Г\ P - i -={xeE | | | x -C i | | - . . .—| | x — cft||< 

< | | х - d | | для всех dgC}. 
2.9. Т е о р е м а , а) В условиях п. 2.9 имеем б*(и*) = 

= - --j-||и*||2+ 5* (5*--периодическая функция), б) Крити­
ческие точки 9 в Я* образуют (n-1)-мерный остов разбие­
ния Вороного, отвечающего решетке В*сН*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Уравнение (2) в применении к 0* 
превращается в уравнение 

е*(а* + й»)=6*(и*)-(и*. b*)-~~(b*,b*) для всех Ь*$В*. 

Так как функция «*•->- — — ||и*||2 удовлетворяет тому же урав­
нению, разность б*(и* + 6*) + ---||и*||2 периодична, б) Пусть 
и*&Н*. Исследуем, каковы максимальные члены ряда ^а%х 
в соответствующих точках Т (К). Имеем 

ordax& + ordи* (х6) == -̂  (й*, b*) + (и*, 6*) = 

—•!iitt*+->*ii2-!iHi2-
Значит, при фиксированном а* минимум этого выражения 
достигается при тех хь, для которых Ь* лежит к — и* ближе, 
чем остальные точки В*. Таким образом, внутренность 
л-мерных полиэдров соответствующего разбиения Вороного 
состоит в точности из некритических точек (максимальный 
член определяется по и* однозначно). Грани коразмерности 
k отвечают точкам, в которых имеется k + 1 максимальный 
член. 

2.10. Пример. Рассмотрим случай я = d imT=2. Выберем 
в Н* базис, в котором метрика [| ||2 записывается в виде 
суммы квадратов. 
26 



Разбиения Вороного (на чертеже жирные линии), отвечаю­
щие решетке В*сН*, бывают двух типов: прямоугольные 
(если В* прямоугольная) и шестиугольные (в остальных 
случаях): 

' 
6* 

V 

Рис. 2 

Напомним, что вещественный тор Н*/В* является неко­
торым «изображением» p-адического пространства Т(К)/В, 
так что границы многогранников Вороного mod В* изобража­
ют тэта-дивизор. 

График ord 0 (и) (точнее, б* (и*)), согласно теореме 2.9 а), 
асимптотически ведет себя как купол— параболоид вращения 

i(x, у — декартовы координаты в Н*). Однако этот график 
кусочно-плоский: он вымощен четырехугольной или шести­
угольной черепицей; проекция этого замощения на (x, y)-
плоскость составляет разбиение Вороного. 

§ 3. ПОЛЕ АБЕЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ 

3,1. Пусть Т — «-мерный тор над К, как в §2, с группой 
характеров Н. Пусть, дана также свободная дискретная под­
группа периодов Bczf (К) ранга п. 

В этом параграфе мы будем считать, что множество 
поляризаций <?:В-*Н непусто. Согласто п. 2.7, множество 
типов (ср, <[>, [, ]), где <р пробегает всевозможные поляризации, 
образует полугруппу. 

Назовем абелевой функцией на Т (с периодами -в) нуль или 
отношение двух тэта-функций одного и того же типа, отве­
чающего какой-нибудь поляризации. Из предыдущего замеча­
ния следует, что абелевы функции с периодами В образуют 
поле. Обозначим его Мв. 
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Фиксируем некоторую поляризацию •?. Обозначим через 
Am(!p) пространство всех тэта-функций типа (ср2т, 1, Х&. (62)т} 

00 

при т>\ и К при т—0. Положим А(ср)= © Am(<p). Это 
т—О 

градуированное кольцо. Обозначим через М($) его поле 
частных нулевой степени. Очевидно, Л (<?)сЛв. 

Основной целью этого параграфа будет доказательство 
следующей теоремы: 

3.2. Теорема , а) Поле Л (у) совпадает с полем абелевых 
функций Лв, в частности, не зависит от поляризации ср. Оно 
инвариантно относительно сдвига аргументов на ТОЧКИ ИЗ 
Т (К), так что группа Т(К)/В действует на это поле. 

б) Лв конечно порождено над К; его степень трансцен­
дентности равна п\ К алгебраически замкнуто в Мв. 

в) Если [Z.: /С] < ОО , то A-.(cp)==A(cp)®Z, и MB
L = MBL — 

композит Лв и L над К. Здесь кольцо AL(tp) построено для 
тора TL=SpecL[H] так же, как А(<р) для К-

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть Qfl^QJC8, где 91, 82 —тэ­
та-функции типа (ср., i|i, [, ]), 91—-некоторая поляризация. Мы 
покажем, что 61 и 62 можно умножить на одну и ту же тэта-
функцию такого типа, что получившиеся произведения будут 
лежать в А^ (?) для подходящего N. Отсюда будет следо­
вать, что ЛвСЛ(у) и, значит, Лв — Л($). 

Прежде всего, легко добиться того, чтобы t|)— 1'- доста­
точно умножить 0J и 62

 н а ненулевую тэта-функцию типа 
(¥> <Г\ I i 1)! которая существует по теореме 2.6. Мы полу­
чим функции типа (ср̂ , 1, [,]i). 

Для дальнейшей редукции важен следующий факт: суще­
ствует такое N>\, и поляризация ср2, что <?н = <?х<?2-

Действительно, гомоморфизму tp^ff1 :В-*Н отвечает сим­
метричная билинейная форма: 

BXB^Z-.ibbb^NoruyibJ^l-ord^ibJlbz] (6) 
(раньше вместо <р (61) мы всегда писали хг,,). Форма o r d . ? ^ ) ^ ] 
положительно определена. TaK как пространство таких форм 
открыто, для достаточно большого N форма (6) также поло­
жительно определена. Из ее невырожденности следует, что 
cp/Vcp-i И м е е т тривиальное ядро. Из теоремы 2.6 в) тогда вы­
текает, что cp^tpp-= ср2 является поляризацией. 

Умножив теперь 61 и 82 на тэта-функцию типа (ср2, 1, [, ]2), 
мы получим тэта-функции типа (ср2ЛГ, 1, [ , ]3), где [ , ]3 еще 
может отличаться от {хь,{^))м.знаком для некоторых значе­
ний Ьи й2. Умножив еще раз числитель и знаменатель, ска­
жем, на числитель, мы попадем, наконец, в A2w(<p). 

Итак, Лв — Л(у). Инвариантность Лв относительно сдви­
гов на точки из Т (К) проверяется с помощью замечания в 
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доказательстве теоремы 2.6 б): сдвиг тэта-функции меняет в 
ее типе только ф, но не соответствующую поляризацию. 

6), в). Пользуясь определением кольца Л(ср) и теоремой 
2.6, получаем 

d i m ^ (?)-== [Я : tp-™(5)]-=cm.n, c = [H : <?*(В)]. 
Лемма 3.5 а) главы 1 показывает тогда, что degtrKJ£ (?)<«. 
Вторая часть этой же леммы даст то, что нам нужно, если 
мы найдем и алгебраически независимых функций в поле 
Л (у). Мы воспользуемся тем, что M(<?) — JZB, и будем искать 
п независимых абелевых функций. Удобно будет строить их 
в JiBL для достаточно большого L^>K, поэтому проверим 
сначала последние утверждения теоремы 3.2. ЭТО легко: ка­
ноническое отображение A{^)®L->AL{^) является изомор-
фиатом, ибо размерности однородных компонент над L у ко­
лец слева и справа одинаковы. В частности, при тензорном 
умножении на L не появляется делителей нуля. Отсюда сле­
дует, что К алгебраически замкнуто в L и ЧТО MB, = MBL. 

Окончательно, нам осталось доказать следующую лемму: 
3.3. Лемма. Пусть <р — некоторая поляризация. Сущест­

вует такая тэта-функция 8 (и) типа (•?, 1, [, ]) и такие точки 
ии..., ип&Г (К), что функции 

принадлежат МВК и алгебраически независимы над К. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим - — 2 а х Ь Г д е а х ~ 

==хЛ-))2 • е с л и Хб«Р(-3), в*=*.0, если xtTC-3). TorAa 

9 (5)*СН* — решетка максимального ранга. Относительно нее 
б (и) ведет себя так, как если бы поляризация была главной, 
и мы можем пользоваться теоремой 2.9 и вычислениями, полу­
ченными в ходе ее доказательства. _ 

Функции (7), очевидно, лежат в ЖВК для любого выбо­
ра и-. Допустим, что между ними имеется полиномиальное 
соотношение степени N. Освобождаясь от знаменателя, при­
ходим к соотношению вида 

2«•...•-„- (м)зг° [6 (»?«)6 С-г1»)1]'1 • • • [9 № ) 9 («т1»)']'"в°. (8) 
где суммирование распространено на (lk) c t 0 +. . .+ i„ -=-V. 

Переходя к ord и учитывая, что в левой части (8) при 
всех и в окрестности 1 должна быть фиксированная пара 
максимальных одночленов, получаем из (8) некоторое соот­
ношение вида 
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3/о9^"*) + _А( е*(м*+2 и*) + 29*(«*-иО-сопз1 , (9) 

/ о + . . - + А = 0 . > 
(не все /, равны нулю). 

Подберем щ так, чтобы вычисление (9), как в теореме 
2.9, привело к противоречию. 

Для этого достаточно, чтобы 0 была единственной точ­
кой решетки <p(-5)*i ближайшей к каждой из точек и*, и в 
то же время, чтобы точки b*Qf (В) (1= 1, . . . , п), ближайшие 
к — 2й*, были линейно независимы в Я*. (В. существова­
нии таких ut легко убедиться). Тогда! находим по п. 2.9 
(для и* в окрестности нуля): 

0* (и* + 2и\) = (и*, b)) + const,, 
6* (И*— #*)== «Wist;, 

fl* («*)-= const. 
Подставляя в (9), получаем 

! п 

2 / , {til, b*i)=const, (jo) 

j o + ••• + /«"---•• 
Так как b* независимы, находим const=j\— . . . -—/„---= 0 из 
первого соотношения и затем /.-=-• 0 из второго, что проти­
воречит конструкции Jt. Щ 

3.4. В заключение приведем без доказательства некото­
рые дополнительные сведения. Часть из них можно было бы, 
вероятно, установить «элементарно», имитируя соответствую- \ 
щие доказательства в комплексном случае. Другую часть \ 
естественно рассматривать средствами главы JV. ', 

Прежде всего, для любой поляризации ср кольцо А(<?) ко- ; 
нечно порождено, и проективный спектр X = Proj Л (<р) явля­
ется абелевым многообразием над К, не зависящим от ср. i 
Это каноническая модель поля Мв. Для любого конечного ; 

расширения L-ЭЛГ, имеет место естественный изоморфизм 
X(L)=T(L)/B. Множество абелевых многообразий над К, \ 
являющихся моделями Лв, должно допускать такое же опи­
сание, как в п. 3.7 а) главы I, но подробного изложения в ; 
литературе нет. ; 

Типы тэта-функций и поляризации интерпретируются в ! 
терминах групп когомологий и группы Пикара многообразия. ! 
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X. Можно дать также описание двойственного многообразия 
л , указав явно соответствующую группу периодов Ё в то­
ре Т. Подробности см. в работах Герритцена [3] и [4]. 

Очень важная работа Мамфорда [19], в которой X стро­
ится как алгебраизация некоторой формальной схемы, а тэ­
та-функции появляются лишь как особые переменные в гра­
дуированных кольцах, проливает новый свет на эти конструк­
ции и содержит существенно новые идеи. 

Глава III 
ГРУППЫ И ФУНКЦИИ ШОТТКИ 

§ 1. ГРУППЫ ШОТТКИ 

1.1. В этой главе [/C:Qp]<oo, PQL (2, /C)--=QL(2, К)/К* 
— группа дробно-линейных преобразований одной переменной 
над К. Она, естественно, действует слева на проективную 
прямую Р/с с выделенной системой координат: если g== 

4?d ) m o d i C * ' T o 

В дальнейшем мы будем писать просто g=[ Л (опуская 
mod К*). 

Группой Шоттки TcPQL (2, К) называется любая диск­
ретная подгруппа без кручения с конечным числом образую­
щих. 

Элемент gGPGL(2, К) называется гиперболическим, если 
он представлен матрицей, собственные значения которой по 
модулю не совпадают. 

Следующий результат дает полезные варианты опреде­
ления групп Шоттки. 

1.2. Предложение. Следующие три свойства подгруп­
пы TcrPGL (2, К) эквивалентны: 

а) Т является группой Шоттки. 
б) Г имеет конечное ЧИСЛО образующих и все ее элемен­

ты, кроме единицы, гиперболичны. 
в) Г имеет конечное число образующих, не содержит кру­

чения и дискретно действует в какой-то точке z&Pl (К). 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) =>.. б). Достаточно проверить, что 

если в Г есть негиперболический элемент бесконечного порядка, 
то она недискретна. Действительно, такой элемент сопряжен 
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в PGL(2.J() либо с элементом вида g= L А либо с элемен­

том вида Л — L ] с И - = 1 . В первом случае gpn-+e при 

п{to} оо, во. втором случае h(q~1)p {to}e при n-s-oo, где у— 
число классов вычетов поля ЛТ({~). Поэтому единица в Г яв­
ляется предельной точкой степеней негиперболического эле­
мента. 

б) {Rightarrow} а). Если Г удовлетворяет условию б), то она, очевид­
но, не имеет кручения. Если бы она не была дискретна, то 
некоторая последовательность (g{) ее элементов сходилась 
бы к в и, значит, начиная с некоторого i характеристические 
корни gi должны были бы стать по модулю одинаковыми, что 
противоречит условию гиперболичности. 

в) {Rightarrow} а). Очевидно. 
а) =4- в). Предположим, что группа Шоттки Г ни в какой 

точке zQP' (К) не действует дискретно. Возьмем три разных, 
но сопряженных над К точки г ( 1 ) , г ( 2 ) , z{3). Пусть (gi)dF— 
такая последовательность элементов, что £-г2(1)->-,г(1) при 
i{to}oo. Тогда giZ(j){to}zU) для всех /---=1, 2, 3, ибо сопряжение 
непрерывно. Но тогда gi~>-e, что противоречит дискретности 
Г в Р0Ь(2,К).и 

1.3. Пример. Пусть Г —группа Щоттки ранга 1 с обра­
зующей g. Характеристические корни любой матрицы в клас­
се g разные по модулю и потому определены над К. Значит, 
у g есть две неподвижные точки, также определенные над К. 
Выберем систему координат,, в которой одна неподвижная 
точка есть 0, а другая оо. В этой системе координат g пред­
ставлен диагональной матрицей (Q - ]• Можно считать, что 
|.7|<1 (иначе нужно поменять местами 0 и оо). Тогда 

Q=iivagnz для любой z=£oo, 
И-+0О 

oo=um gnz для любой гфО. 
П->~оо 

Г действует дискретно вне двух своих неподвижных точек. 
В дальнейшем мы для любого гиперболического элемента 

g и любой точки z, не являющейся неподвижной, будем пи­
сать : 

zt=\imgnz, 
Л-ию 

zj= lim gnz. 

Из предыдущего обсуждения ясно, что эти пределы сущест­
вуют, не зависят от г и язляютсл неподвижными точками 
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g, — притягивающей (2J) и отталкивающей (zj) соответственно. 
L4. Пусть g — l ,]—- такой элемент PGL(2, К), что с-^0, 

то есть оо He является неподвижной точкой g. Положим 
. / ч d az + b ad—be 

Js\z)~Tzcz~Td {cz + df 
и определим изометрическую окружность g как множество 
точек zQP^K) вида 

j ( g r = H |'Л(«)1-=-}•' 
Аналогично, 7(g')> будет определяться условием |/.-(г)|>1 
и т. п. 

1.5. Лемма. ЕСЛИ g гиперболичен, то 
a)I(gf П / ( Г 1 ) < = 0 ; 
б) gC/.terH-'ter1)- ^(/(^)>)—/(.?-I)<; 
-O^G/feT1)*, -гГе/^Г. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Перейдя в случае нужды к квад­

ратичному расширению К, мы можем считать, что ad — bc—\. 
Тогда |Trg|==|a + d [> l , потому что a + d есть сумма двух 
неравных по модулю характеристических корней g, произйе-
дение которых есть 1. Точка лежит в /-(g) 1<, а — лежит 
в Нё"1)^ Радиусы кругов /(g) и / (g_1) равны п . Так как 
расстояние г̂ + — =- Zr больше радиусов, эти круги не 
пересекаются. (Напомним, что в неархимедовой геометрии 
круги с границей либо не пересекаются, либо целиком содер­
жатся один внутри другого.). 

б) 26/{g)"* &\cz + d\ — l\ аналогично, g(z)Ql(g"1)"^ 
•t=>\cg(z) — a\ = l. Ho 

i / \ , , az + b , 1 
|Cg(2)—a |--=|Cc------aHT——-. 

Поэтому g переводит /(g) в I (g~l), a внешность 1(g) во 
внутренность / (g"1). 

в) Пусть ге/ (g)>; тогда в силу б) и a), g{z)£l (g"1)<c:/ (gf. 
Иными словами, g переводит любую точку z, лежащую вне 
своего изометрического круга, внутрь изометрического кру­
га обратного преобразования, и при последующих применени­
ях g она остается там. Следовательно, g+ = lim gnzel(g~1). 

п-юо 
Аналогично проверяется второе включение. 

1.6. Предложение . Пусть Г —группа Шоттки и пусть 
система координат в Р1 выбрана так, что в оо Г действует 
дискретно. Тогда множество неподвижных точек элементов 
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Г ограничено, а радиусы изометрических окружностей стре­
мятся к нулю (по фильтру дополнений к конечным подмноже­
ствам -Г). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Множество Г«, —(оо) лежит вне 
некоторой окрестности оо, то есть ограничено. Любая непод­
вижная точка лежит в его замыкании (ибо имеет вид limg"({infty})), 
которое также ограничено. 

Для проверки утверждения об изометрических окружнос­
тях достаточно считать, что все элементы gQV представле­
ны матрицами с определителем 1 (этогоможно добиться, при... 
соединив к К все l/~det g, что дает конечное расширение). 
Пусть g=(^.-"rf-rj, det=1; тогда г —радиус /(^ — ̂ .Пред­
положим, что для некоторого С>0 и бесконечно многих gQV 
имеем \cg\<.C (то есть rs не стремятся к нулю). Так как по 
доказанному |g(oo)|— —-\<R для некоторого R, на этом же 
множестве jay < RC; аналогично, |dg.|</?C, 'ибо |g_1({infty})| — 
— — </?. Значит, на этом множестве |£J{to}oo (иначе Г не 
была бы дискретной), а так как ad—bc = l, то с необходи­
мостью |сг|->0. 

Выведем из этого противоречие, установив, что \се\ огра­
ничены снизу во всей группе Г. Это вытекает из следующе­
го простого тождества.Пусть g — L s)>h==((- (-/).ё'¥=Л_1 — Два 
элемента из Г, представленные матрицами из SL. Тогда 

r|--=ji-2-|(^r1(oo)-h-1({infty})||A({infty})--r1({infty})|<^. 
Проверка тождества: 

, (аа + рс a.b + pd' 

вА"-(оо)---±й ь ч / •уа+оо,, 

/1-1 (00 ) -=--- - ; А ( о о ) = — ; ,, g~-(оо)----_—; 

уа + 6с с ' с (уа + 6сУ 
а б 7а + '-с м 

Это доказательство в комплексном случае принадлежит 
Форду [2]. Можно дать совсем другой вывод этого и следую­
щего результатов, пользуясь методами §§ 4 - 6 . 

1.7. T еор ема. Пусть ГсР0Ь(2, Л") — группа Шоттки, 
Z&P1 (К)—-некоторая точка. Следующие три свойства равно­

сильны. 
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а) z является точкой накопления некоторой орбиты Гг0, 
где Г действует в za дискретно; 

б) z является.точкой накопления семейства неподвижных 
точек неединичных элементов Г; . 

в) Г не действует в z дискретно. 
Множество Е таких; точек z замкнуто, содержит все не­

подвижные точки элементов Г и называется множеством пре­
дельных точек Г. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) <•-•> 6). Выберем систему коорди­
нат, в которой ZQ есть {infty}. Для любого gQT, g^e по лемме 
1.5 имеем zg 6 1< и g"1 (оо) 6 I (.-?)<• Поэтому | z~ — g~l (oo)|< 
<г г->0 по предложению 1.6. Значит, любая точка накопле­
ния орбиты Г (оо) будет в то же время точкой накопления 
семейства неподвижных точек zg, и наоборот. 

а) •#=> в). Очевидно. Ш 
1.8. П р и м е р : с п е ц и а л ь н ы е г р у п п ы Ш от тки. 
Пользуясь установленными фактами, мы построим сейчас 

явные примеры групп Щоттки любого ранга, задавая их обра­
зующими. 

Пусть и > I. Выберем в конечной части прямой . Р1 (AT) 
круги / 1 , . . . , / „ (c границей) и /{, • ••>•/"„ (без границы) со 

'следующими свойствами: 
а) радиус /—радиус 1'к=гив\К\, k=l, .. .,щ все кру­

ги попарно не пересекаются, даже если к I'k добавить их 
границы. 

Далее, выберем такие элементы cbQK, что 

наконец, выберем по очереди такие элементы ah, dk, bkGK, 
что . 

Положим ff»-^*). _ 
1.9, П р е д л о ж е н и е , а) Элементы g\,...,gn порож­

дают свободную подгруппу Г в PGL(2,K), которая является 
группой Шоттки; / / v ==/ (g^S I'k = I (g,7!)<. 

б) Область D— f) (/ (g'ft)>ri/ (g/T )>) является фундамен-
тальной областью для Г в 8 = Я 1 \ 2 . 

З а м е ч а н и е . Позже будет доказано, что любая группа 
ШОТТКИ свободна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть g=g,m.- .§•?' —приведен-
т -

пая запись элемента из. Г: е,,== ± 1 и если ir = ir,h то е — ег+1. 
Индукцией по т>\ покажем, что DF\gD=0. Отсюда будет 
следовать, что ЦфЛ, так что Г свободна и действует 
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дискретно в точках D. Поэтому Г является группой Шоттки 
в силу предложения 1.2 в). 

Пусть сначала т > 1 . Как в доказательстве леммы Г5 а), 
легко убедиться, что gk гиперболичны, потому что Iк — изо­
метрический круг gk, I'k — To же для g-1, а расстояние между 
ними больше их общего радиуса, так что ITrgftl----
----|au + d/. | > 1 . Учитывая еще de tg— 1, получаем гипербо­
личность gk. 

Любая точка feG-D лежит в / (§,
/,)>, поэтому по лемме 

1.5 б) gn(z)£l (gl^t^D по определению D. 
П е р е х о д от т к пг+1. Индуктивное предположе­

ние: если zQD, то 

Для т—\ оно уже проверено. Проверим его для m + 1 , по­
ложив g=g,mn.. .g^iz). Если i,n+i-7--im, то го предположению 

rf" • • .^. («) е/ («гГ'")^/ (ft Г1 )* 
'т • \ т I \ m+i / 

(ибо круги попарно не пересекаются), и по лемме 1.5"б), 
g(z)egt (/ (ftffl^)>)c/ |>Г"+Т' 

что и нужно было доказать. 
Если же гт+1 •=-jm, то обязательно sm+1 —ет , так что 

по-прежнему / (g^^cl (gE,m) = / (g?mfl)>, и рассуждение 
\ т I \ т I \ яг-Н / 

продолжается, как выше. 
б) Мы уже установили, что разные точки D неэквивалент­

ны относительно Г. Для проверки того, что D—•фундамен­
тальная область, остается проверить, что Р1 (К)\ UgD=*% 
(предельные точки Г). В самом деле, обозначая штрихом 
дополнение в Р1(К), имеем 

(ug-5)-nte-5)-п^'--япг(Д/Ы<и- '(г»"1)<). 
s s е s VK™' ' 

Поменяем в последнем равенстве местами объединение и 
пересечение по формуле п ( П j 1 ^ ) —U (П -̂г fm)> где /про -

•iGn&M * '' ' _ 
бегает множество наборов (/(..)) с , f{i)QJ(i). Тогда мы по-
лучим, что (UgZ))' есть объединение множеств, каждое из 
которых является бесконечным пересечением вида 

где Г=--.Г1иГ2, Г 1 П Г 2 = 0 ; /г.-:Г.->-[1, . . . , « ] . Покажем, что 
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если такое пересечение непусто, то оно целиком лежит в 2-
Действительно, либо £1, либо k2 бесконечно много раз при­
нимает одно и то же значение. Пусть, скажем, кх равно 1 
на бесконечном подмножестве Г0с:Г. Тогда 

M - n g (/1). 
*6r„ 

Покажем, что любая /С-точка из Г) g (/J принадлежит 2. 
Пусть это не так; тогда в ЭТОМ пересечении есть точка z, 
не являющаяся, в частности, неподвижной точкой элементов Г. 
Пусть z=g(zs), zgQlb gQY0. Выберем гиз множества (г^) 
предельную точку z^ (это возможно [в [силу того, что 
zgGf\ (К (z))), а это множество компактно). T огда z является 
предельной точкой орбиты Тг^.щ 

1.9. Аналогия c комплексным полжем. Область 
D для комплексной группы Шоттки, построенной, как в 
п. 1.8, имеет, такой вид, как на рис. 3.' Склеив границы 
кругов Ik, Ik, мы получим риманову поверхность рода п— 
сферу c n ручками. Ниже будет показано, что r \ S HJB 

Рис 3 

p-адическом случае представляет кривую рода n. Всякая'7ли 
группа Шоттки имеет фундаментальную область такого вида 
кажется, не известно. 

§ 2. ДИВИЗОРЫ И АВТОМОРФНЫЕ ФУНКЦИИ 

2.1. Дивизоры. В этом параграфе мы построим для 
фиксированной группы Шоттки ГсРОЬ(2, К) произведения 
Вейерштрасса, аналогичные б-функциям главы 1, и исследуем 
их свойства. 

Пусть Q=-P1(/C)\2 —множество точек, где Г действует 
дискретно. Назовем К-дивизором d на Q функцию 2 (К) -> 
-^•Z:z^nz со следующими свойствами: 
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а) Множество supp (d) =={z\fiz*£0} не имеет предельных 
точек в Q. 

б) Существует такое конечное расширение Lz)K, что 
если /1г7--0, то z$2(L). 

в) и-. —и.-,, если 21 и г2 сопряжены над К- Как в главе I, 
мы пишем й = Ъпгг. Носитель supp(d) — 3TO множество 
{г\пгфО}. Дивизор конечен, если supp(cf) конечен. 

Группа Г действует на группе /С-дивизоров Юа(К) слева. 
Опишем сначала Г-иивариантные /С-дивизоры. 

.2.2. П р е д л о ж е н и е , а) Группа Г-инвариантных К-диви-
зоров состоит в точности из дивизоров вида 2 e\d), где d 

гбг 
может быть любым конечным /."-дивизором на (2. 

б) 2g(d)=0 для конечного /С-дивизора d, если и только 
если, он может быть представлен в виде 

к 
d«-2(--*M. 

г=1 
где £.6Г, di — некоторые конечные /С-дивизоры на Q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Если d конечен, то формальная 
сумма 2g(d) является дивизором: условие а) выполняется в 
силу теоремы 1.7, а условия б) и в) очевидны.' 

Наоборот, пусть D&g)a(K)T. Чтобы построить d с 
•О— ^jg(d), воспользуемся следующим фактом, который 

гбг 
будет доказан ниже, в §6: существует такая область ScQ, 
что S = и gS к S (L) компактно для всех конечных расшире-
ний.Хэ/С. (На самом деле в качестве 5 можно взять конеч­
ное объединение конечных пересечений колец с границей, где 
каждое кольцо с границей определено условиями |а |< | / |< |&| , 
а. Ь^К, / — некоторая координатйая функция на Рг с диви­
зором в 2: см. теорему 6.10). 

Итак, пусть даны DQg)a{Kf и область S. Множество 
suppD разбивается только на конечное число Г-орбит: иначе 
пересечение supp DV\S было бы бесконечно и содержалось бы 
в S (L) для конечного L^K по свойству б) дивизора; тогда 
оно имело бы предельную точку в S(L)c2 в силу компакт­
ности S(L), что противоречит свойству а) дивизора. Далее, 
точки в одной орбите не могут быть сопряжены над К: у 
точек г и gz в система координат с нулем zjf и полюсом г~ 
не совпадают модули (их отношение есть |<-?|<1, если 

ё — и -П. Поэтому мы можем написать D = 2 t t « ( S.?-2 |> 
: ^ •" -б-5 ' \ г б г / 
где E—конечный набор представителей Г-орбит в supp D, 
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содержащий вместе с каждой точкой сопряженную к ней. 
Полагая d— "2itizz, находим требуемое. 

z&E 
б) Пусть d = I>mtZt, ^}g(d) = 0. Положим |d|----2|/?^| и про­

бег 
ведем индукцию по |d|. Если |d |< l , то, очевидно, d = 0 . Если 
|d |>2, должны найтись такие г,-=7--z,, что m.>0, m ; <0 и 
Г,гi=Vzp Тогда zt — z/ = (l— g)zt для некоторого gQY и 
d = (\-g)Zi + df, где |d.<|d[ и ^g(d')=0. Если . не 

е 
определена над /С, d0 — сумма сопряженных к zt, то как не­
трудно видеть, d = (l —^do + d", где |d"|<|d| и 2g(d")-=0. 
Это завершает доказательство. 

'. Следствие . Существует гомоморфизм «степень»: 

^(Kf^Z:^g(imiz)^,n, 
• • ; .?ег \ - - » / --1 
В самом деле, из 2.2 видно, что разные представления 

дивизора в виде 2g"(d) дают одно и то же значение правой 
части. Мы также будем говорить о степени конечного диви­
зора в обычном смысле; очевидно, это не может привести 
к путанице. 

2.3. П р о и з в е д е н и я Вейершт ра сса. Пусть дан 
н̂екоторый конечный /С-дивизор d. Мы построим сейчас 

некоторую мероморфную функцию на Ё с Г-инвариантным 
дивизором .Sg'(d). 

Так как d—конечный /С-дивизор нулевой степени, на P1 

существует /С-рациональная функция ^ ( z ) c дивизором d. 
Выберем точку г062 \ \jg (supp (d)) и положим формально: 

2.4. Предложение . Произведение (1) сходится в любой 
точке z6&, если исключить из него конечное число' членов, 
имеющих нуль или полюс в этой точке. При другом выборе 
г0 оно умножается на константу. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть h — (" . ]; имеем, прежде 
.всего, 

А ^ - Л ^ о ) - — — ^ - — — - - - i)M 
откуда 
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\h(z) — h(z0)\ = \Z — Z0\-r\- | г„ц е—рУ(А)| | .^_центр7ТА)Т 
(здесь rft—радиус-изометрического круга /(h) для h\ коор­
дината z выбрана так, что г--£ {infty} и ооб£2,_как в § 1). Внут­
ри / (А) находится неподвижная точка zh ££, a rh -> 0 no 
фильтру дополнений к конечным множествам в Г; поэтому 
/ (h) для всех h, кроме конечного числа, лежат в маленькой 
окрестности множества предельных точек • 2, так что при 
фиксированных z и z0&i расстояния | г — центр / (h)\, i ^ o -

центр / (Л) | отграничены от нуля (на почти всех h). Значит, 
\h(z) — h(z0)|->0 по Л. Кроме того, поскольку supp (d)— 2, 
существует такая окрестность supp(d), что h(z) и h(z0) 
для по,чти всех h находятся вне этой окрестности. Таким 
образом, ^fl-\ есть отношение значений рациональной функ-
цни wd в переменной паре точек, расстояние между которыми 
стремится к нулю и которые остаются вне окрестности 
нулей и полюсов wd. Значит, | 4 - 4 - > 1 по Л. В силу неар­
химедовости К, этого достаточно для сходимости произве­
дения (1). Последнее утверждение очевидно. • 

В § 6 мы докажем, что (1) сходится равномерно, если г 
остается вне Г-инвариантной окрестности supp(d)U2. М'ы 
воспользуемся этим в главе IV, где нужно будет знать, что 
W — мероморфные «жестко аналитические» функции. 

Теперь исследуем множители автоморфности для Wd,z, (г). 
Интуитивно, Wd,z,(z) имеет Г-инвариантный дивизор и потому 
при сдвиге на элемент g£T должна умножаться на обратимую 
в В голоморфную функцию; на самом деле эта функция ока­
зывается константой. 

2.5. Предложение. В условиях 2.4 для всех gQF 
имеем . 

WgA(gz)-\>-a(g)Wd,,t(z), (2> 
где V-a(g)QK* и М#) мультипликативно зависит от d и gf но не зависит от г0. 

Доказательство . Имеем в силу (1): 
XV, - О-Л — TTWJhgz) _ т т wd(hz) 

Деля на Wd,Za{z), находим 

Ш-1[^%- (3) 
ftgr 

Независимость от г0 следует из того, что при изменении z,-. 
функция WdtZt умножается на константу. Мультипликатив­
ность по d следует из того, что Wd,* мультипликативны-
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по d, а мультипликативность по g очевидна из (2). Наконец., 
если z0eQ(K), то \bd(g)GK_* в силу (3), а если S(/Q пусто, 
то Pd(g) !Lce Р а в н 0 Qal (АГ/Л')-инвариантно, ибо не зависит 
от z0BQ (/С). В 

Особый интерес представляет случай, когда дивизор d 
таков, что 2g(d)—0, так что функция Wd;z<,(z) естественно 
доопределяется до голоморфной и голоморфно обратимой 
функции на всем Q (в точке носителя Usupp(d) нужно со­
брать в произведении (1) конечное число членов, обращаю­
щихся в 0 или сю в этой точке; эти нули и полюса взаимно 
уничтожаются). Чтобы исследовать этот случай, достаточно' 
в силу предложения 2.5 б) ограничиться дивизорами вида 
(е--1)гь где ееГ, z&Q. 

2.6. Теорема. Положим Я=Г/[Г,Г]. Пусть g, eQV,. 
X, е—классы g, е в Н. Положим 

<Х.О — Re-D-ife). 
где .3j62, г1<$Г((-о). Тогда < х> е > зависит только от х, &• 
(а не от g,h в классах х> е и He от zi). Кроме того, 

< , > :НХН^К* 
есть мультипликативное симметричное скалярное произведение-
на группе Н. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде .. всего, W(S_i).-x-= ~—-• 
Далее, для любой точки zQQQ, z0$Too\JTz-i имеем в силу (3)' 

„ ,, („\ — ТТ hzt—ezr /tg-'z,—2, Ш , 
t - ( « - i ) « i f e ) - l l Л . . _ г . hgr^-ez,' W 

л е г 

В члене, отвечающем данному Л, поменяем местами знамена­
тели, а также знаки всех числителей и знаменателей: 

Л6Г 

Теперь этот член представлен в виде двойного отношения 
4eTMpex точек (e^, .31, hz0, hg~lZo). Двойное отношение npo-
ективно инвариантно; применив к этим четырем точкам Л-1... 
получим 

-~ \_ТТ fr-'ezi-zo 'fe~-Zt--—g-'z.'_ 

1*(«--)г, (г;—11--р———^ Л-.г._2о 

Из этого равенства 
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t-<»-i)*,fe)--sl-(.r'-i.-,.(-! ') ^ 
уже следует все, что нам нужно. В самом деле, левая часть 
не зависит от z0 и мультипликативна по g, а правая не зави-
.сит'от 21 и мультипликативна по е в силу предложения 2.5. 
.Значит, обе части не зависят ни от z0, ни от гх и бимульти-
пликативны по е, g. Так как их значения принадлежат абеле-
вой группе К*, то на самом деле они зависят только от 
X-==£mod[r,r], e-=emod[r,r], так что оправдано обозначе­
ние < х> е ) • Формула (5) тогда превращается в < X, s > =— 
— ({cdot}-*" 1 . Х - 1 ) == ( s,X) (п0 бимультипликативности). В 

Введенное в теореме 2.6 скалярное произведение' < , > : 
НХН-+К* очень важно: как мы покажем, оно определяет 
•поляризацию на торе, связанном с группой F/, и является 
.p-адическим аналогом классической формы Римана для яко­
биана кривой T\Q. 

Формула (4), однако, не очень удобна для работы c этим 
произведением, ибо она содержит точки z0, zx, от которых 
на самом деле < , > не зависит. Сейчас, мы покажем, как 
устранить этот недостаток. Начнем с несложной техниче­
ской леммы. Чтобы содержание накладываемых ограничений 
было яснее, напомним, что позже будет установлено, что 
группа Г свободна, и, значит, И свободная абелева. 
• 2.7. Лемма, а) Пусть g, ебГ —такие элементы,, что иХ 
образы в Я=Г/[Г, Г] независимы, т. е. порождают свободную 
абелеву подгруппу ранга 2. Пусть C(e\g) означает некото­
рое полное множество представителей двусторонних смеж­
ных классов (em)\Tj(gn). Тогда любой элемент группы Г 
однозначно представляется в виде emhgn, где го, nQZ, 
MC(e\g). • 

б) Пусть g£T — элемент, образ которого имеет бесконеч­
ный порядок й не долим в группе Н, и пусть C0(g\g) озна­
чает некоторое полное множество представителей- всех дву­
сторонних смежных классов (gm)\r/(gn), кроме единичного» 
'Тогда любой элемент в Г однозначно представляется либо в 
виде £», либо в виде gmkgn, где т, n£Z, heC0(g\g). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Представления одного и т о г о 
:же элемента в виде emhgn с разными h невозможны в силу 
выбора, C{e\g), а с одним и тем же А—потому, что в фак­
торе по коммутанту равенство этих двух представлений при­
вело бы к соотношению между образами g а е. 

б) Как и выше, достаточно установить однозначность 
представления в виде gmhg". Иначе имеется соотношение в и д а 
g>"hgn= h. Рассматривая его в факторе по коммутанту, полу­
чаем т + п = 0, откуда gmh^=hgm. Теперь нетрудно устано­
вить, что gm и h содержатся в общей циклической под­
группе в Г. 
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В самом деле, выберем систему координат, в которой gm 

представлен матрицей \L\ |<7|<1. Тогда сразу видно, что 
коммутирующие с gm дробнолинейные преобразования h так­
же представлены диагональными . матрицами. Значит, gm и h 
порождают дискретную подгруппу без кручения в К* (или в 
К\, где К\ — конечное расширение К, в котором gm приво­
дится к диагональному виду). Но из точной последователь­
ности 

l->U{to}ZC*{to}Z{to}0, 
где U—компактная группа единиц, сразу видно, что любая 
дискретная подгруппа без кручения в К* циклична. 

Окончательно, если элемент е из Г представляется в виде 
gmhgn двумя разными способами, то gm и h лежат в одной 
циклической подгруппе, которая должна быть порождена g 
ибо образ g в Н не делим, д стационарная подгруппа в Г 
точек z^m = zf циклична. Но тогда h = gr, и элемент, h лежит 
в единичном двойном классе. • 

2.8. Теорема, а) В условиях леммы 2.7 а) положим 
у —£ mod [Г, Г], s = emod[r,r]. Тогда 

W ,+_г- Н) 
< е ' - - > = П. ' е

 ihz7). (6) 

б) В условиях леммы 2.7 б) положим x=&-nod[r> Г1-
Тогда 

<x,x)=qg П • * g
 {h7), (7) 

где g представлен матрицей, сопряженной с (^gJ вО£(2, К), 
\9ш\<1-

2.9. Пояснения. Чтобы лучше представить себе 
структуру формул (6) и (7),\ заметим, что фигурирующие в 
них w являются координатными функциями с нулями и полю­
сами в 2, то есть единицами на 2. Значение этих функций 
берется в nape точек (hz+,hz-), которые .также лежат в 2. 

' Расстояние между ними стремится к нулю (как в доказа­
тельстве предложения 2.4), однако они бесконечно часто по­
падают в сколь угодно малые окрестности носителя дивизора 
•да, так что с первого взгляда даже сходимость (&) и (7) не 
очевидна; она будет установлена в ходе доказательства. 
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Укажем еще более явный вид (7) в подходящей системе-
координат. Пусть g записывается в этой системе в виде 
Й М<1-.-Тогда г+=-0, 2-=оо и можно положить 

w+ - (г)—г. Далее, если h~(ab\ то А (г+) ------|-, A(«f)----
гя ~zg ^ ' 

— —. Окончательно: 
с 

<Х.Х>-«7 Л Й - (8> 
(ab

d)Gct(g\g) 
2.10. Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.8. а) Для вычис­

ления < х, s. > воспользуемся формулой (4'): 
>у с \ — ТТ в-.—--'» г-~ hB~Iz* w 

Соберем воедино члены, отвечающие элементам одного 
смежного класса e"mhgn, h£C(e\g), как в лемме 2..Г a), it 
будем вычислять произведение в следующем порядке: 

00 СО 

/ v - s — ТТ ТТ Я e*i-e-mhg»gt ъ — ег"Не*-*г, 
Х " " « . ^ , , е21-е-тЛ£гл-'го zt — e-mhg"z0 ' 

ftgC(elg) « . .—ооп—-со " s a 

Покажем сначала, как сворачивается внутреннее произведе­
ние, при фиксированных т, h. Обозначим его п-й член через 
-̂ ----•-5---- в очевидных сокращениях. Тогда 
«---I РЯ 

Р-лг-1 ТПГ «в __ а-У ТТ P"-j_ 
1 1 «я-i «-лг-Г • l i ' Ря 

Поэтому, полагая aM= 1im a^ и т. д., имеем 
iV-v.» 

П" --= к" "̂°° ---- e z'—-~т /-4г-~-~'"д-~~ 
а -со Рсо e2l—ermhzjzi-—e-mhz£ " 

поскольку .г+=Ит.§[ЛГг0, гт-.=11т £-%-,. 
- ЛГ-*оо г .V->co 

Теперь, прежде чем сворачивать произведение по т, вос­
пользуемся инвариантностью этого ДВОЙНОГО отношения при 
сдвиге на ет. Это дает: 

тт = -_ - ! !__ = 1«8«: 
я__ов •"m+,Zi--/tz_e.-'zl—AzJ - W i Vm " 

Теперь в точности, как выше, получаем: 
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Т Т Т Т Уса и—оз ze " z g ze nzg , z - —z-'+—hzf 2„ —hz„ .-+ 

m=*—.oo n~—со 
- f tz+ z+-ftZ| f o> + _(&-) ' 

что доказывает формулу (6). 
б) В формуле (7) члены, отвечающие hgC- (g\g), вычисляют­

ся точно так же, как общий член в (6), и получаются фор­
мальной подстановкой e=g в (6). Первый же множитель 
должен отвечать единичному двойному классу (см. лемму 
2.7 б)). Таким образом, мы должны вычислить часть произ­
ведения (4'), отвечающую случаю e—g и h£(gn), n£Z\ она 
получается, если в самом первом вычислении положить фор­
мально e~mh = id: 

п gzi—gnz<> z . -g^ ' zp _ g-Ч—Ц г, — г; 
-I- _ ш _1_ 
Т z р -,+ 

Ш 
" Р — 2D 

_(Яг.) 
g _ _ ~ g ~ ~ g 

gZl_gn-iZo г,—g"z„ gzj—z7 г,—z+ о» + _ (.-О 

Вычислим это отношение в системе координат, в которой 
Я = (о?)> I-7K 1- ТогДа 4 = °' - V ^ 0 0 ' a'.I+_i-(«)-=«».fi»i=-<7«t. 
так что это отношение есть просто q, что доказывает (7). • 

Наш последний результат дает явные формулы для диф­
ференциалов первого рода на кривой, униформируемой группой 
Шоттки (ср. следующий параграф). 

2.11. Теорема. а) Пусть gQY, g=fiid. Функция 
(̂ff-1)«i,z,(2:) (см. (1)) может быть представлена'формулой 

w + - (г) 

WW..*(*)~ Д ^f^~-' 
лбсоя) hzs~hz& 

где С (\g) — некоторое множество представителей классов 
Г/(г?п). В частности, она не зависит от 21 и не имеет нулей 
и полюсов в Й. 

б) W^g-i)Zl,z, (г) мультипликативно зависит от g. 
Следствие . Для каждого #6Г • 

co5=dlog\^{g-i)2l,-. (9) 
есть Г-инвариантный дифференциал без полюсов на 2. Отоб­
ражение g>-*-we индуцирует гомоморфизм групп 

н /группа Г-инвариантных дифференциалов \ 
~ \ б е з полюсов на Q ) ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Имеем, пользуясь определением 
и инвариантностью двойного отношения: 

w/ - IT '" (g-n . - ! <*:''-• -ТТ --(Ц-ц». Ф _ 

HQT /ifcr 
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ft6c(ig)»f--- (e , [ /есог) K~'l*fi) 
Сворачивание внутреннего произведения делается, как- : 
Независимость от г, становится очевидной. 
- б) Имеем 

(fflg2-l){cdot}2l = (ffl-l)fe2{cdot}2l) + ({cdot}gr2--)--l-

Записывая мультипликативность W ,̂-. по d c этими Аи­
рами и учитывая независимость W{g-\)Zi,2<1 от ^ъ немед 
получаем мультипликативность W(g-i)Zi,za no g. • 

§ 3. АНАЛИТИЧЕСКИЙ ЯКОБИАН ГРУППЫ Ш О Т Т К И 

ЗЛ. Пусть [/C:Q^]<oo, ГеРОЬ (2, К) — некоторая г 
ШОТТКИ. В этом' параграфе мы введем набор объектов 
струируемых «аналитически» (над К) по Г. которые 
будет показано впоследствии, допускают однозначную i 
ро-геометрическую интерпретацию. 

а) Аналитическая кривая Хап, у н и ф о 
зируемая группой Шоттки Г. 

По определению, это функтор на категории конечны.* 
ширений К: 

L~T\Q(L)=Xan(L), 
где QcPK — множество, где Г действует дискретно. 

-б) Группа аналитических д и в и з о р о в 
(нулевой степени) на кривой Хаа. 

Это функтор L->-®an (L)-=L-дивизоры нулевой ст« 
на.Й, инвариантные относительно Г. (см. п. 2.1). 

в) Группа главных а н а л и т и ч е с к и х д и в 
р.ОВ ^аП—^а п . 

Дивизор -D6-#an(L) называется главным, если с у щ е е 
такое его представление D = 2 £(--)> гАе d —конечный 

' г б г • 
визор нулевой степени,., что 

. . M g ) = - для всех ger, 
то есть Wd,zAz)—Г-инвариантная функция,, которая, с . 
вательно, спускается на Xan. 

г) Аналитический якобиан Уап к р и в о й Xaii 
Прежде всего, построим тор Г == Spec/С [Я] (здесь ( 

используется, что Я —свободная абелева группа, что С 
доказано позже); 
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Одна /С-точка Т — это гомоморфизм //{to}/С*. В частности». 
для gQV, Zi£Q(K) отображение h mod [Г, r]{to}(i,(?_1)2. (h) являет­
ся таким гомоморфизмом. 

Полученные таким образом точки образуют подгруппу в. 
Т (К), которая называется группой периодов .6: 

В = {множество точек /гтос![Г, Г]>~>-1л(е_1;|г1 (Д)} == 
Гмножество точек х1-* < х- s ) \г-тис\ 

~~1для всех ебЯ ) •*• '' 
Ниже будет доказано, что Л —дискретная подгруппа ран­

га п. Вместе с В определяется гомоморфизм 
<p--:tf{to}.fi, ср-'ф---- < .,е>, ' _ 

относительно которого позже будет доказано, что он есть 
изоморфизм, обратный к которому является поляризацией 
(определение см.в§2 главы И), 

Окончательно, аналитический якобиан /ап кривой Ха„ 
определяется как, функтор на конечных расширениях L^>K 
вида 

• - L~T{L)IB. 
д) Аналитические отображения Я к об и. 

Их два: это морфизмы" функторов • . 
]\ :3)aj3)!m-+Jan, 

J '- •<* an ""•".-'arr 

Определение /1: 

j \ (класс 2 S(d)moda)anWi-'(i(-)n-od-5> 
\ . ge? J 

где (j-d (•) есть гомоморфизм Л mod [Г, Г]--»-^ (/г) группы Н ъ-
К (d)*, рассматриваемый как ЛГ(й)-трчка тора Т. Очевидно,. 
он мультипликативен по d. Кроме того, определение коррект­
но, что показывают следующие соображения. Если 

ljg№®l(K(d)), 
йбг . 

то в силу определения ю1п существует такой конечный диви­
зор d', что 2 8 ( d ) ^ 2 S ( d O и |v(-)—-• В силу предложе-

ния 2.2, поскольку ^jg(d — 'dr) = Q, имеем 
g& 

• it 

d-d'^a-gddi. 
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Поэтому точка тора Т ; 

V-d(•) — Ра(•) (*7'!(•) — Ы-<*' (•) — П|А(1-^), (•) 

принадлежит подгруппе периодов В. 
О п р е д е л е н и е / .Чтобы определить / , выберем точку 

ZQQQ(K), которая перейдет в нуль якобиана, и положим для 5 
zt&(K) j 

/(T2i)—!M-*-(-)mod-9. 
Корректность определения / видна из того, что 

- гт=[-(г-.1)г1(-)е--5. 

Если Q (/С) пусто, то / нельзя определить над К, а лишь 
над конечным расширением К, где Xan приобретает точку. 

е) А н а л и т и ч е с к и е д и ф ф е р е н ц и а л ы п е р в о г о 
-рода. 

Это дифференциалы a>g для gQV, определенные форму­
лой (8). Теперь мы можем дать для_них более прозрачное 
выражение. Пусть X—gmodjr. Г] и J-.Q-+T, J(z) = рг-гй(-), 
как.в пункте д). Тогда.-

^=7*(Х~^Х)- (8') 
Мы докажем даже, что W{g-.i)tuZlt(z)=]*(x). .Действительно, 
это равенство эквивалентно такому: 

w V i >*. .* И «=• 1(7 (г))=^---о (§)• 
Пользуясь (1) и (3)(c gzu вместо 20), находим 

W, ,, /~\ — Т\ hz—S^i .teo—-i , W<*-->*.*. ( г ) - И te_ teo_№
!. 

ftcr 

и равенство становится очевидным с учетом инвариантности 
1 .двойного отношения. 

На этом заканчиваются аналитические конструкции. Теперь 
мы сформулируем их основные свойства, которые будут до­
казаны позже (частично в главе IV). 

3.2. Т е о р е м а . Множество Г-инвариантных функ­
ций Wd,z0(z)> построенных для- главных /С-дивизоров d, вме­
сте c нулем, образует поле функций на алгебраической кри­
вой X рода я над К- Существует единственный изоморфизм 
•функторов («алгебраизация») 

a;Xan->Xj 
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сохраняющий значения функций в точках. При замене поля 
К на L^K кривая X переходит в X®L. Ш 

3.3. Теорема. Изоморфизм а с помощью очевидного пе­
реноса структур определяет также изоморфизмы следующих 
алгебраических объектов с аналитическими: 

а) аналитические £-дивизоры--->-дивизоры нулевой степени 
на X, рациональные над L. 

б) Главные аналитические 1-дивизоры«->давизоры ра­
циональных функций на X®L. 

в) Аналитические дифференциалы первого рода на 
Xan •*-• некоторая Z-решетка ранга п в пространстве диффе­
ренциалов первого рода на X. 

г) Аналитический якобиан /an и отображения Якоби /, /-+•+ 
ч-»алгебраическийя кобиан J кривой X и соответствующие ото­
бражения Якоби (как функторы на расширениях К)- • 

3.4. Теорема, а) Ват (К) есть дискретная подгруппа 
ранга й, а f"1: H —> В есть изоморфизм, обратный к которо­
му является поляризацией. 

б) Структура абелева многообразия на Т/В, определенная 
с помощью конструкций главы II, совпадает с алгебраичес­
кой структурой на /ап, индуцированной изоморфизмом, суще­
ствование которого утверждается теоремой 3.3 г). В 

Ближайшие параграфы будут посвящены развитию техни­
ки, нужной для доказательства первой части теоремы 3.4 
(и утверждения о свободе Г). Эта же техника позволяет по­
строить алгебраическую кривую X вместе с естественным 
изоморфизмом Xan{to}Xv который, однако, устанавливается ге­
ометрическими приемами, а не работой с полем инвариант­
ных функций. Первоначально строится формальное пополне­
ние X как фактор по Г некоторой формальной схемы над 
кольцом целых чисел в К- Алгебраизация X затем произво­
дится с помощью основных теорем Гротендика в формаль­
ной геометрии, где функции участвуют неявно. 

Естественный подход к доказательству остальных резуль­
татов, сформулированных в этом параграфе, доставляет ме­
тоды жесткой аналитической геометрии Тэйта — Киля, кото­
рые будут обсуждены в следующей главе. 

§ 4. ДЕРЕВО ГРУППЫ PGL (2) 

4.1. В § 1 мы изучали группы Шоттки rcPGL(2) вместе с 
их действием на Я1—естественном однородном пространстве 
для PGL (2). Существует, однако, еще одно важное одно­
родное пространство, геометрия которого дает существен­
ную информацию о Г-факторе PQL(2) no максимальной ком­
пактной подгруппе. Его естественная реализация имеет струк-
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Typy вершин некоторого бесконечного дерева, изученного 
Брюа .и Титсом [1], Серром [24] и Мамфордом [17]. Эту 
структуру мы сейчас и начнем описывать. 

4.2. Итак, пусть [K:Qp]<oo, I/-двумерное векторное 
пространство над Я, P 1 ^ ) — множество Я"-прямых, проходя­
щих через начало координат в V; G = PQL(2,/C) —группа 
автоморфизмов Р1 (К)-

Пусть ОсК—кольцо целых чисел в К, tnaO — макси­
мальный идеал, k = 0/m. Будем рассматривать свободные 
О-модули ранга два MaV. Назовем два таких модуля экви­
валентными, .Mi-—-М2, если существует такой элемент aQK' * 
что Мх = аМ2. Группа GL (V) линейных автоморфизмов V 
действует на множество таких модулей слева: gM = 
= {g(m)\meM), geGL(V). Условие M1~M2 равносильно 
тому, что Мх и М2 принадлежат одной орбите центра 
K*cQL{V). Поэтому G = QL(V)/K* действует слева на 'мно­
жестве классов эквивалентных модулей M. 

Пусть А0 — это множество классов; будем обозначать-
класс М через {Ж}. 

4.3. Опр еделеиие-лемма. Пусть Л1, Л2бД°, Д;=== {М(} 
и пусть М{эМ2. Если 

MxlM1^Olmr®Olms 

как 0-модуль (это всегда так, ибо О —кольцо главных идеа­
лов, a M\ имеет две образующих), то положим 

d(A1,.A2)=---|/---.s|. 
Число d(Aj, А2) определено корректно и однозначно д л я лю­
бых А1, А2. 

Доказательство . Пусть Аь А2 даны; выберем Мх № 
классе А1 как угодно. Если, М2 лежит в классе Л2, то эле-
менты базиса М'2 выражаются в виде линейных комбинаций с 
коэффициентами в К через базис Мх. Умножая М'г на общий 
знаменатель этих коэффициентов, получаем М2 в классе A-j 
такой, что M2CMV Если МруИ2 даны, то умножения Мх и 
М2 на элементы поля К, сохраняющие включение, очевидно,. 
не меняют |r — s|. В 

4.4. Определение. Графом А (группы PGL (2) над К) 
называется (бесконечный) граф с множеством вершин Д°, у 
которого две вершины А-, А2 соединены ребром, если и толь­
ко если d(A1, Л2)-— 1. Такие вершины будем называть со­
седними. . 

4.5. Теорема, а) Граф Д связан и не имеет петель,. 
то есть является деревом, из каждой вершины которого ис­
ходит q+ 1 ребер, где q — caidO/m. • 

б) d(A], А2) есть длина (т. е. число ребер) кратчайшего. 
пути без возвращений от Aj к А- в графе Д. 
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в) Группа Q действует на А слева, транзитивно на вер­
шинах, сохраняя естественную метрику d. ,. ,, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Связность Л следует из того, что 
если M13M2,. то M1/M2 имеет конечную длину,1 так что су--
щёствует ряд О-свободных подмодулей Mi = М ^ з М <•-••—.... 
.. .-M(*)=M2 такой, что MW/MV+V = 0/m, так что d(MC), 
ЛГ«-+,)) = 1. 

Ребра Д, исходящие из вершины Л-класса MV находятся 
во взаимно однозначном соответствии с подмодулями SfczM 
такими, что M/N~OJm, т. е. с прямыми, проходящими через 
начало в ^-плоскости М/тМ, число которых q + 1. 

Действительно, если d(A, A') = l, то А' всегда можно 
представить таким подмодулем NaM, (ср. лемму 2.3), а два 
разных подмодуля такого вида не могут быть эквивалентны. 

Для доказательства отсутствия петель в Д достаточно 
проверить, ЧТО если последовательность модулей /И0—M-p... 
.. .->M,i представляет все вершины пути без возвращений в 
Д. то М0фМп. 

Для этого достаточно установить, что Мп<Х-тМй, потому 
что тогда M0/Mn = AJmn, так что М0 и Мп не могут быть 
эквивалентны. 

Проведем индукцию по n. На рисунке ребра означают 
включения (не все они —ребра графа Д!). Факторы, отвечаю-1 

щие нижним перечеркнутым ребрам, не совпадают — иначе мы 

"а-1 

МЛ \ 7 тМа'г 

тМп-1 
, Рис. 4 

бы имели Мп — тМп_2 так, что в нашем пути было бы воз­
вращение (от Л,,_2 к A„li и затем назад к Л„12). Так, 
dimkMn_i/mMn_-[ = 2, отсюда следует, чт№ эти -факторы по­
рождают это двумерное пространство. Таким образом, M„+;, 
+ m'MfI_2 = M„j, откуда M„ = M„_1 raodmM0, а в силу индук­
тивного предположения M„_i Ф 0 mod mM0. . ...... 

Все остальные утверждения теоремы очевидным' образом 
следуют из уже доказанных. Н 
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4.6. Теперь мы займемся связями между Д и Р . Напом­
ним прежде всего, что концом дерева Д называется класс 
бесконечных в одну сторону путей с конечным числом воз­
вращений по ребрам Д: два пути принадлежат одному классу, 
если они отличаются ЛИШЬ конечным числом ребер. 

Пусть дА — «граница Д» —множество концов Д. 
4.7. Теорема. Пусть Л0еД° — вершина, представленная 

модулем М. Рассмотрим два отображения: 
'пути с конечным числом 

. возвращений М(рМ^М2э..,, 
М{/Ми1&0/т при i>k 

а (прямые через 0 | 1' 
(Мр.И,эМр.. .)"!< (AM,)cV 

- - -о 

(.. , D % ' + M0f)L^M0mi+1 + М0Г\Ц=>.. .)1*LCZV. 
Они определены корректно и доставляют взаимно обрат" 

ные изоморфизмы G-множеств <?Д «-• Р1 (К), не зависящие ин 
от каких произвольных выборов (Л0, М0, представитель кон­
ца и т. п.). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть дан некоторый конец Л, 
представленный последовательностями M0ZDMXZDM2ZD ... и 
-/V0-.V,3N2-.. • такими, что MjM^&Nj/N^ si О/т при 
i, / > 0 . Тогда (класс Мг) —(класс Nr+S) для некоторого s it 
всех r>r0, откуда индукцией по г легко получаем, ЧТО 
Mr — aNr+s для некоторого а&К* и всех г>г0. Следова­
тельно, 

*(&*.)-*(£ *, 
Далее, пересечение П М является свободным О-модулем 

2 = 1 
ранга 1, потому что если путь, представленный MQZDMXZ). . . , 
не имеет возвращений (а это так, начиная с некоторого 
места), то M0/Mi ss О/т1 (см. .доказательство теоремы 2.5) 
и, значит, M/ П Mt =s lim О/т1 ss О. Отсюда видно, ч т о 

г = 1 < -
Aflfl M.-J является прямой в V, которая зависит 

г = 1 

только о т 
класса (M-.3M13...) в дк. 

Значит, а определяет отображение -5А -> Р1 (ЛГ), которое 
мы также обозначим а. 

б) Пусть дана прямая LczV и модуль М0. Легко видеть, 
что M —-LDMo является свободным подмодулем ранга 1 п 
М0, который выделяется прямым слагаемым: М0-=УИ"ФУ1<Г". 
Тогда 
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(M0 + M0nL)/(M0m
£ + MonL) &;№'№№ ss Ofm1. . 

Значит, j-(L) есть последовательность модулей, представляю­
щая вершины пути без возвращений в А. 

Покажем, что класс p(L) в <ЗД не зависит от выбора M0. 
Выберем вместо M0 другой модуль JV0; не меняя класса 
пути, построенного по 1\0, мы можем умножить iV0 на элемент 
из К* так, что после этого будет MonL=-A/onL-=Ox, xQV. 
Пусть тогда 

М0 = Ох®0у, N0 = Ox + Oz, г=ах + Ьу; а,ЬвК. 
Если i настолько велико, что т1ааО, т1ЬаО, то 

N0ml + NQ = Ox + От1 (ах + by) = Ox + Otnlby == 
= Ox + От1~1у = M0®ml~jM0, 

где bmi=mi~j. Значит, начиная с некоторого места, пути, 
построенные по M0 и по N0, совпадают (сдвиг нумерации 
несуществен). Таким образом, [В определяет отображение 
Я1(/С)->>ЭД, которое мы также обозначим р. 

в) а°р=id (на Р1{К). Это очевидно, ибо 

. П (Мат1 + M0nL)=M0n£, К (M0flL)=L. 

г) p.a = id (на 5Д). Действительно, пусть Ж р Ж д . . ' . 
путь без возвращений; тогда M- = Ох + т1у для некоторых 
х, уОУ, как выше; тогда a-образ этого пути есть Кх, и 
затем 

М0т1 +М0Г\Кх = Ох + т'у = М{. 
Наконец, совместимость а и р е действием О ясна из 

определения. В 
4.8. Ра сшир ение основного поля. Пусть £эЛ — 

конечное расширение, Од-, OL И т..п. —связанные с ними 
кольца целых чисел и т. п.; ецк — индекс ветвления. Чтобы 
проследить за связью Л/, с Дх. начнем с конструкции естест­
венных отображений, совместимых с вложением С?к— 
= PGL (2, /OcPGL (2, L) = GL. 

а) Если GK=Aut/<V\ то OL = AutL (V®L).-
к 

б) Пусть McV — свободный О -̂модуль ранга 2; тогда 
M ® OLCLV ® L есть свободный 0-,-модуль ранга 2. Эквивалент­

ов к 
ные модули остаются эквивалентными. Это определяет 
естественное отображение Д°,->Д°. Легко видеть, что оно 
является вложением. 

2) Вложение Д°.-»-Д° не сохраняет, однако, расстояние: 
оно умножается на ецк> потому что 

(0KlmrK)®OL~OjmT,y<. 
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Чтобы избавиться от этого неудобства, естественно ввести 
на графах AL Для все.х LZDK ЛГ-нормированное расстояние, 
ПОЛОЖИВ 

dK({/W.}, {M2})=-^ dL{{Mx], {M2}); Ми M2czV®L. 
"UK 

(Можно даже провести абсолютную нормировку, деля на 
ешр)-

Тогда отображение Д^ч-До, станет изометрщным. Сосед­
ние в Ь.°к вершины, однако, перестанут быть соседними, если 
LjK разветвлено: между ними разместится ецк — 1 новых 
вершин. Кроме того, из каждой (старой и новой) вершины 
будет исходить qf+ X, а не q-\-1 ребер, длины — каждое, 

Ы^-к \eL/K 

/ 

еик 

к* а, [ц--ккы ft..41]=BbZ 

Рис. 4а 

Пунктирами (соотв. кружочками) обозначены новые ребра 
(соотв., новые вершины) на рис. 4а. 
• Полезно ввести понятие «/.Г-направление выхода из вер­

шины ЛбД^», которое было бы инвариантно относительно 
описанных отображений Д°.~>Д°_. Интуитивно, это есть «бес­
конечно малый отрезок одного из ребер, выходящих из Л 
в Д£,». Формально это есть класс ребер, по одному в каж­
дом AL, выходящих из Л и имеющих попарно непустое пере­
сечение. 

• Если дан путь без возвращений, выходящий из вершины 
ЛбД^, то он однозначно определяет путь без возвращений 
в каждом из графов Д/., выходящий из Л, и направление 
выхода этого пути из Л не зависит от выбора L. Это ото­
бражение путей отвечает, конечно, естественному вложению 
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§ 5. КООРДИНАТЫ, КРУГИ, ДВОЙНЫЕ ОТНОШЕНИЯ 

5.1. В этом параграфе мы интерпретируем в терминах 
графа Д понятия, связанные с выбором координатной функ­
ции на Р1 (JC). Это позволит, в частности, описать в следу­
ющем параграфе действие гиперболических автоморфизмов 
на Д и дать геометрическую интерпретацию модулю двойно­
го отношения точек, что понадобится нам дальше. 

Итак, пусть 2 —координатная функция на Р*(К). Она 
определяет три точки с г-координатами 0, 1,°° и сама од­
нозначно определяется этими тремя точками. Удобным эк­
вивалентом z в графе является поэтому следующий геомет­
рический объект. 

5.2. Определение . Пусть z0, zu z2QPl(K)—три раз­
ных точки. Перекрестком z0, zu z2 называется единственная 
вершина в Д такая, что пути без возвращений ч из нее к 
z0, z\, z2 начинаются с разных направлений. (Путь кг — 
это путь класса z). 

Пояснения. Существование перекрестка легко следу­
ет из связности графа: нужно начать с трех любых путей в 
классах z0, г., z2, включить их в связный подграф, а потом 

I Z1 

Перекресток *-*^^^ 
f У h 

Z„ 
Рис. 5 

убрать лишние ребра. Получится фигура, подобная изобра­
женной на рис. 5. Никакая вторая точка не может быть 
перекрестком: если она лежит вне этой фигуры, то пути без 
возвращений от нее к z0, Z\, z2 начинаются все с одного 
направления, а если она лежит только на одном из «лучей», 
то с двух направлений. 

5.3. Лемма. Пусть z0, z1, z2QV — ненулевые векторы 
с условием zl- + Zi + z2----0; zu z2,zzQPl{K) — точки, отвечаю­
щие прямым Kzt. Тогда перекресток (z0,Zi,z2) есть класс 
(Oi0 + O^ + Oz2)6A°. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим последовательность 
модулей 

Mf> = Oz0 + т% + т%=Ог0 + т%, i > 0. 
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Очевидно, она определяет _бесконечный путь без возвра­
щений с началом Л=класс (O20 + Oz, + Oz2)- По теореме 4.7, 
класс этого пути в Рг{К) есть / с (ДжГ)- -=-^ . -2 0 . Анало­
гично строятся пути без возвращений (Ml1'), (Mf}) из А 
К2|И z2. Ближайшие к А вершины на этих трех п У т ^ 
попарно различны. Действительно,, ска-даем, _ модуль ^Wi__ 
содержит z0, но не zx и г2, а M-P* содержит zl5 но не z0 
и г2, так что эти модули не могут .• быть эквивалентны. • 

Геометрический смысл показателя . Назовем 
осью в Д бесконечный в обе стороны путь без возвращений. 

Z=a 

Любые две точки z^z&P1 (К) однозначно определяют соеди­
няющую их ось, концы которой лежат в классах za, z2. 
В частности, координатная функция z определяет ось 
(О, со)—объединение двух соответствующих путей от пере­
крестка (0,1, со). 

5.4. Лемма. Для любой точки a gP1 (Я), a¥=0,co пере-. 
кресток (0, а, со) лежит на оси (0, со). Показатель ordjc(a) 
равен расстоянию от перекрестка (0, а, со) до перекрестка 
(О, Г 0 0 ) . если ориентация этого пути между перекрестками 
совпадает с ориентацией оси от 0 к со. В противном случае 
показатель равен расстоянию с обратным знаком. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение геометрически 
очевидно. Для проверки второго выберем в У базис еи -Зг» 
согласованный с координатной функцией г в том смысле, что 
z — координата точки, отвечающей прямой K(aei + bes), рав­
на ^€ К U00- Тогда получаем следующее соответствие меж­
ду точками и прямыми: 
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точки: прямые: 
•О Ке2=К(~е2) 
00 /Се1--=/С(—аех) 
1 /С(еН-е2) 
а К (ае: + ег) 

По лемме 5.3 имеем отсюда: 
перекресток (0, 1, оо)-= класс Ое1 + Ое2 

перекресток (0, а, оо)=класс Oaei + Oe2 
Значит, расстояние между перекрестками равно |ordi.-(a)|; 
Знак же показателя ord^a) определяется тем, что a{to}0. 
когда ord* а-»- оо и а - х » , когда ord.<a{to} -— оо. 

5.5. Круги, кольца , топология- Пусть Р — неко­
торый отрезок в графе Д/<, включающий конечные точки или 
нет, конечный или бесконечный; конечные точки его не обя­
заны быть вершинами Д°,. Как видно из обсуждения в п. 4.8, 
этот отрезок однозначно определяет отрезок в LL для лю­
бого конечного расширения ПЖ, который мы будем также 
обозначать Р. 

Назовем щеткой с базой Р в LL объединение носителей 
всех путей без возвращений, бесконечных в одну сторону и 
начинающихся в вершинах из Р по направлениям, не лежа-

N 

Й̂Й—1 
р 

РИС. 7 

щим в Р. Из леммы 5.4 сразу же вытекают следующие 
факты. (Показатель ord г нормирован относительно К). 

а) Круг с границей ord z < ord a (a^K) есть, множество 
концов некоторой щетки, база Р которой в одну сторону 
бесконечна, а в другую включает конечную точку, вершину 
из Ь°К{а). • " 

Наоборот, концы таких щеток суть круги в некоторой 
системе координат на Р1 {К) (взять класс конца Р в качест­
ве нуля координатной функции, а оо выбрать так, чтобы 
ось (0, оо) содержала Р). 

Оба эти утверждения универсальны по L, то есть сохра­
няют смысл и верны во всех графах AL И соответствующих 
множествах Р1 (К). То же относится к последующим фор­
мулировкам. 
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б) Кольцо с границами ord6<ordg<orda , a, bQK есть 
множество концов некоторой щетки с конечной базой Р, 
включающей конечные точки. 

Чтобы получить круг"или кольцо без границы, нужно 
исключить в базе соответствующие конечные точки. 

в) Топология. Пусть А—-некоторая вершина, из которой 
выходит путь без возвращений Р к точке z&P1 (/<"). Пусть 
г ь .'.., 2„,.. .£Р1(К) — некоторая последовательность точ'ек; 
Ри ..., Рп,... — пути без возвращений из А к zu . . . , zn,.. • 
соответственно. 

Обозначим через А^РГ\Р{ самую далекую от Л вершину, 
лежащую одновременно на Р и Д.: до Лгпути Р и Pt идут 
вместе, а затем расходятся. 

Тогда сходимость zt к г равносильна тому, что d(A-, Л) {to} 
-> оо. 

5.6. Лемма о двойном отношении. Пусть #1, z2, 
•аиа2— z-коордшаты четырех разных точек в Р1 (К). Тогда 
показатель двойного отношения 

ordfz '-a ' z a- a-)-= o rd ю(Д.)-^) ;z-> „ 

Чравен индексу перекрытия ориентированных осей (zt, z^) и 
.(а,, а2) соответственно, т. е. числу общих ребер' у этих осей 
или этому числу с обратным знаком, в зависимости от того, 
совпадают или различны ориентации, индуцированные на этих 
ребрах осями. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как двойное отношение, так и 
индекс перекрытия осей инвариантны относительно действия 
•C-=PQL(2) и, значит, выбора системы координат. Поэтому 
достаточно разобрать случай, когда четверка (£1, z2, at, а2) 
.имеет вид (0, {infty}, а, 1). В этом случае w(ai)^(ai) (г)=-£—!1 

Индекс 0 Индекс 1 

ИнИексЗ 

«8 
Рис 8 



так что соответствующее двойное отношение равно --—. 1 -= 
= а. Значит, нужно проверить, что ord^a есть индекс пе­
рекрытия осей (О, оо) и (а, 1) с надлежащим знаком; но в точ­
ности это утверждает лемма 5.4, потому что пересечение 
этих осей есть кратчайший путь между перекрестками 
(О, а, оо) и (0, 1, со), как видно из рисунков. Ш ~ 

§ 6. ДЕЙСТВИЕ ГРУППЫ ШОТТКИ НА ДЕРЕВО 

6.1. Лемма. Пусть ^PQL(2)— гиперболический эле­
мент; Тогда существует единственная g-инвариантная ось в 
дереве А. Элемент g действует на ней сдвигом; она назы­
вается осью g. Если g сопряжен с к Д |<7|<1, то сдвиг по 
оси происходит на расстояние ordq. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если ось g-инвариантна, то ее кон­
цы должны быть неподвижными точками- g. Существует един­
ственная ось, соединяющая две неподвижные точки. Ее 
^-образ имеет те же концы и потому должен совпадать 
с ней, ибо в Л нет циклов. Значит, g действует на ней 
сдвигом. 

•Пусть .г---координатная функция, имеющая 0 в г+ и со 
в zj; тогда перекресток (0, 1, оо) отстоит от перекрестка 
{0,g(l) = q, оо) на ord<7 по лемме 5.4, так что g производит 
сдвиг по оси на ord q в сторону z+. В > 

Из этой леммы видно, что гиперболические элементы не 
имеют в Д инвариантных вершин или ребер. 

6.2. Теорема. Любзя группа Шоттки rcPQL(2) сво­
бодна. 

Мы докажем более общий факт: 
6.3. Теорема. Группа Г, действующая на некотором 

дереве Д без инвариантных вершин и ребер, свободна. 
6.4. Д о к а з а т е л ь с т в о ч а с т н о г о случая т е о ­

ремы 6.3. Разберем сначала случай, когда Г транзитивна 
на множестве вершин Д° дерева Д. Фиксируем некоторую 
вершину АбД°; пусть (АД^; — все ее соседи и пусть Лг ==•/̂ А, 
АгбГ. 

Для любого i вершина Ы 1А также является соседом А, 
ибо d(A,h~1A)=.d(h[A,A) = l. Поэтому для каждого iQf су­
ществует такой JQl, что hTlA—h]A. При этом h^hj, иначе 
Л. переводил бы ребро (Л,htA) в себя, вопреки предполо­
жению. 

Из каждой пары индексов (t, /) с ЛГ1Л=Л/А выберем 
один и обозначим через / множество выбранных индексов. 
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Мы докажем, что (Л-), iQj, составляют свободную систему 
образующих группы Г. 

а) (Л;) порождают Г. Действительно, пусть gQT. Положим 
I (g) =: d (Л, g (Л)) (расстояние в графе А). Индукцией no /(g) 
покажем, что g содержится в подгруппе, порожденной 
(hi), idJ. В самом деле, если /(g)—0, то это так, ибо тогда 
g(A)=A и, значит, g — id., ибо неединичные элементы не 
имеют инвариантных вершин. Пусть для 1(h) < d это дока­
зано и пусть L(g) = d+1. Тогда d(A, g(A)) = d+l, откуда 
для некоторых i£J, в= ± 1, d(hlA, g(A))=d (взять в каче­
стве Л?Л ближайшую к А вершину на пути без возвращений 
от А к g (А)). Но отсюда следует, что d (Л, h~eg (A)) = d> 
так что h~zg содержится в подгруппе, порожденной (ht), гб-7-

б) Множество (hi) свободно. Предположим, что это не так. 
Тогда существует наименьшее г и еь . . . , er — ± 1 такие, 
что till ...h]r

r=id', sft = eft+1, если -ft=ift+t, i&I. Ясно, что 
г > 3 . Положим А0=Л, Ak = hei\... hi*A, k < r . Так как мы 
выбрали соотношение наименьшей длины, все А0, . . . , Л . . | 
попарно различны; (Ak, Aft+,) — соседи для всех k <г— 1; 
наконец, ребро (Ar_i» Л..=А0) отличается от всех предыду­
щих ребер, так как г > 3 . Таким образом, А0, . . . . Ar_j, 
являются вершинами цикла —это противоречит предположе­
нию о том, что А дерево. 

6.5. Редукция общего случая к разобранно­
му. Теперь мы не будем предполагать, что Г транзитивна 
на множестве вершин Л, но, исходя из А, построим новое 
дерево Д, на котором Г будет действовать, как в п. 6.4. 
Дерево А получится из Д факторизацией —стягиванием неко­
торых специальных поддеревьев Д в точки —вершины Д. Ин­
туитивно ясно, какие поддеревья надо стягивать, —те, 
которые инъективно вкладываются в фактор Г \ Д —они как 
раз и мешают действию Т на Д° быть транзитивным. Прове­
дем теперь конструкцию подробно. 

а) Построим фактор Г\Д: множество, его вершин (соотв. 
ребер) является фактором множества вершин Д (соотв. 
ребер Д) под действием Г. (На рисунке Г порождена сдвигом 
на расстояние 2 вдоль оси). 

б) Выберем в графе Г \ Д некоторое максимальное (по 
включению) поддерево ScA. (Ha рисунке достаточно 
выбросить перечеркнутое ребро). 

Оно существует в силу леммы Дорна. Оно содержит все 
вершины Г\Д: иначе в силу связности Г \ А существовал бы 
путь без возвращений от не входящей в S вершины к S; его 
последнее ребро, не входящее в S, можно было бы добавить 
к S, оставив S деревом, что противоречит максимальности, 
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r\L 

Izld-
Рнс. 9 

(В этом рассуждении Г \ Д может быть любым связным 
графом). 

в) Поднимем максимальное поддерево 5сГ \ Д до под­
дерева 5 ' с Д (на рисунке два подъема S' заключены в пунк­
тирные рамки), 

Чтобы показать существование S', обозначим через W 
множество всех тех поддеревьев в Д, которые ииъективио 
отображаются в S. По лемме Дорна, в W есть максималь­
ный элемент. Пусть S0cS— его образ. Покажем, что So 
совпадает с S, 

<г~ 

Повьем s возможен 

/ 

ЯаВьвм S невозможен 

Рис. 10 
Иначе в S существовало бы ребро, один конец которого ле­
жал бы в So, а другой нет. Поднимем это ребро как угодно 
вД, затем с помощью подходящего элемента gG Г сдвинем 
этот подъем так, чтобы его конец, попадающий в S, перешел 
в подходящую вершину S'. Объединение S' с этим новым 
ребром дает элемент W, что противоречит максимально­
сти S'. 
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В этом рассуждении существенно используется то обстоя­
тельство, что проекция Д->Г\Д есть факторизация под 
действием группы. На чертеже показан случай простого Ото­
бражения графов, при котором подъем максимального дерева 
невозможен. 

г) Пусть 5'СД—-подъем максимального поддерева в Г \ Д . 
Так как -S содержит все вершины Г \ Д , 5 ' содержит пред­
ставителей всех классов эквивалентности вершин Д относи­
тельно Г по одному разу. Поэтому .STW('->/) — 0 ПРИ gih'id. 
Построим граф Д, вершины которого взаимно однозначно 
соответствуют g{S'), gQY, а две вершины соединены ребром, 
если в Д есть ребро, соединяющее соответствующие под­
деревья. Легко видеть, что А—дерево (цикл в Д позволил 
бы построить цикл в Д). Далее, Г действует на Д, транзи-
тивна на вершинах и не имеет инвариантных вершин и 
ребер. В 

На протяжении пп. 6.3 — 6.5 дерево Д и группа Г были 
любыми. Теперь мы снова возвращаемся к случаю дерева А 
группы POL (2, К) и группы Шоттки Г. Опишем в терминах 
Д множества 2 и S в Р1 (К), связанные с группой Г. 

Пусть даны две оси в А. Перемычкой между ними назо­
вем путь без возвращений, начинающийся на одной оси, кон­
чающийся на другой и не имеющий общих ребер с осями. 
Перемычка может состоять из одной точки; если это не так, 
то она определена однозначно. 

6.6. Опр е д е л е н и е-л емм а. Деревом ДрСГД называется 
подграф, допускающий следующие равносильные описания: 

а) Дг состоит из осей элементов Г и перемычек между 
ними. 

б) Дг-максимальный связный подграф, содержащий оси 
элементов Г. • 

6.7. Т е о р е м а , а) {Концы Д г}=2с/- ) 1 (АГ) (предельные 
точки Г). 

б) Группа Г переводит Др в себя, и фактор Г \ Д г конечен. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Сначала проверим, что 2сг{кон­

цы Дг}. • 
В 2 входят неподвижные точки элементов Г; они являются 

концами осей элементов Г и потому концами Дг-' Кроме того, 
в 2 входят предельные точки множества неподвижных точек. 
Пусть некоторый-бесконечный в одну сторону путь без воз­
вращений L представляет такую предельную точку: 2. = \\m.zt, 
Обсуждение в пункте 5.5в) тогда показывает, что имеет ме­
сто один из двух случаев: либо существует последователь­
ность осей элементов Г, пересекающих L как угодно далека 
от начала, либо такой последовательности нет, но существу­
ет последовательность осей элементов Г,' таких, что перемыч-
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Оса ж мечтой Г 
Оси тментоб Г 

СлунаИ 1 Случай. 2 

Рис. Ill 

ки, соединяющие эти оси с L в А, пересекают L как угодно» 
далеко от начала. 

В обоих случаях та часть L, которая находится дальше 
первого пересечения L с осью или перемычкой, принад­
лежит ДГ, потому что она составлена из перемычек (соотв. 
частей перемычек) между осями элементов Г, которые при­
надлежат Аг в силу 6.6 а). Значит, конец L является кон­
цом Аг. 

Теперь установим обратное включение 
{концы Д--}СЕ. 

Рассмотрим бесконечный в одну сторону путь без возвраще­
ний L в Аг. Если, начиная с некоторого места, он совпадает\ 
с осью некоторого элемента Г, то его класс является непо­
движной точкой Г и потому принадлежит 2. В противном 
случае L должен как угодно далеко содержать куски пере­
мычек между осями элементов Г. Последовательность непо­
движных точек- этих элементов тогда сходится к концу L. 
(снова в силу 5.5 в)), потому что пути от начала L к этим, 
неподвижным точкам будут расходиться с L как угодно да­
леко от начала. 

б) Чтобы проверить, что Г действует на Аг, достаточно 
установить, что Г переводит оси в оси. Действительно,. 
g (ось Л) = ось ghg"1, потому что аналогичное соотношение 
выполняется для неподвижных точек. 

Для доказательства конечности графа Г \ Л г выберем* 
свободную систему образующих hu...,hn группы Г и верши­
ну Л дерева Аг- Обозначим, далее, через S подграф в Аг. 
состоящий из путей без возвращений от А ко всем ЛгЛ. Мы 
покажем, что и g-(S) = Ar; отсюда, очевидно, будет еле до-

вать конечность фактора, ибо отображение £->Г\Дг . ока­
жется сюръективным. 
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Так как 5СД-. (ибо Л, /ггЛбДг и Аг связен), достаточно 
проверить включение Агс у g(.S). 

Граф \jg(S) связен: если g=h\[...hzir
rb приведенной записи, 

то вершима х связана с вершиной gx путем, который прохо­
дит через вершины h1\x, h^hf.x,.... heil

t...h4r
rx. Последователь­

ные вершины соединены сдвигами путей от х до h//ex, и 
эти сдвиги принадлежат путям ijg(S) по определению S. 

Кроме того, для любого gQY ось g содержится в Дц> 
.Действительно, наименьший связный подграф, содержащий 
орбиту (gnx), содержится в Аг в силу связности Дг. С Дру­
гой стороны, он содержит ось g, ибо путь от gnx до gn+1.x 
идет сначала до оси g, затем проходит фундаментальную 
•область g на оси, затем уходит с оси и возвращается к 
,gnnx (см. лемму 6.1): 

i Рис. 12 

Доказательство окончено. Щ 
6.8. Фундаментальная о б л а с т ь для Г в Q. 

Комбинируя соображения этого параграфа и п. 5.5, мы 
опишем сейчас некоторый метод построения фундаменталь­
ной области для группы Шоттки Г, действующей дискретно 

и а Й = Р 1 \ 2 -
Геометрическое описание. По теореме 6.7 /(-то-

чки {2 находятся во взаимно однозначном соответствии с те­
ми концами Д, которые не являются концами Дг. Назовем 
.дорогой к точке zQQ (К) из Дг единственный бесконечный 
путь без возвращений в классе г, который начинается вер­
шиной из Дг и выходит из нее по направлению, не принад­
лежащему Дг (см. конец п. 4.8). 

Выберем теперь в Дг два подмножества UdV, удовлетво­
ряющие следующим условиям. 

V — конечное поддерево Дг, множество ребер которого 
содержит по одному разу представителей каждого класса 

ебер ДГ ПО модулю__Г. Оно существует в силу теоре­
мы 6.7 б). Дерево V является' фундаментальной областью 
для Г на Дг в слабом смысле слова: некоторые его верши­
мы могут быть Г-эквивалентными. 
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U.— V\(конечное множество вершин); оставшиеся в U 
вершины должны содержать по одному разу представителей 
каждого класса вершин V по модулю Г. Таким образом, 77 
есть фундаментальная область_для Г на А-- в строгом смыс­
ле слова: ДГ= IJ ^(U). UTlg(U)= 0, если g=f=id. 

gQT 
Положим, далее, 

U (соответственно V) = точки_ zgQ, дороги к которым начи­
наются в точках U (соответственно V). 

Левая и правая части суть функторы на конечных расшире­
ниях Li-Ж. все конструкции согласованы с вложениями 
AKcAL, описанными в п. 4.8, в частности, потому, что образ 
ДгСДк^при таком вложении равен Arc:AL) и U (соответст­
венно V) удовлетворяют в Д*. тем же условиям, которым 
они удовлетворяли в Ь.к. 

Мы будем называть V (соответственно U) канонической 
фундаментальной областью для Г на Q ( соответственно та­
кой областью в строгом смысле слова), связанной с V (соот­
ветственно U). Название оправдано тем, что для всех L--->К 
множество U(L) с й с Pl(L) открыто и содержит предста­
вителей всех классов Г \ S (L) по одному разу. Множество 
V(L) не удовлетворяет последнему условию, но оно тоже от­
крыто и£2 (L)= Ug(V(L)). 

Чтобы лучше разобраться в структуре U и V, разобьем 
сначала U в конечное объединение отрезков (с конечными 

т __ 

точками или без), U= U Ut, так, чтобы выполнялись следую­
щие условия: 

а) Uir\Uj=0 при 1ф\ (конечная точка, лежащая в за­
мыкании нескольких Lft, присоединяется лишь к одному из 
них); _ 

б) конечные точки Ut являются вершинами А*-; 
в) если xEUt — внутренняя точка, то из х выходят толь­

ко два направления, принадлежащие А--, —те, которые ле­
жат в Ut. 

Такое разбиение назовем допустимым; например^ в каче­
стве конечных точек Ut можно взять все вершины V в Ад-. 

т 

По каждому допустимому разбиению U— U Ut можно по­

строить разбиение V — 0 Viy положив 1/,-замыкание U — t/,-U 
(конечные точки Ui). Так получающиеся разбиения мы так_ 
же назовем допустимыми. 
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Каждому такому разбиению отвечают разбиения фунда­
ментальных областей 

т т 

определенные так же, как U и V. 
Напомним теперь, что согласно п. 5.5 множестве^ точек, 

отвечающих путям без возвращений с началом яа_у{, кото­
рые отходят по направлениям, не принадлежащим Vt (на кон­
цах Vt нужно исключить еще по одному направлению), об­
разуют кольцо с границей в подходящей системе координат 
на P1. Однако не все такие пути являются дорогами к точ­
кам из Q в смысле определения, данного в начале этого 
пункта: нужно исключить пути, которые начинаются в конеч­
ных точках V'{ по направлениям, принадлежащим Дг, но не 
Vi «с продолжениями». 

Чтобы описать этот процесс алгебраически, аксиоматизи­
руем ситуацию. 

Рассмотрим следующую систему данных. 
У7СДГ —отрезок в Ля, включающий конечные точки; в 

каждой точке W отмечены запрещенные направления — те, 
которые принадлежат Дг; во внутренних точках их ровно 
два. Далее, Wcp1 — множество классов путей без возвраще­
ний, выходящих из точек W по незапрещенным направле­
ниям. В этих условиях справедлива 

6.9. Лемма. На Рг
к существует такое конечное число 

координатных функций zQ, 21, .._._, z.-. с дивизорами в Б, что 
для некоторых элементов a, bQK имеем: 

^=-П1(|2г|=1)П(И<|20|<Н). 

Рис 13 

Можно взять даже a, bQK, если концы W лежат в Д. B ча­
стности, W есть пересечение конечного числа колец с гра­
ницей. Эти утверждения верны универсально по UK.. 
бб 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Продолжим W до некоторой оси 
Х0, целиком лежащей в Аг, Выберем z0 так, чтобы один ко­
нец^ этой оси был нулем Z0, а другой полюсом. Выберем а, 
ЬеК так, чтобы дорога__к точке z0—aQQ(K) начиналась в 
.одной конечной точке W, а дорога к z0—b — в другой. 

Тогда множество |a |<]20 |<|6| представлено_всеми путями 
без возвращений, начинающимися в точках W по направле­
ниям, не принадлежащим выбранной оси. Допустим, что в 
конечной точке W имеется еще одно запрещенное направле­
ние. Построим тогда ось Хи лежащую в Ар, одна половина 
которой выходит из этой конечной точки по этому запре­
щенному направлению, а другая половина совпадает с частью 
оси X0, начинающейся в той же конечной точке и не содер­
жащей W (см. чертеж). Построим координатную функцию Z\, 
нулем которой является конец оси Хъ выходящий в запре­
щенном направлении; полюсом —другой конец оси X-.; нако­
нец, точкой «i — l— оставшийся конец оси X-. Тогда кольцо 
|2i|=-1, согласно пп. 5.3 — 5.5, представлено путями без воз­
вращений, которые начинаются в рассматриваемой конечной 
точке W и отходят не по направлениям из X1. Из чертежа 
видно, что все точки кольца |а|<|,г-|<|#| представлены та­
кими путями, кроме тех, пути к которым отходят по запре­
щенному направлению. 

Если имеется (на этой же или другой конечной точке W) 
еще одно запрещенное направление, построим аналогично 
функцию 2-2 и кольцо |г2|-=1 и т. п. И 

Объединяя теперь лемму 6.9 с' конструкцией п. 6.8, полу­
чаем алгебраическое описание фундаментальной области Г в 2: 

6. 10. Теорема, а) Каноническая фундаментальная об­
ласть V является конечным объединением конечных пересече­
ний колец с границей, уравнения которых являются едини­
цами в Q (лемма 6. 9). 

б) Фундаментальная область U в строгом смысле слова 
получается из V, если у некоторых фигурирующих в опи­
сании колец удалить (одну или обе) компоненты границы. Щ 

В заключение этого параграфа мы займемся вопросом о 
равномерной сходимости произведения Вейерштрасса (1), вве­
денного в конце п. 2.3 и докажем следующий факт: 

6. 11. Предложение. В условиях пп. 2.3, 2.4 произве­
дение Wd, z„ (-г) равномерно сходится для точек .г, остаю­
щихся вне любой фиксированной Г-инвариантной окрестно­
сти множества supp (d)|j2. 

Д о к а з а т ельство . Разобьем рассуждение на несколь­
ко этапов. 
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а) Достаточно разобрать случай, когда wd="w — коорди" 
ватная функция с нулем и полюсом в Q. Действительно, если 

перейти от К к конечному расширению, то любая wd разо­
бьется в конечное произведение таких координатных функ­
ций." 

б)-Пусть G<—PGL(2,0) — компактная группа дробно-ли­
нейных преобразований с коэффициентами из О и определите­
лем из О* (в -да-координате). На Р\ существует О0-штари-
антная метрика S. Ее логарифм по какому-нибудь основанию 
О < с < 1 можно описать так: 

Г ord (а> (21) — w(z2)), если |-aa(-2i)|, \w(z.>)| < -. 
log§(2.i,22)-= ord(«j(z1ri-'Z.y(22)-1), если \w(Zi), |яу(г2)|> 1, 

[О в остальных случаях. 
в) Пусть h пробегает элементы Г. Мы хотим доказать, 

что —М-1 -> 1 равномерно по z, когда z (и z0) остается вне 
Г-инвариантной окрестности нуля и полюса чю, а также 2-
В этом случае w(hz) и w(ftizQ) отграничены от нуля и бес­
конечности, так что достаточно проверить, что w(z)±l— 
-- да (2.-)±* {to} 0 равномерно по г. Чтобы проверить это, интер­
претируем log 8 (z, z0) в терминах графов А и А г. 

г) Пусть Л-- вершина А, являющаяся перекрестком то­
чек 0,1,оов то-координате. Тогда PGL (2, О) является ста­
ционарной подгруппой Л в PGL (2, К). Поэтому функция 
(г-, 22).->-(длина общей части путей без возвращений от Л к zx 
и к £-) PGL (2, О) —-инвариантна. Нетрудно убедиться, что она 
как раз совпадает с log 8 (zv z2). 

д) Рассмотрим ось (zz0). Когда точка z остается вне 
фиксированной Г-инвариантной окрестности Дг> длина, пересе­
чения (ось гг0)ПДг остается ограниченной, как видно из пунк­
та 5.5. Это пересечение, если оно непусто, содержит фик­
сированную точку на Аг, из которой выходит путь без воз­
вращений к z0. Поэтому пересечение целиком содержится 
в фиксированном ограниченном подмножестве Дг. 

е) Рассмотрим теперь пути от Л к hz и к hz0 соответст-
венно. Построим сначала такие пути: от Л до ближайшей 
к Л вершине Л1£Дг без возвращений; от Л, до ближайшей 
к А1 вершине Л2; пересечения ось (hz, Л,г0)ПДг без возвра­
щений; пути без возвращений от Л2 к hz и к hz0. Легкие 
геометрические рассуждения показывают, что общая длина 
возвращений на этих путях равномерно ограничена, а длина 
их пересечений на равномерно ограниченную величину отли­
чается от длины отрезка Л1Л-. Наконец, из пп. 6.4 и 6.5 
видно, что длина отрезка Л-Л2 стремится к бесконечности 
так: 
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;.. а~. длина /г+£-<длииа Л-Л2<а+ длина -h + b+,. ' 
где а-->0, 6± — некоторые константы, а длина 'Л—-это дли­
на приведённого разложения h в каком-нибудь базисе Г, Щ 

§ 7. ПОЛЯРИЗАЦИЯ АНАЛИТИЧЕСКОГО ЯКОБИАНА 
ГРУППЫ ШОТТКИ 

7.1. Мы получили уже достаточно мнрго информации о 
группах Шоттки Г, чтобы доказать часть результатов, сфор­
мулированных в § 4, к теме которого мы возвращаемся. 

Прежде всего, Г свободна (теорема'6.2); пусть я —ее 
ранг. Поэтому группа Я свободная абелева, и Т=SpecК[Щ 
есть я-мерный тор с 'группой характеров Н. На группе п 
задано скалярное произведение (, > (конструкция в § 2), 
которое симметрично и принимает значения в К*. Основным 
результатом этого параграфа будет следующая теорема (а 
также ее уточнение, сформулированное ниже): 

7.2. Теорема (В. Дринфельд); • Если x{in}H> x¥-l» т° 
|<Х.Х>1<1-

Прежде, чем доказывать ее, сформулируем некоторые 
следствия. . 

7.3. С л е д с т в и е . Форма < , > невырождена; более того, 
форма 

# X H ^ ^ : ( x , e).{to}ord < х, е > 
положительно определена. 

7.4. Следствие , а) Группа периодов ВаГ (К), опре­
деленная в п. 3.1 д), дискретна и свободна ранга п. 

б) Гомоморфизм <fl:H->B, описанный там же, является 
изоморфизмом, а обратный к нему изоморфизм есть поляриза­
ция в смысле п. \Л главы П. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Напомним, что ср""1 (е) == ( • ,е > б 
. бНош (Н, К*). Так как <, > невырождена, ядро ср"- тривиально. 
С другой стороны, 'сюръективность ср-1 следует из определе­
ния В. Значит, •-р-1 — изоморфизм. Обратный изоморфизм 

у.В-+Н, d^id 
(обозначения § 1 главы II) обладает свойствами поляризация: 

потому что Xd (dO— (d,dr) no определению ср и В; 
\id(d)\<l, d^l, • 

в силу теоремы 7.2. Окончательно, лемма 1.3 главы И пока­
зывает, ЧТО В дискретна, так что ср действительно является 
поляризацией, gg 

Таким образом, из теоремы 7.2 следует часть а) теоремы 
3.4 этой главы. 
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7.5. Доказательство теоремы 7.2 будет основано на ЯВНОМ 
вычислении формы ord.<,} в терминах графа Г \ Д Г . 

Чтобы сформулировать результат этого вычисления,-
введем некоторые новые понятия. 

Пусть С1(Г\Дг) —группа целочисленных одномерных цепей 
графа Г \ Д Г : ее элементами являются целочисленные линейные 
комбинации ориентированных ребер графа (над К). Если е — 
ребро, то — е означает то же геометрическое ребро с проти­
воположной ориентацией. Введем наС1(Г\ДГ) скалярное про­
изведение [,] «индекс перекрытия»: 

[е,е] = 1; [ е , / ] = 0 , если е^=±/, 
где е, /—ребра. Индекс перекрытия, очевидно, является 
положительно определенной целочисленной симметричной 
формой. 

Пусть x6H, XT^-U зс ==• fi"fin'Od[Г,Г];, #еГ. Рассмотрим ось 
Xg элемента g в графе Дг. Ориентируем Xg направлением 
от z+ к ZJ. Пусть еи .. .,ег—-ребра на Xg, ориентированные, 
как Xs, по одному для каждого класса эквивалентности 
ребер Xg относительно группы (gn)nQZ- Обозначим через ж {ej) 
их образы в Г \ Д г при естественной проекции тс: Д Г - > Г \ Д Г . 
Положим, наконец, 

г 

сх-_*(<-/)ес1(г\М. 
1-Х 

Цепь сх является циклом, класс гомологии которого 
в / / еёЯДГЧДг, Z) совпадает с 'классом % при естественном 
гомоморфизме тс](Г\Дг).=Г^#1----#. Так как Г \ Д Г одно­
мерен, группа его 1-циклов совпадает C.H1, так что сх зави­
сит только от х, но н е о т выбора g в -классе х и не от 
еи ...,ег. Кроме того, сх аддитивна по х-

Теорема 7.2 теперь будет вытекать из следующего 
результата: 

7.6. Т е о р е м а . Для любых х> e6H имеем 
ОГ(1<. Хг&> = [Сх ,С е ] . 

Д о к а з а т е л ь с т в е ! . Обе части формулы являются 
билинейными симметричными формами по х, е- Поэтому 
достаточно установить их совпадение в случае, когда х = е 

и х неделим в группе Н. Для вычисления ord < х> X > в этом 
случае мы применим теорему 2.8 б) и лемму 5.6. 

Согласно теореме, имеем 
ТТ ~ V - - - (far.") 

< Х > Х > — Я 1 1 w thz-y 
hfiCa(g\g) Z 
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где х=£ т о (--[Г, Г] представлен матрицей, сопряженной 
(о 1/' I ' K 1 ' z+> z"~неподвижные точки g. 

По лемме 5.6 тогда 
ord <Х- Х> =ord<7+ 2 (индекс перекрытия осей (z+, 2Г), 

(Йг+, Лг")). 
В Дг мы будем рассматривать бесконечные цепи, но пере­
крытия их всегда будут конечными, поэтому мы без даль­
нейших оговорок будем применять те же обозначения, что 
и для Ci(r\A r) . 

Пусть еь . . . , ет—ребра оси Xg, как в п. 7.5. Согласно 
лемме 6.1 r—ord.7. Далее, 

г 

цепь оси X£-=-2 2£*£.•, 
nQZ i—r 

цепь оси hX—•• 2 2h£ m e b 

Поэтому 
т 

ord < х,Х >-=/•+ 2 2 2 [Sn^, hgme,]=> 
hQC0(g\g) m,ni,f=*l 

r 

=r.+ 2 2 2 K^hfTe,]-
г т 

= r+ 2 2 to, h * / ] - - 2 2to,Aey ] . 

Переход от второй строчки к третьей учитывает, что g~nhgm 

пробегает все элементы Г, кроме степеней gn, по определе­
нию C0(g\g). Последняя строка получается, если учесть, 

что 2 \ei>gnei\—r п о выбору е'1,,..,. . , е г Теперь остается 
я-=—-» 

т г 
отождествить 2 2 let> hej\ с [сх, сх] = 2 [•-(•-•<)» 1c(-?/)]' 

Л^Г/,. /=1 . , ;= ! 
В самом деле, 

[[ег, he^, если существует (обязательно один) 
[i-(ei),i-(e/)]=-j элемент ЛбГсАе-=±е/ , 

1 0 в противном случае. 
Это завершает доказательство. В 
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§ 8: СХЕМЫ МАМФОРДА 

8. 1. В этом параграфе мы изложим метод Мамфорда для 
конструкции алгебраической кривой, представляющей фактор 
Г\{2. Естественный объект, который строится этим способом, 
представляет собой формальную схему над О-кольцом це­
лых чисел поля К- Последующее доказательство ее алгеб-
раичности «неэлементарно» в том смысле, что требует при­
менения когомологической теории Гротендика; идейно оно 
близко к соответствующим рассуждениям для жестких про­
странств, и мы отложим обсуждение этой темы до следую­
щей главы. 

8. 2. Пусть V—двумерное пространство над полем К, 
G — (AutV) /К*. Поставим в соответствие . двумерному сво­
бодному подмодулю МсУ схему над О 

P(M)~S(Hom0{M,0))=Plo, 
Здесь S — симметрическая алгебра О-модуля. Общие слои этих 
схем Р{М) ®Кканонически изоморфны Р1 (функтор прямых в V). 
Это означает, что между любыми двумя схемами Р(М{) и 
Р (М2) существует бирациональное соответствие (индуцирую­
щее канонический изоморфизм на общем слое). Пусть вообще 
X, Y — целостные схемы над О и пусть <p:X->} — биращюналь-

Р1(М) 

" О 

Speck • • SpecK 

SpecO 
Рис. I14 

ное отображение над О. Рассмотрим какие-нибудь плотные от­
крытые подсхемы X0cX,Y0cY, на которых ? индуцирует 
изоморфизм, обозначим через Г cX0XYocX0XY график <р и 

о 
ПОЛОЖИМ 

XVY — замыкание Г вXXY-4 о 
Схема XV Y • называется соединением X и Y (относительно ?). 
Она не зависит от выбора X0,Y0, Существуют канонические-

Pl Рг 

проекции X-+-XS/Y-+Y, которые являются бирациональными 
морфизмами над О; при этом •?=-/typr1. Аналогично опреде-
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ляется соединение конечного числа схем, связанных согла­
сованными бирациональными отображениями и проекцией. Изу­
чим, как устроены соединения схем Р (М). Прежде всего, если 
Мг = аМь aGK*, то Р (M) == Я (М 2), так что Р(М) зависит 
лишь от вершины графа А, сопоставляемой с М; наоборот, 
если Р (Ml) = P(M2), TOM! и M2 эквивалентны. Далее, пусть 
вершины Мг и M2 —соседи; скажем, МхаМ2 и M2/Mi •----'•*-• 
Тогда M1nK.dm.M2 е с т ь прямая в М2 mod тМ2, то есть точка 
на замкнутом слое Р(М2)®£. Если менять M1 и М2 в своих 
классах эквивалентности, то, как легко видеть, эта точка 
останется неизменной. Эта конструкция определяет изоморфизм 

{соседи класса M в Л} •<-*{&--точки P(M)®k}. 
Окончательно, мы получаем следующие два отображения: 

вершины графа А •*-> схемы P(M); 
(ребра графа А)->(пары k-точек на замкнутых 
слоях схем, отвечающих соседним вершинам). 

Теперь' мы можем сформулировать 
•3.3. Предложение . Пусть Мх и M2 представляют 

соседние вершины. Тогда проекция 

представляет собой моноидальное преобразование схемы 
Р (M,) с центром, в замкнутой точке замкнутого слоя, -от­
вечающей соседней вершине {M,}. • 
, 8.4. Следствие . Пусть ScA —конечное поддерево с 

множеством вершин S0. Тогда 
а) Соединение P(S)= V Р(М) есть целостная схема 

{M}QS° 
над О, общий слой которой изоморфен Р]^, а замкнутый слой 
состоит из компонент Р\, связанных, как дерево S. 

б) Проекция P(S)= V P(M)-+P(N) для {/V}e.S° стяги-
вает все -компоненты замкнутого слоя, кроме той, которая 
отвечает {TV}. Точка на слое P(N)<g>k, в которую стягивает­
ся P(M)®k, отвечает последнему ребру на пути без воз­
вращений от {M} к {-V} в графе А. • 

Предложение 8.3 устанавливается прямым сопоставлением 
определений, а следствие получается из 8.3 индукцией по 
числу вершин. Мы опускаем эти простые, но кропотливые 
проверки. 

8.5. Основная цель введения схем Р{М) и их соединений 
состоит в том, чтобы построить схему над О, на которую 
данная группа: Шоттки Г действовала бы бирегулярно,. а не 
только бирационально. Интуитивно ясно, однако, что конеч­
ными соединениями нельзя обойтись: элемент g$T переводит 
{М} в {gM}, и орбита {M} бесконечна, так что «разрешение 
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(m)*W№ 

A 

Р(Щ)9к P(H2)»k 

КпреЗл. 8.3 

P(S)»fc 

Каедстбиш 8Л 

Рис. 15 

особенностей» требует раздувания все новых и новых зам­
кнутых точек. Чтобы определить необходимый предельный 
переход, введем следующие вспомогательные схемы. 

Пусть -SczAr—конечное поддерево. На замкнутом слое 
P(S)®k отметим те точки, которые отвечают принадлежа­
щим Аг, но не 5, направлениям выхода из вершин S. Обо­
значим через P(Sy дополнение к этим точкам. Если Г — 
другое поддерево Лг, ScT, то естественное отображение 

р 
проекции Р(Т)-->-Р (5) индуцирует изоморфизм p~l {P(S)r)% 
ciP(Sy в силу следствия 8.4 б) (точнее, его легкого Обобще­
ния): при переходе от P(S) к Р(Т) раздуваются только 

Замки. с/1ой UU C/IOU 

•напробления ДГ 

Рис. 16 

выколотые точки и точки, лежащие над ними. Кроме того, 
/Г1 (Р (Sy)czP (Т)'. Таким образом, вложение деревьев ScT 
определяет естественное вложение схем Р (S)'c:P (7,V. 

Положим 
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P(Ar)---aimP(S)'== U P(Sy\ 
SB* 5СДГ 

Это целостная схема локально конечного типа над кольцом 
О. Ее общий слой по-прежнему изоморфен P'^,. тогда как 
замкнутый слой состоит из бесконечного множества ком­
понент Р)г, связанных, как вершины дерева ДГ. 

Она является полезным алгебро-геометрическим объектом, 
на котором действует Г: 

8.6, Предложение , а) Группа Г действует на P(Ar) 
бирегулярно. 

6) Множество О -сечений SpecO->P(Ar) находится во 
взаимно-однозначном соответствии с множеством точек 
"S (Ar)czP1 (AT), в которых Г действует дискретно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Любой элемент g определяет 
изоморфизм S?Z.g(S) и, значит, изоморфизм P(S)^P(g(S)). 
Если ScAr, то и .о-(5)сАг (теорема 6,7); по этой же причине 
Р (S)r -5 P (g1 {S)y. Значит, g действует на элементах покрытия 

U P (5)', определяющего P(Ar); очевидно, что это действие 
согласовано со склейками. 

6) Пусть zQP1^). Для любого McV определена точка 
z0QP(M)®h— «редукция г»; если г есть класс пути без воз­
вращений с началом {М}, то zQ отвечает первому ребру 
этого пути, как это описано в п. 8.2. 

Точно также, для любого конечного дерева SG.A-- точка 
г определяет точку Zo,sG'P (S)®k на* замкнутом слое. 

Предположим, что z£Q(JK). Тогда z представлен некото­
рой дорогой от Дг (см1, п. 6.8.). Если S содержит начало 
этой дороги, то zo.sQP (S)' (потому что начальное направле­
ние дороги не принадлежит Ар). Значит, существует сечение 
Spec 0{to}P(S)', отвечающее z на общем слое; оно достав­
ляет нужное сечение схемы P(Ar). 

Наоборот, пусть дано сечение Spec 0{to}P(Ar). Так как 
схемы P (5)', 5сгДт образуют открытое покрытие Р (Дг), это 
сечение лежит в каком-то P(S}' и, значит, отвечает такому 
пути без возвращений в графе А, который начинается вер­
шиной из Дг, но выходит по направлению, не принадлежаще­
му Дг. Стало быть, конец графа Д, соответствующий это­
му пути, не является концом Ар, и потому принадлежит 
Q (К) в силу теоремы 6.7.Щ 

8.7. Замечание. Поведение P ^ r ) при конечных рас­
ширениях основного поля представляет некоторые особен­
ности. Пусть L—/С; будем отмечать поле определения объек­
та соответствующим индексом внизу. 

Тогда схема P(AF)®Oz. не изоморфна схеме P(Ar)L, ес­
ли L^>K разветвлено: у второй больше компонент в замкну-
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том слое .—• они отвечают новым вершинам Дг (см. п. 4. 8). 
Более того, схема P(Ar)®Oi нерегулярна в этом случае. 

Имеет место следующее: существует морфизм над 
OL:P(^)L-^P(^T)®OL, который стягивает все лишние ком­
поненты. замкнутого слоя в особые точки. 

Мы не будем доказывать это утверждение, ибо оно нам 
не понадобится. 

J - , 

PtSl* 
(I -.1—i i O0 

f**-u О 
У 

Рис 17 
8.8. Пример. Г-=(gn)—циклическая группа. Тогда Аг яв­

ляется осью в Д; в'подходящей-системе координат пусть 
О —один ее конец, оо —другой. Конечное поддерево ScAr яв­
ляется отрезком; P (5/ получается выкалыванием из Р (S) 
двух точек: редукций mod/и точек 0 и оо общего слоя. 
ЭТИ редукции лежат в двух крайних компонентах цепочки 
Р (S)<8)k. Они же раздуваются при добавлении к 5 двух но­
вых ребер с двух концов. 

§ 9. КОНСТРУКцИЯ ФОРМАЛЬНЫХ ФАКТОРОВ 

9.1. Факторизация замкнутого слоя с х е м ы 
Р (Ар). Пусть Г — группа Шоттки, Р = Р (АГ) — схема* построен­
ная в предыдущем параграфе. Так как ее общий слой есть 
Рк, построить ее фактор по Г в каком-нибудь смысле ничуть 
не легче, чем факторизовать P1 по Г. Однако замкнутый слой 
Р (Дг)0=---Я (Дг)®£ факторизовать нетрудно. 

Следуя Мамфорду, сведем сначала дело к случаю, ког­
да неединичные элементы Г не переводят ни одну вершину 
в соседнюю. Этого можно добиться, либо перейдя к развет­
вленному квадратичному расширению основного поля, либо к 
некоторой нормальной подгруппе Т0сГ конечного индекса, и 
затем' проделав дополнительную факторизацию по конечной 
группе. 
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Пусть это условие уже выполнено для Г. Тогда Г дей­
ствует на -°(Лг)0 дискретно в топологии Зариского. Дейст­
вительно, пусть .л:бЯ(Дг)о. U — компонента Р (ЛГ)0, содержа­
щая х, из .которой выброшены все ее точки пересечения с 
другими компонентами, кроме, возможно, х. Тогда g(U)W= 0 
для всех ger, g=fcid. 

Вообще, если некоторая группа Г действует на какой-то 
схеме Р дискретно в топологии Зариского, то фактор Т\Р 
строится следующим образом. Пусть P—UU-, где 
g(Ui)Wi = 0, если g=j=id. Тогда для любых двух индексов 
i, j 'существует не больше одного элемента gt] такого, ЧТО 
•Sit (Ui)n<^/¥=0. Склеив пары Uit Uj по этому пересечению с 
помощью ограничения g^, мы получим, как нетрудно видеть, 
фактор Г \ Р в топологическом смысле. 

Этот же процесс позволяет склеить структурные пучки, 
так что Г \ Р снабжается структурой схемы. 

В конечном счете Г\Р(АГ)0 окажется замкнутым слоем 
подходящей О-модели той алгебраической кривой над К, 
которая представляет фактор Г/Q. Поэтому имеет смысл 

y>Ke сейчас разобраться в геометрическом сроении этого 
слоя. 

9.2. Теорема, а) Фактор Г\Р(Дг)0 явлтяется связной 
'проективной алгебраической кривой над k. 

б) Компоненты Г\Р(ДГ)0 являются k-кривыми, нормали­
зации которых изоморфны Р\\ все особые точки двойные с. 
•.разделенными касательными, определенными над к; на каж­
дой:. компоненте есть не меньше двух ветвей, проходящих 
через особые точки. 

в) Существуют взаимно однозначные соответствия: 
{компоненты Г\Р(Дг)0}^{вершины графа Г\АГ}, 
{двойные точки Г\Р(ДГ)0} <->-{ребра графа Г\Аг}, 

при" которых отношение «компонента содержит двойную 
точку» переходит в отношение «вершина принадлежит ребру». 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Компоненты Г\Р(Дг)0 являются 
-образами компонент Р(Аг)0 относительно факторизации по Г. 
Так как граф Г \ Д Г конечен, их конечное число. Каждая 
компонента Р (S)'0, которая отвечает вершине, входящей в S 
вместе со всеми своими соседями из Дг, изоморфна Р\. 
С ростом S все компоненты по очереди становятся такими, 
поэтому компоненты Г\Р(ДГ)0 проективны, а их нормализа­
ции изоморфны Р\. Из конструкции фактора видно, что 
неособые точки Р(Дг)0 остаются неособыми в Г\Р(ДГ)0 . 
Отображения 

компоненты Р(ДГ)0~ребра Дг->компоненты Г\Р(Аг)0 
.двойные точки Р (Аг)о^вершины Аг->особые точки Г\Р(ДГ)-
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определяют отображения пункта в). Сохранение соответст­
вующих отношений, проверенных для Дг в § 8, без труда 
переносится на Г \ Л г . В 

9.3. П р и м е р ы . Граф Г \ Д г обладает следующими 
свойствами, он конечен, и 

а) i"i (Г \ Д г ) —свободная группа с «образующими; 
б) Г \ Д г не имеет концевых вершин. 
Удобно сначала классифицировать (при данном п) одно­

мерные клеточные комплексы с такими свойствами с ТОЧ­
НОСТЬЮ до гомеоморфиама, потом восстанавливать по ним 
графы (просто ставя точки на ребрах; точки кратности > З, 

/i--f. 

гр афы О О О ••• О 
О 

комплекс 
C/I0U •X *=* 

Рис. -18 

конечно, должны быть вершинами всегда) и, наконец, по 
графам восстанавливать замкнутые слои факторов Г \ Р ( Д г ) 0 . 

Мы получаем вырождения типа 1т, т>\, в классифика­
ции вырождений эллиптических кривых по Нерону-Кодаире. 

Гршры О—О О—О • • • 
о—о 

КОМПЛЕКС Q О 
Слои. J>t->^\. 

_ Гршры <=*=> ° ° ° < > 

О—> 
Комплекс 

Слои. 

CD 
Комплекс 

Грады CD CD ' C D 

Cm O C * ^ ^ 

Рис . (19 
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(Легко видеть, что комплексы ранга 2 мы перечислили 
все; классификация остальных объектов после этого прово­
дится автоматически). 

Ф ••$ 
Комплекс Граир &лт 

{букет окружностей.) (6 одной, вершиной.) iX^-bbomo.fi тьчш) 

Рис 20 
Этот пример характерен следующими свойствами (имеется 

в виду его реализация для группы Шоттки Г): 
а). Фактор r\PGL(2>Ar) компактен; 
б) Дерево Аг совпадает с деревом А; 
в) Множество 2 пусто. 
9.4. Факторизуя по Г только замкнутый слой Р(АГ) 

мы теряем много важной информации. Дело в том, что есть 
еще много замкнутых подсхем Р (Аг), носителем которых 
является замкнутый слой. Конфинальную систему в этом 
множестве образуют инфинитезимальные окрестности замк­
нутого слоя порядка п, т. е. подсхемы Р,—P(Ar)®0//rc". 
К каждой из них применима конструкция п. 9.1. Положим 
ХП=Т\РП. 

Если r>s, существует каноническое отображение 
Xs-*Xr. Оно является изоморфизмом на топологических 
пространствах; на пучках оно индуцирует редукцию mod tns. 

Индуктивный предел lim Xn существует в категории фор­
мальных схем над О. Это окольцованное пространство 
(X, 0%), топологически совпадающее с фактором по Г замк­
нутого слоя Р (Аг)о. Однако на нем имеется большой пучок 
колец, полных в /н.-адической топологии: 0% = ИтОхп. 

Учет этого пучка позволяет дать формальное описание 
фактора Г\а(ЛГ). 

9.5. Теорема. Существует изоморфизм 
r\a(/c)-^Hom(Spf o,X)-=X(/o. m 

Он строится в несколько шагов: 
точка из S (У-С^О-сечение Р (Аг).-*0-сечения Р (ДГ)8>О//«".->-

^О-сечения X„.->- их предел по n. Первая стрелка определена 
в силу предложения 8.6. Доказательство сюръективности 
отображения и того, что в одну точку переходят лишь 
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Г-эквивалентные точки, требуют привлечения алгебро-геомет-
рических соображений, которые мы опускаем: см. Мам-
форд [18], предложение 3.4 и теорема 3.5. 

В заключение приведем без доказательства результаты 
Мамфорда об алгебраизации формальных схем X---=XF. 

9.6. Т е о р е м а , а) Для любой группы ШОТТКИ 
ГсРОЬ (2, К) существует проективная алгебраическая кри­
вая Хг рода n=rkT над К такая, что Хг является фор­
мальным пополнением ее минимальной гладкой модели над О 
(в смысле Нерона и Шафаревича; см. Лихтенбаум [16]). 

б) Любая гладкая кривая X рода га>1 над К, минималь­
ная модель которой имеет стабильное /е-расщепимое вырож­
дение, изоморфна кривой вида Хг, где подгруппа 
rcPQL(2,K) определена однозначно с точностью до сопря­
жения. Ш 

Условие, наложенное на вырождение, подробно сформу­
лировано в теореме 9.2 б). Упомянем еще один факт отно­
сительно кривых X: все автоморфизмы Xr определены над 
К, и Aut Хг ££ N (Г)/Г. где N (Г) —нормализатор Г в 
PQL(2,/C) (см.Мамфорд [18]). 

Глава IV , 

р-АДИЧЕСКИБ АНАЛИТИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА 
И ФОРМАЛЬНЫЕ СХЕМЫ 

§ 1. АФФИНОИДНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

1. 1. Пусть [К :QP]<.oo. Положим 
. Т»=#«* - , . . . ,*я» = 

J 2 * ^ . . .t>^ . . . , i^oW[[t1 , . . .A]] . 
|i*.>0 h...ln j 

Иными словами, К^ъ ••• А > — кольцо рядов над К, схо­
дящихся в полидиске с границей | ^ | < 1 . Норма 

II / IH—PK--.J , если f==^ah...lntU...t[n 
определяет на Т„ банахову топологию. 

Назовем АГ-аффиноидной алгеброй любое кольцо, изоморф­
ное фактор кольцу Тп для некоторого п. Кольца Тп и, значит, 
все аффиноидные алгебры нетеровы, 

Следующие факты доказаны в [28], 
, 1. 2. Т е о р е м а , а) Банахова топология на Тп однозначно 

определяет банаховы ТОПОЛОГИИ на всех аффиноидных алгеб-
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pax, относительно которых все идеалы замкнуты, а все гомо­
морфизмы непрерывны. 

б) Нетеровы модули над аффиноидными алгебрами одно­
значно снабжаются банаховыми топологиями так, что они стано­
вятся топологическими модулями. Все подмодули замкнуты 
и все гомоморфизмы модулей непрерывны. В 

1. 3. Пусть А — аффиноидная алгебра. Мах А — множество 
ее максимальных идеалов. Доказывается, что любой макси­
мальный идеал имеет конечную коразмерность А. Отсюда 
следует, что 

MaxAsHomA(A,^)/aal(/7//0, 
то есть «точки» из Мах Л находятся во взаимно однозначном 
соответствии с наборами сопряженных «геометрических точек», 
определенных над конечными расширениями К. 

Пусть <р: A {to} В — гомоморфизм аффиноидных /С-алгебр. 
Если на Л, В заданы нормы, превращающие А, В в банаховы 
алгебры с канонической топологией, и ||Л||, ||.5||с|/С|, то го­
моморфизм 9 должен быть сжимающим. (Иначе мы могли бы 
найти /QA С условием ||ср(/)||=-1, | | / | | < 1 , откуда /"-.-О, но 
9(/)л стремится к 0, в противоречие с непрерывностью 9). 
Применяя это к гомоморфизмам <?:Tn-+L,(L:К)<оо, полу­
чаем ||<р(2г)|| = |9(.гг)|<1, откуда 

Мах Г, - {(Сг) еК"\\Ц < 1} / (МЮК. 
Значит, Мах Г представляет полидиск единичного радиуса. 
Аналогично, Мах Л представляют аналитические подмножест­
ва полидисков. 

Банахова топология на Т% совпадает с топологией равно­
мерной сходимости на МахГ„. To же верно для аффиноид­
ных алгебр Л без нильпотентов. 

На Мах Л определена топология, которую -мы будем 
называть /<Г-топологией: слабейшая, в которой отображения 
х {to} j/(x) | непрерывны для всех /QA. Множества ] / | = <-, a 
также |/ | < с для всевозможных fqA, С >0, образуют ее базис. 

Гомоморфизм 9'. A {to} В определяет отображение 9* : Мах В {to} 
{to} Мах Л. Пары (Max Л, Л), морфизмы которых отвечают го­
моморфизмам аффиноидных алгебр, образуют категорию 
аффиноидных пространств. 

Это локальные объекты p-адической аналитической гео­
метрии. Чтобы склеивать из них глобальные, необходимо 
ввести на них дополнительную структуру. 

1.4. Ж е с т к о с т ь . Пусть X — топологическое прост­
ранство. Жесткостью на X называется набор данных следую-

• щего вида: 
а) Семейство Т открытых множеств на X, называемых 

допустимыми. 
б) Для каждого UGT семейство Cov U покрытий U=U Ut, 

fi—7374 81 



где все UfiT. Элементы CovU называются допустимыми 
покрытиями; мы пишем Cov2"= U Cov U. 

UGT 
в) Предпучок колец Ох на Т, то есть набор колец Г (U,Ox) 

для всех UQT И ограничений Г (U, Ох){to} Г(у, Ох) 
для всех Vc.ll с обычными условиями транзитивности. 

Эти данные должны удовлетворять следующим аксиомам. 
(1). Т содержит 0,X, образует базис топологии X и замк­

нуто относительно конечных пересечений. 
(П). Тождественное покрытие U^U допустимо для UQ.T. 

Если U, V, VfcT, UcV^ijVi и это покрытие V допустимо, 
то покрытие U=\j(V{f[U) допустимо. 

(Ш). Если покрытия U-==UU( И -j/-=U-j"u Допустимы, то 
г 6/ J&i 

покрытие U=uUo- допустимо. 
i J (Аксиомы (1) — (Ш) означают, что допустимые множества 

и покрытия образуют предтопологию Артина--Гротендика). 
(IV). Если UcV= у V;; V, Vt и покрытие V допустимы и 

Uf\Vi допустимы для всех I, то U допустимо. 
(V). Предпучок Ох удовлетворяет аксиоме пучка на всех 

допустимых покрытиях допустимых открытых множеств. 
Наконец, в приложениях будет всегда выполнена еще. одна 

аксиома: 
(VI). СЛОИ ОХ = lim Г (U, Ох) пучка Ох во всех точках xQX 

XQUQT 
ЯВЛЯЮТСЯ локальными кольцами. 

T5. Морфизмы пространств с ж е с т к о с т ь ю . 
Пусть даны пространство X с жесткостью Тх, Cov Тх, Ох и 
У с жесткостью Ту, Cov Ту, Оу. 

Морфизм / = (ср, ф):Х->К состоит из следующих данных: 
а) cp:X {to} К-непрерывное отображение топологических 

пространств такое, что <fl(Ty)c:Tx, у'1 {Cov Ту) ^-CovTx-
б) ^ — (фс/)) где для каждого U67Y гомоморфизмы колец 

^:V(U,Oy)-^V(^(U),Ox) 
совместимы с ограничениями и индуцируют локальные гомо­
морфизмы колец фд.: Оу,^(Х) {to} Ox,x-

1.6. Индуцированная ж е с т к о с т ь . Пусть А' — про­
странство с жесткостью Тх, Cov Тх, Ox] YcX — допустимое 
открытое множество. Индуцированная жесткость на Y опреде­
ляется данными: 

Ту=№тх\иаг)\ 
Cov Ту ----покрытия множеств из Ту, допустимые на X; 
Оу — ограничение Ох на Y. 
1.7. Каноническая жесткость на а ф ф и н о и д -

ных пространствах . Пусть X = (MaxA, A)-аффино-
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вдное пространство. Открытое подмножество YcX назы­
вается аффиноидной подобластью с алгеброй Ау, если 
дан гомоморфизм ср: А {to} Ау такой, что ср* (Мах A r) c-Y 
и,: если любой гомоморфизм. ty:A->B c ф*(MaxB)CY 
однозначно проводится через ср. 

Следующие свойства аффиноидных подобластей доказаны 
в [28]. 

1.7.1. cp:A{to}/ly определяется по Y однозначно, и 
<р* : Мах Ay {to} Y является гомеоморфизмом. 

1.7.2. Пересечение конечного семейства аффиноидных под­
областей является аффиноидной подобластью. 

1.7.3. Свойство «быть аффиноидной подобластью» транзи-
тивно. 

1.7.4. Прообраз аффиноидной подобласти UCX относитель­
но морфизма аффиноидных пространств F{to}X (см. п. 1.3) 
является аффиноидной подобластью. 

Теперь мы можем описать каноническую жесткость на 
аффиноидной пространстве X--=Max(A, A). 

а) Открытое подмножество UcX допустимо, если и толь­
ко если существует такое его покрытие аффиноидными под­
областями U----uU<;, что для любого морфизма аффиноидных 
пространств f.Y-yX с <f(Y)czU существует покрытие К, 
вписанное в UT'HUf) и состоящее из конечного числа аффи-

i 
ноидных подобластей Y. 

б) Покрытие U=\ji/l c допустимыми подмножествами 
U, Ut называется допустимым, если в ситуации а) покрытие 
Y= y ? - 1 ^ ) содержит вписанное покрытие, состоящее из 

i 
конечного числа аффиноидных подобластей Y. 

в) Если UaX — аффиноидная подобласть с алгеброй A-/, 
то мы полагаем 

T<JJ,Ox)=Aa. 
Если U= U£/г —конечное покрытие аффиноидными областями 
то мы полагаем 

T(U, Ox) = Ker ( I I r (U £ ) Ox)^ITr (U , n^ Ox)), 

Согласно Тэйту [28], Грауэрту и Герритцену[6], результат 
не зависит от выбора покрытия U. 

Наконец, продолжение пучка Ох на все допустимые 
множества осуществляется с помощью общих конструкций 
Гротендика—Артина, которые мы опускаем. 

Мы опускаем также проверку аксиом (I) — (VI) для 
жесткости, в которой самыми тонкими являются аксиомы 
пучка Ох-

1.8. Теорем а. Морфизмы аффиноидных пространстве 
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жесткостью (МахЛ, A) {to} (Max .В, .8) находятся во взаимно­
однозначном соответствии с гомоморфизмами АГ-алгебр В {to} A, 
в согласии c предварительным определением п. 1.3. Ш 

1.9. Примеры аффиноидных подобластей. Пусть 
%и • • •> 2-mG-4 — любые функции, е.= + 1. Тогда 

т 

F = n {|2i|e-<1}cX=MaxA 

•аффиновдная подобласть с кольцом 
Ay-=A<Z1,..., Za>/(Zt-zlt Zz,-\). 

Справа I пробегает индексы ce — l, а у—индексы с е — —1 

§ 2. АНАЛИТИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА 

2.1. Определение А. Топологическое пространство X 
с жесткостью называется жестким аналитическим простран­
ством над полем Л, если у него существует допустимое по­
крытие X— UXi такое, что жесткость, индуцированная на 
каждом Х{, превращает Xi в аффиноидное пространство над 
К с канонической жесткостью. 

Это определение принадлежит Тэйту и Килю; для иегов 
работах Киля [12], [13] доказаны аналоги некоторых основ­
ных когомологических теорем комплексного анализа. Для 
нас будет удобнее другое определение, данное Герритценом 
и Грауэртом. 

2.2. Определение Б. Голоморфным пространством X 
с аффиноидным атласом {Xi} называется следующий набор 
данных:. 

а) топологическое пространство X и его открытое покры­
тие X-=UIi. 

i 
б) Структура аффнноидного пространства на каждом^ с 

.алгеброй Ai. 
Этот набор данных должен быть подчинен следующим 

условиям: 
(l) Xf\Xj пусто или является аффиноидной подобластью 

:Хц в каждом X;, Xj с одной и той же алгеброй Аи. Кроме 
того, А1} должна быть топологически порождена образами 
А° и A°j, где 

Ло = {/еЛг|]/(л:)|<1 для всех xpXt]. 
• ill) Для каждого i есть лишь конечное число J с X/1X/—0. 

Атлас [Y]} на том же пространстве X называется до­
пустимым измельчением атласа {Xj}, если YtczXa^) для не­
которого отображения а множества индексов, если Yf 
является аффиноидной подобластью в Хац), и если, кроме 
того, для каждого i пересечение X^flY) непусто лишь для 
конечного- множества J. 
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Два атласа, имеющие общее допустимое измельчение, 
называются эквивалентными; можно проверить; что это дей­
ствительно отношение эквивалентности. 

Окончательно, голоморфным пространством X называет­
ся пространство X вместе с классом эквивалентных аффино-
идных атласов на X. Каждый атлас из этого класса будет 
называться голоморфным; класс этих атласов называется го­
ломорфной структурой на X. 

2.3. Взаимоотношения между определениями А и Б не 
выяснены. Предположительно, при естественном определе­
нии морфизмов голоморфных пространств их категория ока­
жется эквивалентной некоторой подкатегории жестких ана­
литических пространств. Этот факт должен основываться на 
конструкции жесткости по классу аффиноидных атласов. 

Ниже мы будем пользоваться определением Б и прини­
мать гипотезу о том, что некоторые основные факты, дока­
занные для жестких пространств, верны также для голо­
морфных. 

2.4. Пусть Х'а X — открытое подмножество в голоморф­
ном пространстве X. Аффиноидный атлас на X' называется 
индуцированным с X, если любое конечное число элементов 
этого атласа можно включить в голоморфный атлас на X. 

X' вместе с голоморфной структурой называется голомор­
фной подобластью в X, если на X' существуют сколь угодно 
Мёдкие голоморфные атласы, индуцированные с X. Соглас­
но Грауэрту и Герритцену, голоморфная структура на X' не 
определяется однозначно. 

2.5. З а м к н у т ы е г о л о м о р ф н ы е п р о с т р а н с т в а . 
Положим Dn=Мах К < i\, . . •, t„ > — афс[>иноидная схема 

«n-мерный диск». Положим, далее, для 0 < е < 1 : 

Это аффиноидная подобласть в D"®L, если LDK достаточно 
велико, так что 1 — BQ\L\. ' 

Пусть X—аффиноидное пространство, YaX— аффиноид­
ная подобласть. Мы говорим, что Y лежит внутри X, в 
записи YGX, если существует такое замкнутое погружение 
XczDn, что YcD'/_s при некотором е > 0 . (Замкнутое погру­
жение XczD" определяется сюръективным гомоморфизмом 
K<£tu ..., *.„>{to}A, где X=--MaxA). 

Пусть X — голоморфное • пространство с атласом {л,}. 
Допустимое измельчение {Yj} атласа {Xt} называется сжатием 
{Xt}, если существует такое отображение индексов о, что 
YjCXaU) для всех j . • 

Голоморфное пространство X называется замкнутым, если 
у него есть конечный (голоморфный аффиноидны1) атлас, 
допускающий сжатие. 
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2 6 По и меры. Алгебраические многообразия над К 
здесь "будут рассматриваться как множества своих замкнутых 
тпирт.- с /сТ-топологией. _ . 

а]) Х==Рп— я-мерное проективное пространство. Выберем 
систему координат P ^ P r o j / C ^ - , . . . , У . Положим 

где с>\, се\К\, и 

!±(х)^<с\, i = 0, . . . , п, 

Vl={xGPWk,\%(x) < 1 | , ..-=0, . . . , п. 

Введем на (/• (соответственно V,) структуру аффиноидного 
пространства, положив 

U,=MaxK«A . . . , _ ^ » , 

v^mxK'tjf -If». 
Тогда {.7,} и {V,.} образуют аффиноидные атласы на Я"-
(проверка аксиом (I) и (ll) п. 2.2 легка). Они эквивалентны; 
более того, второе является сжатием первого. Это доставля­
ет на Рп„ структуру голоморфного пространства, притом 
замкнутого. 

б) XcPl — проективное алгебраическое подмногообразие. 
Положим X.—XrU/i, Yl=X{Wi, где Ut, Vt определены, как 
выше. X превращается в замкнутое голоморфное пространст­
во. Согласно Герритцену и Грауэрту, эта структура голо­
морфного пространства не зависит от выбора проективного 
погружения. 

а) X квазипроективное многообразие. Погрузим X в его 
замыкание X. На X определена голоморфная структура 
согласно пункту б). На X существует единственная голо­
морфная структура, которая превращает X в голоморфную 
подобласть X в смысле п. 2.4 и которая обладает следую­
щим дополнительным свойством: любой элемент любого. 
голоморфного атласа на X, содержащийся в X, пересекается 
лишь с конечным числом элементов любого голоморфного 
атласа на X. 

Эта структура также не зависит от X. 

§ 3. СВЯЗЬ С ФОРМАЛЬНЫМИ СХЕМАМИ 

3.1. Рассмотрим кольцо /С<^, . . . , zfn> и в нем под 
кольцо 0 « / i , , , , , *•••>, состоящее из рядов с целыми коэф­
фициентами. Так как эти коэффициенты стремятся к нулю, 
редукция modffi-v любого ряда из 0 < t i , . . . , *•„> является 
многочленом. Таким образом, 



0 « ^ , . . . , t„>=lim0/m-v[^, . . . . tn\. 
<— 

C другой стороны, OfmN[tu . . . , tn] суть сечения структур­
ного пучка N-й инфинитезимальной окрестности замкнутого 
слоя аффинного пространства Ag=SpecO [̂ 1, . . . , tn] над О, 
a UmOfmu[ti, . . . , tn\ — сечения структурного пучка формаль-
ного пополнения Ag. 

Если учесть, что 
0 « t i , . . . , ^ » = ( М « / ь . . . , tn^\Yx&Dn, |/(.*)|<1}, 

так что это кольцо восстанавливается по Dn = 
= M.axK<£tu .. .,tn^> однозначно, —мы получаем вполне ин­
вариантную конструкцию: 
{аффиноидный полидиск Z>}i_»-{аффинная формальная схема Ао). 
Она распространяется на аффиноидные пространства без ниль-
потентов следующим образом. Пусть A— алгебра такого 
пространства, A°={/QA\yxeMaxA, |/(л:)| < 1. Тогда А0 — 
алгебра топологически конечного типа, и соответствие 

(А, Мах A)^(формальный спектр Spf Л°) 
продолжается до функтора 

аффиноидные ] [аффинные 
пространства 1 _•,, формальные 
без нильпотентов J схемы конечного типа над О 

Существует и естественная стрелка в обратную сторону, 
которая формальной схеме Spf A0 ставит в соответствие аф-
финовдное пространство ЩахА°®К, А0®К). Его естественно 
назвать «общим слоем» схемы SpfA0. 

Однако при сравнении глобальных объектов обеих катего 
рий возникает следующая трудность. Гомоморфизм Zp<^z.> {to} 
-^•Zp<^u^>:t->pu с точки зрения аффиноидных пространств 
определяет вложение в D1 аффиноидной подобласти Dp-i, a 
с точки зрения формальных схем — морфизм, при котором обра­
зом всего пространства служит точка. Можно восстановить 
ситуацию, в которой аффинноидной подобласти будет отвечать 
аффинное открытое вложениеf ценой проведения моноидальных 
преобразований формальных схем, сосредоточенных на замкну­
том слое. 

Подробный анализ положения дел привел М. Рейно к сле­
дующей важной теореме, подробное доказательство которой, 
к сожалению, еще не опубликовано: 

3.2. Теорема . Существует эквивалентность следующих 
двух категорий: 
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а) Категория жестких аналитических пространств, име­
ющих такое конечное допустимое покрытие аффиноидами.. 
что пересечение любой пары элементов покрытия является 
конечным допустимым, объединением допустимых аффинои-
дов (условие квазиотделимости). 

б) Категория формальных О-схем конечного типа, лежа-
лизованная относительно моноидальных преобразований с 
центром в пучках идеалов, содержащих некоторую сте­
пень т. 

При этой эквивалентности замкнутые пространства в. 
смысле п. 2.4 отвечают собственным формальным схемам. 

§ 4. АЛГЕБРАИЗАцИЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ 

41 В этом параграфе мы дадим набросок доказательств. 
теорем об алгебраизации 3.2—3-4 главы III. Доказательства 
эти неполны в двух отношениях. Во-первых, как уже было 
отмечено, в литературе нет подробного изложения всех нуж­
ных нам фактов, принадлежащих к основаниям теории 
p-адических аналитических пространств,---например, теорем 
типа GAGA (не говоря уже о том, что нет единого описа­
ния категории этих пространств). Во-вторых, мы сами опу­
скаем детальную проверку ряда технических утверждений. 

Тем не менее, представляется несомненным, что все про­
белы можно заполнить, не вводя существенно новых идей. 

Мы изложим план доказательства и прокомментируем 
отдельные шаги. 

Ниже мы свободно пользуемся обозначениями и результа 
тами главы III, особенно §§ 1 — 3,6. В частности, мы считаем 
что фиксирована группа Шоттки Г, область QdPK, где Г 
действует дискретно, и соответствующие аналитические 
объекты Хй nt "-'an, °^ап, 

Jm И Т. П. 
Доказательство теорем об алгебраизации состоит из не­

скольких конструкций и применения общих теорем о голоморф­
ных пространствах. 

4.2. Конструкция голоморфного а т л а с а на Q. 
Проще всего взять в качестве голоморфного атласа покрытие 
2-=U U gVt, где 7=UV,-некоторая каноническая фунда-

/ g6r 
ментальная область ДЛЯ Г, построенная в п. п. 6.8 — 6.10 гла­
вы III, а ^—пересечения колец с границей. Проверка аксиом 
атласа из п. 2.2 основана на следующих соображениях. 

а) Кольцо с границей |а| < |z| < |6| имеет структуру аффи-
ноидной схемы с кольцом K<tj, - j > ; аналогично строится 
кольцо функций для конечного пересечения колец с границей. 
Поэтому Vt — аффиноиды. 
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б) Функции z, участвующие в уравнениях для gVt, ЯВЛЯ­
ЮТСЯ координатными функциями на Рк с дивизорами в Е. 
Поэтому любая из них принадлежит аффиноидиому кольцу 
любой области gVt так, что пересечение gV^hV j является 
полицилиндром в каждой из областей. Кроме того, каждая из 
областей пересекается лишь с конечным числом других, как 
видно из п. 6.8. Аналогично проверяется последнее условие в 
определении атласа. 

4.3. Конструкция фактора Г \ й как з а м к н у т о ­
го голоморфного п р о с т р а н с т в а . Чтобы построить 
фактор Г \ 2 с двумя атласами, один из которых является 
сжатием другого (см. п. 2.5), мы несколько усложним конст­
рукцию п. 4.2, построив два атласа 2 = iJU&'-j.- Ullg1^ c o 

t g is 
следующими свойствами: 

a) gWtCgUi для всех i, gGF; 
б) gUl[}hUl=0, g^h. 

После этого Г \ 8 вместе с двумя голоморфными атласами 
получится склейкой Ut (или Wt), как в п. 9.1 главы Ш. 

Для конструкции Ui и Wt мы предположим, что на каждой 
геометрической петле графа Г\Д Г лежит > 7 ребер, и между 
каждыми двумя кратными вершинами графа лежит не меньше 
шести вершин кратности 2. (Общий случай сводится к этому, 
как в п. 9.1, либо переходом к подгруппе конечного индекса 
в Г, либо конечным расширением основного поля, и последую­
щей дополнительной факторизацией по конечной группе). После 
этого построим Ut и Wf, как в п. 6.8, разбив фундаменталь­
ную область V для Г на Дг на следующие части: 

в) U; —прообразы «звезд» в Г\Аг, которые состоят из 
всех отрезков длиной в три ребра, выходящих из вершин 
кратности >3 ; а также прообразы отрезков длины >5 , все 
вершины которых имеют кратность 2 в Г/Аг, a конечные вер­
шины являются соседями вершин кратности _> 3. 

г) Wi получаются из соответствующих Ut отбрасыванием 
всех конечных ребер. 

О-О О-—Чо 0-- -0 
г\йг ийъ и ^ 

Рис. 21 

Доказательство того, что W{—пересечение колец с границей 
и что W.eU,, проводится по образцу леммы 6.9 главы III. 

4.4. К о н с т р у к ц и я /аП как з а м к н у т о г о голо­
морфного п р о с т р а н с т в * . Этому посвящены работы Гер-
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ритцена [3, 4], относящиеся к общему случаю фактора Т/В, 
где Г —тор над К, а ВсТ (К) — подгруппа периодов 

4.5. А л г е б р а и з а ц и я Xan==-Г\Й, Уап и м о р ф и з м а 
/ :X a n -> / a n . Любое одномерное замкнутое голоморф ое про­
странство проективно алгебраично (Герритцен и Грауэрт [6], 
стр. 182). Это дает /f-алгебраическую структуру Xais на 
Xan- Многообразие /а п алгебраизуется с помощь ю поляриза­
ции (СМ. § 7 главы Ш) и теории главы II; получается абелево 
многообразие /a|g. над К. Достаточно подробное изложение с 
точки зрения голоморфных пространств содержится в статье 
Герритцен а [4]. 

Отображение ] является голоморфным: это следует из 
его явного описания в терминах множителей автоморфности JA 
и явных формул для р. типа формулы (3) из п. 2.4 главы Ш. 

Теорема типа GAGA должна после этого гарантировать 
алгебраичность/:Xa lg->/a lg. 

4.6. Морфизм /iXaig-^-^aig является каноническим мор-
физмом кривой в ее якобиан. Для доказательства нужно 
прежде всего заметить, что X-n=-X-ig как функтор на LDK 
совпадает с функтором Г \ Й (Мамфорд [18] доказывает это в 
контексте формальных схем, и не ДОЛЖНО быть трудным про­
делать то же для аналитических пространств). Это немед­
ленно доставляет изоморфизм функторов •̂ a-. — ̂ aig (алгеб­
раические L-дивизоры нулевой степени на Xaig.). Далее, 
-®anc--'®aig (главные L-дивизоры на Xaig). Действительно, по 
каждому главному аналитическому дивизору мы построили 
Г-иивариантную мероморфную функцию на 8; спуская ее на 
Г \ й , получаем мероморфную функцию на Xan; теорема типа 
GAGA позволяет считать, что это рациональная функция, 
на Xalg. 

С другой стороны, если DG®0
algc®M, D = ^g(d), то d как 

аналитический дивизор обладает тем свойством, что [А — 
==lmod.6. Действительно, [л. ,, mod В есть /(Г^]), так что 
ixrf получается суммированием у'-образов точек из d в смысле 
группового закона /a lg. Но хорошо известно, что главные 
дивизоры при таком суммировании дают нулевую точку при 
отображении в любое абелево многообразие, в частности, 
В / a ] g . ЗнаЧИТ, 0 a l g C 0 ° n . 

Отсюда следует, что {cdot}®"-.—.йС и, значит, функторы 
-^aig/̂ Sig и •®а„/-®ап совпадают. Поэтому -/aig — алгебраический 
якобиан X. . 

4.7. Функции Wd,z0(z) (и нуль) для главных/С-дивизоров 
d составляют поле рациональных функций на X,-ig (поднятое 
на Й). Действительно, для каждого главного ЛГ-дивизора на 
Xajg соответствующее произведение Вейерштрасса совпадает 
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(с точностью до константы) с подъемом на Q функции с этим 
дивизором, согласно п. 4.6. 

4.8. Дифференциалы. Дифференциал <x>g, определен­
ный в п. 2.11, индуцирован дифференциалом dx/x на торе Г, 
где x--=gmod[r,r]eH, Т.---Spec AT [Я] (см. 3.1 е). Такие 
дифференциалы индуцируют решетку дифференциалов ранга п 
на J = T/B и, значит, решетку ранга п на X. 

Б И Б Л И О Г Р А Ф И Я 
1. Форд С, Автоморфные функции. ОНТИ, 1936 
2. Bruhat P., T i t s J., Qroupes algebriques semi-simples sur un corps 

local. Publ. MBS, 1972, 42 
3. Gerritzen L., Ober Endomorphismen nichtarchimedisclier holomorpher 

Tori. Invent, math., 1970, 11, № '1, 27—36 (РЖМат, H971, 5A469) 
4. —', On non-archimedian representations of abelian varieties. Math. 

Ann., 1972, 196, № 4, 323—346 (РЖМат, 1972, 12A362) 
5. —, Die Norm der gleiehmassigan Kio.nverge.nz a.uf reduzierten affinoiden 

Algebren. J. reine und angew. Math., 1-968, 231, 114—120 (РЖМат, 
1969, ЗБ499) 

6. —, G r a u e r t H., Die azyklizitat der affinoidem TJberdeckung-sn, 
in Global Analysis. Papers in. honor of Kodaira, University of Tokyo 
Press, Princeton University Press, 4970, 159—184 

7. Grauert H., R e m m e r t R., Obar die Metttode der diskret bewerteten 
Ringe in der .nichtarchimedischen Analysis. Invent, math., 1966, 2, 
№ 2, 87—133 (РЖМат, 1968, 4A333) 

8. —, —, Nichtarchimedisohe Funktionentheode. Wiss. Abh. Arbeitsge-
meinsch. Forseh. Lamdes Nondthein—Westfalen, 1966, 33, 393—476 
(РЖМат, 1967, 12A369) 

9. —, —, Analytische Steltenalgebren. Berlin, Springer, 1971, 240 S. 
(РЖМат, 1972, 2A550K) 

10. Grothendieck A., Elements de geomet.rie algebrique. IV. Pubis math. 
tost, hautes etudes sclent., 1964, № 20, 101—365 (РЖМат, 1965, 5A210) 

11. Giintzer A. U., Zur Fuinktionentheorie einer Veranderlichen fiber einem 
vollstandigen nichtarohimedischen Grundkorper. Arch. Math., 1966, 17, 
№ 5, 415—431 (РЖМат, 4967, 5Б549) 

12. Kiehl R., Der Endlichkeitssatz fur eigentliche Abbildungen in der 
nichtarchimedischen Funktionentheorie. Invent. math., 1967, 2, № 3, 
191—214 (РЖМат, 1968, 10A289) 

13. —, Theorem A und theorem В т der nichtarchimedischen Funktionen­
theorie. Invent. Math., 1967, 2, № 4, 256—273 (РЖМат, 1968, 10A290) 

14. —, Die de Rham Kohomologie algebraischer Mannigfaltigkeiten fiber 
einem bewerteten Korper. Pubis math. Inst, hautes etudes scient., 
1967(1968), № 33, 367—382 (РЖМат, И969, 10A228) 

15. Lazard M., Les zeros d'une fonctiom. a.n.alitique d'une variable sur un 
corps value complet. Pubis math. Imst. hautes etudes scient., 1962, 
№ 14, 47—75 

16. Ltchtenbaum S., Curves over discrete valuation rings. Amer. J. Math., 
1968, 90, № 2, 380—394 (РЖМат, 1969, 8A321) 

17. Morikawa Hasasi, Theta, functions and abelian varieties over valuation 
fields of rank one 1. Nagoya Math. J., 1962, 20, 1—27 (РЖМат, 1966, 
5A215) 

91 

Kio.nverge.nz


18. Mumford D., An analytic oometruction of degenerating curves over 
complete local rings. Compos, math., 1972, 24, № 2, 129—174 (РЖМат 
1972, 11A317) 

19. —, An analytic construction of degenerating .abelian varieties over 
complete rings. Compos, math., 1972, 24, № 3, 239—272 (РЖМат, 1973 
2A373) 

20. Raynaud M., Varietes abeliennes et geonietrie rigide. Actes Congr. Int. 
mathematiciens, 1970, Vol. 1. Paris, 1971, 473—477 (РЖМат, 1972 
4A496) 

21. Roquette P., Analytic-theory of elliptic functions over local fields. 
Gottingen, 1970 

22. Serre J.-P., Cours College de France, 1961—1962 
23. —, Abelian /-adic representations and elliptic curves. New York, Ben-

gamin, 1968, 208 pp |(.РЖМат, 1970, 6A384 К) 
24. Serre J. P., Endomorphiemes coinpletement continus des espaces de 

Banach /"-adiques. Pubis math. Inst, hautes etudes Scient., № 12, 
69—85 (РЖМат, il967, 8A033) 

25. —, Groupes discrets. College de France, 1968—<1969 
26. —, Geometrie algebrique et geometrie aoalytique. Ann. Inst. Fourier, 

1965—'1966(1956), 6, 1—42 (РЖМат, 1958, 2405) 
27. Shafarevitch I. R., Lectures on minimal models and birational trans­

formations on two dimensional schemes. Tata Institute of Fundamental 
research, Bombay, 1966, 175 S. (РЖМат, 1969, 8A322) 

28.' Tate J., Rigid analytic spaces. Invent, math., 1971, 12, № 4, 257—289 
(РЖМат, 1971, 11A407) 



УДК 517.862.3 
Ю. И. Манин, р- адические автоморфные функции. «Современные пробле­

мы математики». «Итоги науки и техники) 1974, 8, 5—92, библ. 27 
Дается системное изложение р-адических аналогов классических автоморф-

ных функций Якоби, Абеля и Шоттки. Рассматривается функциональный и 
алгебро-геометрический аспекты теории. Строится аналог решетки периодов для 
алгебраических кривых униформизируемых р-адическими дискретными груп­
пами. 

УДК 517.9:530.1 
Л. Д. Фаддеев, Обратная задача квантовой теории рассеяния. II. «Совре­

менные проблемы математики». (Итоги науки и техники) 1974, 3, 93—180, 
библ. 48 

обсуждается развитие проблемы о восстановлении потенциала в операторе 
Шредингера по амплитуде рассеяния в течение последних 15 лет. основное 
внимание уделяется одномерному оператору Шредингера на всей оси и трех­
мерному оператору Шредингера. Исследование первого оператора технически 
близко к рассмотренному в 50 годах случаю радиального оператора Шредингера 
и в то же время содержит многие особенности значительно более трудного 
изучения трехмерного оператора. Помимо описания формализма обратной 
задачи в статье приведено его приложение к решению нелинейных эволюцион­
ных уравнений, встречающихся в гидродинамике и квантовой теории сплошных 
сред. 

УДК 519.2 
Ю. А. Розанов, Обновляющие процессы и проблема факторизации. «Совре­

менные проблемы математики». (Итоги науки и техники) 1974, 3, 181—256, 
библ. 40 

Содержится подробный обзор ряда важных и интересных результатов сов­
ременной теории случайных процессов 2-го порядка (в частности нестационар­
ных), изложение принадлежащей автору концепции, с позиции которой эти 
результаты переосмыслены и которая позволила автору получить новые теоремы. 
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