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Строятся и обосновываются асимптотические разложения решений 
. сингулярно возмущенной краевой задачи для системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений, моделирующей распределение носителей 
заряда в полупроводниковой пленке и имеющей решение, содержащее 
внутренний переходный слой. 

Рассмотрим задачу 

( 1 ) £ = * - г | ( 0 , li2z=z[y-a(t)], 0 < * < 1 , ^ ( 0 ) = ^ ( 1 ) = 0 

для неизвестных y(t), z(t), моделирующую распределение носителей за­
ряда в полупроводниковой пленке, помещенной в скрещенные электриче­
ское и магнитное поля. В задаче (1) через z(t), r\(t) обозначены плотно­
сти носителей заряда и ионизированных примесей соответственно, норми­
рованные на максимальную плотность примесей п0, y{t) — электрическое 
поле, перпендикулярное поверхности пленки, нормированное на величину 
AUqFiod/so, где q — заряд электрона, d — толщина пленки, е 0 — диэлектри­
ческая проницаемость вещества, a(t) — заданная функция, определяемая 
произведением величин приложенных электрического и магнитного полей, 
параллельных поверхности пленки. Величина fi, - равная отношению де-
баевского радиуса к толщине пленки, считается малым параметром, что 
будет иметь место для достаточно толстых пленок. Первое уравнение за­
дачи (1) представляет собой уравнение Пуассона для поля y(t), а вто­
рое — д р е й ф о д и ф ф у з и о н н о е равновесие носителей. Краевые условия сле­
дуют из электронейтральности образца. В [1 ] дано численное решение 
задачи (1) без строгого математического анализа разрешимости и без по­
строения асимптотики решения при [х-^О. 

Будем полагать, что решение задачи (1) удовлетворяет физически не­
обходимому условию 

<2) z(*)>0, 

.а параметры задачи ( 1 ) удовлетворяют условиям 

(За) л ( * ) > 0 , a(t)>0, . -: 

<3б) t{t)=n(t)+a{t)>0, 

(Зв) Я*0е=(0? 1 ) : Ф ( * 0 ) = 0 , 

где 

•(4) <b{t)=aii,-)>i{t')dt'. 
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(В силу (36), Ф (t) — монотонно возрастающая функция, поэтому жмеег 
не более одного корня.) 

Введем в (1) новую неизвестную у{1) =y(t)—a(t). Для нее ж для z(i) 
получим задачу 

(5а) y=z-^(t), \i2z=zy1 0 < * < 1 , 

(56) у(0)=у\ у(1)=у\ 
где 
(6) у 0 — а ( 0 ) < 0 , г / ' = - а ( 1 ) < 0 . 

Решение задачи (5) будем искать в виде 

(7) s (t) = £ ц * [sh(t) +Ilhs (—) +Qks( t^L ) 1 , 

где под s(t) понимается совокупность у(t), z(i). Здесь s(t) — регулярная, 
a Ш, Qs — пограничные части разложения. 

§ 1. Алгоритм построения: регулярной части асимптотики 

Регулярные члены разложения (7) вычисляются по-разному для 
[О, tQ] и для t^[t0, 1 ] . Подставив регулярную часть разложения (7) 

в (5) , обычным способом [2] получим 

yo=Zo~4(t), 0 = Z 0 ^ yft==zft, 
fc-i 

Zk~~2=Zoyk+ZkyQ + ^PjZiyk-i, ft=l, 2 , . . . . 

Эта система имеет два набора решений. Для [О, £ 0] возьмем 

(1.1а) Ы * ) = 0 , ? 0( *)=?(•*), 

(1.16) y2k+i(t)=z2k+l(t)=0, й=0 , 1 , . » , , 

(1.1 В ) У » ( 0 = [ ? а - 2 - 1 ] | Z « ( 0 y 2 f t - * i ( 0 ] / Т ( | ) , 

( l . l r ) fc=l, 2 , . . . , 0<*<* 0 , 

а для ^ [£0, 1] возьмем 

(12а) уо(*)=-<&(*), zo( ;0=0 ? 

Ц 2 б ) у Л (*) = 0 , fc=l,2,..., * 0 < * < 1 , 

при этом # 0 ( 0 из формулы (12а) удовлетворяет правому краевому усло­
вию (56). Такой выбор постоянной интегрирования для y0(t) связан с 
тем, что, в силу условий (36, в ) , решение (1.2) системы (5а) устойчиво 
вправо при f>t0. Решение (11 ) системы уравнений (5а) будет условно-
устойчивым. Это легко увидеть, если в (5а) сделать замену y(t) =\iw(t) t 

Для неизвестных w, z получим систему уравнений \xw=z—^(t)^FДш, z) t 

\iz=zw=F2(w, z). При этом на решении (1.1) матрица D{FU F2)/D(w^ z) 
имеет собственные значения X i j 2 = ± [ ^ ( ^ ) У\ откуда в силу (36) следует 
условная устойчивость решения (1.1) на [0, 1 ] , В точке iQ происходит 
•срыв решения (11 ) системы (5а) на решение ( 1 2 ) . (^-Функции описы-
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зают поведение решения в окрестности точки срыва» Такая ситуация опи­
сана в [ 2 ] , однако в данном случае, поскольку Ф ( £ 0 ) = 0 , устойчивый ко­
рень в точке срыва t0 имеет нулевую точку (д (zy) ldz\y==-o{to)=0); что 
осложняет процесс построения (^-функций. Пограничный ряд Us обуслов­
лен необходимостью удовлетворить краевому условию (56) на левом конце.. 

§ 2о Алгоритм построения пограничных функций 
на левом конце 

Введем растянутую переменную в окрестности точки i=G: \=t/и.„ 
Так как краевое условие в точке t=0 поставлено для медленной пере­

менной y{t), а у о (t) этому условию не удовлетворяет, то необходимо'вве­
дение П0?/(Ю. Определим его с помощью следующей задачи, сохраняя \i 
в правой части уравнения для Л0у и в левой части уравнения для П 0 £ 
аналогично тому, как это сделано в [ 3 ] : 

(2.1а) dIl0y/dl=ixU.0z, • iidU0z/dl=(b+IIoz)Iloy, - | > 0 , 

(2.16) П0у(0)=у\ 

где 4o=z0 (0) > 0 . (Подобным образом определяются задачи и для последую­
щих приближений.) При таком определении функции П 0у, IIоz будут за­
висеть от ц, причем U0z сингулярно; тем не менее они оказываются экспо­
ненциально затухающими при |->•+<», а ряды П|/, Hz — асимптотическими. 

Поделив первое уравнение (2.1а) на второе и проинтегрировав с уче­
том затухания П-функций на бесконечности, получим 

(2.2) U0y=-\i [2По%-2 Т о In ( 1 + П 0 2 / Т о ) ] ч \ 

Знак перед радикалом в этом соотношении выбран в соответствии с о з н а ­

ком П0г/ (0) в силу (8) „ Из (2,2) с учетом (2,16) получим 

(2.3) П о 2 ° - Т „ 1 п ( 1 + П р 2 7 Т о ) = (г/ 0/и) 2/2, 

где П 0 2° — значение U0z (0) , Условие (2) выделяет единственное решение 
уравнения (2.3), имеющее при tu—>0 асимптотику 

(2.4) П о 2 0 = 7 2 ( ^ 0 2 [ 1 - Ь ( 1 ) ] . 

Подставив (2.2) во второе уравнение системы (2.1а) и проинтегрировав,, 
получим уравнение 

П о 2 о 

( dQ 
. . „ [ 2 e - 2 T „ i n ( i + e / T „ ) ] - ' A - — ^ = ^, | > о , 

определяющее U0z как неявную функцию 
Несложно показать, что решение уравнения (2.5) можно представить 

в виде 

(2.8) UQz(l)=AbAe-^[A-e-n]-\ g>0 , 

где ^ ^ [ ^ ( ^ ^ ^ ^ ^ [ - ^ ^ ( т о + П о ^ ) ^ - 1 , г(1) = [Ъа(1)У\ причем 
сх( |) — непрерывная функция, удовлетворяющая неравенствам 

(2.7) 1 < а ( | ) < 2 , 

а для постоянной А с учетом (2.4) получим асимптотику 

(2.8) ^ = l + 2 ( 2 T „ ) W + o M . 
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Мз (2.6) в силу (2.8) следует, что П 0 £(§) , величина которого Б точке 
•1=0 имеет порядок 0 ( р г 2 ) , при £~ 1 становится уже конечным, а при 
;|->-hoo экспоненциально затухает. 

Подставив (2.6) в (2.2) для И0у, нетрудно получить соотношение 

(2.9) IL0y (I) [а (Ш ъчМе~г1 [A2—e~2rl ] ~\ 

где а { | ) , так же как и а ( £ ) , удовлетворяет (2.7). ^ 
Из (2.6), (2.9) следуют оценки 

П 0 ^ ( | ) = О ( ^ 2 ) ^ Щ / Ш = 0 ( 1 ) ^ г ° \ r 0 = T o % g > 0 . 

Несколько модифицируя обычный алгоритм [2] построения П-функ-
ций, получаем замкнутые задачи для Ukz, Tlky, к=1, 2, . . . , в которые явно 
входит параметр р, как и в (2.1). Эти задачи имеют единственное, затухаю­
щее при g->+oQ решение, для которого удалось доказать оценки 

П ^ ( | ) = 0 ( ^ 2 ) е ~ ^ ? Пку(1)=0(1)е-Г°\ 

• ft=l,2,..., § > 0 . 

§ 3, Алгоритм построения пограничных функций 
в окрестности точки срыва 

Введем в окрестности точки t=t0 растянутую переменную x=(t—t0) 
В связи с различным характером устойчивости регулярного решения 

левее и правее точки срыва5 как характер затухания (^-функций, так и 
сами задачи для этих функций будут различными при т < 0 и т > 0 . 

Медленная переменная у (t) в силу (1.1а), (1.2а) будет непрерывной в 
нулевом: приближении в точке t=t0, так как Ф (t0) = 0 , а поэтому QQy=0. 
Для Qiy, Q0z В случае т < 0 обычным способом [2] получим систему урав­
нений 

(3.1) dQty/dx=QQz, dQQzldx=(^i+Qoz)Qiy, т < 0 , 

где i i = z 0 ( 4 - 0 ) > 0 . 
Вид системы (3.1) связан с тем, что, в силу (1.1), | / 0 ( 0 = l / i ( 0 = 0 5 

и аналогичен виду системы (2.1а). Отличие состоит лишь в том, что в (3.1) 
-отсутствует параметр р,, а поэтому ее решение не'зависит от \х. Это реше­
ние, затухающее при т -^—°° , можно представить в виде 

(3.2а) C ? a / ( x ) = s g n ( ( ? c z - ) [ 2 ( ? o Z - 2 T J n ( l + ( ? 0 z / T 0 ] I / \ 

т < 0 . 

В этих, формулах и ниже 

QkZ^QnZ ( 0 ± 0 ) , Quy^Quy ( 0 ± 0 ) , й=0 , 1 , . . . . 

Уравнение (3.26) определяет Q0z как неявную функцию т. Параметр 
4~)0z~ будет определен ниже. 

В случае т > 0 для Q^y, Q0z получим систему 

(3.3) dQ.yjdx^Q.z, dQ0z/dx=Q0z(Q[ij-^ix), т > 0 . 

'Она получена обычным способом [2] с учетом того, что, в силу (1.2) ? 

5"o(^+G)=Q, j/i(t0+0) = 0 , ур(^о+0)==—Ф(^о)=--Tfi- Общее ее решение можно 
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представить в виде 

(3.4а) QlV(т) =T IT-[2<2„Z-24-2T l In {Qoz/^+A,]'\ 

(3.46) j [ 2 6 - 2 ^ - 2 ^ l n ( 9 / T l ) + ^ J -
Q0z(x) 

„ m • 
/ 2 — = т , т > 0 . e 

Величины параметров Au Q0z+ будут определены ниже, а знаки перед ра­
дикалом в (3.4а) и перед интегралом в (3.46) выбраны с учетом того, что,, 
в силу (2) , Qoz(x) > 0 (так как, в силу (1.2), z 0 = 0 ) . 

Условия непрерывности функций у (t), z(£) в точке 4 с учетом (1,1) 3 

(1.2) для главных членов асимптотики (7) будут иметь вид 

(3.5) V ^ Q Q Z - = Q , Z \ Q I Y - = Q I Y \ 

Подставив (3.2а), (3.4а) во второе условие (3.5), получим 

sgn (QQz~) [2Q0z--2b In (l+̂ "/Ti)]I/2= 
= - [ 2 ^ + - 2 T l - 2 T l In ( ^ + / T l ) + - 4 1 ] V 2 , 

откуда следует, что sgn (QQZ~) =—1, а с учетом первого условия (3.5) п о ­

л у ч и м , что 

(3.6) Л - 0 , QoZ-=QQz+-4i. 

Оставшийся не определенным единственным параметр QQz+ определим 
и з условия затухания (^-функций при т-*-+°° в 

Использовав интегральное тождество 

I d I (29-2̂ -2̂  in—) ]= j( 29-2̂ -2̂  i n—) <ю-
Qo* ^ Q0z , ^A 

f / 9 \ " 1 / 2 dQ 
. - T l J ( 2 9 - 2 T l ^ 2 T l l n ~ ) — 

представим вычисленное по формуле (3.4a) с учетом (3.46), в виде 

29-2̂ -2̂  — ) de-^2^+-2Ti-2Tiln—! r 

откуда, устремив т-^ + °°, получим уравнение для |90;з+: 

(3.7) 1 (29-2̂ -2̂  i n — ) ^ ( г ^ - г ^ - г ^ ы — ) ' ' = <). 

Рассмотрим функцию (pit), определяемую неявно уравнением 

(3.8) ( 2 Ф - 2 - 2 In Ф ) * - } ( 2 ^ 2 - 2 In I) ~ъ d~~t, -оо<г<+оо. 
О 
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График функции <р(£)? полученный с помощью численного решения урав­
нения (3.8) на ЭВМ, изображен на фигуре. При этом- оказалось, что 
q>0=q>(0) «0.549. ^ f(t) 

Из (3.8) следует, что (p(t) определяется 
формулой 

(3.9) Ф = - ф ( 2 ф - 2 - 2 In ф) 1 / 2. 

Несложно показать, что 

(3.10а) 1 - е г < Ф ( 0 < 1 - е - 1 - 5 5 + ^ , КО, 

(ЗЛОб) е - 1 - < 2 / 2 < ф ( 0 < ф о в - ^ 2 / 2 , . * > ( ) , c _ J 

-10 

\ 
\ 

- I -

откуда следует асимптотика ф[€̂ +00=0(е~*2/2), ф |^_ > _ о о =0(е ' ) . 
Из (3.7) с учетом (3.8) получим, что Q0z+="(iq)0; тогда из (3.9) выте­

кает, что (3.46), из которого определяется QQZ(X), имеет своим решением 
функцию 

(3.11) <?о^(т)='у 1 ф('у 1

, / 2 т), Т ^ О . 

(Величина /li определяется условием (3.6).) С учетом (3.11) соотношение 
(3.4а) дает 

(3.12) <?,j,= - r , j ( 2 0 - 2 - 2 In 0)- ' vrfe, т>0, 
0 

где г 1 = ^ 1

1 / з . 

Перейдем к рассмотрению соотношений (3.2). Введя в интеграле (3.26) 
замену переменной 0 на 6' по формуле 6=^1 (в' — 1) , получим 

Qo2+/Ti 

(3.13) j ( 2 9 ' - 2 - 2 In 00 ~ ъ ае'=г4т, т < 0 . 

Из (3.13) с учетом (3.9) следует, что Q0z(x) при т < 0 определяется 
формулой 

(3.14) ^ ( т ) = Т 1 [ ф ( г 1 т ) ~ - 1 ] , т < 0 , 

а тогда в силу (3.2а) находим 

(3.15) QiV (т) = - г 1 [ 2 Ф ( г , т ) - 2 - 2 In Ф ( Г 1 т ) ] \ т ^ 0 . 

С учетом (3.10) получим оценки скорости затухания (^-функций при 
X ± оо; 

(3.16а) 0 < - ^ 0 z (т) < ^ е г » т , 0 < - ( ? 1 у (т) <2г 1 е Г 1 Т , т < 0 , 

(3.166) t iexp ( ~ l - T i T 2 / 2 ) < ^ о 2 (т) <^1фо ехр ( - ^ / 2 ) , 

(3.16в) 0 < - ( ? 1 г / ( т ) < г 1 ехр ( ~ ^ 2 / 2 ) , т > 0 . 

Из (3.166, в) видно, что (^-функции при х-^ + °° затухают как 
ехр(—7iT 2 /2) , а не как ехр( — 7 { т ) , что бывает обычно. Это связано с тем, 
что yo(t) имеет в точке t0 нулевое значение. 

Из (3.11), (3.14) видно, что переход с левого корня z0(t0—0) = Y i н а 

правый Z o ( £ o + 0 ) = Q осуществляется в окрестности точки iQ с помощью 
функции ^iCp[ri(t—tQ)lii]. На фигуре изображен этот переход, растянутый 
вдоль оси t в fi/fi раз и вдоль оси z в 1/fi раз. 
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Для последующих приближений можно получить замкнутые линейные 
задачи, правые части которых определяются через (^-функции с меньши­
ми номерами. Для этих задач удалось построить общее решение, а посто­
янные интегрирования определить из условий затухания (^-функций на 
бесконечности и условий сшивания в точке U. Уравнения для (^-функций 
при т < 0 будут аналогичны соответствующим уравнениям для П-функций, 
за исключением того, что в задачах для (^-функций, отсутствует пара­
метр fi, а поэтому и решения этих задач не зависят от ц.. Для них удалось 
получить оценки 

СЛ4.т)=0(1)^?. Qh+iy(x)=0(i)e^\ т < 0 , А=1, 2 , . . . . 

В силу ( 1 2 ) , z(t) при £>t0 состоит только из ряда Qz, так как z = 0 . 
Благодаря этому все Qkz при т > 0 оказываются пропорциональными QQz. 
и удовлетворяют оценкам • 

Qkz(j)=0(x'k)Qaz(x), 

( W ( x ) = 0 ( l ) exp ( — f i T 2 / 2 ) , T > ( 1 A = l , 2 , . . . . 

Выпишем Z(t) и Y(t) — главные члены в разложении решения зада­
чи (5) — в ряд по степеням jx: 

Z(t) =Т (<) +Т С.) ф( t (to) — ) + П„ 2 (f/ц), 

где >pIt) определяется уравнением (3.8), а Г10з — соотношениями (2.3), 
(2.5):, 

Y(t)- i 

- a ( l ) + j T ( f ) d f + | i ^ i / { ^ ^ ) ? * 0 < * < 1 , 

где U0y определяется формулой (2.2), a Qiy — формулами (3.15), (3.12). 

§ 4. Теорема об оценке остаточного члена 

Чтобы показать, что частичные суммы рядов (7) действительно дают 
приближение к решению задачи (5) , введем в ней новые неизвестные со, £ 
по формулам 

y(t)==Y^(t)+^(t), z(ty=Zn(t)+t(t)t 

где через Yn+\ Zn обозначены частичные суммы рядов (7) для y(t) и z(t)f 

содержащие п+1 и п членов соответственно. Для (о, t получим задачу 

(41а ) iib}=l+G;h iii=Zn(^+Yn+%/ix+a^+Gj^ 0 < / < 1 

(416 ) © ( 0 ) = ю ° , ш ( 1 ) = ш \ 

где невязки в уравнениях и граничных условиях определяются формулами 

j y _ y « + i (0) ] /р, ® 4 = [ у 4 - У п + 1 
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ж в силу алгоритма построения Yn+\} Zn удовлетворяют оценкам 

| О ехр ( - г 0 * / ц ) ) , *<* 0 , 
(4,2а) (х1 = 1 1

 0 ( e x p ( - r A / j i ) ) , * > * 0 , 

J О ( jT+'+i i"- 1 ехр ( - r 0 % 2 | i 2 ) + | i n + 2 ехр (r4 (t-td)/ц) , 
= * О (и ,^ 2 ехр (*-* 0 ) 7 2 | х а ) ) , *>* 0 , 

(426) G2 

(4.2в) ш°=0(ехр ( -rJo/ i i ) ) , с о 1 = 0 ( е х р ( - Т | ( 1 - * 0 ) 2 / 2 | х 2 ) ) . 

Как отмечалось, характер устойчивости решения задачи (5) различен 
на участках [0, U] и [£0, 1], Это замечание остается в силе и для зада­
чи (4о1) о Поэтому ее преобразования будем проводить по-разному на ин­
тервалах [0, to] и [t0, 1 ] . 

Обозначим через со неизвестное значение ю (t) в точке. t0 и введен 
в (4/1) вместо о.) (t) новую неизвестную &(i)=(d(t) — (i—i/i0) a*0—to/to. 
Благодаря такой замене 65 (t) принимает нулевые значения в точках t=09 

l=t0. Для неизвестных 63, £ получим задачу 

(43а) pi(i>i==Si+Gi—(хш/̂ О, 

\4.3б) 0<J<*0, 

(4.3в) (OI (0) =to1(i0) = 0 ; 
(4.4а) 

(4.46) £ 0 <£<1, 

(4.4в) 
U)2(^o)=0, ' £2(^o) =£i(^0); 

(4.5) Ш2(1) ^ О ) 1 - (1-1/*о) 0 ) ° - ( 0 / f , 

в которой введены ооозначения 

" ^ " W o . w < i , £ ( r ) = 4 ( * > , « . < « ! . 

Функции d , б 2 удовлетворяют оценкам типа (4,2), a Yn+i отличается 
от Yn+i на величину jxco0 (l—t/t0) и поэтому в силу (4.2в) имеет при [х->0 
ту же асимптотику, что и Yn+i. 

Разрешив задачу (4,3), а затем (4.4), найдем 1,(1) хсак фуш-щжж 
параметра со, а затем из (4.5) определим неизвестную величину со, 

Задача (4,3) является условно устойчивой. Рассмотрим ее как линей­
ную краевую задачу, и представим решение в виде 

(4.6) (о,=Т±[г]+1оР^и * ) , ^ = Г 2 М + ю > 2 ( и t)9 О Ж £ о , 

где 

14.7а) ' rim = ri(©î i,*) = —i {r, ia,s)ff i(s) + 

И- о 
+Pi2(/-?5)L5'2^)/̂ +co1(5)£1(5)]}d5, #0 

(4.76) Л(Б,.П = Ц{ -Til(t,s)^ + Ti.At,s)^-[Z4s)ni(s)}ds 

0<*<* 0 , i=l,2, 231 



а через I \ ( ^ s ) , i, / = 1 , 2, обозначена матричная функция Грина зада­
чи (4.3). Задача (4.3) отличается от рассмотренной в [2] условно устой-
чивой задачи тем, что функции Zn(t), Yn+i(t)/\i, стоящие перед неизвест­
ными в уравнении (4.36), имеют сингулярность в точке £=0 при \i-+Q. Од­
нако, используя экспоненциальный характер затухания XI-функций при 
g - > + o o для Yij(t, s), удалось доказать оценки, аналогичные полученным 
в [ 2 ] : 

ч 

(48) Л||г,,.(*,*)| 0<*<* 0 , * , / = ! , 2. 

^ о 
(Через С здесь и далее будем обозначать все положительные константы, не 
зависящие от li.) 

Для операторов Ри Р2 удалось получить оценки 
(4.9) - К / М О , t)<0, 0 < Р 2 ( 0 , t)<(iJyoYr\ 
Используя формулы (4.7) —(4.9) 9 несложно показать [ 2 ] , что при выпол­
нении оценок 

(4.10) ||<7I||I=o(JI), \т1=о№), Г« | = о ( И .) 

операторы, определяющие задачу (4.6), являются сжимающими в области 

(4.11) Ы„ UÛ ô ), 
а поэтому в данной области задача (4.6) имеет, и притом единственное, 
решение, удовлетворяющее оценкам 

(4.12) Цш,!!,, lî H^Cdl̂ lli+ll̂ ll̂ +lwl). 
(Через Ц-Ц! в формулах (4.10) — (4.12) и ниже обозначена норма в прост­
ранстве С [О, U], а через ||-||2 — норма в пространстве C[t0, 1 ] 0 ) 

Рассмотрим задачу (4.4). Проинтегрируем уравнение (4.4а) от t0 до 
t, а (4.46) — как линейное относительно £ 2 с начальными условиями 
(4.4в). Затем каждое из полученных интегральных соотношений подста­
вим вместо £ 2, со2 соответственно в подынтегральную функцию второго 
соотношения. Получим 

t 

(413а) со 2 (0 = | К1 (t, s) со2 (s)ds+T3[ *] + £ Р 8 [ *] > 
ч 
t 

(4136) Ut)= lK4t1s)Us)ds+TAt]+mP,W, t0<t<l, 
to 

где 
t 

<4.14a) 7",[/] = 7, ( c o ^ . w , , £.,'•) = — $ { GAs)+Tx{U]L{s) + 

i f ад гадо , . _ . . i , \ , 

(4.146) J 4 [ t j = r 4 ( o > 2 , © „ S i , + — J { — 
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+©2(s)Ъ(s) + - Z ~ } ' f Gt(s4)ds\ds; 

it > 
(4.15a) P 3 [ f ] = P 3 ( U U 0 = - ~ + — Jl<*)&+ 

*0 Ц 

If f . L <*> S 1 

'4 

+ — J j T T ^ r ^ W ^ W l ^ ^ 

(4.156) . P 4 [ i ] = P 4 ( U S l ^ ) = P 2 ( S l ; g z , W ± } ^ i i r z 4 s ) + 

+ — £»(*)]<**• *„^i*£l. 
to 

В этих формулах введено обозначение 

(4.16) L ( » - = e x p [ — j Г * ^ ' 1 -

I з <«-*,)/й 
= [i+o(l)]exp[̂ AJf 7 ( в 1 ) л 4 Л + J &iKo)do]. 

Для оценки правой части данной формулы использованы главные- члены-
разложения Yn+i по степеням \х. 

С учетом оценки (4 .16) и того, что, в силу (3.16), (?IJ/(T)<0, для опе­
раторов Г3,4, Рз,4 получим оценки 

(4.17а) |]Г,(0, 0, to,, С„ 0!HC(||^||2/jx+|ra[^] 
$4.176) ||Г,(<о/, £/ , (0), 0 ( с . ) / ' , со,, £„ *) | | 2 <. 

1|в>/£,'-«Л',11.; ' 
(4.18а) 11^(0,^,011^, 
(4.186) li, t)-Pi{t,2", l h t)\\^C\\lz-U"h, i=3 , 4. 

Ядра А'1 (Л s) , A'2(f, s) в интегральной задаче (4.13) имеют вид 

IA b(s) s 

K4t,$): Lit) f Z n ( s , ) 

2

 J Г (с \ 1 |i2 I L(Si) 
Построим резольвенты для этих, ядер: 

(4.19а) ^(М) = £ ^ ( М ) , 

(4.196) А / + 1 (£, s) = j А / (t, s') K< (s', s) ds'>0, / = 1 , 2 . 
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•Легко увидеть, что 

1 Z"{s) С 
-J b ( s 4 ) ,(420а) 0 ^ ( * , * ) = — - r r f - J i ( S i ) X 

(4.206) 0^KZ' (t, s) = — — - — f X 
|I2

 S Lis,) 

X [4- j L(s.) ds3 dJ ds.^aK* (t, s), 
V , L(s2) sz

 J 

где 

i t 
(4.21) oi = 4 J j L ( 5 l ) <fe<(p0 [ l + o (1) ] . 

Оценку (4.21) можно пожучить, если подставить вместо Zn{s)1 L(s) жх 
асимптотику и использовать свойства главных членов асимптотики, полу­
ченные в § 1, 3.• 

Так как ф 0 < 1 , то из (4.19) —(4.21) следуют оценки для повторных 
ядер и резольвент: 

( 422 ) • 0<Я/ (* , 8)^~1К1(с, s), 0<Д''(*, s)<I£(t, s ) / ( l - a ) , 

" 0 < s < * < * 0 , i = l , 2, / = 1 , 2 , . . . c 

а задача (4.13) с помощью функций Rl(t, s) может быть записана в виде 

0 . 2 3 ) оШ=Т?и]+аРз[£], Ut)=Tdt]+®Pdt}, U<t<l, 
.где-операторы. 

to 
t 

Pdi]=PAiJ+iJRi^(ts)Pi{slds1 tD<t<i, i = 3 ? 4 , 
to 

обладают теми же свойствами (4.17), (4.18), что и операторы Th Pie Отсю­
да следует, что операторы, определяющие задачу (4.23), являются сжи­
мающими в области 

( 4 . 2 4 ) [jco 2!| 2 , | 1 У . = о ( ц ) , 

«если 

( 4 . 2 5 ) | | ^ | | 2 = 0 ( ^ ) , 1Щ1-о{^Ь 

а также если выполнены условия (4.10), которые обеспечивают выполне­
ние условия Tz[t0]=o(jut). Таким образом, если выполнены условия (4.10; : 

(4.25), то задача (4.23) (а вместе с ней и (4.4)) имеет, и притом единст­
венное, решение в области (4.24), которое удовлетворяет оценкам 

( 4 2 6 ) [ j co 2 | j 2 , ! ! U | 2 ^ ( - М ^ + + + ! ^ +1« Г). 
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Итак, показано, что для любых достаточно малых Gu Gz, т задачи: 
( 4 8 ) , ( 44 ) имеют единственное решение (йз (£), в некоторой окрест­

ности точки (О, 0 ) . Условие (4,5) дает при этом уравнение для со. Подста­
вив в него вместо со 2{1) соответствующее выражение по формуле (4,23) ^ 
получим 

(427) w = { c o 1 - ( i - i / ^ ) c o 0 + f 3 ( l ) } / ^ 

где величина Q зависит от g2, £ 4, однако с учетом ( 4 1 5 ) , (4Л) может быть ' 
представлена в виде 

i 
(4.28) <?=P S (0 ,0 ,1) + j Л 1 (1, s)Pt (0,0, s )ds+ — + о (1) , 

если | | ^ | | 2 = о ( 1 ) . В (4.28) учтено, что 

Подставив в (4.28) явный вид (4.15а) оператора ?3 и учтя, что, з силу 
(3.166), (49), (422), ( 4 1 6 ) , будет Z » ( s ) , Р 2 (0 , * ) , Rl(l, s), ВД>0. по­
дучим 

(429) . <2>1-$&{1,8) (—)ds, 

причем для интеграла, стоящего в (4.29), можно получить оценку о (1) 
тем же способом, что и (4.21) 0 

Для решения уравнения (4,27) организуем итерационный процесс: 
(430) ^ + ^ { 0 3 ^ ( 1 - 1 / ^ ) о з 0 + ? з к [ 1 ] } / ^ 

где 2У и Qk — величины Тъ и (?, взятые на решениях задач (4,3). (4.4) ugix. 

со=(о\ При выполнении условий (4,10) , (4.25) имеем 

(4.31) !7?[ 1 ] - Г * - 1 [ 1 ] | <С([|со, V-соГ ?Г Ц!+ 
+ Цш2V-соГ1 У =0(| |). 

При получении оценки (4,31) использованы соотношения (4,7) , (4,14) 5. 
(4.12) 5 (4о24)0 Для правой части уравнения (4.27) при ш==С с учетом 
(4,23), (4.26), (4,29) вытекает оценка 

(4.32) ©М1-1/*о)<о°+Г8[1] (1 |i2 

Q 

+11̂ 1̂ +5̂ )-со. 
Из (4.29), (4.31), (4.32) следует, что в области (410), . (42-5) итера­

ционный процесс (4.30) является сходящимся, а уравнение (4.27) имеет, -
и притом единственное, решение, удовлетворяющее неравенству | ® | < C Q . 
Это означает, что при выполнении условий 

(4.33) l № = 0 ( | i ) , | | ^ | | 2 = о ( | г 2 ) , | | с 7 2 ] 1 = о ( ^ ) , Ц£ 2 | | 2 =о(ц 3 ) 
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.задача (4.3) — (4.5) имеет в области (4.11), (4.24) единственное решение, 
удовлетворяющее неравенствам | |©i | | i , [ j g i H i ^ C ' ( Ц ^ ± | j ± - Ь Ц ^ 2 [ I ± / | х ) ^ [|со2[|2, \\Ы\^ 
<CQ. 

Из (4,2) следует, что условия (4.33) начинают выполняться при п>3. 
Таким образом, доказана 

Т е о р е м а . Пусть выполнены условия (3) , а функция у(t) имеет до­
статочное количество производных для построения нужного числа членов 
асимптотики. Тогда существует и . 0 >0 такое, что для всех (0, щ) зада­
ча (5) имеет решение, единственное в некоторой окрестности (Zn, Yn+i) 
и удовлетворяющее соотношениям 

2 ( 0 - г Ч О - 0 ( ^ г + 1 + ^ Г - ^ - - ^ ) , y(t)~Yn+1(t)=0(iin+2), 

где Zn(t). Yn+i(t) — частичные суммы рядов (7) , алгоритм построения ко­
торых излагается в § 1—3. 

З а м е ч а н и я . 1. В статье рассмотрен случай, когда функция Ф(£), определяе­
мая формулой (4 ) , меняет знак в некоторой внутренней точке (О, 1 ) . Если 
Ф(t) > 0 на всем интервале [0, 1 ] , то регулярное решение (1.2) будет устойчиво 
влево при всех t. Поэтому пограничный слой возникнет только в окрестности точки 
£=0 , причем строить его можно обычным образом (ряд Hz будет начинаться с чле­
на ii~iU-iz1 а ряд Л у - с члена П 0 / / ) . Если Ф ( £ ) < 0 на всем интервале [0, 1 ] , то 
регулярное решение (1.1) будет условно устойчивым при всех t. Поэтому погранслои 
возникнут на обоих концах интервала, причем строить их нужно так же, как это 
сделано в § 2. 

2. Случай, когда a(t) < 0 , сводится к изученному случаю заменой t-+l—t, у-* —у. 
а->—а. 
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