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Введение 

В последние десятилетия отмечается интенсивное развитие 
исследований многозначных отображений. С полным основани­
ем молено говорить о становлении теории многозначных отобра­
жений — области математики, использующей методы классиче­
ского математического анализа, топологии, нелинейного функци­
онального анализа и теории дифференциальных уравнений. Эта 
теория отличается внутренней красотой и имеет не только зна­
чительный самостоятельный интерес, но и многочисленные при­
менения как внутри «чистой» математики, так и в ее приложе­
ниях, в частности, в задачах оптимального управления, матема­
тической экономики и теории игр. 

Важное место в теории многозначных отображений занима­
ет изучение включений с многозначными операторами (опера­
торных включений). Интерес к операторным включениям связан 
не только с тем, что здесь открывается новый и своеобразный 
раздел теории операторных уравнений, но и с тем, что решения 
таких включений естественным образом интерпретируются как 
оптимальные стратегии, равновесные цены, оптимальные реше­
ния, точки покоя динамических систем и т. д. Отметим также, 
что операторные включения возникают также в теории диффе­
ренциальных уравнений и включений, при изучении вариацион­
ных неравенств и в других вопросах современной математики. 
При исследовании операторных включений широко используют­
ся и получают дальнейшее развитие методы топологии и нели­
нейного функционального анализа. 

В настоящем обзоре излагаются основные идеи и методы 
теории многозначных отображений и операторных включений; 
кроме известных ранее результатов, в нем содержатся и новые, 
полученные авторами сравнительно недавно. В связи с тем, 
что в последние годы опубликовано несколько обзоров и книг 
по многозначным отображениям и их приложениям [9, 10, 27, 
46, 48] и др., мы не приводим доказательства известных резуль-
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татов, которые могут быть найдены в этих источниках. Мы не 
стремимся также полностью осветить библиографию по затро­
нутым нами вопросам, так как подробная сводка литературы 
содержится в обзоре i[ 10J. 

Подчеркнем также, что данный обзор не претендует на пол­
ноту, так как подбор материала здесь подчинен темам, примы­
кающим к проблемам нелинейного анализа. 

В первой главе рассматриваются элементы анализа много­
значных отображений. Здесь описываются различные топологии 
в пространстве замкнутых подмножеств, определяются различ­
ные виды непрерывности многозначных отображений, изучают­
ся свойства некоторых операций над многозначными отображе­
ниями. Затем рассматриваются вопросы, связанные с сущест­
вованием непрерывных сечений, е-сечений и аппроксимацией 
многозначных отображений; в частности, строится препятствия 
к существованию е-сечений для одного класса многозначных 
отображений. Далее приводятся некоторые свойства измеримых 
многозначных отображений, определяются многозначный опе­
ратор композиции и интегральный оператор. 

Вторая глава обзора посвящена изучению топологических 
методов в теории разрешимости операторных включений. 

В §§ 1, 2 в конечномерном пространстве изучается вращение 
многозначных векторных полей, вычисляются гомотопические 
группы пространства подмножеств и определяется степень мно­
гозначных отображений, а также изучается топологическая ха­
рактеристика многозначных отображений с произвольными об­
разами. 

В § 3 в бесконечномерном пространстве строится топологи­
ческая степень и изучаются неподвижные точки фундаменталь­
но сужаемых многозначных векторных полей с выпуклыми и 
невыпуклыми образами. 

В § 4 вводится и исследуется локальная степень многознач­
ных векторных полей с фредгольмовой главной частью. 

В § 5 рассматривается топологическая структура множест­
ва решений операторных включений. Доказывается принцип 
связности, обобщающий на случай многозначных отображений 
принцип связности Красносельского — Перова. Затем доказы­
вается принцип ацикличности множества решений. 

В § 6 рассматриваются некоторые приложения многознач­
ных отображений в теории игр, в теории дисперсных динамиче­
ских систем, в задаче о периодических решениях дифференци­
альных включений. 



Глава 1 
АНАЛИЗ МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ 

§ 1. Пространство замкнутых подмножеств 

Пусть X — топологическое пространство; P(X) обозначает 
совокупность всех непустых подмножеств X; С(Х) (К(Х)) — 
совокупность всех его непустых замкнутых (соответственно, 
компактных) подмножеств- Если X — подмножество топологи­
ческого векторного пространства, то Pv(X) —совокупность всех 
его непустых выпуклых подмножеств; Cv(X) (Kv(X))—мно­
жество всех непустых выпуклых замкнутых (соответственно,. 
выпуклых компактных) подмножеств X. 

Множество G(X) можно превратить в топологическое про­
странство различными способами. Наиболее распространены 
следующие конструкции-

1.1.1. Полуконечная сверху топология. Пространство xc(X). 
Открытую базу этой топологии образуют множества C(U), 
когда U пробегает совокупность всех открытых подмножеств 
пространства X. Множество С(Х), снабженное этой топологией, 
обозначается %с{Х). Множество .K(X) c топологией, индуциро­
ванной данной, обозначается %к{Х). Аналогично определяются 
пространства xcv(X) и ?<Kv(X){cdot} 

1.1.2. Полуконечная снизу топология. Пространство Хс (X). 
Открытую предбазу этой топологии образуют множества 
C(X)\C{X\U), когда U пробегает совокупность всех откры­
тых подмножеств пространства X. Это слабейшая топология, в 
которой множества С(Р), где F — замкнуто в X, замкнуты. 
Множество G(X), снабженное этой топологией, обозначается 
ХС(Х). Аналргично определяются пространства ХК{Х), %cv{X),. 
k v (X) • 

1.1.3. Экспоненциальная топология. Пространство Ехрс(Х). 
Открытую предбазу этой топологии образует семейство всех 
подмножеств C(U) и всех подмножеств C(X)\C(X\U), где U 
открыто в X- Множество С(Х), снабженное этой топологией, 
обозначается Exp<~(X). Аналогично определяются пространства 
ExpK(X), Expcv(X), ExpicY(X). 

1.1.4. Метрика Хаусдорфа. Пространство МСЬ(Х). Пусть 
(X, р)—метрическое пространство; Cb(X) обозначает совокуп­
ность всех непустых замкнутых ограниченных подмножеств X. 
Для Ai, A2eCb(X), пусть 

n ^ b A 2 ) - i n f { e | 6 > 0 , Ai{subset}[/B(A2), A2c=Ue(Ai)}, 
где t/e(Ai) —Б-окрестность множества Ai; 1 = 1, 2. 

Функция h удовлетворяет всем аксиомам метрики на Cb(X),. 
она называется метрикой Хаусдорфа; метрическое пространст­
во (Cb(X),h) обозначается Mcb(X). 
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В случае, когда X — компактное метрическое пространство, 
топология, порожденная метрикой Хаусдорфа на Cb(X), экви­
валентна экспоненциальной топологии на этом множестве. 

§ 2. Непрерывность многозначных отображений. 
Некоторые операции над многозначными отображениями 

Многозначное отображение F множества X в множество Y— 
это соответствие, сопоставляющее каждой точке х£Х непустое 
подмножество F(x)cY, называемое образом точки х, т. е. это 
•однозначное отображение F : X-кР(Y). Далее всякое отображе­
ние F : X-+P(Y) называется м-отображением. 

Пусть X, Y — топологические пространства. 
1.2.1. О п р е д е л е н и е . М-отображение F:X-+-P(Y) назы­

вается п о л у н е п р е р ы в н ы м с в е р х у в точке x6X, если 
для любой открытой окрестности V множества F(x) найдется 
открытая окрестность U точки х такая, что F(U)cV. 

М-отображение F:X-+P(Y) полунепрерывно сверху, если 
оно полунепрерывно сверху в каждой точке x6X. 

Введем следующие обозначения: 

F-4D) = {xeX\F(x)cD}, 
FZ

1(D)^{xeX\F(x)f}D^0}. 
1.2.2. Т е о р е м а . Следующие условия эквивалентны: 
(а) м-отображение F полунепрерывно сверху; 
(б) для любого открытого VczY множество F~l(V) открыто в X; 
(в) для любого замкнутого WcY множество Fz^iW) замкну­

то в X; 
(г) для любого DaY выполнено E-- (25)3E"1 (£>'). 
1.2.3. Т е о р е м а . М-отображение F:X-*-C(Y) полунепре­

рывно сверху тогда и только тогда, когда оно непрерывно как 
отображение в %с(У). 

1.2.4. О п р е д е л е н и е . М-отображение F:X-+P(Y) назы­
вается по л у н е п р е р ы в н ы м с н и з у в точке xGX, если 
для любого открытого Very такого, что F(x)f]Уф0, найдется 
открытая окрестность U точки х такая, что F(x')f\V=£0 для 
любого х'еи. М-отображение F:X-*-P(Y) называется полуне­
прерывным снизу, если оно полунепрерывно снизу в каждой 
точке х£Х. 

1.2.5. Т е о р е м а . Следующие условия эквивалентны: 
(а) М-отображение F полунепрерывно снизу; 

(б) для любого открытого VczY множество Fzl(V) открыто в X; 
(в) для любого замкнутого WcY множество F~}(W) замкну­

то в X; 
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(г) для любого DcY* выполнено F-1(D)cF-1(D)', 
(д) для любого Л с Х выполнено F (A)cF(A) . 
1.2.6. Т е о р е м а . М-отображение F :X-*-C(Y) полунепрерыв­

но снизу тогда и только тогда, когда оно непрерывно как от­
ображение в Ac (Г). 

1.2.7. О п р е д е л е н и е . Если м-отображение F : X—*-P(Y) 
полунепрерывно и сверху и снизу, то оно называется н е п р е ­
р ы в н ы м . 

1.2.8. Т е о р е м а . М-отображение F : X—>~C(Y) непрерывно 
тогда и только тогда, когда оно непрерывно как отображение 
в Ехрс(Г). 

1.2.9. О п р е д е л е н и е . М-отображение F : X{to}C(Y) назы­
вается з а м к н у т ы м , если его г р а ф и к 

Г^={(х, y)&Xxr\y£F(x)} 

— замкнутое множество в XX У-
1.2.10. Т е о р е м а . Следующие условия эквивалентны: 
а) м-отображение F замкнуто; 
б) для любой пары х£Х, y£Y такой, что y&F{x), существуют 

окрестности U(x) точки х и V(y) точки у такие, что F(U{x)){] 
[\V{y) = 0; 

в) для любых направленностей {xa}{subset}X, {ya}czY таких, 
что ха-^х, ya^F(xa), Уаг+у, выполнено y£F(x). (В случае 
метрических пространств достаточно рассматривать обычные 
последовательности.)' 

Между замкнутыми и полунепрерывными сверху м-отобра-
жениями существует тесная связь. 

1.2.11. Т еор ем а. Если м-отображение F:X-+C(Y) полу­
непрерывно сверху и пространство Y регулярно, то F — замк­
нуто. Если м-отображение F имеет компактные образы: F : X{to} 
{to}/((Y), то в данном утверждении условие регулярности У мо­
жет быть ослаблено, достаточно требовать его хаусдорфовость. 

1.2.12. Т е о р е м а . Если F : Х-+К (Г) —• замкнутое локально 
компактное м-отображение, то оно полунепрерывно сверху. 

Отметим следующие свойства замкнутых и полунепрерыв­
ных сверху м-отображений. 

1.2.13. Т е о р е м а . Если м-отображение F :X{to}C(y) замкну­
то HAG#(X),TOE(A)eC(7). 

1.2.14. Т е о р е м а . Если м-отображение f : X{to}/( (У) полуне­
прерывно сверху и А&К(Х), то F(A)&K(Y). 

В случае, когда У — метрическое пространство, можно при­
вести следующие простые критерии различных типов непре­
рывности м-отображений. 

1.2.15. Т е о р е м а . Для полунепрерывности сверху (снизу) 
м-отображения F : X-+K(Y) в точке x6X необходимо и доста­
точно, чтобы для любого е > 0 нашлась такая окрестность U(x) 
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точки x, что F(x')czUs(F(x)) (соответственно, F(x)c:Ue(F(x')) 
для всех x'BU(x). 

1.2.16. Определение. М-отображение F:X-+CB(Y) 
называется непрерывным в м е т р и к е Х а у с д о р ф а , ес­
ли F непрерывно как отображение в метрическое пространство 
(СЬ(У),/г). 

1.2.17. Теорема. М-отображеиие F :X-*-K(Y) непрерывно 
тогда и только тогда, когда оно непрерывно в метрике Хаус­
дорфа. 

Далее описываются некоторые операции над многозначными 
отображениями и связанные с ними свойства непрерывности. 

Пусть X, Y—топологические пространства; {Eybg-/. FfX-*-
{to}P (Г) —некоторое семейство м-отображений. 

1.2.18. Теорема, а) Пусть м-отображеиия E- полунепрерыв­
ны сверху. Если множество индексов J конечно, то объедине­
ние м-отображений 1J F,:X->P (У), 

/g/ 
(UE,-)(-*)= UFj(x), 

полунепрерывно сверху. 
б) Пусть м-отображения F} полунепрерывны снизу. Тогда 

объединение [J E,- полунепрерывно снизу. 
в) Пусть м-отображения Ff.X->C(Y) замкнуты. Если множе­

ство индексов J конечно, то объединение IJ Ff.X-^C (К) замкнуто. 
1.2.19. Теорема, а) Пусть м-отображения Ff.X->C{Y) 

полунепрерывны сверху. Если множество индексов J конечно, 
пространство Y нормально, и C\Fj(x)=£0 Vx£X, то пересе-

чение м-отображений f\F,->••+С QF), 

( n E ; ) ( x ) - nEy(x)> 

полунепрерывно сверху. 
б) Пусть м-отображения Fj:X->C (Y) замкнуты и Л Fj(x) =j= 0 , 

/g./ 
VjcgX. Тогда пересечение П F'Г.Х-+С (У) замкнуто. 

в) Пусть м-отображение E0:X-s-C(.K) замкнуто, м-отображе­
ние E-: X-+К (Г) полунепрерывно сверху и F0 (-*-) П Fi (-x) ф 0 
Vx£X. Тогда пересечение FuC\Fl;X^-K (У) полунепрерывно 
сверху. 

1.2.20. Пример. Пусть м-отображения Ei, F2:[ — я, jt]{to}R2 
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определены следующими соотношениями: 
/7i(i)={.x:==(xi, jc2)|x^+.x|<:1, x2>0}> 

F 2 (0 — {x = (xi, x2)\xi = Xcost, x2 = 'kslrit, — KKl}. 
Хотя оба эти м-отображения непрерывны и Ei(t)DEatO~—0 для 
любого №[—я, я1, однако м-отображение FiflF2 не является по­
лунепрерывным снизу. 

Этот пример показывает, что пересечение полунепрерывных 
снизу м-отображений не обязано быть полунепрерывным снизу. 

Пусть X, У, Z — топологические пространства. 
1.2.21. Т е о р е м а , а) Если м-отображения F o : X{to}-°(У), 

F{ : Y-*-P (Z) полунепрерывны сверху (снизу), то их к о м п о ­
з и ц и я 

(Ft °F0)(x)=Fl(F0(x)) 
полунепрерывна сверху (соответственно снизу). 

б) Если м-отображение FQ:X->-K(Y) полунепрерывно свер­
ху, а м-отображение F\ : Y^-C(Z) замкнуто, то их композиция 
F\ о F0 : X-*-C(Z) замкнута. 

Пусть X — топологическое пространство, У — топологическое 
векторное пространство. 

1.2.22. Т е о р е м а , а) Если м-отображения F0, Fi : X-^-P(Y) 
полунепрерывны снизу, то их с у м м а F0+Fi : X^-P(Y), 

(F0 + Fl)(x)=F0{x)+F1(x) 
полунепрерывна снизу. 

б) Если м-отображения F0, F\ : X^>~K(Y) полунепрерывны 
сверху, то их сумма Fo+Fi : X-+K(Y) полунепрерывна сверху. 

1.2.23. Т е о р е м а , а) Если м-отображение F:X^-P(Y) по­
лунепрерывно снизу, а функция f: X{to}R непрерывна, то произ­
ведение f-F: X{to}P(У), 

(f-F)(x)=f(x)-F(x) 
полунепрерывно снизу. 

б) Если м-отображение F:X^K(Y) полунепрерывно свер­
ху, а функция f: X{to}R непрерывна, то произведение /.F:X{to} 
->K{Y) полунепрерывно сверху. 

Пусть У — полное локально выпуклое пространство (лвп). 
1.2.24. Т е о р е м а . Если м-отображение F:X^K(Y) полу­

непрерывно сверху (снизу), то в ы п у к л о е з а м ы к а н и е 
EF:X{to}Kv(Y), 

(coE)(x)==co(F(x)) 

полунепрерывно сверху (снизу). 
В заключение приведем утверждение, называемое т е о р е ­

мой м а к с и м у м а или принципом непрерывности опти­
мальных решений, играющее важную роль в приложениях 
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многозначных отображений в теории игр и математической эко­
номике. 

1.2.25. Т е о р е м а . Пусть X, Y—топологические простран­
ства, Ф : X-+K(Y) — непрерывное м-отображение, / : XX Y{to} 
{to}R — непрерывная функция. Тогда функция <р: X{to}R, 

ф (x) == max / (x, у) 

непрерывна, а м-отображение F : X{to}iC(y), 
F(x)^{y\yeO(x), f(x, y)=y(x)} 

полунепрерывно сверху. 

§ 3. Непрерывные сечения и однозначные аппроксимации 
м-отображений 

Пусть X, У — топологические пространства, F:X-*-P(Y) — 
м-отображение. 

1.3.1. О п р е д е л е н и е . Непрерывное однозначное отобра­
жение f: X->y называется н е п р е р ы в н ы м с е ч е н и е м 
м-отображения F, если 

f(x)eF(x) 
для всех xGX. 

Существование непрерывных сечений тесно связано с полу-
непрерывностью снизу многозначного отображения. Этот факт 
характеризует следующее утверждение. 

1.3.2. Т е о р е м а . Пусть F :X-*-P(Y)—м-отображение. Ес­
ли для любых точек xQX И ydF(x) существует непрерывное се­
чение f: X-*~Y м-отображения F такое, что f(x)=y, то F — по­
лунепрерывное снизу м-отображение. 

Одним из основных и нашедших многочисленные приложе­
ния результатов теории непрерывных сечений является теоре­
ма Майкла. 

1.3.3. Т е о р е м а . Следующие свойства Тх-пространства X 
эквивалентны: 

а) X — паракомпактно; 
б) если У — банахово пространство, то каждое полунепре­

рывное снизу м-отображение F:X-+Cv(Y) имеет непрерывное 
сечение. 
Доказательство теоремы ГЗ.З опирается на следующее утверж­
дение. 

1.3.4. Л е м м а . Пусть X —- паракомпактно, У — нормирован­
ное пространство, F : X{to}Cv {У)—полунепрерывное снизу 
м-отображение, тогда для любого в>0 существует непрерыв­
ное однозначное отображение fB: X{to}y такое, что /-(x)6 
&Uc(F(x)) для любого хЬХ. 

Это отображение ft естественно называть е - с е ч е н и е м 
м-отображения F, 
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Существуют многочисленные примеры, показывающие, что 
условия полноты пространства У, замкнутости и выпуклости 
образов м-отображения F, условие полунепрерывности снизу 
этого отображения являются существенными для существова­
ния непрерывного сечения. Однако очевидно существование 
м-отображений, не полунепрерывных снизу, но имеющих непре­
рывное сечение. Рассмотрим задачу существования непрерывно­
го сечения в терминах локальной структуры м-отображений 
(см. [22]). 

Пусть X — метрическое пространство, У — выпуклое ком­
пактное подмножество банахова пространства E, F: Х-*-
->-Ку(У)—некоторое м-отображение. Обозначим F"(x) = 
= Ue(F{x))[}Y. Для каждой точки х0&Х определим множество 
L(F)(xQ) по правилу: 

L(F) (*o)=n (U ( П F*{x)\). 

1.3.5. Т е о р е м а . Для того чтобы м-отображение F : X{to} 
{to}Kv(y) имело е-сечение для любого е>0, необходимо и доста­
точно, чтобы L(F) (хо) Ф0 для любого XQGX. 

Заметим, что непустота множеств L(F)(x) для любого хбХ 
не гарантирует еще наличия непрерывного сечения м-отобра-
жения F. 

Рассмотрим итерации L: 
La(F)=F, Ln(F)=L{Ln-l{F)), n^l. 

Продолжим этот процесс для каждого трансфинитного числа 
1-го типа, а для трансфинитного числа 2-ГО типа положим 

L a (E) (x)=nL p (F)( .x) . 

Будем говорить, что последовательность {La(F)} стабили­
зируется на шаге а0, если 

La°{F){x) = La'+1(F)(x) 
для любого xQX. 

1.3.6. Т е о р е м а . Для того чтобы м-отображение E:X{to} 
->Kv(Y) имело непрерывное , сечение, необходимо и достаточно, 
чтобы последовательность {!" (E)} стабилизировалась на некотором 
трансфинитном шаге a0nLa° (F) (х)Ф 0 для любого х&Х. 

Если рассматривать м-отображения с невыпуклыми образа­
ми, то задача о существовании непрерывного сечения становит­
ся намного трудней. Можно привести пример непрерывного 
м-отображения со стягиваемыми образами и не имеющего не­
прерывного сечения: 

1.3.7. П р и м е р . Пусть м-отображение F : [—1, 1]{to}/C(R-) 
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1 
•--•- X , .л: 

определено по следующему правилу: 
(Гп т, если хфО, 

E(x) = \-2х>х\ 
ШУ)\-\<У<\), если А- = 0, 

где Гг] т —график функции |/ — sln— на промежутке 
1тх,х1 х 

ЭТО отображение обладает е-сечеиием для любого е > 0, но 
не имеет непрерывного сечения. 

Построим препятствие к e-селектируемости одного класса 
м-отображений. 

Пусть X — компактное метрическое пространство, Y — мет­
рическое пространство. 

1.3.8. Л е м м а . Пусть F:X~*P(Y)—полунепрерывное сни­
зу м-отображение с непустыми компактными образами. Тогда 
для любых чисел е>0, |3>0 найдется такое положительное чис­
ло а=а,(в, (3), что в р-окрестности произвольного множества Т, 
диаметр которого меньше а, найдется точка х0> такая что 
E(xo) c=Ee (x) — Ue(F(x)) для любого хВТ. 

Назовем точку хфХ, удовлетворяющую условиям лем­
мы 1.3.8, спутником множества Т. 

Пусть X — конечный полиэдр размерности п, Y — компакт­
ное метрическое пространство, F:X-*-K(Y)—м-отображение с 
непустыми компактными образами. 

1.3.9. О п р е д е л е н и е . М-отображение F:X~>-K(Y) назовем 
• с т у п е н ч а т о й е - а п п р о к с и м а ц и е й м-отображения F, 
если существует такая триангуляция Ж полиэдра X, что выпол­
нены следующие условия: 

а) F(x)cFe(x) для любого хвХ; 
б) на любом симплексе о1 триангуляции X м-отображение F 

•является ПОСТОЯННЫМ, т. е. Р(х) = At для любого х£а1; 
в) если a'cdaJ, то F (x)czF (у) ДЛЯ х£в', г/б07'. 
1.3.10. Т е о р е м а . Пусть F:X^K (Y) — полунепрерывное 

снизу м-отображение с непустыми компактными образами. Тогда 
для любого s > 0 y м-отображения F существует ступенчатая 
.е-аппроксимация F. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим последовательности чисел 
{ei}'/ii. {Рг}"=1 и число do, удовлетворяющие следующим соот­
ношениям: 

0 < е . < & 2 < . . . <е„<в л + 1<8 , 

0 < p/+1 < ~ ft, 4|3£+1 + 2d0 < a (ei+1 - е,; ft), 

где i = L 2, . . . , п. Заметим, что такие последовательности всегда 
могут быть построены для любого числа е > 0 следующим обра­
зом: последовательность {eJ^+J задается произвольно, а построение 
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Ш/U и do осуществляется, начиная с Pi и поднимаясь вверх 
по неравенствам. 

Триангулируем полиэдр столь мелко, чтобы диаметр каждо­
го симплекса стал меньше min(d0; «(«n+i—en; #п)) . Эта триан­
гуляция избудет ИСКОМОЙ триангуляцией Ж. Построение м-отоб-
ражения F будем вести последовательно, начиная с симплексов 
м-й размерности. 

Пусть оя—/г-мерный Симплекс триангуляции СК, тогда diam a" < 
<c-(Vi~~en'Рл), следовательно в рл-окрестности оп найдется 
спутник этого симплекса —точках*, такая что F (x*)czFBn+1"e't (х) 
для любого хбо-". Тогда E£*(x*)cEE*+I(x), следовательно мно­
жество A -=EE" (x*)сFe"+1 (x). Положим теперь F(x) = A для 
любого xga". Аналогичные построения проведем со всеми га-мер-
ными симплексами триангуляции £№. 

Рассмотрим (га—1)-мерный симплекс а"-1. Пусть этот симплекс 
есть грань /..-мерных симплексов а ,̂ ст^, . . . , а*. Пусть точки 
x*, x * , . . . , x * являются спутниками соответствующих га-мерных 
симплексов. Обозначим Т"-1 = а"-1 и (lj x*h оценим диаметр этого 
множества: 

dIamr«-i{le}2do + 2p J ,<a(e„-eB .1 > ft,.,.). 
Значит, найдется точка x'*QU&n^ (Л1-1) — спутник этого множест' 
ва, такая что F (x*)c.F " ""' (х) для любого х£Г"-1, т. е. 

F4-1 (x*)<zF*n {х) для любого xeo"-1; 

Fe"-I(x4:)c;EE"(x*) = A£ для любого г = 1, 2, . . . , к. 

Обозначим F ""' (x*) = А и положим F (х) = А для любого х£оп-1. 
Аналогично определим F для остальных (д—1)-мерных симплексов. 

Пусть м-отображение F аналогично построено на симплексах 
размерности га, га—1, . . . , k + 1. 

Рассмотрим теперь А-мерный симплекс ст*. Пусть этот симплекс 
есть грань cr*+-, а*+-, . . . , a*+I —(A+1)-мерных симплексов, точки 
x*, x*, . . . , x'l являются спутниками этих симплексов. Обозначим 

7 ,A-=ffAu(u xij- в ЭТ0М случае 

diamrA<2do + 2 P „ + . . - + 2 P w < — ? o + 3P6 + i<a(s*+ i-su ,p f t) . 

Тогда найдется точка ;е*б£/рй(Т*), являющаяся спутником этого 
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множеств?, такая что F (Jc*)cEE*+1 E*(x) для любого x£Tk, т. е. 

F4 (x*)cF4+l (x) для любого х&"; 

FSk(x*)(^FE
k+1{x^ = Ai для любого i = 1 , 2 , ...,s. 

Обозначим FEA(x*)-= А и положим F (x) = A Для любого лгба*. 
Аналогично определим F для остальных .4-мерных симплексов 
и в остальных размерностях. Построенное м-отображение F 
удовлетворяет всем условиям теоремы. Теорема доказана. 

Аналогичная конструкция для построения ступенчатых е-ап-' 
проксимаций полунепрерывных сверху м-отображений предло­
жена в работе Т31] и нашла дальнейшее развитие в работах 
[11,23]. 

Заметим, что любое сечение м-отображения F является e-ce-
чением м-отображения F. Следовательно, чтобы F было е-селек-
тируемым, достаточно доказать селектируемость ступенчатых 
е-аппроксимаций F. Построим теперь препятствие к существованию 
непрерывных сечений м-отображения F (см. также [18]). 

Пусть на полиэдре X фиксирована некоторая триангуляция CfC,' 
Рассмотрим м-отображение F:X-*P (Y), удовлетворяющее сле­
дующим условиям: 

1) на любом симплексе а1 триангуляции ОС м-отображение F 
постоянно; 

2) если о1ада1П, то F (a')czfi (о 1Н) и отображение вложения 
индуцирует изоморфизм гомотопических групп в размерностях 
У —=0, 1 , . . . , п— 1; 

3) множества F (х) для любого хвХ (п — 1)-просты. 
Тогда справедлива следующая лемма. 
1.3.П. Лемма. Если полиэдр X линейно связен, то для 

любых двух множеств F (а\1) и F (а^') существует изоморфизм ё12г 
ny(-^(-V){to}.rt/(E(<-r2*)), 0<j<n—-\. Если полиэдр односвязен, то 
изоморфизм i12—-канонический, т. е. для любого множества 
E(035) коммутативна следующая диаграмма: 

•*\ л Л* 

Заметим, что в случае если .Tty(EA(a'-))----0 для 0 < / < n — 1 г 
тривиальный изоморфизм г12 является каноническим для любого 
полиэдра X. 
162 



Пусть полиэдр X и м-отображение F такие, что гомоморфизм 
in- •MF(0i1))_>-17.(j? (ст-2)) является каноническим для у —0, 1 , . . , 
. . . , л—Г Пусть непрерывное сечение / м-отображения F опре--
делено на (I — 1)-остове XV~^ полиэдра .^.Построим препятствие 
к продолжению этого сечения на /-остов CWW). 

Пусть а1 — произвольный /-мерный симплекс Рассмотрим ком­
позицию отображений 

S^Xdal^F (a% 
где х—-произвольный гомеоморфизм. Тогда симплексу а1 можно 
сопоставить элемент [/°>:] гомотопической группы я,_- (E*(а1)). 
Зафиксируем некоторое множество F (es°) и обозначим его Y0. 
Тогда, в силу леммы 1.3.11, существует канонический изомор­
физм i: %.- (F (ol))-+ я м (У0). Сопоставим симплексу а1 элемент 
i ([/ои])еям (п). 

Таким образом, построено отображение множества Z-мерных 
симплексов полиэдра Ж в группу jt-_i(Уо)-

Распространяя это отображение на /-мерные цепи, получим 
коцепь с,'еС1{Ж, я,-1(У0)). 

1.3.12. Определение. Коцепь с', называется / -препятст­
вием к продолжению сечения / . 

Препятствие cl
f обладает свойствами, аналогичными свойствам 

классического препятствия. 
1.3.13. Теорема. Препятствие с̂  —коцикл. Если коцикл cl

f 
гомологичен нулю, то найдется отображение g, являющееся сече­
нием м-отображения F на (/ —1)-мерном остове Ж^-^, совпадаю­
щее с / на -W-2), которое может быть продолжено как сечение 
F на #Ч'>. 

1.3.14. Следствие. Если полиэдр X стягиваем по себе в 
точку и м-отображение F удовлетворяет условиям 1, 2 и 3, то у 
м-отображения F существует непрерывное сечение. 

Доказательство . Сечение / строится индуктивно, по 
остовам полиэдра X. 

Рассмотрим нульмерный остов Ж^\ Пусть а- —произвольный 
нульмерный симплекс; тогда в качестве образа /(о°) можно 
выбрать произвольную точку из множества F (о°). 

Предположим, что отображение / является сечением F на 
остове ЛСС--), / > 1 . Рассмотрим препятствие clfiCl (£К, я,..,, (У0)). 
Так как Н1 (X, О)-—0 для любой группы коэффициентов Q, то 
с '~0 . Тогда, в силу теоремы 1.3.13, существует сечение 
g:MV)-+Y. Продолжая этот процесс дальше, получаем сечение 
м-отображения F. 
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1.3.15. С л е д с т в и е . Если F удовлетворяет:условиям 1, 2, 3 
si jty (E (а1)) — 0, у60, л— 1, /60, /г, то сечение м-отображешя F 
•'существует на любом конечном /г-мерном полиэдре X. 
' Доказательство этого следствия аналогично доказательству 
(Следствия 1.3.14. 

1.3.16. О п р е д е л е н и е . Полунепрерывное снизу м-отобра­
жение F : X->K(Y) с компактными образами называется г о -
м о т о п и ч е с к и н е п р е р ы в н ы м , если для любой точки 
xo'-X выполняются следующие условия: 

а) существует ео>0, такое что для любого в, 0{le}e{le}eo, мно­
жество F°(x0) (n—1)-просто и отображение вложения F(x0) — 
;*-- Fs(xo) индуцирует изоморфизм гомотопических групп в раз-
.мерностях 0, 1, . . . , л—1; 

б) для любого е, 0<e{le}8o существует такое б= б(е, х-), что 
как только p(x, л.0)<6, то отображение вложения F(xo) с Рг{х) 
индуцирует изоморфизм гомотопических групп в размерностях 
Ю, 1 п—1. 

Заметим, что если я,(F(.x.o)) -=0, / = 0, 1 п—1, то из 
условия а) вытекает условие б). 

1.3.17. Л е м м а . Пусть F : X-*-K(Y) — гомотопически непре­
рывное м-отображение, тогда м-отображение имеет ступенчатые 
«-аппроксимации F, О<е<ео, удовлетворяющие условиям 1, 2, 3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Построим ступенчатую е-аппроксима-
Лию, пользуясь конструкцией из теоремы 1.3.10. Выполнение 
условий 1 и 3 вытекает из определения гомотопической непре­
рывности, и конструкции построения ступенчатой е-аппроксимации. 
Докажем выполнение условия 2. Пусть 0 < е < s0; рассмотрим 
.положительное число e '<e1. Обозначим V?, (х) = {х'\ х'вХ, 
р(х, х')<8(е', х)}, где fi(e', x) определяется из условия б) гомо­
топической непрерывности, тогда семейство {V6 (X)}XQX образует 
•открытое покрытие пространства X. Пусть г —лебегово число 
.этого покрытия. Наложим на Р1 и d0 следующее дополнительное 
'Ограничение: 4fSi + 2 d 0 < r . Покажем теперь, что если числа 
{ei}'it,l {PJf_i> do удовлетворяют этому дополнительному ограни­
чению, то F удовлетворяет условию 2. 

Пусть о'адо»1, тогда F (x^F^i (xl)c:Fe4-> (x*w)=;F (хцл), 
уде xt, xi+i — произвольные точки из симплексов а-, а ж соот­
ветственно; х*, х*+1 — спутники соответствующих множеств. 
.Оценим расстояние между х* и х*+1: 

р (х*, x^+1) < р (х*. Т1) + diam Tl < 2d0 + 4р, < г. 

«Следовательно, найдется точка х0 такая, что F (x0)—E8' (x*) и 
F (x0)cFe'(x*i+i). 

Рассмотрим теперь следующую диаграмму: 
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FZ(x?) Fc(xt+1) 
• X XC 

* F(s0) ,-
где все отображения порождены соответствующими вложения-t 
ми. Так как отображения ljt /=-2, 3, 4, 5, индуцируют изомор­
физмы гомотопических групп в соответствующих размерностях,,. 
то t'i индуцирует изоморфизм в этих же размерностях. Лемма; 
доказана. 

Из леммы 1.3.17 и следствий 13.14 и 13.15 вытекают следу­
ющие утверждения. 

1.3.18. Т е о р е м а . Если n-мерный полиэдр X стягиваем 
по себе в точку, а м-отображение F : X->K(Y) гомотопическк 
непрерывно, то F является s-селектируемым. 

1.3.19. Т е о р е м а . Если м-отображение F:X-+K (Y) гомо" 
топически непрерывно и it. (F (х)) — 0, /60, п — 1, для любой, 
точки xQX, TO F е-селектируемо на любом конечном .-г-мерита-В 
полиэдре X. 

Легко видеть, что полунепрерывные и замкнутые м-отобра-
жения He допускают, вообще говоря, непрерывных сечений-
Путь к их изучению средствами однозначных отображений от­
крывают о д н о з н а ч н ы е а п п р о к с и м а ц и и . 

Пусть (X, рх), (У, рг)—метрические пространства. Метри­
ку р в произведении пространств XX У определим равенством 

p((x, у), (х', у'))=тах{рх(х, х'); pY(y, у')}. 
1.3.20. О п р е д е л е н и е . Пусть E : X—vC(У)—некоторое 

м-отображение. Многозначное отображение Fe:X{to}C(y), где 
е>0, называется м н о г о з н а ч н о й е г а п п р о к с и м а ц и е й ; 
м-отображения F, если 

р,(Гх(^ е) . M E ) ) - sup p (2! , r x (F) )<e , 

т. е. график r_-r(Fe) принадлежит е-окрестности графика r x ( F ) , 
Если 'Ft — однозначное непрерывное отображение, то гово­

рят, что оно является однозначной ^аппроксимацией м-отобра­
жения F. Вопрос существования однозначных е-аппроксимаций 
является важным для приложений. Это можно проиллюстриро­
вать на следующем примере. 

Пусть (X, рх) — компактное метрическое пространство, 
(У, рг)—метрическое пространство, F : X-*-C(Y)—замкнутое 
м-отображение, г/о—'произвольная точка из У, 

1.3.21. Теорема. ,Если Для любого s>0 существует одно­
значная «-аппроксимация f6: X{to}У м-отображения F такая, что? 
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уравнение fe{x)=y имеет решение, то существует точка xo-X, 
являющаяся решением операторного включения y0£F(x). 

Одним из основных результатов о существовании однознач­
ных е-аппроксимаций является следующее утверждение [70]. 

1.3.22. Т е о р е м а . Пусть X— метрическое пространство, 
У—метрическое лвп. Тогда всякое полунепрерывное сверху 
м-отображение i7:X-->Cv(y) для любого е>0 обладает s-an-
•проксимацией f,: X->Y такой, что 

f.(X)<=coF(X). 

§ 4. Об измеримых многозначных отображениях 

Отметим, не стремясь к максимальной общности, некоторые 
из основных свойств измеримых многозначных отображений. 

Пусть R снабжено мерой Лебега ц, A c R — измеримое под­
множество. 

1.4.1. О п р е д е л е н и е . М-отображение F:b.-+K(Rn) назы­
вается измеримым, если для любого открытого V aR" мно­
жество F+[(V) (или .FZ1 (V)) измеримо. 

Эквивалентное условие: для любого замкнутого WcRn мно­
жество E - 1 (W) (или EZ1 (W)) измеримо. 

Очевидно, ЧТО полунепрерывные сверху (или снизу) м-ото-
•бражения являются измеримыми. 

1.4.2. О п р е д е л е н и е . Однозначное отображение f : A{to}R" 
"называется и з м е р и м ы м с е ч е н и е м м-отображения F : Д—>-
—*K(Rn), если f измеримо и f(t)&F(t) для почти всех tQA. 

Следующее утверждение дает ряд равносильных определе­
нии измеримого многозначного отображения. 

1.4.3. Т е о р е м а . Для м-отображения F : A{to}j~C(R") следую­
щие свойства эквивалентны: 

а) F измеримо; 
б) для любой точки xGRn с рациональными координатами 

функция ф-: A{to}Rn, qp-(<0=P(x> F(t)) измерима (р — метрика в 

в) существует счетное множество {fm}m-,t измеримых сечений 
F таких, что 

F ( 0 = u{fm(t)} 
для почти каждого t6A; 

г) для любого б>0 существует замкнутое множество A-{subset}A 
такое, что (j,(A\Ae){le}6 и -Р|дв непрерывно. 

Применяя эту теорему к операциям над м-отображениями, 
можно показать, что в результате пересечения или объединения 
счетного числа измеримых многозначных отображений полу­
чается измеримое м-отображение (в последнем случае предпо-
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лагается, что при каждом значении аргумента объединение об­
разов содержится в компактном множестве). Операции суммы 
измеримых м-отображений, умножения измеримого м-отобра-
жения на измеримую функцию и выпуклого замыкания измери­
мого отображения (см. § 2) также приводят к измеримым 
м-отображениям. 

1.1-4. О п р е д е л е н и е . И н т е г р а л о м многозначного 
отображения F : A{to}i~C(R") называется множество всех интегра­
лов суммируемых сечений F, т. е. 

j F (t) dt — { j / (t) dt | /6Li (A), / (tW (t), п. в. te^. 

Одно из основных свойств многозначного интеграла описы­
вается следующим утверждением, по существу эквивалентным 
известной теореме А. А. Ляпунова о векторных мерах. 

1.4.5. Теорема. Интеграл ^F(t)dt—выпуклое множество. 
Д 

Если же F:A{to}AT(R") измеримо и 
i|EW||--=suP{|i/|||/eF(0}<^w, 

для почти всех t6A, где 26A {to} R — суммируемая функция, то 

§F(t)dt=*\coF(t)dt 
и является замкнутым множеством. 

1.4.6. О п р е д е л е н и е . Пусть A{subset}R компактно, Е — бана­
хово пространство. М-отображение F : AXF->-j-((Rn) удовлетво­
ряет у с л о в и я м К а р а т е о д о р и , если: 

а) для всех фиксированных х£Е м-отображение F{-, x : A{to} 
{to}Rn измеримо; 

б) для почти всех фиксированных £6Д м-отображение 
F(t, •) : £{to}Rn полунепрерывно сверху. 

М-отображение F удовлетворяет сильным у с л о в и я м 
К а р а т е о д о р и , если для него выполнено условие а) и усло­
вие 

б1) для почти всех фиксированных t&A м-отображение 
F(t, •) : £{to}Rn непрерывно. 

Для м-отображений, удовлетворяющих сильным условиям 
Каратеодори, справедлив следующий аналог свойства Скор-
да — Драгони .[66]: 

1.4.7. Теорема. Пусть м-отображени-- E:AxRm->.-C(Rn) 
удовлетворяет сильным условиям Каратеодори. Тогда для любого 
б>0 существует такой компакт As с А, что ^(Д\Дв)<6 и 
F \ Да xRm —• непрерывно. 

Отметим, что соответствующее свойство для м-отображений, 
удовлетворяющих обычным (не сильным) условиям Каратео­
дори, не имеет места (см. контпример в. [34]). " • . • 
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Следующее утверждение является обобщением важного в 
теории управляемых систем результата, доказанного в его 
первоначальном виде A. Ф. Филипповым и известного как 
« л е м м а А- Ф. Ф и л и п п о в а о н е я в н о й ф у н к ц и и » . 

1.4.8. Т е о р е м а . Пусть м-отображение F : А X Rm-+K (R") 
удовлетворяет сильным условиям Каратеодори, U:A{to}/<(Rm)— 
измеримо. Пусть g : A{to}R™ — измеримое отображение такое, что 
g(t)GF(t U(t)) для почти всех tGA. Тогда существует такое из­
меримое сечение и : A-vRm м-отображения U, что g(t)£F(t, u(t)) 
для почти всех t&A. 

1.4.9. О п р е д е л е н и е . Пусть F : AXE-*-K(Rn) — некоторое 
м-отображение. Оператор PF, сопоставляющий каждому м-ото-
бражению Q: А-+-К(Е) м-отображение <D:A{to}P(R") по пра­
вилу 

<&(t)=F(t,Q(t)), 
называется о п е р а т о р о м к о м п о з и ц и и , порожденным F. 

1.4.10. Т е о р е м а . Если м-отображение F : AXRm{to}K(R") 
удовлетворяет сильным условиям Каратеодори, то F компози­
ционно измеримо, т. е. оператор композиции PF сопоставляет 
измеримым м-отображениям измеримые. 

Отметим, что, хотя м-отображение F, удовлетворяющее 
обычным условиям Каратеодори, не является, вообще говоря, 
композиционно измеримым (см. пример в ([34]), оно облада­
ет следующим свойством. 

1.4.11. Т е о р е м а . Пусть Е — банахово пространство; 
F : AXRm{to}j-\(Rn) удовлетворяет условиям Каратеодори. Тогда 
для каждого измеримого отображения q : A{to}Rra существует из­
меримое м-отображение S :A{to}/((Rn), такое, что 

S(t)<=F(t,q(t)) 
для почти всех t£A. 

Пусть F : АХ R—^(R") удовлетворяет условиям Каратео­
дори и дополнительному условию: существуют суммируемые 
функции ее, р : A{to}R такие, что 

||F.(t,*)||{le}a(0+P(t) 11*11 
для всех (t, x)6AxRm 

1.4.12. О п р е д е л е н и е . О п е р а т о р о м с у п е р п о з и ц и и , 
порожденным м-отображеиием E:A XRm->K(Rn), называется м-
отображение •-*V{cdot}G(AiR

m)-v-D (Li(AiR-~)> сопоставляющее каждому 
отображению -7GG(A R

m) множество всех измеримых сечений м-
отображения PP{q): А-+К{Rn), PP{q)^F (t, q (t)). < 

1.4.13. Т е о р е м а . Пусть м-отображение F имеет выпуклые 
образы, a:Lu& Rn\ ->E — непрерывный линейный оператор в бана­
хово пространство Е- Тогда м-отображение ао0>Р:С^ят^-+Сч {Е) 
замкнуто. . ;• 
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§ 5. Монотонные и аккретивные многозначные 
отображения 

Пусть Е— банахово пространство, Е*— сопряженное про­
странство. Рассмотрим билинейную форму на Е*ХЕ определен­
ную условием: 

<ш, u> = w(u) 
для любых W&E*, W.3E. 

1.5.1. О п р е д е л е н и е . Множество GcrE*XE м о н о т о н н о , . 
если для любых пар {wu щ) и (ш2, и2), принадлежащих G, вы­
полнено <w2—wu щ—«1>>0. Монотонное множество, которое не 
является подмножеством более широкого монотонного множест­
ва, называется м а к с и м а л ь н о м о н о т о н н ы м . 

Пусть YcE, Т :Y-*-P(E*)—м-отображение, обозначим Y— 
=D(T). 

1.5.2. О пр е д е л е н и е М - о т о б р а ж е н и е Т называется 
м о н о т о н н ы м , если его график rT{subset}E*XF является моно­
тонным множеством. Если же Гт является максимально МОНО­
ТОННЫМ множеством, то м-отображение Т на зывается 'макси­
м а л ь н о м о н о т о н н ы м . 

Важным, примером монотонного отображения является д у -
а л ь н о е о т о б р а ж е н и е . 

1.5.3. О п р е д е л е н и е . Отображение / :E ->P(E*) называет­
ся дуальным, если любому вектору х&Е сопоставляется множе­
ство 

J(x)={w$E*\(w, ху = \\х\\\ |М| = Ы } . 
Очевидно, что множество J(x) для любого хбЕ является: 

непустым, выпуклым и замкнутым множеством. Так как 7(х)с= 
сг5* = {«-3£* : ||ы|| = ||х||}, то в случае строгой выпуклости прост­
ранства Е* дуальное отображение однозначно. 

1.5.4. Л е м м а . . Всякое.дуальное отображение / : £ - > £ * мо­
нотонно. 

Другим важным примером многозначного монотонного отоб­
ражения являются _ с у б д и ф ф е р е н ц и а л ы в ы п у к л ы х 
ф у н к ц и й . 

Пусть f:E{to}(—оо, +оо]—выпуклая функция, полунепре­
рывная снизу и не равная тождественно +{infty}. 

1.5.5. О п р е д е л е н и е . Вектор w£E* называется с у б г р а -
д и е н т о м к f в точке щ£Е, если f{u0) конечно и 

f(u)—f(u0)>(w, и—и0} 
для любого и£Е. 

Совокупность всех субградиентов к f в точке и0&Е называется 
субдифференциалом и обозначается df(u0). 

Понятие субдифференциала играет важную роль в задачах 
оптимизации и выпуклом анализе. 
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1.5.6. Лемма . Субдифференциал является монотонным ото­
бражением с выпуклыми замкнутыми образами. 

Справедлива теорема, показывающая, что множество точек 
неоднозначности (т. е. точек и, в которых F(u) состоит больше 
чем из одной точки) для монотонного отображения достаточно 
мало. 

1.5.7. Теорема. Пусть Е — сепарабельное банахово прост­
ранство и оператор Г :D(~){to}Cv(E*) монотонен. Тогда intZ-=0, 
где множество Z состоит из тех точек, в которых оператор Т не 
однозначен. Если intD(r){ne}0, то Z является множеством Fa. 
Если Е конечномерно, то Z имеет лебегову меру 0. 

Близок по своим свойствам к монотонным м-отображениям 
класс аккретивных м-отображений. 

1.5.8. О п р е д е л е н и е . М-отображение Т:Е-*-Р(Е) назы­
вается а к к р е т и в н ы м (или / -монотонным) , если для лю­
бых я, x+hGE и W\£T(x), W2&T(x-\-h) справедливо неравенство: 

(1(h), w2—wl)>0, 
где / — дуальное отображение. 

Если равенство возможно только при h = 0, то Т называется 
строго аккретивным оператором. 

Отметим, что в случае, когда Е — гильбертово пространство, 
аккретивные м-отображения совпадают с монотонными. 

Глава 2 
ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ 

ИНВАРИАНТЫ МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИИ 
; И РАЗРЕШИМОСТЬ ОПЕРАТОРНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ 

§ 1. Гомотопические свойства 
пространства замкнутых подмножеств 

1.1. О гомотопических свойствах множества Kv(E). Пусть 
X—подмножество банахова пространства Е. 

2.1.1. Теорема. Пространства Expxv(X) и X имеют один и 
тот же гомотопический тип. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим отображение 
f:X-»ExpKv(X),f(x)={x}. 

Это отображение является непрерывным. 
Для построения отображения g : ExpKv (X)-*-X рассмотрим 

м-отображение f :ExpKT(X)->-Kv(E), F(A)—A. Очевидно, что 
м-отображение F полунепрерывно снизу. По теореме Майкла о 
сечении, y F существует непрерывное сечение g : ExpKv(X)->E, 
g(A)eA для любого AeKv(X).. 
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Нетрудно проверить, что отображения f и g определяют го­
мотопическую эквивалентность пространств X и ExpKv(X). 

Пусть XQ&X, рассмотрим отображение вложения i: (X, xo)--*-
-—>-(?-Kv(X), {xo}). Это отображение индуцирует гомоморфизм 
гомотопических групп. 

2.1.2. Т е о р е м а . Гомоморфизм й :Пп(X, xo)—>-Яп(ЯКУ(X), 
{Хо}) является изоморфизмом для любого пЗ--0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что и — изоморфизм. Пусть 
[fi]. [f2]£nn(X,х0) и i*[fi] — i.L/г]. Тогда существует гомотопия 

F: (5"XlO, l] , p0X[0, l]){to}(kKv(X), {x0}) такая, что F(x, 0) == 
= {fi{x)}, F(x, 1) ={Ь(^)}. По теореме Майкла существует непре­
рывное сечение g.(.SnXlO, 1], p0x[0, l.])-{to}(X, xo), g(x, Я)б 
6F(x, Я) для любых (х, ?..)6Snx[0, 1Ц. Следовательно, g является 
гомотопией, соединяющей отображения /1 и f2, т. е. [fi] = '[/г]. 

Покажем, что и является эпиморфизмом. Пусть [Ф]6 
•Sir,-, (^KV(X), {xo})> тогда полунепрерывное снизу м-отображение 
®:(Sn, po)—>-(Kv(X), {x0}) имеет непрерывное сечение 
,g\ {Sn, p0)-y(X, Xo). Можно проверить, что 1.[-?1б[Ф]. 

2.1.3. Т е о р е м а . Пусть X — открытое линейно связное под­
множество замкнутого выпуклого множества Т, принадлежаще-
то банахову пространству Е. Тогда для любого п^О гомотопи­
ческие группы пп(Х) и nn(KKv(X)) изоморфны, причем изомор-
•физм индуцируется вложением i:X{to}4Kv(X). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как X линейно связно, то нетрудно 
показать, что «Kv(X) также линейно связное множество. Следо­
вательно, гомотопические группы rcn(XKv(X). {A}) не зависят от 
.выбора точки {A}. Для доказательства мономорфности и эпи-
морфности гомоморфизма t* необходимо воспользоваться суще­
ствованием однозначной «-аппроксимации у полунепрерывного 
сверху многозначного отображения. 

Эта теорема является обобщением теоремы, сформулирован­
ной Ю. Г. Борисовичем i[4] для случая X=R T l \{0}. 

1.2. Гомотопические свойства множества К(Х). 
2.1.4. Т е о р е м а . Если топологическое хаусдорфово прост­

ранство X линейно связано и локально стягиваемо, то простран­
ство Ехрк (X) линейно связно и гомотопические группы 
..nm(ExpK(X)) нулевые для любого т>0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Sm — единичная сфера в Rm+l, 
JF : 5m{to}Expjc(X)—непрерывное м-отображение.^ Рассмотрим 
м-отображение Ф:5 т Х[0 , 11 {to}Expj.-(X), определенное условием 

Ф(*Д) = U F(x'), 

где B2t,(x) — замкнутый шаг в Sm радиуса 2К с центром в точке 
х. Нетрудно показать, что м-отображение Ф непрерывно. Тогда 
-D(x,0)=F(x), a©(x, l)=F(52(x))---F(S-»),T. e.©(x, 1) являет­
ся постоянным отображением. Таким образом, F гомотопно по-
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стоянному отображению. Осталось проверить линейную связ­
ность пространства Expx(X)-

Линейная связность его вытекает из того, что любую точку 
{A}6Expj-(X) можно соединить путем с одноточечным множест­
вом {a}6ExpK(X). При доказательстве этого факта используется 
линейная связность и локальная стягиваемость пространства X. 

2.1.5. Т е о р е м а . Пусть Z —топологическое пространство, 
тогда %к{Х) (ХК(Х)) имеет гомотопический тип точки. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть { ^ — одноточечное пространст­
во, рассмотрим отображения: 

f:{x0}-+K(X),f(x0)=A, 
g : К(Х)^{х0}, g(B)=x0. 

Для доказательства теоремы достаточно показать, что f°g~ 

Докажем это для полуконечной сверху топологии, второй 
случай доказывается аналогично. Определим F :У.К(Х)Х[0, l]-> 
-уу.к(Х) соотношением 

(А, 0 < 1 < 1 / 2 ; 
F(C, Я)= AUG- Х - 1 / 2 ; 

[С, 1 / 2 < А < 1 . 
Легко видеть, что это есть искомая гомотопия. 

§ 2. Топологическая степень, вращение 
и неподвижные точки многозначных отображений 

в конечномерных пространствах 

2.1. Вращение однозначных непрерывных векторных полей. 
Пусть dU — граница ограниченной области UcrRn, f : <?U{to}Rn—• 
непрерывное однозначное отображение. Отображение ф = 
= i—f : dU-*-R.n,гдеi — отображение, вложения, называется в е к ­
т о р н ы м п о л е м , порожденным f (т. е. ф(x) — x—f(x)). Поле 
Ф н е в ы р о ж д е н о на dU, если ф(лг) =-?---О для любого xGdU (или 
хФ1(х) для любого xedU). 

Известно (см., например, [30]), что любому невырожденному 
на dU полю может быть приписана целочисленная характеристи­
ка y(<p,dU), которая называется в р а щ е н и е м в е к т о р н о г о 
по л я ф на dU. 

Эта характеристика ПОЛНОСТЬЮ и однозначно определяется 
тремя следующими свойствами (см. [30]). 

2.2.1. С в о й с т в о 1. Гомотопные на dU поля имеют одинако­
вое вращение. Невырожденные поля ф0, ф. : dU~.>-Rn г о м о т о п ­
ны, если существует непрерывное отображение y.dUxlO, ll{to} 
{to}Rn\0 такое, что ф(-, 0)-=ф0, 1|з(-,. 1) -ф1) . 

2.2.2. С в о й с т в о 2.. Пусть {U-}ygy —семейство открытых 
непересекающихся подмножеств U, поле Ф невырождено в ТУ \ 
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\ / U U/V Тогда вращения y(<P, dUj) отличны от нуля лишь для 
VG-" J 

конечного числа индексов / и y (Ф, dU) = £ (̂Ф> dl/j). 

2.2.3. С в о й с т в о З (нормализация). Если Ф(x) = л: — х0, 
хаШ, то y{%dU) = \. 

Справедливо следующее утверждение. 
2.2A. Т е о р е м а . Пусть /:Z7->R" и y{i — f, dU)=£0, тогда 

отображение / имеет в области U неподвижную точку х0 — f(xQ). 
2.2. Вращение многозначных векторных полей с выпук­

лыми образами. Пусть U—ограниченная область в R", E:U"-> 
{to}Kv(R") — полунепрерывное сверху м-отображение. Точка x0€U 
называется н е п о д в и ж н о й т о ч к о й м - о т о б р а ж е н и я F, 
если x0QF (x0). Соответствующее м н о г о з н а ч н о е в е к т о р н о е 
поле (м. в .-поле) Ф = г — E:U-s-Kv(Rn) называется н е в ы р о ж ­
д е н н ы м на 3U, если м-отображение F не имеет неподвижных 
точек на dU (т.е. ОбФ(х), YxddU). 

Обозначим $(U, dU) множество всех м. в.-полей, невырожден­
ных на dU, 

2.2.5. О п р е д е л е н и е . М.в.-поля Ф0 и Ф16$(£/, dU) назы­
ваются гомотопными, если существует полунепрерывное сверху 
м-отображение Ф:Ё/Х[0, 1]{to}Kv(R") такое, что: 

1) 0(ЕФ (х, Я), У{х, X)QdU_x [0, 1]; 
2) Ф(0, х)-=Ф0(л;), VxGU) 
3) Ф(1, л) = Ф!(д;), УхШ. 

•Отображение Ф называется гомотопией, связывающей м. в.-поля 
Ф0 и Ф.,. 

Очевидно, что понятие гомотопии является отношением 
эквивалентности на множестве <И(Ц, dU). Г о м о т о п и ч е с к и й 
к л а с с поля Ф£$(и, dU) обозначим [Ф]. 

2.2.6. Теор ем а. В каждом гомотопическом классе [Ф] су­
ществует однозначный непрерывный представитель. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В качестве такого представителя 
фб[Ф] можно взять е-аппроксимацию по достаточно малому е>0. 
.(см. теорему 1.З.21). 

2.2.7. О п р е д е л е н и е . В р а щ е н и е м y (Ф, dU) м. в. - п о л я 
Фе$ (U, dU) называется вращение у (Ф, dU) однозначного поля 
Ф6[Ф]. 

Можно доказать корректность этого определения. На враще­
ние м. в.-полей естественно переносятся свойства 1—З вращения 
однозначных векторных полей и теорема 2.2.4. 

Как и в случае однозначных векторных полей, эти свойства 
-единственным образом определяют вращение м. в.-полей: 

2.2.8. Т е о р е м а . Пусть любой ограниченной области C/cR" 
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и любому м. в.-полю Ф6$ (U, <?U) монет быть сопоставлено число» 
т(Ф, dU), у довлетворяющее-"'условиям: 

1) если Ф0, (bxtfg(U,dU) и гомотопны, то 

т(Ф0, 5U)--=T(Q1, dU); 

2) если Фе&Ш, П\ и (/\ причем области U) попарно не пере-
V j=\ J _ 

секаются и лежат в U, то числа t(Uy, dU j) отличны от нуля 
лишь для конечного числа индексов j и т(Ф, dU)—£ т (Ф, dU));. 

J 
3) если Ф (x) =-x — А, где А — фиксированное множество,. 

AeKv(R"), то т(Ф, dU) = \, если AaU. 
Тогда это соответствие т является вращением м. в.-полей. 
Доказательство . Прежде всего заметим, что в случае-

если 9G#(U, dU) является однозначным векторным полем, то 
г(ф, dU) совпадает с вращением \ (Ф, dU). Это вытекает из того, 
что условия 2 и 3 тесремы сбеспечивают выполнение свойств 2. 
и 3 вращения однозначных векторных полей, а справедливость-
свойства 1 вытекает из тсго, что если однозначные непрерывные 
поля Ф0 и фх гомотопны в классе м. в.-полей $(L/, dU), то они. 
гомотопны и в классе однозначных непрерывных векторных полей. 

Пусть Феё(И, dU), тогда y (Ф, <?£/) = у (Ф, dU), где Ф6[Ф]. 
Так как 7(Ф, dU) = - (ф, dU) и т(ф, <?£/)=-т(Ф, dU), поскольку 
поле Ф гомотопно полю Ф, то ^(ф, dU)= т(Ф, dU). 

2.3. Степень многозначных отображений. Пусть Sn—еди­
ничная сфера в R"+I, O:Sn-+Rn+1\0 — полунепрерывное сверху 
м-отображение. 

Рассмотрим отображение вложения /:Sn^4n+1; это отображе­
ние индуцирует изоморфизм гомотопических групп nn(Sn)+t 
£nn(R

n+l\0). Пусть классы [Ф0]6я;„ (S") и [9i]6-t„(R"+I\0) являют­
ся образующими элементами в этих группах, причем [фг] === /.,.([%]), 
т. е. в Sn и R"+1\0 выбраны согласованные ориентации. 

По теореме 2.1.3,̂  гомотопические группы л„(ику(Н"+1\0)) 
и ^n(Rn^\0) изоморфны и изоморфизм индуцируется вложением; 
i:R«+1\0-»;Kv(Rre+1\0). Пусть ]92]e^(>:i<v(R"+1 \0)), [Ф2] =/*([Фг]). 

Так как м-отображение Ф является полунепрерывным сверху, 
то отображение ©:5n{to}xKv(R"+1\0) является непрерывным, следо­
вательно, индуцирует гомоморфизм гомотопических групп Ф±: 
:M-?"HM.-Kv(RB*-\0)). 

2.2.9.. Определение. С т е п е н ь ю м-отображения Ф> 
назовем число k = deg® такое, что Ф^ ([{phi}0])-=k [Ф2]. 

Степень м-отображения обладает следующими свойствами: 
1. Если Ф0, ©1:5"{to}Kv(Rre+1\0) гомотопны (см. определе­

ние 2.2.5), то degф0 = degф1. 
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Это СВОЙСТВО вытекает из того, что гомотопные отображения 
индуцируют один и тот же гомоморфизм гомотопических групп. 

2. Пусть Вг (0) — шар в R*+\ Ф:ВГ (0) -> Kv (R"+3) — полунепре­
рывное сверху м-отображение, невырожденное на Sn=dBr(0); 
тогда deg-£ = 4(cD, S"). 

Доказательство этого факта вытекает из того, что в гомо­
топическом классе [Ф] существует однозначный представи­
тель, для которого это свойство справедливо. 

В случае, если Ф :Sn->-/C(Rn+1\0)—полунепрерывное свер­
ху м-отображение с произвольными компактными образами 
(или даже непрерывное), то устойчивый при гомотетиях топо­
логический инвариант такого м-отображения не может быть 
построен, так как гомотопические группы «n(«K(Rn+1\0)) и 
'Яп(Ехрк(К,1+1\0)) тривиальны. Однако для изучения особых 
точек таких м. в.-полей могут быть применены другие идеи, ос­
нованные на гомологическом препятствии к продолжению не­
прерывных отображений. 

2.4. Топологическая характеристика многозначных ото­
бражений. Пусть Е — векторное пространство, ХсЕ, F:X-> 
->Р (E)-некоторое м-отображение. Рассмотрим Тх (F)— график 
м-отображения F над множеством X, тогда определены непре­
рывные отображения t:Tx (F)-+X, r:Tx(F)->E, являющиеся 
сужениями на Г* (E) естественных проекций ртх'ХхЕ~+Х, 
pr.g:AT XE-*-E. Очевидно, что для любого х£Х имеем равенство. 
F (х) = Ы-г (х), а поле ф = г - F можно представить в виде 
Ф (*) .=.(*--•/•)<>*-•-(я) . 

Пусть U —-ограниченная область в конечномерном евклидовом 
пространстве En+1, dU = L. Рассмотрим м-отображение F:L/{to} 
->P(E), не имеющее неподвижных точек на L. Пусть Г^ (F) и 
TL(F) — графики м-отображения F над U и L соответственно.. 
М. в .-поле <$ — i-~F:U ->Я (ЕпП) не имеет особых точек на L,. 
следовательно, определено отображение пар 

*-r:(r--(E), TL(F))^(E»+\ E"+1\0), 
индуцирующее гомоморфизм (t — r)* групп когомологий 
Александрова—-Чеха этих пространств. 

Рассмотрим композицию 5i = §°(t — r)* гомоморфизмов: 

Нп (я«-.-1\о, Oy-^tm {YL (F), Q)XH»" (Гw (F), TL (F), Q), 
где S —связывающий гомоморфизм точной последовательности-
пары (VJJ(F), VL(F)), a Q — группа коэффициентов. 

2.2.10. Определение. Топ олог ичес_кой х а р а к т е ­
ристикой м. в.-поля Ф — i-—E на области U называется гомо­
морфизм х — 6°(z.—- г)*. Топологическая характеристика м. в.-поля 
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равна нулю (отлична от нуля), если гомоморфизм х нулевой 
(не нулевой). Обозначим «==и(Ф, U). 

ЭТОТ гомоморфизм является гомологическим препятствием 
•к продолжению отображения (t~r):ri(E)--*En+1\0 на все мно­
жество YJJ-(F). Следовательно, справедливо следующее утверж­
дение. 

2.2.11. Теорема. Если и (Ф, U) =-*--0, то FixE-j--0, где 
Fix F — множество неподвижных точек м-отображения F. 

Приведем формулировки некоторых теорем о вычислении 
топологической характеристики. 

2.2.12. Определение. М. в.-поле Ф=-/ —E не направлено 
на L противоположно непрерывному однозначному полю Ф=-г —/ , 
если 

Ф(х)тФ(-О=0 
для любых К О и A'6L-

2.2.13. Теорема. (Аналог теоремы Пуанкаре —Боля). Пусть 
и. в.-поле Ф невырождено и не направлено противоположно 
непрерывному векторному полю Ф = i — / на L. Тогда и (Ф, U) — 

#"(E"+ 1 \0, 0)Лнп(1, 0)Л 
t* 

Лн« (Г.- (F), 0)Лн™ {Ти (F), r z (E), О). 
Из этой теоремы в качестве следствия получается важное 

в теории неподвижных точе̂ к утверждение. 
2.2.14. Теорема. Пусть .5—-замкнутый шар в E"+1, 

S = dB. Если F:B-+P(E"+1) —.м-отображение без неподвижных 
точек на S и F(S)c:B, то для того чтобы У, (i —-E, В) Ф О, 
необходимо и достаточно, чтобы композиция гомоморфизмов Ы*п 

H«(S, 0)ЛН"(Т5 (F), Q)XH»"(TB(F), TS (F), О) 
не была нулевым гомоморфизмом. 

Для топологической характеристики справедлив аналог тео­
ремы о нечетном поле (см. [9]), в котором также фигурирует 
нетривиальность гомоморфизма б-t*. Легко привести примеры, 
показывающие, что нетривиальность гомоморфизма Ы*п является 
•существенным условием для существования неподвижных точек. 

2.2.15. Пример. Пусть В — единичный шар в R2. Определим 
м-отображение F :В^-К(В) следующим образом: 

. • . ( - х /2 | | х | | , хфО, 
Р(х)-\{у\Ы-$ *-о. 
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Нетрудно проверить, что это полунепрерывное сверху м-отобра-
жеиие, не имеющее неподвижных точек в В. Очевидно, что 
H1(rd.3(E))~Z, H1(TF ( F ) ) « Z и отображение вложения 
i:r-3.B(E){to}r---(E) индуцирует изоморфизм групп когомолотий; 
тогда, в силу точности когомологической последовательности 
пары ( r j (E), Тдв (FJ), гомоморфизм б и, следовательно, к 
являются нулевыми гомоморфизмами. 

Пусть X, У — топологические пространства. 
2.2.16. О п р е д е л е н и е . Отображение / : У->-Х называется 

п - в и е т о р и с о в с к и м (относительно группы коэффициентов 
G), если выполнены следующие условия: 

(1) f—собственно и сюръективно; 
(2) rdx (Mh (/)) --Sn—k—2, где rdj.- обозначает относительную 

размерность в X, a Mk(f)c=X — множество точек, в которых 
нарушается k-ацикличность прообразов, т. е. 

м0 (/)={.х | хех, яо (/-I (х), 0)Ф0), 
Mk(f) = {x\x6X, НЦ/~Цх),О)^0, k>l}. 

Если f является 1-виеторисовским отображением, то будем 
его называть просто виеторисовским отображением. 

Следующее утверждение, доказанное Е. Г. Скляренко [44], 
является обобщением известной теоремы Виеториса — Бегла. 

2.2.17. Т е о р е м а . Если f : Y{to}X является n-виеторисовским 
отображением метрических пространств, то гомоморфизм 
f* : Hl(X, G)~>-Hl(Y, G) является изоморфизмом при 1^п. 

Пусть F:X—УК(У)—некоторое м-отображение. Рассмотрим 
множества точек неацикличности образов м-отображения F: 

Mo (E) =- {x | x6X, H° (E (*), G)^G}, 

мк (E)={x | xeX, # * (E (x), о)т̂ о}- k > l. 
2.2.28. О п р е д е л е н и е . Полунепрерывное сверху м - о т о б ­

р а ж е н и е F:X-+K(Y) называется п - а ц и к ли ч ее к и м 
(п>1) если Tdx(Mh(F))>n—k—2 для всех kS-O. 

Если F является 1-ациклическим, то образ F(x) любой точ­
ки xGX ацикличен. Такие м-отображения называются ацикличе­
скими. 

Очевидно, что если F является «-ациклическим м-отображе-
нием, то проекция ^:rx(F)-{to}X является /г-виеторисовским ото­
бражением. 

2.2.19. Т е о р е м а . Пусть Б —замкнутый шар в En+l, S = dB. 
Если F :B-*-K(En+i)—n-ациклическое м-отобраЖение, то го­
моморфизм 6° tn* является ненулевым. 

12—2479 6 177 



Другое достаточное условие нетривиальности гомоморфизма _ 
6o tn* дает следующее утверждение. 

Пусть В— замкнутый шар в En W , S = dB, X —компактное 
метрическое пространство. 

2.2.20. Т е о р е м а . Пусть Р :В-*К(Х) — полунепрерывное • 
сверху м-отображение такое, что для любого е > 0 у F сущест­
вует однозначная е-аппроксимация, Тогда гомоморфизм 8°tn*. 
является ненулевым для любой нетривиальной группы G. 

В заключение этого пункта сформулируем несколько тео-
рем о неподвижных точках. 

Пусть X и У—топологические пространства. 
2.2.21. О п р е д е л е н и е . М-отображение F: X~*-K(Y) назы-' 

вается о б о б щ е н н о / i - а ц и к л и ч е с к и м , если найдется 
такое топологическое пространство Z и непрерывные отображе­
ния t: Z{to}X 'и г :'Z~*-Y, что выполнено: 

а) t есть «-виеторисовское отображение; 
б) г(t~l(x))aF(x) для любого xGX. 

Пара (t,. г) называется с е л е к т и р у ю щ е й д л я м - о т о б-
р а ж е н и я F; это обозначают (t, r) :•=./*. 

Обобщенно 1-ациклическое м-отображение называется про­
сто обобщенно ациклическим.' 

Пусть В — замкнутый шар в Еп+\ S = dB. 
2.2.22. Т е о р е м а . Пусть обобщенно «-ациклическое м-отоб­

ражение F : j9{to}X(En+1) удовлетворяет условию F(S)czB, тогда 
Fix/-{ne}0. . 

2.2.23. С л е д с т в и е (Теорема Какутани). Пусть F:B-^-
->Kv (В) —полунепрерывное сверху м-отображение, тогда 
Fix.F.{ne}0. 

2.2.24. Т е о р е м а . Пусть F:B-*-K(E''l+l)—м-отображение 
такое, что F(S)cB и для любого е > 0 м-отображение 
F допускает однозначную «-аппроксимацию, тогда FixE{ne}0. 

2.2.25. Т е о р е м а . Пусть полунепрерывное сверху обобщен­
но и-ациклическое м-отображение Р : В-+К(Еп+1) удовлетворя­
ет следующему условию: для каждой точки xGS найдется ли­
нейный функционал фк, определенный на Еп+\ строго разделя­
ющий множества x—F(x) и —x—F(—x). Тогда FixE{ne}0. 

2.2.26. С л е д с т в и е . Пусть полунепрерывное сверху М-ОТО-
бражение F: В-+Ку (Еп+1). удовлетворяет условию: (x—F(x))ft 
[\%(—x—F(—x))=0 для любых Я-3--0 и xtS. Тогда ¥\хРф0. 

2.2.27. Т е о р е м а . Пусть F : B-*~K(En+l) — полунепрерывное 
сверху м-отображение, удовлетворяющее следующим условиям: 

а) для каждой точки XQS найдется линейный функционал 
Ф*, определенный на En + I , строго разделяющий множества 
x~F(x) и — х—F(—x); 

б) для любого Б > 0 м-отображение F допускает е-аппрокси-
мацию. 
Тогда ¥1хРф0. 
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§ 3. Топологическая степень гт 

и неподвижные точки многозначных отображений 
в бесконечномерных пространствах 

Теория топологической степени многозначных отображений 
может быть распространена на случай м-отображений в беско­
нечномерных пространствах. Ниже кратко описываются схемы. 
этого перехода для фундаментально сужаемых м-отображений.. 
Этот класс включает в себя, в частности, вполне непрерывные 
(т. е. полунепрерывные сверху и компактные) м-отображения.. 

Пусть Е— хаусдорфово лвп (локально выпуклое простран­
ство). 

2.3.1. О п р е д е л е н и е . Выпуклое замкнутое множество 
TczE называется ф у н д а м е н т а л ь н ы м для . . { - о т о б р а ­
ж е н и я F : Х-*-К(Ё) (или соответствующего ему м. в.-поля <£>=• 
= i—F), если: 

1) E(Xn71--T; ! 
2) из л:0есо (-P(xo) U Т) следует XQ0T. 
Подчеркнем, что определение не исключает случаи Г = 0 или 

Xf]T — 0. Отметим также, что каждое фундаментальное мно­
жество м-отображения F содержит F i x E и пересечение •. любой 
совокупности фундаментальных мнол<еств также фундаментально-
Примерами фундаментальных множеств могут служить все про.-
транство Е или множество c o E ( X ) . 

2.3.2. Определение . Если полунепрерывное сверху м-ото-
бражение F :Х-*~К{Е) имеет такое фундаментальное (возмож­
но, пустое) множество Т, что сужение F' на Х(\Т компактно, .то» 
F и соответствующее ему м. в.-поле Ф = i—F называются ф y н -
д а м е н т а л ь н о с у ж а е м ы м и (на Г). 

Если L — компактное топологическое пространство, то по­
лунепрерывное сверху м-отображение G :ХХЬ-*-К(Е) такое,. 
что каждое м-отображение G(-, X), %&L, фундаментально су­
жаемо на Г и сужение G на (X(]T)xL компактно, называется 
семейством фундаментально сужаемых (на Г) отображений. 

Ясно, что вполне_непрерывное м-отображение фундамен­
тально сужаемо (на cof (X)). Приведем другой пример фунда­
ментально сужаемого м-отображения. . 

Напомним (см., например, [42]), что отображение %:2В~*-АГ 
где А — частично упорядоченное множество, называется м е ­
рой неко мп ак'тности в Е, если 

% ( ^ Q ) = x(Q) 

для любого Q62E. Мера некомпактности % называется моно­
тонной, если из Q0, Qf62-, Q0{subset}.Qi следует •x(flo){le}X(.-..i). Ме­
ра некомпактности называется несингулярной , если 
%({a}[}Q = %{Q) для любых ае£, Й62Е. Мера некомпактности 
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.называется в е щ е с т в е н н о й, если A = [0, +°o) . Вещественная 

.-мера некомпактности называется: 
а) п р а в и л ь н о й , если %(Й)=0 равносильно относитель-

гной компактности Q; 
б) п о л у а д д и т и в н о й , если x(QoUQi)=max{x(Q0)lX(Q1)} 

для любых Qo, QI62-15.. 
Распространенными примерами мер некомпактности в нор- ' 

жированных пространствах, обладающих указанными выше 
«свойствами, являются м е р а н е к о м п а к т н о с т и К у р а -
• т о в с к о г о а(й) -=inf{d:d>0, Й допускает разбиение на 
•конечное число множеств, диаметр которых меньше d) и м е р а 
ш е к о м п а к т н о с т и Х а у с д о р ф а : р(&) -=mf{e:e>0, Q 
-имеет в Е конечную е-сеть}. 

2.3.3. О п р е д е л е н и е . Полунепрерывное сверху м-отобра-
жение F:X-+K{E) или полунепрерывное сверху семейство 
м-отображений G :XxL->-K(E) называются у п л о т н я ю щ и ­
ми относительно меры некомпаткности %, если, соответственно, 

t(F(Q))>%(Q), 
%(0{QXL))>%(Q) 

для любого QdX, не являющегося относительно компактным. \ 
Пусть F:X-+K{E)—уплотняющее относительно монотонной i 

'-дары некомпактности % м-отображение, Т — пересечение всех его j 
•фундаментальных множеств. В силу того, что для любого фунда- ' 
ментального множества Т множество c o E ( X n J ) также фунда- ) 
ментально, T = cbF(X[]f)._ Но тогда % (X П Т)_<% {Т) = ! 
==Х(со/Г(ХпТ))=-хСр(-5!ГПТ)) и. следовательно, Xf]T компакт- • 

т. Но тогда и сужение F на ХГ\Т компактно и, следовательно, ; 
J7 фундаментально сужаемо. 

2.3.4. О п р е д е л е н и е . Фундаментальное множество 7 \ 
^-отображения F :Х-*-К(Е) такое, что Х{]ТФ0 и сужение F \ 
;на Х{]Т компактно, называется с у щ е с т в е н н ы м . Само м-ото- i 
•бражение F и соответствующее ему м. в.-поле ф = 1—Р при этом ;1 
.называются в п о л н е ф у н д а м е н т а л ь н о с у ж а е м ы м и " 
(на Г). 

Нетрудно показать, что если X замкнуто, а м-отображение 
F уплотняет относительно монотонной несингулярной меры не- ; 
.'компактности, то F вполне фундаментально сужаемо. Еще один ! 

пример фундаментально сужаемых м-отображений дают пре- > 
.дельно компактные м-отображения (см. [9]). 

Пусть (X, Хг), X1CX.—пара подмножеств E, причем Х\ \ 
замкнуто. Множества всех фундаментально сужаемых (соответ- ', 
•ственно, вполне фундаментально сужаемых, . ̂ -уплотняющих и \ 
вполне непрерывных) м. в.-полей Ф:Х-*-Кч(Е) таких, что ! 

"0€Ф (Х1), обозначаются соответственно- Ж (X, Хл), ЖВ(Х, ХА, 
ж>х(х,• х\), <${х, хл. . ; 
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При рассмотрении семейств м- в.-полей отмечаются и множе­
ства значений параметров: Л (X, Xi; L) и т- Д« Совокудност.* 
м. в.-полей, фундаментально сужаемых на: существенное фувда*-
ментальное множество Т обозначается -^д-

2.3.5. -О п р е д е л е н и е. М. в.-поля Ф0, Ф&ЛТ
В (X. X0 назы­

ваются гомотопными относительно существенного фундамент 
тального множества Т: 

Фо — Фь 
Г 

если существует семейство ^ ^ ( X . X1! [0> II) такое, ЧТО 
¥ { . , 0)-= Ф0, ¥ ( • , 1) — Ф1. Относительный гомотопический класс 
м. в.-поля Ф^ЖТ

В обозначается [Ф]а. 
М. в.-поля Ф0, ФхеЛ(в(Х, Xi) называются гомотопными,. 

Фо~Ф1. , 

если существуют такие последовательности м. в.-полейв 
Олб-^в(X, Xi), 0 < i < « . (n>2), и существенных фундаменталь­
ных множеств 7,-, 0 < £ < / г — 1, что 

1) Qo-Фо. Q^ — Фъ 
2) Qi-Qt+u -Q<i<n~l. 

Ti 
Соответствующий гомотопический класс м. в.-поля: 

Ф6^в'(^ Xi) обозначается [Ф]в. Ясно, что |Ф]£с[Ф]г для: 
любого существенного фундаментального множестваТ м. в.-поля Ф 

Примерами вполне фундаментально сужаемых гомотопий. 
могут служить гомотопий вполне непрерывных или зс-уплотнд^ 
ющих м. в.-полей (здесь и далее % предполагается правильной: 
полуаддйтивной монотонной и несингулярной). 4i 

Пусть X замкнуто. М. в.-поля Фо, Ф1<-..2> (X, Xi) называются 
гомотопными относительно ^ ! 

Фо — Фь 
х • • 

если существует такое семейство *P.3-.2>x(X, Xi; [0, 1]), что' 
¥ ( . , 0) = ф-, ¥ ( . , 1)-—-Ф1. Соответствующий гомотопический: 
класс м. в.-поля Ф обозначается [Ф]х. 

2.3.6. Теорема. Если Ф£Жв (X, Xi), то для любого его> 
существенного фундаментального множества Т существует м. в.-t 
поле Ф$8(Х, X!) такое, что Фб[Ф]в-. При этом ф может быть 
выбрано даже конечномерным и {/"-близким к ф для любой 
окрестности нуля V. 

Соответствующий аналог справедлив и для %-уплотняющег<> 
М . В . - п О Л я . " ' ' " . - • ' ' 

М. в.-полеФ называется к о м п а к т н о й гомотопической: 
а п п р о к с и м а ц и е й м. В.-ПОЛЯ Ф. 
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•«•-• Укажем теперь условия, при которых между гомотопически-
зли классами вполне фундаментально .-сужаемых; и вполне не-
•прерывных м. в.-полей существует биективное соответствие* . ; 

2.3.7. Определение . М.в.-поле 0-5^B(X, Xi) называется 
•I- (2)-фунда ментально сужаемым, если Ф обладает су­
щественным фундаментальным множеством, содержащим лю-
•ёую наперед заданную точку xo€X (соответственно, пару точек. 
:xo, xi6X). . , . . . 

Множества 1 (2)-фундаментально сужаемых м. в.-полей обо­
значаются Лв (X, X1) (соответственно, Жв (X, X,.)). 
1 Если х ~ монотонная несингулярная мера некомпактности, то 

.g>x(X, Хл)аЛв(Х,Хх). \ " 
Определения гомотопии в множествах Жв (X, X-) и Жв (X, X1) 

гйолучаются из определения 2.3.5, если положить связующие 
м. в.-поля Qi также принадлежащими этим множествам. Соот­
ветствующие гомотопические классы обозначаются [Ф]д и [Ф]д. 
Каждый из этих классов также содержит вполне непрерывный 
представитель. • 

Справедлив следующий принцип. 
2.3.8. Теорема. Отображение [Ф]в-{to}[Ф], где Ф£Ж\(Х, X1), 

«De^X .X.), Фб[Ф]я, [Ф]—гомотопический класс Ф. в <g (X, X1), 
является биективным соответствием между множествами гомотопи­
ческих классов в Жв (X, Xi) и Ч§ (X, X-.). 

Аналогичный принцип биекции может быть сформулирован 
ан для уплотняющих м. в.-полей: 

2.3.9. Теорема. ОтображениТ1ф1х-^[Ф], где Фб.2?х(X. Xi). 
•%—правильная полу аддитивная монотонная и несингулярная мера 
мекомпактности, Ф6$ (X, X1), Фб1Ф]х> является биективным соот­
ветствием кежду множествами гомотопических классов в .®X(X, X1) 
и % (X, X1). 

Определим теперь вращение фундаментально су ж а е-. 
пых м. в.-полей. 
. Пусть -.7 —открытое подмножество E, <£> — i—F^(U,dU). 

2.3.10. Определение. Если Ф$Жв{П,ди), TO 
^(Ф,^)==0. 

< def 

Если Ф£ЖВ (О, dU), то 

def 

1где Ф&${1Г, dU)—произвольная компактная' гомотопическая ап­
проксимация Ф. 

МОЖНО проверить корректность этого определения, а также 
установить, что введенное таким образом вращение обладает 
основными свойствами: топологической инвариантности, адди-
Ш 



тивной зависимости от области и нормализации (см. § 2). Как 
обычно, отличие вращения от нуля влечет существование не­
подвижной точки отображения F внутри U. 

Применение так определенного вращения позволяет полу­
чать ряд принципов неподвижной точки для м-Отображений. 
Приведем следующие теоремы. 

2.3.11. Теорема. Пусть U выпукло, м-отображеиие F:L/{to} 
->Kv(E) вполне фундаментально сужаемо и 

E(x)nU^0 
для всех_л6<?.У. Тогда F ix E =-••-• 0 ; если FixEn^U 1 —0. то 
Y(i-E,U)----1. 

К ЭТОЙ теореме примыкает следующее утверждение. 
2.3.12. Теорема. Если М — выпуклое замкнутое подмно­

жество Е и м-отображение F : Af->Kv(M) вполне фундамен­
тально сужаемо, то F1X.F--7--0. 

Если F вполне непрерывно, то это утверждение превращает­
ся в классическую теорему Какутани — Гликсберга •— Ки Фаня 
([60,63,59]). 

2.3.13. Теорема. Пусть 1-фундаментально сужаемое м-
отображение E:U{to}Kv(E) таково, что для соответствующего 
м. в.-поля ф==г — F в каждой точке xQdU выполнено 

O(x)nL"-0> 
где aeU, L° = {z\zeE1 z = \i(x~a), ц<0}. Тогда FixE-f--0. 
Если FixEndU — 0 , то 7(Ф, £/)=1. 

2.3.14. Следствие^ Пусть 0&U и 1-фундаментально сужае­
мое м-отображение F:U{to}Kv(E) таково, что в каждой точке 
Jc£dU выполнено 

E(x)fUx — 0 
для BcexJ.>1. Тогда F ixF=^0. Если FixEndU—-0. то 
y ( ; - E , U ) = 1. 

2.3.15. Следствие. Пусть 06U", -^_выпукло и 1-фундамен-
тально сужаемое м-отображение F:U{to}Kv(E) «направлено 
внутрь» на dU, т. е. 

F ^ c / y ^ ) , 
где /•y(x)={y|i/eE, x-\-K(y—-x)6U для некоторого 1 > 0 | . 
Тогда FixE=r--0. Если FixFf)dU=0, то y(i—F, U)-=1. 

Для фундаментально сужаемых м. в.-полей с выпуклыми 
образами справедлив также следующий вариант теоремы о нечет­
ном поле. 
• 2.3.16. Теорема._ Пусть U—симметричная окрестность ну­
ля, м-отображеиие F:&~+Kv(E) вполне фундаментально сужаемо 
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и обладает симметричным относительно нуля существенным фун­
даментальным множеством (например, F уплотняет относительно 
полу аддитивной монотонной и инвариантной относительно отраже­
ния в нуле меры некомпактности). Пусть для м. в.-поля Ф = г—F 
выполнено условие; 

Ф(.х:)П|лФ( — ̂ )-=0 
для всех хеШ и 0<|J .<L Тогда у(Ф> -С7) ̂  1 (mod 2) и, следо­
вательно, 0 Ф Fix F с U, 

2.3.17. ^Теорема. Пусть <:У0, Uu -J7-—открытые подмно­
жества Е; UQCZUICZU'ICU'; U0 И U выпуклы. Пусть Ф-=г-FQ 
£Ж1в (U, dlli) и для некоторого целого т > 1 выполнены условия: 

1) U E^UOcU; 

2) U FJ(U0)<zCfi; 
\<j<m—l 

3) F"(pJLczUo. 
Тогда 7(Ф,£/-) = 1 и, следовательно, 0-^FixEcU '0 . 

Данная теория топологической степени может быть распро­
странена на случай м-отображений с невыпуклыми образами. 

2.3.18. Опр еделение. М-отображение F : Х-^-К(Е) (ХаЕ) 
или семейство G: ХХЬ-^-К(Е) называется о б о б щ е н н о 
почти а ц и к л и ч е с к и м , если оно является обобщено п-
ациклическим для некоторого n ^ l (см. определение 2.2.21). 

Пусть UczE— выпуклая открытая окрестность нуля такая, 
что U(]E' ограничено для любого конечномерного подпрост­
ранства Е'<=.Е. 

Совокупность всех фундаментально сужаемых (вполне фунда­
ментально с̂ужаемых) обобщенно почти ациклических м. р.-полей 
0 = i — F:Tf-+K(E) таких, что 0<$Ф(дЦ), обозначим J£G(U,dU') 
(соответственно, JCa{U, dU)). 

Пусть Ф=1—ЕеЖо{^, dU), (t,r)cF,-t:V-+t/, r;Y-+E — 
некоторая селектирующая пара. Определим топологическую ха­
рактеристику — степень deg (t, r). 

Пусть Т — произвольное существенное фундаментальное 
множество F такое, что ди(]ТФ0. Нетрудно убедиться, что 
множество Ф(ди()Т) замкнуто. Пусть VczE — открытая абсо­
лютно выпуклая окрестность нуля такая, что V(]<b(dU(}T) = 0,-
Pv • E->R — функционал Минковского. соответствующий V. 

Нам понадобится следующее утверждение, доказанное 
В. В. Обуховским и A. Г. Скалецким (см. [9]), 

2.3,19. Лемма- Если Л/'—предкомпактное подмножество Ег 
p—-непрерывная полунорма в Е, то существует конечномерное 
подпространство E'czE, E'f)N=fc0, и непрерывное отображение 
рр :E->E'n со N * (квазиретракция) такое, • что р (z — рр (z)) < 1 
для всех Z6-/V. • • 
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Применяя данную лемму, получим, что найдется конечномер­
ное подпространство E'czE, Я 'ПТ =•--•.0 и квазиретракция ppV: 
:E{to}E'nr, Pv (г—PPV (?))<••! для любого zGF-(dUc\T). Если: 
t — ге-виеторисовское отображение, то без ограничения общности 
будем считать, ЧТО d.m.£,/>max{/.?, 2}. 

Обозначая q=*pPvr, S = dU, S' = Sf]E', Y — t-^S') , рас­
смотрим следующую диаграмму: 

где t'(y)^t(y)Lq'(y) = q(y). _ . , 
Обозначим q:Y'-*Ef отображение q{y) = t'(y) — qr(у). 
2.3.20. Лемма. Oiq(Y'). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное. Тогда найдется. 

y$Y' такой, что q(y) = 0. Получаем, что •Х-=*/(£/)=--.7'(г-/)б5/ПТ 
и. Pv iff Ш -•-• Pv (-' (У) - Я' (У)) -= М * "" ? Ш — Pv (x~r (У) — 
- {Я (У) — г {у))) >pv(x-r (у)) -pv (q (у) - г (у)). Но х—r (у)& 
6Ф (df/П Т), следовательно, pv(x—r(y))>\, a Pv{q{y)~r(y)) = 
=Pv (PPvr (У)~Г(У)) <- -> поскольку г (y)eF (d£/n Г). Следовательно,. 
pv(q{y))>0, в противоречие с предположением. 

Пусть dimE /-=k+l. Тогда S' и jP'--=-E'\0 являются когомо­
логическими k-сферами. Ориентируем их, выбрав образующие 
элементы ^Hk(Sf), fc<±Hk{P'). 

Отображение V является й-виеторисовским и, следовательно,. 
в силу теоремы 2.2.17, 

(t>)*k:Hk(S>)-+Hk(Y') 
является изоморфизмом. 

2.3.21. Определение. Степенью deg [(t, r), Е", pPv, T] .пары 
(t, г) называется целое число v, определенное следующим образом:: 

а) 7 = 0 , если £/ПТ = 0 ; 
б) -v -=-и, где IPT*!"1 «7** (Pa) -=*Pi. ес л и и П Т = 0 и <?U П Тф0;. 
вН=-=Т, если^7пТ-^0 и аС/ПТ — 0 -
Устанорим независимость deg[(£, r), E', ppj-, T\ ОТ выбора всех 

произвольных элементов конструкции. 
Нам понадобится следующее утверждение (см, [53]). 
Пусть Eft+1{subset}E*+2—подпространства Е, d i m E ^ — k + l . 

dimEft+- = & + 2. Обозначим E+1"2, Ек-2 два замкнутых полупро­
странства E*+2 таких, что E*+1=E^2nE--+2; S^+1 = SnE++2. 
Si+1 = Sfl Ei+2, Sft - ' S П £A+1 = S++1П 5-+1-

2.3.22. Лемма. Пусть t, r:F{to}5ft+'— непрерывные отображе­
ния такие, что; 1) t — л-виеторисовское отображение, n<k;. 
2) Totals'?1)as1?1; 3) roH(Sl+ 1)cSi+ 1 . Тогда следующая 
диаграмма коммутативна: 
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Я-*-(5*)Д//*+1(5*+1) 
j--**j_i-.**l L.,*ft+ij_,r*ft+i 

Я*(5*)Л//А+1(5*+1), 

где T, F:̂ -1(S*){to}S*, F(y)=t(y), r(y) = r(y); А—изоморфизм 
Майера—В иеториса. 

Пусть теперь с7пТ=?-=0> дС/Г\Т^0. 
2.3.23. Лемма. Пусть Е' и Е''—два подпространства E, 

d l m . £ - * + 1 , dlmE'—k + 2, E ' cE" . Пусть p°I/:E{to}Я'ПТ-
квазиретракция и p ^ E - v E ' T l T , р ^ (2) = р°Ру (z), zGE. Тогда 
deg[(i, r), £ ' , р°к. Г] = deg [(i, r), E", р 'и , Т]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть P'=E'\0, P"=E"\0, S'=-
==SnE'> S"-=-SnE". Определим отображения l'\P'-+Sr, 
I";P"{to}S", положив V (z) = zl\\z\\, l"(z) — zl\\z\\. Ориентируем 
S', P', S", P" таким образом, чтобы deg .-7'--= deg (i'?'), deg.7"=--
--=deg(/".7")> где deg обозначает топологическую степень отобра­
жений когомологических сфер. Применив теперь к паре (/", l"q") 
лемму 2.3.22, получим требуемое утверждение. 

Из доказанной леммы вытекает, что deg [(/, г), Ег, РРК, Т1 
не зависит от выбора • аппроксимирующего подпространства E'. 

2.3.24. Лемма, deg [(t, г), E', ppv, Т] не зависит от выбора Т 
и ppv. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Т0, Тi—существенные фунда­
ментальные множества F. Без ущерба для общности, можно 
считать TQCZTI. 

Пусть р° :E_{to}E'n7'o> 9Р'-Е-+Е'Г[ТХ — соответствующие 
квазиретракции; qQ = р°Руг, ^---.р^г, q0=t — q0, gl = t~ql. Рас­
смотрим отображение g:-KX[0. Ц-^-Е, 

[2Xr(y) + (\-2X)q0(y), 0 < Ь < 1 / 2 , 
ё{У,) {(2-2X)r(y) + (2k-\)ql{y), 1/2<Я<1. 

Пусть g:Kxl0. 1]->E, ~g(y,X)*=t(y) — g(y,%). Отображение ~g 
действует в E \ 0 . В самом деле, если t(j/o)--=g(yoj Я0) для не­
которых г/об-Y» 0 < Х0< 1 /2, то , x0 -== t (у0)бсо (г (у0) U То) -
aco(F(x0)\jTo) и, следовательно, *ЫбТо> .**ЫбТо и равенство 
•*Ы = 2-V(yo) + (1—2А.о) Рруг(Уй) невозможно по выбору р°к. 
Аналогично, t{y)^=g{y,'k) и при 1/2<Я<1. 

Далее, сужение g на УУ,Х[0> 1], где Kг1 = t-1(SnТl). ком­
пактно, и множество g(^r,X[0-l]) замкнуто. Тогда найдется 
абсолютно выпуклая окрестность нуля V такая, что VC\g{Yr%X 
X [0, 1 ] )=0 . Пусть pp.— функционал Минковского окрестности 
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V, а р-_:E{to}E"f]Ti~соответствующая квазиретракция.. Без 
ущерба для общности, можно считать E"DE ' -

Рассмотрим отображение h:Y"Х[0. 1]Х[0. 1]-->E> Л (У, Я,т)== 
= t " (f/)-(1 — t)g" (У, Я) — Tpp^g"(г/, ^), г д е У " = ^ ( Х п П t" = 
~t\Yn, g" = g|--'x[o,ii' Это -отображение действует в E \ 0 : если 
Л&оЛ0. х0) —-0, то л0—^ /Ыесо(ё'ЧУо,Ао)иТ1)с:со(г(4/0)иТ1)с 
с со (E (x0) U ТО, откуда : ySYr, и, равенство h (у0, Л0, то) = О не­
возможно по выбору рР~. Тогда отображение г|з:К"Х[0. 11 ~> 
- > Р " ~ £ " \ 0 ^ • ' . . . . . И - . 

A(t/, 0,3}x), 0 < n < l / 3 , 
-ф(у ,ц)= A(y ,3 (x- l , 1), 1/3<{mu}<2/3, 

U(</, 1 ,3-3i i) , 2/3<{mu}<1 

обеспечивает гомотопшо отображений <f0, q\:Y"-*Р", где q'0 = 
'=--(i— 90)|j,.,, ^^(^ — ^^Ij,.. В силу ' независимости степени от 
выбора аппроксимирующего конечномерного подпространства 
(лемма 2.3.23), это и завершает доказательство. 

Отметим еще очевидную независимость степени от выбора 
окрестности V: если Vi и У2—Две абсолютно выпуклые откры­
тые окрестности нуля, не пересекающиеся с Ф(дО(]Т), то ква-
зиретракция, соответствующая окрестности V1DV2. будет квази­
ретракцией относительно и Vi и Уг. 

Установленные факты позволяют обозначать далее deg[( t ,r) , 
£', ppv, Т] просто deg(/, г). 

Дадим теперь следующее основное определение. _ 
2.3.25. О п р е д е л е н и е . Если Ф = i -FeJC a (U , dU), то 

степень DegOD определяется следующим образом: 
О, если ЩЖв

а{и,ди), 
.{deg(t. r):(i, r)gE}, если ФеЛа{и, dU). 

Отметим основное свойство введенной характеристики. 
2.3.26. О п р е д е л е н и е . М. в.-поля Ф.--==1—FQ, Oi----i— Ei6 

ЪЛо (if, dU) называется г о м о т о п н ы м и:„Фо •— Ф1,^сли существует 
обобщенно почти ациклическое м-отображение G:UX[0> \]-*-К(Е) 
такое, что: 1)•i — 0 ( . , %)£JCa(U, dU) относительно- некоторого 
фундаментального множества Т для всех Я,6[0,1]; 2) Q\ (ynr>yto.ii 
компактно; 3) FQ(x)-DG(xt0); F1(x)Z)G(x, 1) для всех xei/. 

2.3.27. Т е о р е м а . Если Ф-----*—E0> ®i = i—F&JCQ(UydU) 
и Фо~Ф1, то DegФoГlDegФl=7-.0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что в случае несущественности Г 
.котя бы для одного отображения О (., К) имеемDeg.Do=DegФ1----

DegQ-= 
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= {0}.. Пусть Т существенно для всех отображений из семейства С? J 
Если Т[]ди=0,_то Deg(J0=Deg(I)i----{l}. Пусть Т[\д11ф0. 

Обозначим Q: U X [0, 1] -+К (E)r Q(x,X) = x — Q (х, X). Мно­
жество Q ((dU П Т) X [0> 1]) замкнуто, поэтому найдется абсолютно 
выпуклая открытая окрестность нуля V такая, что 
^П Q ((dU-r\Т)X [0> 1])== 0- Пусть pPV:E{to}E'ПТ--соответствую -
щая квазиретракция, где E' —подпространство Е достаточно. 
большой размерности. Пусть (t, r)c(r, t:Y{to}UxI0> 1], г'.¥-+• Е— 
некоторая селектирующая пара. Отождествляя £/х{0} и UX{1} 
c U, можно рассматривать t ^ t - ^ U X l i } ) - ^ - rt\t~l(UX{i})-»—', 
i = 0, 1 как селектирующие пары для E- и FV 

Обозначая q = pPvr, S' = dUnE', У—*--(S'X[0, Ц), прихо­
дим к диаграмме 

S'X[0, l l - ^ " - ^ ' , 
где Р'=Е'\0, t'=-t\y, q = t'—qr,.q' = q\y. Рассмотрим ком­
мутативную диаграмму, в которой t'0, t' — ограничения отображе­
ния t'\ q0, ^i —сужения отображения q; i0, iu Jo, Л— вложения; 

'(s'*M-

Переходя к когомологиям, получаем коммутативную диaгpaммy 

Н*(5'-«Ш -———-• H"(i , ; ,(S'«{0)]) 
: ** r„"\ .... М» 

#1.: 

HV«[O,€J-- - - - - - -H^fy 1 ) '— H V J . 

Hx(sixV})Jhl—.H-it'^j'xw/ ' 

Учитывая, что по теореме Виеториса —Бегла —Скляренко (to)**,-
(<')**>'• (̂ i)*ft являются изоморфизмами, получаем 

Окончательно, отождествляя 5'Х{0} и S'X{1} с S', полу­
чаем deg(^,-ro)=-deg,(ii, rOGDegObfiPeg----, 

Связь степени c неподвижными точками описывает следующее 
утверждение. 
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2.3.28.. Теорема. Если Ф=г—FQJt%(u, dU) HDeg-D^Q} 
то 0-7--FixEcL/, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное, т. е. x$F (х) 
для всех xQU. Пусть (t, r)cE—селектирующая пара такая, что 
deg(t, г)фО. Пусть Г —некоторое существенное фундаментальное 
множество F, V — абсолютно выпуклая открытая окрестность нуля 
такая, что ^ПФ(£/"ПТ) — 0> pPv:E-+E'[)T—соответствующая 
квазиретракция, где Е' 
Рассмотрим диаграмму 

имеет достаточно большую размерность. 

Рру 

Пусть U'-=UnE', Y> = t^(U% t' = i\y., q = pJvr, q'~q\y, 
q = i' — q'. Как и прежде, можно показать, что q действует в 
Р / - = Е / \ 0 . Рассмотрим теперь следующую коммутативную 
диаграмму: 

S1 -

где S' = dU[}E'; i', <.-—-сужения отображений V и ~q\ i, /—вло­
жения. Перейдем к соответствующей диаграмме в когомологиях: 

*(S.,JLi—.H',Ct'-<(S,)r ( ' ' 
;#* 

Учитывая тот факт, что Hk(U')=0, получаем, что [(V)**]-1.?** —О, 
а следовательно, deg(^,r) = 0 в противоречие с предположением. 

Используя этот основной принцип, можно получить обычные 
для теории топологической степени принципы неподвижной точки. 
Приведем некоторые примеры. 

2.3.29. Теорема. Пусть F:U -*-К(Е)— 1-фундаментально 
сужаемое обобщенно почти ациклическое м-отображение и 
\xx$F (x) для всех xQdU, \\>\. Тогда FixE-^-0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Т — существенное фундаменталь­
ное множество F, содержащее 0. Тогда семейство G:UXP. -]-*-
-*К(Е), 0(х, %) — KF(x), порождает гомотопию i— F-—9, где 
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ф(.эс)==х. Поскольку deg9=---1, из теоремы 2.3.27 следует, что 
{1}6Deg(i —-E); теперь применяем теорему 2.3.28. 

2.3.30. С л е д с т в и е . Пусть F:U->К(E)—1 -фундаментально-
сужаемое обобщенно почти ациклическое м-отображение такое,.. 
что F(dU)^U. Тогда FixF-7--0. 

Справедлив также следующий вариант теоремы о нечетном. 
поле. . • 

2.3.31. Т е о р е м а . Пусть U — абсолютно выпуклая открытая 
окрестность нуля, Ф = г—E6.Jfo(U, dU) обладает симметричным 
относительно нуля существенным фундаментальным множест­
вом (например, F уплотняет относительно полуаддитивной мо­
нотонной и инвариантной относительно отражения в нуле меры 
некомпактности). Пусть F(—х) = —F(x) для всех x&dU. Тогда 
БедФ содержит нечетное число. и, следовательно, F1xF{ne}0^ 

§ 4. Локальная степень многозначных векторных полей 
с фредгольмовой главной частью 

4.1. Общие сведения о фредгольмовых операторах. Пусть 
X, У — два бесконечномерных банаховых пространства. Обозна­
чим L(X,Y) банахово пространство всех линейных непрерыв­
ных операторов t: J{to}Y; Кег t — ядро, Im t — образ оператора 
t, Coker if — факторпространство У/Im t (в алгебраическом 
смысле).- ,„ 

2.4.1. О п р е д ел е н и е . Если размерности dim Кег t„ 
dim Coker t конечны, то о п е р а т о р t называется ф р е д -
г о л ь м о в ы м , а разность dim Кег t—dim Coker t называется 
его индексом (аналитическим) и обозначается ind t. 

Пусть Ф{Х, Y)cL{X, Y) обозначает совокупность всех фред­
гольмовых операторов t: X{to}y. 

Отметим ряд свойств линейных фредгольмовых операторов: 
Ф(Х, У)—открытое подмножество в банаховом пространстве 
L(X, У); для всякого вполне непрерывного оператора kBL(X, Y) 
t+kBCS>{X,Y), если /6Ф(^ У); Im t — замкнутое подпространст­
во в У; если *,еф(",У), t2bO(Y,Z), TO t3o ti&S>(X,Z). : 

Индекс фредгольмова оператора является отображением в. 
группу целых чисел 

ind : Ф(Х, F)-{to}Z, ; 

постоянным на каждой компоненте связности Ф (X, У) и обла­
дающим свойствами: 

а) еслп^еф(X,Y),t2GO(Y,Z), то • 

ind(t2 - ^i) — ind t i+ind t2; 
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б) если *6Ф (X, У), k&L (X, У) вполне*; непрерывен, то 
ind(t-+A)=-=irid 

Так как <D(X, У) открыто, a fridi постоянен на компоненте связ-
ности, то ind t не меняется при малом (по норме операторов). 
изменения t и, более того, при любом непрерывном изменении 
оператора L ' 

Пусть UczX — открытое множество в X. Рассмотрим непре­
рывное отображение / : U-+-Y, сужение которого на U является 
гладким класса Сг, г ^ Г 

Пусть Dxf: X{to}7 — производная Фреше в точке х&0; соглас­
но условию гладкости, она непрерывно (по норме операторов) 
зависит от точки х. 

2.4.2. О п р е д е л е н и е . Если ДЖ/.ЗФ(X, У) для всякого 
х£Х и ind-;/ = n не зависит от точки x, то о т о б р а ж е н и е / на­
зывается ф р е д г о л ь м о в ы м , а число п его и н д е к с о м " 
(аналитическим). 

Индекс /обозначается ind/. Совокупность всех фредгольмо-
вых отображений / класса С7" индекса п обозначается через 
ФпСг(и, У), а объединение всех Ф„СГ, n6Z, — через ФО(П, Y). 
В определении 2.4.2 независимость in&Dxf от точки х следует 
автоматически, если U связно, так как Д.-/ непрерывно зависит 
от х. 

2.4.3. О п р е д е л е н и е . Т о ч к а x&U называется р е г у ­
л я р н о й , если Dxf:X-*-Y сюръективно. В противном случае 
точка х называется с и н г у л я р н о й . 

2.4.4. О п р е д е л е н и е . Пусть y£Y\f(dU). Тогда у назы­
вается р е г у л я р н ы м з н а ч е н и е м ' , если полный прооб­
раз /"•• (у) либо пуст, либо состоит только из регулярных точек;. 
у называется с и н г у л я р н ы м з н а ч е н и е м , если /_1 (у) Ф 
Ф0 и содержит хотя бы одну сингулярную точку. 

Множество регулярных значений обозначается Rf(y). При 
построении степени нелинейного фредгольмова оператора 
большое значение имеет следующий результат. 

2.4.5. Т е о р е м а . Пусть fbOnCr(U, У), где nGZ, r > 
>max{0 ,n}, и пусть / собственно. Тогда Rf{Y)—открытое 
всюду плотное множество в У. 

Наиболее важен случай отображений / индекса 0, т. е. /6 
еф0С~(.7,У). 

2.4.6. О п р е д е л е н и е . Пусть /6O0Cr(U, У), г > 1 , пусть 
/собственно и 0-$/(<3U). Н е о р и е н т и р о в а н н о й с т е ­
пенью deg2(/. U, 0) отображения / : U{to}y относительно нуля 
ОбУ называется вычет по mod 2 числа прообразов из /_1(г/) для 
достаточно близкого к 0 регулярного значения у-

Степень deg2 обладает свойствами, аналогичными свойствам 
конечномерной степени Брауэра. В частности, она сохраняется 
при гомотопиях отображения / в своем классе и ее отличие от 
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иуля гарантирует существование a U решения уравнения 
./(x)-O. 

.Если ind/>0, r> indf+1 , то определение 2A.6 допускает 
обобщение, при этом значения степени уже не являются числа­
ми, а принадлежат группе неориентированных бордизмов раз­
мерности n —indf. Существуют и «ориентированные» варианты 
степени, а также варианты, снижающие гладкость отображе­
ния /. 

Разработаны варианты степени и для негладких операторов 
вида f—g, где /:£/{to}J —фредгольмов собственный, a g:U{to}Y— 
негладкий, удовлетворяющий определенным топологическим усло­
виям (например, компактный или уплотняющий относительно / ) . 

4.2. Многозначные операторы с выделенной главной 
•фредгольмовой частью. Рассмотрим _м-отображеиие E:U{to} 
-+K(Y), где F (х) = / (х) — Q(x), f\U{to}К—собственное ото­
бражение с замкнутым графиком, G: U {to} К (У) — полунепрерывное 
сверху м-отображение. • Опишем топологическую характеристику 
решений включения 

oe/(x)-G(x), хеи. (4.1) 
рассмотрим м-отображение L — G o / - . / (U)->Y; заметим, что 

/(U) замкнуто в К, в силу замкнутости / , и FZ1(O) = f-1(T0), 
где Т0 —Fix L. 

2.4.7. Определение . М-отображение С называется 
/ -уплотняющим, если м-отображение L:/(U){to}K уплотняет 
по некоторой мере некомпактности. 

Для простоты ниже рассматриваются лишь меры некомпакт­
ности Куратовского или Хаусдорфа. 

Для уплотняющих м-отображений имеет место следующий 
принцип компактного сужения. 

2.4.8. Теорема. Пусть ZcY — замкнутое ограниченное мно­
жество, ¥ : Z {to} К (Y) —• уплотняющее м-отображение, причем 
замыкание ¥(M) компактно для всякого компактного McZ. 
Тогда существует фундаментальное компактное множество Т 
такое, что Tf}Z=£0, TzDFixY'uR, /? —наперед заданный 
компакт. 

Эта теорема следует из принципа компактного сужения, рас­
смотренного в [5, 43]. 

2.4.9. Теорема. Пусть О — /-уплотняющее м-отображение. 
Тогда м-отображение L имеет фундаментальное компактное мно­
жество ГзГ 0 и/? , ТГ}/(й)ф0. 

Действительно, нетрудно убедиться, что 4?=L удовлетворяет 
условиям теоремы 2.4.8 при Z = f(U). 

Пусть О является /-уплотняющим отображением. 
Выберем какое-нибудь Т в соответствии с 2.4.9. Пусть 
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рт'.У {to} 7 — ретракция. Она позволяет сопоставить исходному 
включению (4.1) новое включение 

0 6 / ( * ) - c o ( p r - G ( * ) ) . (4.2)-

c вполне непрерывным м-отображением G-==co(pr°G): £/{to}Kv(r).-
Если О = ТГ{to}Kv (У)— вполне непрерывное м-отображение, то-

для всякого е > 0 существует однозначная вполне непрерывная' 
е-аппроксимация ke:U->соб(U) (см. теорему 1.3.21). Конструк­
ции этой аппроксимации можно выбрать таким образом, ЧТО из. 
условия 

(f — Q)Z1{0)czU- (4.3^ 

будет следовать условие ( / — kE)-1(0) — U, если е достаточно мало.. 
Таким образом, построив при условии (4.3) ' k а ДЛЯ 

G--=co(p--<-G), придем к однозначному оператору f — ke и соот­
ветствующему уравнению 

0 = /( jc) — £8(.x), xell, (4.4). 

Для операторов f — k, где /£ФоС1{Ц), к:U{to}У—вполне-
непрерывен, при условии (/-k)~l(0)czLf определена [12] тополо--
гическая степень deg 2 ( / — k, U\ 0). 

2.4.10. О п р е д е л е н и е , Пусть /вФ0Сг(и)— собственное ото­
бражение, a G'.U{to}Kv(y)-полунепрерывное сверху и / -уплот­
няющее м-отображение и пусть для О выполнено условие (4.3)... 
Тогда определена топологическая характеристика deg(E, С/, 0) 
со значениями в Z2 множества решений включения (4.1) равен-5 

ством 
deg(F, U, 0) = d e g 2 ( / - k E , U, 0), 

где е достаточно мало. 
Можно показать, что это определение корректно. Оно допу­

скает ряд обобщений в соответствии с различными вариантами: 
степени фредгольмовых отображений, а также на случай, когда. 
G — обобщенно ациклическое м-отображение. 

2.4.11. Т е о р е м а . Если deg(F, U, 0){ne}0, то существует-
X.BU, удовлетворяющее включению (4.1). 

Таким образом, теорема дает принцип разрешимости вклю­
чения (4.1) c фредгольмовой главной частью. Топологическая' 
характеристика сохраняется при гомотопиях операторов f и G,. 
сохраняющих их базовые свойства, что .позволяет вычислить-
топологическую характеристику в конкретных ситуациях, гомо--
топируя включение (4.1) к более простому. Возможно сформу­
лировать ряд принципов существования решений для включе­
ний (4.1), моделируя аналогичные принципы для чисто фред-' 
гольмовых и уплотняющих многозначных векторных полей. 
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§ 5. О структуре множеству решений 
многозначных операторных включений 

'• В̂  настоящем параграфе для абстрактных операторных вклю­
чений доказываются принципы связности и ацикличности мно­
жества решений..Заметим, что принцип-связности, доказанный 
в работе, является естественным развитием топологической 
•схемы М. А. Красносельского и A. И. Перова, хотя в работе 
'[15] утверждалось, что для включений с многозначными опе­
раторами эта схема принципиально неприменима. 

Результаты этого параграфа получены Б'. Д. Гельманом.. 
5.1. Принцип связности множества решений включения 

«С; многозначным оператором. Пусть K—банахово простран­
ство, U —- ограниченное открытое множество в У, E:U{to}Kv(F)—-
.вполне непрерывное м-отображение. 

2.5.1. Теорема. Пусть y(i^-F, д1/)фО и для любого 
•е>0, любой точки Jc-gFixE существует вполне непрерывное 
.м-отображение Fe,.-, :U~>Kv(У) такое, что: 

1) EE.jr,—-многозначная е-аппроксимация F; 
2) множество FixFEiXl или пусто, или принадлежит е-окрест-

:ности точки хх. 
Тогда множество Fix F связно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Непустота множества Fix/7 вытекает 

;из свойств вращения многозначных векторных полей. Докажем 
'Связность этого множества. Для этого предположим противное.' 
'Тогда множество Fix F можно представить в виде объединения 
.двух непустых непересекающихся замкнутых множеств N0 я N\. 
'"Обозначим Uo и V\ лежащие в U их непересекающиеся окрест­
ности. В силу свойств вращения многозначных векторных по-
.лей, 

y(i~F, dU) = y(i-F, dU0)-\-y(i-F, dU,). 
'Следовательно, одно из чисел y(i — F, dU0), y{i—F, dUi> 
отлично от нуля. Пусть для определенности y(i—F,dU0)^6-
Рассмотрим произвольную точку x&Ni. Нетрудно показать, 
•что существует такое е0 > 0, что min p (лг, F (х)) > е0. 

XQdU0 

Пусть 0<е<е 0 /3 , рассмотрим м-отображение FB,Xl, удовлет-
шоряющее условиям теоремы. Без ограничения общности, можно 
•считать, что Fix Fe,Xi Л Uo=0, иначе е можно было бы уменьшить. 
Однако нетрудно доказать, что поля i----~0"и t~Fe,.*, линейно 

.гомотопны на <?U0. Следовательно, y(i — F, <3Uo)=-
— y(i~-FE,xi, ди^фО. Получаем противоречие, так как поле 

.i----'/?e,*rHe должно иметь особых точек в U0> с другой стороны, 
:в силу свойств • вращения, должна существовать особая точка, 
принадлежащая' Uo. Полученное противоречие - и доказывает 
теорему. 

Эта теорема' является обобщением принципа связности Красно-
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сельского—Перова на многозначный случай. Однако в случае 
даже однозначного вполне непрерывного отображения она 
является более общей, чем известная ранее. 

2.5.2. Следствие. Пусть /:U{to}К—вполне непрерывное 
однозначное отображение такое, что v(i—f, дС!)фО. Если для 
любого е > 0 и любой точки x-GFix/ существует вполне непре­
рывное отображение f&,xt'-U->Y такое, что || f (х)— /е..г.(л:)||<в. 
для любого лей, и F ix / e ^ ,cU s (x i ) , где <-7е (х-)=-
• = {х'\ ||л:1 — х' || <е}, то F ix / —непустое связное множество. 

Для исследования структуры множества неподвижных точек 
конкретных классов м-отображений удобно пользоваться также 
следующей теоремой. 

2.5.3. Теорема. Пусть E:U{to}Kv(K)— вполне непрерывное 
м-отображение. Пусть существует последовательность {En}* 
Fn:U^-Ky{Y) вполне непрерывных м-отображений, удовлетво­
ряющих следующим условиям: 

1) E.,(.x:)--)FB4.1(.x;) для любого x£U\ 
оо 

2) n E,. (x) = E (•*•) для любого x6U; 
и—1 

3) множество FixE,, связно для любого п--=1,2, . . . . 
Тогда множество FixE связно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из полной непрерывности м-отображе­

ний E и E„ вытекает, что FixE и FixE„ компактны, причем 
FixEcFixE„+ iCFixE„ для любого я =-1,2, Предположим 
противное, пусть множество FixE несвязно, тогда существуют 
два открытых в Y непересекающихся множества U0, U\ таких,. 
что FixEczUoU Ui. FixEri'U'iT- 0> --=0, 1. Так как множества 
FixE„ связны, то для любого п существует точка xneFixEre 
такая, что xnUU0uUi- Без ограничения общности можно считать, 

оо 

что ХП-УХ0, причем, как легко видеть, x0£f) FixE,,, т.е. xo6FixE-
Но это противоречит тому, что FixEcU-UU i . Следовательно,. 
множество FixE связно. 

В качестве приложения этих теорем докажем связность мно­
жества неподвижных точек для одного класса м-отображений. 

Пусть U — ограниченная открытая область в банаховом прост­
ранстве У, E:L/{to}Kv(K) — вполне непрерывное м-отображение 
Пусть также E является многозначным липшицевым отображе­
нием, т. е. h(F (xi), E (x2))<к \\ хх — хг||, "Vxux2£U,_ где h — 
метрика Хаусдорфа. 

2.5.4. Лемма. Пусть E удовлетворяет сделанным предпо­
ложениям и k<\, тогда, если FixE=---0, то для любых точки 
.xoGFixE и числа кЛ, k < k 1 < l , найдется непрерывное отображе­
ние fXo;U-+Y, удовлетворяющее условиям: 

1) /л-0 (х)&Р (х) для любого x&U; 
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2) ll-xo—/-r„(x)||<ki||xo —x|| для любого x6U. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть x06FixE и k- удовлетворяет 

меравенству к < kx < 1, Рассмотрим функцию а (х) = р(х0, F (х))\ 
-легко видеть, что эта функция непрерывна. Пусть Ф(л) — 
.-=(1+p)a(x), где 0<p<(k 1 — k)lk. Обозначим E1(x)=E (д:)П 
f]L/q)(x)(xQ). Легко видеть, что Fi(x)=£0 для любого xQU 

•и является выпуклым замкнутым множеством. Можно доказать 
также, что F\ (x) является полунепрерывным снизу м-отображе-
•шем, следовательно, по теореме Майкла существует непрерыв­
ное сечение /Ха:Т/-^У м-отображения E-,. Так как F1(x)aF (х), 
то это и означает выполнение условия 1. Покажем, что выпол­
няется условие 2 

P ( ^ o , / ^ W ) < c P W = (1+P)«(x) — (l + P)P(^E(x)) . 
Так как x06FixE, то р(х0, F (x))<h(F (x0), F (х))< kp (x0, х). 
Следовательно,. р (x0, fx0 (x)) < (1 + р) kp (х0, х) < kxp (x0, x). 
Лемма доказана. 

2.5.5. Теорема. Пусть F : £/->Кv(У) — вполне непрерывное 
м-отображение, удовлетворяющее условиям: 

1) h(F(xx), F (x2)) < || xi — -x2 || Для любых хь xfcU; 
2) y(i — F, дЩФО, Тогда множество FixE непусто и связно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о - Непустота FixF вытекает из свойств 

вращения многозначных векторных полей. Пусть x^FixE, рас­
смотрим м-отображение Ee(x)-—(1—e)E(x)-|-e^:i, 0 < e < L 
•Очевидно, что .XigFix Ee 9 F- является вполне непрерывным 
м-отображеиием. Покажем, что E-—-оператор сжатия 
A(F*iyi)> Fs(y2))~h((\~s)F(yi), (1—8)E(j/2))<(l — 8)l|t/1-y2|l 
•Следовательно, в силу леммы 2.5.4, существует fXl:U->Y, 
fXl(x)QFe(x) для любого XQH, И Л!-единственная неподвижная 
точка этого отображения. Тогда 

/ , , (x)6Ee (x)cUEl (F (x)) + Ue||x1n (0)ct/E1+E||^n (E (*)), 
где 

e j - e ( . V + l), N=maxjy\\. 

Таким образом, 
/Xl(x)&UE{N+]]XlU+n(F(x)).. 

Пусть s0> 0-произвольное число. Для 0<e<e-/(/V + 
+ ||--;i|| + 1), отображение fXl, построенное по этому е, 
является отображением fe,Xl из теоремы 2.5.1, что и доказывает 
утверждение. 

5.2. Об ацикличности множества решений. В этом разделе 
будут рассматриваться приведенные когомологии Чеха с цело­
численными коэффициентами.. 
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Пусть У—банахово пространство, X — метрическое прост­
ранство, <D:X{to}C(y) — некоторое м-отображение. Будет изу­
чаться включение: 

' 0<5Ф(л:). 
Обозначим множество решений этого включения М(Ф, 0). 
2.5.6. Т е о р е м а . Пусть существуют ацикличное параком-

пактное топологическое пространство V и м-отображение 
S :XxC(Y) такие, что выполнены следующие условия: 

1) <£(x)— U S (x, t)) для любого xGX; 

2) включение 06S(x, v) имеет единственное решение для 
.любого y6V; 

3) отображение <x:V{to}X такое, что 06S(.a(o) о), является 
непрерывным замкнутым отображением; 

4) множество {o:06S(x, у)} ациклично для любого 
хвЫ(Ф, 0). 

Тогда множество Ы(Ф, 0) является ацикличным. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим однозначное отображе-

вие а: V{to}X, в силу сделанных предположений это отображение 
непрерывно и замкнуто, причем множество 

a-1(x) = {'Z,|06S(x, v)} 
непусто и ациклично для любого xQN (Ф, 0). Так как a(V) — 
= N (Ф, 0), то выполнены все условия теоремы Виеториса — Бегла, 

следовательно, гомоморфизм а* : # ' (N (Ф, 0); Z) ->Я ' (V", Z) является 
изоморфизмом для i = 0, 1, . . . . Теперь ацикличность множества 
N (Ф, 0) следует из ацикличности пространства V. 

Докажем аппроксимационную теорему, которой удобно поль­
зоваться при изучении конкретных классов включений. 

2.5.7. Лемма. Пусть X—паракомпактиое хаусдорфово топо-
.логическое пространство, {NI}7=Q—замкнутые подмножества в X, 
удовлетворяющие следующим условиям: 

1) /Vocz-Vi, Q s l ; 
2) для любой окрестности U множества А/0 существует но­

мер По = п0(17) такой, что NnczU при п^п0; 
3) множества Nu t ^ . 1 , являются ацикличными. 
Тогда множество N0 также ациклично. 
Д о к а з а т е л ь с т в о - Рассмотрим конфииальную последова­

тельность {Ua}aQ$ окрестностей множества М0. Тогда естественно 
определяется гомоморфизм групп КОГОМОЛОГИЙ 

индуцированный отображением вложения ja:NQ^Ua. В силу 
свойства жесткости теории когомологий Чеха, гомоморфизм j * 
является изоморфизмом. Тогда найдется множество Nt такое, что 

••Ua.~>Niz^NQ. Поэтому гомоморфизм / а равен jt°ju где 
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H»(Ua, Z)XH"(Nt, Z)—>F/"(.V0, Z). 
Так как множество 7V. ациклично, то гомоморфизм у* является 
нулевым. Следовательно, нулевым является и гомоморфизм J*. 
Тогда предельный гомоморфизм у* также является нулевым. Так 
как у*— изоморфизм, то Я"(/У0, Z) = 0, т. е. множество 7У0, 
ациклично. 

2.5.8. Определение. М-отображение F:X->C(Y) назы­
вается собственным, если для любого компакта G а У его полный 
прообраз E-1 является компактным в X множеством. 

Заметим, что если X является замкнутым подмножеством в 
У, F:X^>-K(Y)—вполне непрерывное м-отображение, то­
м-отображение Ф-.Х-^-К(У), ф(х) =x—F(x), является собствен­
ным м-отображением. 

2.5.9. Те ope м а. Пусть X — метрическое пространство, 
(D:X{to}C(y)—собственное полунепрерывное сверху м-отобра­
жение. Пусть существует последовательность Ф„ : X{to}C (У), по­
лунепрерывных сверху м-отображений, удовлетворяющих сле­
дующим условиям:. 

1) Фп(х)гэФп+1(л;) для любого X6X; 
2) для любого числа е>0 найдется номер n- = no(e) такой,. 

что при п^По график ГЛ-(Ф„) содержится в е-окрестности гра­
фика ТХ(Ф); 

3) множество N(<D„, 0) ациклично для любого n=1, 2 
Тогда множество Л/(Ф, 0) также ациклично. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из полунепрерывности сверху м-ото-

бражений Ф и Фп вытекает, что> множества Ы(Ф, 0) и Ы(Фп, 0) 
являются замкнутыми, причем /V (Ф, 0)с:А'(Ф,., 0) для любого•• 
л - 1 , 2 

oo' 

Нетрудно показать также, что .V (Ф, 0) == П-V (Ф„, 0). 
Я—1 

со 

Действительно, пусть x06 П -N (Ф„, 0), тогда ОбФ,, (x0) для 
любого /1=1,2, Рассмотрим последовательность em{to}0, 
em>0, тогда в силу условия 2, найдутся точки xm, xm{to}jc0 и 
Ут, УшбФ ( ^ т ) . || Ут || < 8«, Т. С ут -> 0. 

Так как Ф—полунепрерывное сверху м-отображение, то. 
ОбФ (x0), следовательно, xQ(<N (Ф, 0). 

Пусть U—-произвольная открытая окрестность множества 
7У(Ф, 0). Рассмотрим график Глг\.7(Ф) м-отображ^ния над мно­
жеством X\U. Покажем теперь, что существует такое положи­
тельное число е0, что Ue„ (Глг\у (Ф)) П (X Х {0}) является пустым 
множеством. Для этого предположим противное, т. е. пусть. 
существуют последовательности положительных чисел е,„ s„{to}0, 
и точек хпвХ такие, что p(.x„, X\U)<e„ и уп£Ф(хп), где-
|| уп || <s„. Тогда последовательность уп->0 и, в силу собствен--
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кости м-отображения Ф, множество ф!1({г/„}) является компакт­
ным в X. Следовательно, без ограничения общности можно 
считать, что x..->jc0. Так как множество X\U замкнуто, то 
x 0 6X \U ; однако в силу полунепрерывности сверху м-отображе-
ния Ф получаем, что 0бФ(->со). Это противоречит тому, что 
N(<b,0)c:U. 

Пусть е0>'0 такое число, тогда, в силу условия 2, найдется 
номер п0 такой, что при п>п0: r ^ - ^ J c U , , , , (?х\и(Щ'- С л е " 
довательно, ТХ\и(Фге)П(XX{0}) — 0 , т .е . N(Ф„, 0 )сU . Теперь 
утверждение теоремы следует из леммы 2.5.7. 

В качестве приложения теорем 2-5,6 и 2-5.9 рассмотрим сле­
дующее утверждение. 

2.5.10. Т е о р е м а . Пусть X— полное метрическое простран­
ство; Ф:^-->Ку(У)—полунепрерывное сверху собственное 
м-отображение. Если для любого е > 0 найдется вполне непре­
рывное м-отображение Ge:X{to}Kv(y), удовлетворяющее усло­
виям: 

1) max | | ( / | |<б для любого х&Х; 

2) включение 0G<D(x)+GE(x) -\-v имеет единственное реше­
ние для любого v, || v || ^ г . 

Тогда множество М(Ф, 0) непусто и ациклично. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем непустоту множества Л^(Ф, 

О). Пусть {еп}, е„>0, — последовательность чисел, стремящая­
ся к нулю. Тогда найдутся последовательности {Gn} и {vn}, 
удовлетворяющие условиям теоремы такие, что включение 
>0&Ф(х) +Gn(x) +vn имеет единственное решение хп. Пусть 0 = 
=yn + zn+vn, где упеф (хп), z„eGn(xn). Тогда ||zj|{to}0 и ||oj[{to}0,' 
следовательно, ||г/„||—Я). 

Рассмотрим множество Ф11 ({ум}). В силу собственности 
м-отображения Ф это множество является компактным; следова­
тельно, без ограничения общности можно считать, что последо­
вательность {хп} сходится к точке ха. Тогда в силу полунепре­
рывности сверху м-отображения Ф получаем, что 06Ф (x0), что j . 
означает непустоту множества N (Ф, 0). 

Докажем теперь ацикличность множества N(®, 0). Для это­
го -опять рассмотрим произвольную последовательность положи­
тельных чисел {e,,}-{to}0. Обозначим -8„с=У, Вп= {x\ l!x||{le}s„}. 
Тогда определено м-отображение Фп : Х-*-С(Y), Фп{х) —Ф(х) + 
+ Gn(x)+Bn, где Gn — м-отображение, удовлетворяющее усло­
виям теоремы, построенное по е„. Покажем, что последователь­
ность {Фп} удовлетворяет условиям теоремы 2.5.9. 

Чтобы доказать ацикличность множества ЛГ(Ф„, 0) восполь­
зуемся теоремой 2-5.6; для этого рассмотрим м-отображение 
Sn :XX-5„->C(У), определенное соотношением:, 

S„(x,,iO=©(x) + G,1(x) + *<.-
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Очевидно, что Фп(х) = \jSn(x,v) и включение 0QSn {х, ")• 

имеет единственное решение для любого ,o6E„. Обозначим' 
ап:Вп-+Х отображение, сопоставляющее v($Bn решение этого-
включения. Покажем, что ап является непрерывным отображением,-
Рассмотрим последовательности {ът}аВп, vm-+v0. Пусть хт = 
— ««(««г)- Тогда найдутся такие zmeOn(xm) и утвФ(хт), что-
0=Ут + -:га-|-'-т' В силу ПОЛНОЙ непрерывности Gn, без ограни-
чения общности, можно считать, что zm—.>zQ. Тогда последова­
тельность — ут = zm + vm, т .е . последовательность ут является 
сходящейся, а потому, в силу собственности м-отображения Ф, 
множество Ф21({ут}) является компактом. Следовательно, без 
ограничения общности можно считать, что последовательность 
{хт} сходящаяся и х0--= 1im xm. Тогда, в силу полунепрерыв-

т-*-оо 
ности сверху м-отображений Ф и б?„, получаем, что z0QQtl (Л:о). 
— z0— -о-бФ(л,-), т .е . выполнено включение 

деФ(Хо) + С „ Ы +'По­
следовательно, an(v0)~x0, что и означает непрерывность ото­
бражения an. . 

Докажем замкнутость отображения а„; для этого достаточ­
но показать, что если последовательность {vm}c=Bn и хт — 
~ttn(vm) сходится к Хо, то из последовательности {vm} МОЖНО 
извлечь сходящуюся подпоследовательность. Обозначим ут& 
<ЭФ(л;т) и zmGGn(xm) такие, что Oczym+zm + vm. Так как при дей­
ствии полунепрерывного сверху м-отображения с компактными 
образами образ компакта является компактом, то множества 
®({xm}) и Gn({xm}) —компакты. 

Следовательно, последовательности {уп} и {zm} содержат 
сходящиеся подпоследовательности; тогда сходящуюся подпо­
следовательность содержит и последовательность {ит}. 

Множество {v\0eSn(x0, и)} является выпуклым для любого 
x0£N(On, 0), так как Ф (лт0), G„(xo) и Вп — выпуклые множест­
ва. Таким образом, оказываются выполненными все условия 
теоремы 2.5.6, т. е. множество N(On, 0) —-ациклично. 

Покажем теперь, что м-отображение Ф и последователь­
ность {Фи} удовлетворяют условиям теоремы 2.5.9. Условие 1 
этой теоремы очевидно, условие 3 уже доказано, осталось про­
верить выполнение условия 2. Выполнение ЭТОГО условия выте­
кает из включения 

Ф„ (x) -Ф( .х) +G„ (x) + E „ c O ( x ) + U^~ip)aUe (Ф (х)), 

где е>2е„. Теорема доказана. 
2.5.11. С л е д с т в и е . Пусть U--ограниченная открытая 

область в банаховом пространстве К, /:£У->Y-.-вполне непрерыв­
ный однозначный оператор, удовлетворяющий следующим условиям: 
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1) на множестве dU оператор / не имеет неподвижных точек 
и вращение y(i — f, dU)=^0\ 

2) для любого е > 0 существует вполне непрерывный оператор 
/ Е :£7->Г такой, что || / (x) — /е(.х:)|]<е для любого x{in}£/, и 
уравнение x = fB(x)-\-vимеет в U не более одного решения при 
каждом v, | |*) | |<8. 

Тогда множество неподвижных точек оператора f является 
ацикличным множеством. 

Доказательство этого утверждения вытекает из теоре­
мы 2.5.10, если в качестве Ф рассмотреть отображение i—f, а в 
качестве Gs — отображение fe—f. 

Таким образом, в условиях принципа связности Красно­
сельского — Перова (см., например, '[30]) множество неподвиж­
ных точек является ацикличным. Другими-методами подобное 
утверждение было доказано в [71]. 

§ 6. О некоторых приложениях многозначных 
отображений 

6.1. О приложениях в теории игр и математической экономи­
ке. Исторически первые приложения теорем о неподвижной 
точке многозначных отображений были тесно связаны с зада­
чей существования оптимальных стратегий в теории игр. Про­
иллюстрируем эту связь на следующем примере. 

Пусть XI,..., X—компактные топологические пространства; 
п • 

X-=nX,. Пусть {/;};•_—непрерывные функции выигрыша, опре-
г~=-1 

деленные на X. Игра заключается в том, что каждый игрок 
(г — - 1 , . . . , п) независимо выбирает стратегию x ;6X . . Эта игра 
приводит игрока (/г) к выигрышу // .(xi,-• •> л:„). 

2.6.1. О пр е д е л е н и е ; Точка x0 — (x°v..., х°п) называется 
т о ч к о й р а в н о в е с и я и г р ы (X, {/JjL.), если 

/ . ( x o , . . . , x°) - -^max/ . (x° , . . . , yh..., x°n) 
y£xi 

для всех i = \,..., п. 
Для доказательства теорем существования точек равновесия 

игры рассмотрим м-отображение Ft:X-+K{Xi), 
Ft(xb..., xn) = {y^Xi\fi{xb..., yh...., •*-„)-=-

-=-max/*(xi,..., у,..., хп)}. 
Увх1 

С использованием теоремы максимума Г2.25 нетрудно пока" 
и 

зать, что F = [[Fl:X^-K (X) — полунепрерывное сверху м-ото-
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бражение. Ясно, что множество точек равновесия игры (X, {fi}"i=x 
есть множество FixE. 

Пусть X—подмножество в топологическом векторном простран­
стве. 

2.6.2. О п р е д е л е н и е . Игра (X, {/.},"_.) называется к в а з и ­
в о г н у т о й , если множества 

{yiGXi\fi(xb..., Ui,..., xn)>a) 
выпуклы для любых aGR, (xi x._i, x . + i , . . . , xn) 6X1X • •. 
. . . XX:i-l XXi+1 X • • . XXn и ДЛЯ ЛЮбЫХ i= 1, 2 П. 

2.6.3. Т е о р е м а (фон Нейман — Наш). Пусть Х\, . .., Хп — 
выпуклые компактные подмножества локально выпуклого про­
странства и игра (X, {fiji^i) является квазивогнутои. Тогда 
существует точка равновесия игры. 

Эта теорема непосредственно следует из теоремы- Гликсбер-
га — Ки Фана о неподвижной точке. 

Аналогичным образом теоремы о неподвижной точке м-от-
ображений применяются и в теории равновесия математической 
экономики (см., например, [64, 76]). 

6.2. Дисперсные динамические системы. Дисперсные динами­
ческие системы описывают развитие систем, начальное состоя­
ние которых не определяет единственным образом их эволюции 
во времени. Определение таких систем естественно формули­
руется в терминах многозначных отображений. Для описания 
обобщенных динамических систем предлагались различные ак­
сиоматики. Одним из самых распространенных является опре­
деление, предложенное Е. А. Барбашиным [1]. 

Пусть X — топологическое пространство, м-отображение 
Р : XXR-^K(X) задает д и с п е р с н у ю д и н а м и ч е с к у ю 
с и с т е м у , если выполнены следующие аксиомы: 

1. -Р (•, 0) : Х-+Х является \АХ\ 
2. Для любых х&Х и ^, t26R, ^1-^2^0, -

P(P{x,tx),h)=P{x,n+l2); 
3. Для любых xGX, ^6R, из того, что y&P(x,t), следует, что 

x6P(y,-t); 
4. Р — полунепрерывное сверху м-отображение; 
5. Р(х, •) : R->/C(X) —непрерывное отображение. 
В качестве примера дисперсной динамической системы мож­

но рассмотреть систему, порожденную автономным дифферен­
циальным включением 

xeE(x), 
где F : Rn{to}Kv(R") —полунепрерывно сверху. Пусть решения 
этого включения нелокально продолжимы на всю числовую 
ось. Тогда с ним можно связать дисперсную динамическую сис­
тему (оператор сдвига по траекториям) Р: RnXR-+K(Rn), оп-
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ределенную по правилу P(x0, U) -= {y\y&Rn, Я. решение x( t) 
включения такое, что x(0) = х0, x(t0) —у}. 

2.6.4. О п р е д е л е н и е . Траекторией дисперсной динами­
ческой системы Р на отрезке [a, b]BRn называется отображение 
ф : [а, b]{to}X, удовлетворяющее для любых t\,t.2 соотношению 
Ф (t2) 6Р ({phi}(ti), t2—ti). Из аксиом 1—5 вытекает, что траектория 
Ф является непрерывным отображением. 

2.6.5. Т е о р е м а . Для любых а, Ь, х^Р(х0, Ь—а) существу­
ет на отрезке [а, Ь] траектория ф динамической системы Р та­
кая, что ф(а) =-x-> ф(Ь)-=Л1. 

Пусть АсХ, обозначим S (Р, А, [а, Ь]) множество траекто­
рий {ФуУ/g/ системы Р на отрезке [а, Ь] таких, что {^,j(a)}jQjCzAf 
т. е. S (P, A, [a, b]) — интегральная воронка динамической 
системы, выходящей из множества А. 

2.6.6. Т е о р е м а . Пусть X — метрическое пространство, тог­
да для любых Ae/((X), [a;6]c:R множество S(P, A, [a, b~\} 
компактно в топологии равномерной схрдимости. 

Используя теорию м-отобрлжений, удается изучать устойчи­
вость и структуру некоторых классов дисперсных динамических 
систем (см., например, [83]). 

Другая аксиоматика динамической системы без единствен­
ности была предложена в работе [31]. 

2.6.7. О п р е д е л е н и е . М-отображение Р : X Х R+-*K (X) 
называется о д н о с т о р о н н е й о б о б щ е н н о й д и н а м и ­
ч е с к о й с и с т е м о й , если 

1. Р(- ,0) :X{to}X является id^; 
2. Р(Р(х, U); г.2)—-P(x, ^1+^2) Для любых х&Х, ti,ts^R+', 
3. Р — полунепрерывно сверху,-
Очевидно, что сужение дисперсной динамической системы 

на XX R+ является односторонней обобщенной динамической 
системой. 

2.6.8. О п р е д е л е н и е . Точкой покоя односторонней 
обобщеной динамической системы Р называется точка 
x06X такая, что х0^Р{х0, t) для любого tGR+. 

Теоремы существования точек покоя обобщенных динами­
ческих систем выводятся из теорем о неподвижной точке для 
М-отображений с помощью следующего утверждения. 

2.6.9. Л е м м а . Пусть X — регулярное топологическое про­
странство, а последовательность положительных чисел {tn}r 
£n{to}0, такова, что каждое м-отображение Pn — P{-,tn) имеет 
неподвижную точку хп. Если xo — предельная точка последова­
тельности {>;„}, то x0'—точка покоя Р-

2.6.10. Т е о р е м а . Пусть X — одномерный конечный поли­
эдр, эйлерова характеристика которого отлична от нуля, и пусть 
для некоторой последовательности {tn}, tn-+0, все множества 
P(x,tn) (х&Х; п=1,2,...) линейно связны. Тогда динамичес­
кая система Р имеет точку покоя. 
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• Если Р:. XXR+-{to}/C(X)—ациклическое, то справедливы 
следующие утверждения. 

2.6.11. Т е о р е м а . Пусть X—конечный полиэдр с ненуле­
вой эйлеровой характеристикой, тогда динамическая система Р 
имеет точку покоя. 

2.6.12. Т е о р е м а . Пусть X—компактное ANR-пространст-
во (абсолютный окрестиостный ретракт). Если для некоторого 
i 0 > 0 множество P(X,tQ) ациклично в X, то динамическая сис­
тема Р имеет точку покоя. 

6.3. Периодические задачи для дифференциальных включе­
ний. Пусть F : RXRn-5-Kv(Rn)—некоторое м-отображение. 
Дифференциальное включение 

XQF(t, X) (6.1) 
•обобщает понятие обыкновенного дифференциального уравне­
ния. Абсолютно непрерывную функцию x(/) назовем решением 
этого включения на промежутке [to, ti], если почти всюду на 
этом промежутке выполнено x(t)£F(t, x(t)). Пусть решения 
включения (6.1) нелокально продолжимы на всю числовую ось. 

Пусть м-отображение /чо-периодично по первому аргументу: 
.F (t+©, x) = F(t, x), и полунепрерывно сверху. 

Нас интересуют условия, при которых включение (6.1) име-
•ет ©-периодическое решение. Здесь, как и в теории обыкновен­
ных дифференциальных уравнений, возможны два подхода: с 
.помощью и н т е г р а л ь н о г о о п е р а т о р а и с помощью 
• о п е р а т о р а с д в и г а . Опишем первый из них. •* 

Рассмотрим м-отображение Ф:С([0 и] R'-)-^-^v(G([o a];Rn))' o nP e" 
.деленное по следующему правилу: 

t 

Ф (х) — х (со) + j 0>Р (х) (s) ds, 
о 

уде &>j>(x)(s) = {y(s)\y(T;)(iF(x, x(t)) при почти всех тб[0, со]}. 
2.6.13. Л е м м а . М-отображение Ф — вполне непрерывно. 
Очевидно, что неподвижные точки этого оператора и толь-

-ко они являются ©-периодическими решениями включения (6.1). 
2.6.14. О п р е д е л е н и е . Точка x0GRn называется точкой 

м и - и е в о з в р а щ а е м о с т и т р а е к т о р и и , если для любого 
решения х включения (6.1) с начальным условием х{0)=х0 вы-
-•полнено: #(t){ne}xo> t6(0, со]. 

2.6.15. Т е о р е м а . Пусть GcrRn — такое ограниченное от­
крытое множество, что все точки дG являются точками ш-невоз-
:вращаемости траектории. Пусть м-отображение —F(Q, •) не 
имеет на 3G неподвижных,точек, тогда 

•/(—-4,(0, •)• <?0) = Т(--Ф> Щ, 
^Q={xeC(l0iet]iKn^.\\x\\<N, x(O)eG), a TV > sup (г | г = || х \\, 
jc —решение, x(0)G(3}. 
204 



Отметим, что конечность N следует из ограниченности. 
интегральной воронки S(G, JO, со]). 

Непрерывно дифференцируемая функция ср: R"{to}R назы­
вается невырожденной, если grad ф(л;)7--0 при lUll^No для не­
которого N o >0 . Вращение векторного поля gradф на сферах 
11x11= R>N0 называется индексом ф и обозначается ind(9,ob). 

2.6.16. О п р е д е л е н и е . Функция ф называется н а п р а в -
л я ю щ е й д л я в к л ю ч е н и я (6.1), если (grad ф(л:), у) > Ф 
для всех y£F(t, х). 

2.6.17. Т е о р е м а . Пусть ф — направляющая функция включен 
ния (6.1), тогда для любого шара Bp(0)czRn, p'>-/V0, выполнено. 
равенство 

7 ( - F ( 0 , •), <Э£Р(0)) = (-1)"^(Ф, 0). 
Из теоремы 2.6.15 и 2.6.17 вытекает 
2.6.18. Т е о р е м а . Пусть для включения (6.1) существует 

направляющая функция ненулевого индекса. Тогда включение 
(6.1) имеет, по крайней мере, одно со-периодическое решение. 

2.6.19. О п р е д е л е н и е . Направляющая функция ф назы­
вается возрастающей, если из ||л.||~>-оо вытекает, что |cp(#) |{to} 
->-оо. 

Если ф возрастающая направляющая функция, ТО 
•|ind(<p, о о ) | = 1 . 

2.6.20. Т е о р е м а . Если для включения (6.1) может быть. 
указана возрастающая направляющая функция, то это вклю­
чение имеет, по крайней мере, одно со-периодическое решение.; 

Теорема 2.6.15 позволяет и дальше развить метод направ­
ляющих функций. 

Второй подход изучения со-периодических решений основан: 
на изучении неподвижных точек оператора сдвига по траекто­
риям. В дифференциальных включениях изучение оператора, 
сдвига затрудняется тем, что он является м-отображением, име­
ющим, вообще говоря, невыпуклые (даже неацикличные) об­
разы. Однако этот оператор является обобщенно ациклическим!, 
что позволяет его изучать с помощью теории степени, развитой 
в § 2. 

2.6.21. О п р е д е л е н и е . О п е р а т о р о м с д в и г а по 
траекториям включения (6.1) называется м-отображение 
UM:R"{to}/<(R«), 

Uw(x) — {i/|y — x(co), xGS(x, [0, со])}, 
где S(x,[0,co])—интегральная воронка включения (6.1), вы­
ходящая из точки х. 

Несложно убедиться в том, что неподвижные точки опера­
тора сдвига и только они являются начальными значениями со-
периодических решений включения (6,1). 

Из непрерывной зависимости решений дифференциальных 
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•-Включений от начальных данных вытекает полунепрерывность 
с̂верху м-отображения Um-

Рассмотрим м-отображение S:R"-5-Ar(C(|o,u.],Rn))' ,-'(-)(-)== 

= S(x, [0, со]), т. е. точке x€R" сопоставим интегральную 
воронку, выходящую из этой точки. Это м-отображение ациклично 
,(см. [71]). Так как Ua(x) = aoS (х), где a:C([0a)bR^->R'1, 
4(х)~х (со), то оператор Um является обобщенно ациклическим. 

2.6.22._Теорема. Если найдется такой шар -9cR", что 
Ua>(dB)c:B, то дифференциальное включение (6.1) имеет со-перио-
дическое решение. 

Аналогично тому, как это делается в обыкновенных диф­
ференциальных уравнениях (см. [29]), устанавливается связь 
между вращениями полей F(0, •) и £/Ш; основываясь на этом, 
можно также развить метод направляющих функций. 

АННОТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА 
Пространство замкнутых подмножеств (см. § 1, гл. 1) может быть наде­

лено структурой топологического пространства различными способами (см.,' 
-например, [41, 67, 68, 72]). 

Понятия полунепрерывных многозначных отображений (см. § 2, гл. 1) 
введены Куратовским и Булиганом. Различные типы и критерии непрерывности 
м-отображений изучались многими авторами (см. библиографию в [10]). 

Операции над многозначными отображениями и их свойства изложены в 
монографиях Куратовского [67, 68] и Бержа [49, 50]. Отметим, однако, оши-
•Йочность утверждения Бержа о полунепрерывности снизу пересечения полуне-
шрерывных снизу м-отображений. О некоторых достаточных условиях полуне-
лрерывности снизу пересечения м-отображений см., например, [10, 74]. 

О других операциях над м-отображениями и библиографию см. в [10]. 
Классическая теорема 1.3.3 (см. § 3, гл. 1) принадлежит Майклу [73]. 

Ее доказательство приведено в [10]. Доказательства теорем 1.3.5 и 1.3.6 со-
дедржатся в работе [22]. 

Конструкция построения ступенчатых аппроксимаций для случая полуне-
"трерывных сверху м-отображений предложена в [31] и нашла дальнейшее 
развитие в работах [11, 23]. Препятствие для построения е-аппроксимаций по­
лунепрерывных сверху м-отображений предложено в [18]. Теорема 1.3,22 уста­
новлена в работе [70], см. также [9]. 

Понятие измеримого м-отображеиия (см. § 4, гл. 1) введено впервые, 
зпо-вндимому, в работе Плиша [80]. 

Доказательство теоремы 1.4.3 и литературные указания могут быть найде­
ны в [25—27, 55, 62], а доказательство теоремы .1.4.5 — в работе [27]. Теоре­
ма 1.4.7 доказана Кикучи [66]. Теорема 1.4.8 обобщает лемму А. Ф. Филиппо-
йа [45]. Теорема 1.4.10 доказана Кикучи [65], а теорема 1.4.11 — Кастеном 
,[54]. Теорема 1.4.13 восходит к Лясоте и Опялю [69]. 

Дальнейшая библиография по измеримым м-отображениям и их приложе­
ниям может быть найдена в [10]. 

Доказательство теоремы 1.5.7 (см. § 5, гл. 1), содержится, например, в [77], 
Все теоремы § 1, гл. 2 доказаны в работе [3]. Теорема 2.1.3 для случая 

R n + 1 \ 0 сформулирована в работе [4]. 
Понятие вращения (степени однозначного конечномерного векторного по­

ля) __восходит в Кронекеру и Пуанкаре (см. § 2, гл. 2). В явном виде основные 
.свойства этого понятия описаны Брауэром. Подробное развитие теории враще­
ния однозначных векторных полей дано в работах М. А. Красносельского и его 
учеников (см., например, [28, 30]), Ниренберга [77]; Браудера [52] и других). 
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Метод однозначных аппроксимаций в теории вращения м. в.-полей с вы­
пуклыми образами развит в работах [7, 8, 56, 9, 10], где могут быть найдены 
подробные доказательства. 

Гомотопические группы пространства подмножеств и степень' многознач­
ных отображений изучались в работах [3, 4] . 

Топологическая характеристика м. в.-поля была введена и изучена в рабо­
тах [19, 9]. Это понятие обобщается на случай вполне непрерывных м. в.-по­
лей в бесконечномерных пространствах (см. [20]). Подробные доказательства 
и литературные указания могут быть найдены в обзоре [9]. 

Понятие фундаментального множества отображения было введено в ра­
боте [24] (см. § 3, гл. 2). В работе Ю. И. Сапронова [43] впервые было ука­
зано его применение для построения вращения уплотняющих векторных полей. 
В работе [32] это понятие было использовано для определения вращения 
уплотняющих м. в.-полей в пространствах Фреше. 

Изложение теории вращения фундаментального сужаемых м. в.-полей осно­
вано на работах [32, 40, 13, 9]. Отметим, что теоремы 2.3.8 и 2.3.9 обобщают 
принцип биекции Ю. И. .Сапронова для однозначных уплотняющих векторных 
полей [43]. 

Построение степени фундаментально сужаемых обобщено почти ацикли­
ческих м. в.-полей предложено В. В. Обуховским [78', 38]. 

Более подробные сведения и доказательства основных фактов (см. § 4, 
гл. 2) теории линейных фредгольмовых операторов могут быть найдены, на­
пример, в [79]. Основные свойства нелинейных фредгольмовых отображений 
и конструкцию степени см., например, в [12, 4, 6, 77]. 

Конструкция степени для отображения вида «нелинейный фредгольмов 
оператор плюс вполне непрерывный многозначный оператор с выпуклыми 
образами» предложена Ю. Г. Борисовичем [5] и обобщена Н. Беннофадаром 
и Б. Д. Гельманом [2] на случай «нелинейный фредгольмов оператор плюс 
вполне непрерывный обобщению ациклический оператор»,. Изложение п. 2 
построения топологической характеристики следует работе [5], где даны 
дальнейшие ссылки. 

В 1959 году М. А. Красносельский и А. И. Перов для однозначных не­
прерывных операторов доказали принцип связности (см., например, [30]), ко­
торый нашел широкое применение при изучении структуры множества реше­
ний различных классов уравнений (см. § 5, гл. 2). Этот принцип является 
-операторным обобщением теоремы Кнезера о связности интегральной воронки. 
В 1942 году Аронзайн [47] доказал, что интегральная воронка обыкновенного 
дифференциального уравнения является ацикличным множеством. 

Эти вопросы нашли свое развитие и при изучении различных классов 
интегральных и дифференциальных включений. Например, в работах [14, 15] 
изучается связность множества решений некоторых классов интегральных 
включений, а в работах. [71, 61] доказываются теоремы.об ацикличности мно­
жества решений некоторых классов дифференциальных. включений. Отметим 
также обобщение принципа связности Красносельского — Перова для одного 
класса операторных включений, полученное в работе [39]. 

Доказательство теоремы 2.6.3 (см. § 6, гл. 2) может быть найдено в [49]. 
Там же, а также, например, в монографиях [64, 76] подробно изложены и 
другие приложения многозначных отображений в теории игр и математиче­
ской экономике (библиографию см. также в обзорах [9, 10]). Отметим, что в 
работе [36] понятие вращения м. в.-поля применяется для доказательства су­
ществования положительного равновесия в модели, конкурентной экономики. 

Доказательства теорем 2.6.5 и 2.6.6 см. в [1]. 
Теорема 2.6.10 доказана в [31], теорема 2.6.12 — в [35]. 
Теорема 2.6.15 доказана в [9], Понятие направляющей функции восходит 

к работам М. А. Красносельского (см., например, [29]). Теорема 2.6.20 дока­
зана Е. А. Ганго и А. И. Поволоцким [16], теорему 2.6.22 см. в [9]. Метод 
интегральных операторов в задаче о периодических решениях дифференциаль­
ных включений и управляемых систем с запаздыванием развит в работах 
[33, 34]. 
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