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И УНИТАРНЫХ ГРУПП И ЯДЕРНЫЕ МОДЕЛИ 
5. В. Ванагас 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

Квантовая физика представляет одну из наиболее плодот­
ворных областей применения методов теории групп для иссле­
дования свойств физических систем. Начиная с тридцатых годов, 
параллельно с развитием квантовой механики и ее применением 
к изучению строения вещества, теоретико-групповые методы 
стали широко использов'аться Б качестве удобного математи­
ческого инструмента для наследования квантовых систем. Вна­
чале группы применялись для описания точных свойств сим­
метрии. Со временем изменялась их роль, и с их помощью 
начали решать более сложные и разнообразные задачи — раз­
вития эффективных методов вычисления, выявления так назы­
ваемых скрытых и учета нарушенных симметрии, классифика­
ции и описания свойств совокупности определенных объектов, 
таких, например, как элементарные частицы или уровни ядер 
определенной природы, 

Особенно плодотворным явилось применение групповых ме­
тодов в теории многочастичных квантовых систем, важнейшими 
примерами которых являются атомы, молекулы, твердые тела и 
атомные ядра. По мере расширения круга исследуемых объек­
тов, повышения требований к качеству результатов, а также 
благодаря новым вычислительным возможностям, предоставля­
емым ЭВМ, менялись взгляды на принципы применения теории 
групп для исследования систем многих тел в квантовой механи­
ке, а ее методы эволюционировали в сторону усложнения клас­
са используемых алгебр и' групп и более изысканных способов 
их применения. Одному из таких нетрадиционных применений 
теории групп к изучению структуры атомных ядер и посвящен 
настоящий обзор. i 

В основу излагаемого подхода положена следующая идея, 
предложенная применительно к теории ядра в [20, 4]. .Рассмот­
рим физическую систему и сложное динамическое уравнение 
OWi — О, задаваемое оператором О, описывающим ее поведение, 
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Из-за сложности проблемы решения ЧГ$ этого уравнения не мо­
гут быть найдены. Поэтому требуется заменить О^г — О более 
простым модельным уравнением Oô Foi—'0, предназначенным 
для приближенного описания тех свойств системы, существова­
ние которых постулируется на основе анализа эксперименталь­
ных данных. 

Вывод уравнения O-̂ FCH =• 0 основан на разложении О в опе­
раторный ряд 

6=д0+61+624-..., (1) 
слагаемые которого сортируются по определенным признакам. 
Первое, обычно наиболее простое слагаемое, дает оператор 
00, а тем самым и модельное уравнение Оо^о;-•=(), Случается, 
что члены разложения (1) можно маркировать с помощью не­
приводимых представлений группы G и тогда при выводе раз­
ложения (1) можно пользоваться алгебраической техникой 
теории групп. В таких случаях первый член, разложения (1) 
обычно является G-скалярным слагаемым, однозначно выделяе­
мым из оператора 6; тогда 6 и группа G однозначно- определя­
ют модельное уравнение Оо̂ ог — 0. 

Описанная конструкция позволяет упростить динамическую 
задачу и построить модели системы. Изложенная идея моде­
лирования в принципе применима к системам различной при­
роды. Практическую пользу из нее проще всего извлечь в тех 
случаях, когда удается обнаружить подходящую группу. Имен­
но такая ситуация имеет место в теории ядра. При этом в ка­
честве G выступают ортогональные либо унитарные группы, и 
это обстоятельство отражено в названии настоящей статьи, 

Началу использования сложных унитарных и ортогональ­
ных групп в теории ядра положили работы [15—18]. Эти груп­
пы в течение многих лет применялись в традиционных' моделях, 
смысл которых будет объяснен в последующих разделах. В на­
стоящей статье в основном пойдет речь о нетрадиционных мо­
делях ядра, общая идея вывода которых уже была объяснена 
и будет детализирована в дальнейшем изложении. 

Обзор предназначен для ' первого' знакомства с предметом, 
поэтому материал статьи излагается в форме, доступной для 
широкого круга читателей, научные интересы которых, возмож­
но, далеки от области применения алгебраических методов к 
'изучению структуры атомных ядер. В этой связи в обзоре об­
суждается сильно упрощенный вариант теории, в котором отсут­
ствуют многие детали, существенные для конкретных примене­
ний. С общей теорией и ее применениями можно ознакомиться 
fto лекциям. [3, 7, 22—24] и обзорам [5, ,6]. Общие тенденции 
развития и применения традиционных и нетрадиционных моде­
лей ядра, основанных.на использовании аппарата теории группг 
изложены в обзоре [26]. 
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§ В. ПРОБЛЕМА МНОГИХ ТЕЛ В ТЕОРИИ ЯДРА 

Начнем обсуждение,.вопросов структуры атомных ядер и 
построения моделей ядр'а по выше изложенной схеме с общего 
взгляда на проблему многих тел Б квантовой физике. Имеются 
достаточно веские основания предполагать, что эту проблему 
можно изучать в рамках нерелятивистской квантовой механики. 
Тогда в качестве динамического уравнения 0"Ф"г —0, описываю­
щего систему, используется не зависящее от времени уравнение 
Щрёд ингера 

^ - = % . (2) 
где Я—гамильтониан системы; $ обозначает его спектр, кото­
рый может принимать как дискретные, так и непрерывные зна­
чения. Волновые функции Y^r зависят в общем случае от %, 
а также и от других характеристик Г, которые в дальнейшем 
будем называть квантовыми числами. 

Приведем примеры оператора - Н, Рассмотрим квантовую 
систему, состоящую из двух сортов частиц, которые условно 
назовем р- и .^-частицами. Обозначим массу р частицы через 
тр, а их число через пр и аналогично для q частиц. Пусть rip 
и Tjq — трехмерные векторы (£-—-1, 2 , . . . , пр; у = 1, 2 , . . . , nq), 
компоненты которых xs

ip, ys
ip, z\ и xs.Q, ys

jq, zs
jq, принимающие 

значения в интервале от — оо до •-]- оо, используются в каче­
стве пространственных переменных» Операторы набла, соответ­
ствующие векторам rip и г^, обозначим, соответственно, через 
\iP и yJq; введем также оператор \/рд, соответствующий 
вектору 

Будем считать, что ^-частицы взаимодействуют с помощью пар­
ного потенциала VP;P(|ri2-—г<3)|), ^-частицы —потенциала 
^-g(lrJ3—rkq\), а взаимодействие между р- и ^-частицами за­
дается потенциалом Vpq(\rip—rjg|). Тогда, согласно законам 
квантовой механики, гамильтониан'системы состоит из двух 
слагаемых 

H=Hh+Hp, (4) 
где входящие операторы кинетической Нк и потенциальной Нр 
энергий имеют вид: 

<У=2 qi<j~2 

n0na Vp« 2m' \nn Zi Wip — Vjpr — ipij-q i<j=2 
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q i < / « 2 * -3 / 

И 

Др лв-
Я Р = 2 ^рр(|г,р-гур|)+ 2 К*ИГг^~->1) + 

i<j=-2 i < / = 2 , 
«p nq 

+22^(1^-^1). <б) 
i=U=i 

В (5) # — константа Планка, разделенная на 2лх, численное 
значение которой равно 1,0545887.10~27 эрг. с. В операторе ки­
нетической энергии использованы обозначения 2/т=1/тр-\-
|+l/mg и 2]mf—\]mv—l/mg. В (6) VPP, Vqq и Vm — определенные 
функции, зависящие от расстояний между частицами, вид ко­
торых будет обсуждаться ниже, 

В тех случаях, когда система состоит из частиц одного сор­
та, в (5) и (6) пренебрегаем слагаемыми, скажем, для q час­
тиц, опускаем индексы р как излишние и тогда из (4) — (6) 
получаем гамильтониан 

H=>Hk + Hp, (7) 
где 

п 
Hk==~%kW 2 (V--V/)2 . (8) 

И 

п 

Vp- .2^(I-W,i)> (9) 

Задавая определенный вид потенциалов, имеем явные выраже­
ния операторов (4) или (7), а тем самым и уравнения Шрёдин-
гара (2), т. е., динамическое уравнение О^==0, о котором шла 
речь во введении настоящей статьи. Физический смысл при­
дается лишь тем решениям Y^r, которые являются однознач­
ными и конечными функциями всех переменных. 

Излишне напоминать о том, что уравнение Шрёдийгера для 
гамильтониана (4) или (7) является чрезвычайно сложным. 
Достаточно вспомнить, что оно предназначено для описания 
свойств систем, состоящих от двух до десятков или сотен час­
тиц, или даже для описания свойств макроскопических тел. 
Пусть, например, /7-частицы являются электронами, которые не­
сут отрицательный элементарный электрический заряд, a q — 
атомные ядра одного сорта с положительным зарядом ze (z==l, 
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% 3, . . .; .3=4,803242-10-10 СГСЕ). Предположим также, что 
все частицы одного сорта отталкиваются, поэтому Vpp и Vqq 
принимают положительные значения, а частицы разных сортов 
притягиваются, следовательно, Урд<0. Кулоновские потенциа­
лы имеют вид: 

V4q(r)= ~zVpq(r) = z*Vpp{r)^£f. (10) 

Подставляя (10) в (6) и используя соответствующие значения 
масс частиц, получаем явное выражение гамильтониана элек­
тронно-ядерной системы. Масса электрона равна 9,10953-
• Ю-31 кг, что в энергетических единицах соответствует 
0,511003 МэВ. Атомные ядра, по крайней мере, в несколько тя-
<сяч раз тяжелее электронов. Поэтому электронно-ядерная сис­
тема состоит из подсистемы пр легких и подсистемы nq тяже­
лых частиц. В природе существует много примеров таких кван­
товых систем. Возьмем, например, систему, состоящую из элек­
тронов и ядер углерода в пропорции шесть электронов на 
каждое ядро. При определенных условиях такая система обра­
зует кристалл графита или алмаза с плотностью 1,7-1023 ядер 
•Э 1 см3 в первом случае и 1,2-1023 ядер в 1 см3 во втором слу­
чае. 

Пусть, как и раньше, р-частицами являются электроны, но 
имеется лишь одна ^-частица, которая является атомным яд­
ром, носящим положительный заряд пре. Тогда q = l, в (5) и 
)(6) нет слагаемых, содержащих только индексы q. Потенциалы 
Vpp и VPq имеют прежний вид (10), и (4) является гамильтони­
аном нейтрального атома, содержащего пр электронов. 

Оператор (4) позволяет имитировать гамильтониан систем, 
состоящих из частиц с одинаковыми массами. В этом отноше­
нии, а также и по некоторым другим признакам., которые будут 
обсуждаться ниже, такие системы сходны с атомными ядрами, 
в состав которых входят протоны и нейтроны с почти одинако­
выми массами, равными 1,67265- Ю-27 кг для протона и 1,67495-
•10"27 кг для йейтрона. Аналогично случаю атомных ядер по­
ложим в (5) mv = mq==m и рассмотрим систему, состоящую из 
фермионов, — тождественных частиц, подчиняющихся статисти­
ке Ферми и взаимодействующих посредством потенциала V(r), 
обеспечивающего существование связанной, хорошо локализо­
ванной в пространстве системы. Такие потенциалы можно, на­
пример, задать выражением 

k 

V r ( | r i - r y | - 2 A / | r i - r y r ' e x p ( - a < | r i - r y | p ' ) l (11) 

где At, at, at и .p., — численные константы, определяющие его 
форму. Константы потенциалов устанавливаются сравнением 
теоретических результатов с экспериментальными данными. 
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Примером выражения (11), удобным в методических задачах; 
может служить потенциал Рипки 

^ ( |r i_r. |)=l/0exp(—(I—^l]2), (12) 
в котором расстояние | г 4 - r j | измеряется в единицах 1С)-13 см; 
а глубина потенциала VQ—В миллионах электровольт (МэВ)" 
Используется значение V 0 = -72,05 МэВ, которое, в зависи­
мости от типа взаимодействий, называемых взаимодействием 
Вигнера, Майорана, Бартлетта и Гейзенберга, еще умножается 
на —0,13; 0,93РУ; 0,46Р!? и 0,26Р#, где Я , , - так назы­
ваемые обменные операторы, действующие на индексы прост­
ранственных, спиновых и изоспиновых переменных. Использу­
ются и более сложные потенциалы вида (11), в их числе так 
называемые реалистические потенциалы, параметры которых 
устанавливаются из экспериментов по рассеянию. Общая тео­
рия .будет изложена в форме, пригодной для произвольных 
т/(|Г{__г.|)? поэтому в дальнейшем не понадобится детализиро­
вать вид потенциалов взаимодействия между частицами. 

Необходимо также иметь в виду, что интерпретация опера­
тора (4) как гамильтониана кристалла или атома, а также 
имитация оператором (7) гамильтониана ядра является при­
ближенной. В приведенных гамильтонианах не учитывались так 
называемые спиновые степени свободы и связанные с ними 
дополнительные слагаемые в N. Это замечание, в первую оче-: 
редь, касается атомных ядер, в случае которых необходимо 
учитывать уже упомянутые обменные силы, кулоновское вза­
имодействие между протонами, а также векторные и тензорные 
слагаемые гамильтониана ядра. Во избежание деталей, без 
доторых можно обойтись при изложении общих принципов при­
менения ортогональных .и унитарных групп для построения мо­
делей ядра, мы умышленно рассматриваем упрощенные гамиль­
тонианы и соответствующие им многочастичные квантовые сис­
темы. Поэтому будем в дальнейшем без дополнительных огово­
рок называть обсуждавшиеся гамильтонианы гамильтонианами 
кристалла, атома и ядра. С полным изложением предмета для 
общей задачи многих тел в теории ядра можно ознакомиться по 
литературе, ссылки на которую указаны в конце введения. 

§ 3. ТОЧНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ДВИЖЕНИЯ 

Возвратимся к теоретико-групповым аспектам проблемы 
многих тел в квантовой механике. Точные симметрии, которы­
ми обладают квантовая система, обнаруживаются путем ана­
лиза ее гамильтониана. Пусть найдена группа С?, операторы g 
которой коммутируют с гамильтонианом Я, т. е, пусть 

[H<g\^Hg-gH = 0. (13) 
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Тогда доказывается, что могут быть выбраны тарие решения; 
^ г уравнения (2), чтобы в наборе квантовых чисел Г содер­
жались характеристики неприводимых представлений группы • 
G. Группа G называется группой симметрии оператора Н. По 
терминологии, принятой в квантовой механике, ее неприводи-: 

мые представления называются точными квантовыми числами,., 
сохраняемыми гамильтонианом Я. Их еще называют интегра­
лами движения, т. е. сохраняющимися во времени величинами,. 
характеризующими состояние системы. Интегралы движения, 
наблюдаются экспериментально, что дает возможность непо­
средственно проверять адекватность законов природы выводам,, 
вытекающим из свойств симметрии квантовых систем. 

Рассмотрим примеры. Гамильтонианы (4) и (7) не меняются 
при замене знаков векторов rip и rjq на обратные. Сформулиру-
ем это на языке.теории групп. Рассмотрим дискретную группу 
отражения GTeih состоящую из единичного элемента gi и эле­
мента отражения g2, действие которых на переменные задаются 
выражениями g\Tip—rip, g2rip=—т{р и аналогично для rjg. Лег­
ко убедиться в том, что гамильтонианы (4) и (7) не меняются 
при замене т{р на grip и т. п., следовательно, операторы группы 
GIeti коммутируют с Н, поэтому, согласно высказанному обще­
му утверждению, неприводимые представления группы GTeti 
являются интегралами движения, т. е. точными квантовыми 
числами, характеризующими решения уравнения Шрёдингера. 
Обозначим неприводимые представления группы Grefi через зт 
и выделим их в явном виде из набора квантовых чисел Г-
Тогда Г заменяется через яГ и в итоге вместо Ч'^г будем. 
писать ^^кг, где Г ^обозначает набор квантовых чисел, уже 
не содержащий п. 

Операции группы отражения не исчерпывают всех' свойств-
симметрии гамильтониана Н. Рассмотрим симметрическую группу 
Sn. Обозначим операторы этой группы через р и зададим их 
действие на rf как перестановку одноч а стачных индексов и 
Легко проверить, что гамильтониан (7) не меняется при пере­
становке индексов переменных, следовательно, Н коммутируют 
с р, и неприводимые представления группы Sn являются точны­
ми интегралами движения. Обозначим их через %. Размерности. 
5п-неприводим.ых представлений к могут оказаться больше 
единицы, поэтому введем базисный индекс р. представления Я... 
Аналогично случаю группы отражения выделим Х\х из набора, 
квантовых чисел Г и вместо Ф ~„r будем писать "Ф^ляцг. 

Еще одна группа симметрии гамильтониана Н обнаружи­
вается при рассмотрении операции вращения трехмерного про­

странства. Операторы grot группы вращения SO& действуют 
на декартовы индексы 5 компонент Xts одночастичных векто-* 
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ров Ti, преобразуя эти компоненты с помощью матрицы пово­
рота D{u) («-PW) трехмерного пространства, зависящей от углов 
.Эйлера -/%". Группа S03 является непрерывной компактной 
группой, поэтому достаточно проверить инвариантность Я по 
отношению к преобразованиям ее инфинитезимальных операто­
ров Lx, Lv, Lz, называемых в физических приложениях операто­
рами углового момента. Учитывая хорошо известные их явные 
выражения, непосредственно убеждаемся, что [Н, La] =0 (а=х, 
yf z), поэтому неприводимые представления группы вращения 
•503 (обозначим их через L) являются точными интегралами 
движения. Размерность L при L-т-О больше единицы, поэтому, 
.аналогично случаю группы Sn, введем базисный индекс М, обо­
значающий неприводимые представления группы вращения дву­
мерного пространства SO2. Эта группа также является груп­
пой симметрии оператора Я. 

Гамильтонианы (4) и . (7) не меняются при одновременном 
сдвиге всех г{ на вектор Ь. В связи с этим Я инвариантен по 
отношению к преобразованиям операторов группы трансляции 
<?tr. Эта группа является непрерывной некомпактной группой, а 
ее неприводимые представления задаются тремя непрерывными 
квантовыми числами kx, kv, й„ которые можно рассматривать 
как компоненты вектора К. Этот вектор определяет величину 
и направление импульса центра масс системы. Нами рассмат­
ривается квантовая система, свободная от внешних полей, по­
этому, не ограничивая общности, можно положить, что К=0. 

Свойство трансляционной инвариантности гамильтониана 
,(7) может быть учтено в явном виде, используя вместо пере­
менных xf компоненты п—1 векторов pt (t=l, 2 , . . . , п—3, s, 
•а), называемых векторами Якоби. Векторы pf выражаются че­
рез гь г2,..., rn в виде следующих линейных комбинаций: 

р'"уг-Ьг(|1
г'"-'Гл1) ' (14) 

при £=1 ,2 , . . . , л — 3 и 
/ н-2 \ 

Ps===K ~^Г I n(n~-2) -^ fj~~ ^Гя-- + г") I' 

Рд=у-(Гя-1-г„) (15) 

при t=s, а; в (15) индексы s и а указывают на свойство сим­
метричности или антисимметричности по отношению к переста­
новке одночастичных векторов rn_i и гп. Векторы Якоби (14) и 
(15) не меняются при замене всех ri Hari+&. Это доказывает, 
что они являются трансляционно-инвариантными векторами. 

Обозначим компоненты векторов (14) и (15) через рД Легко 
убедиться в том, что оператор кинетической энергии (8) пред-
10 



ставляет сумму операторов Лапласа в переменных pi4", а аргу­
менты потенциалов V{\ri — rj|) выражаются в виде линейных 
комбинаций этих переменных. Например, при /г. > 5 имеем 
Т./2 (Xx*—xtf)=tf, "Кз"(^ — ̂ )—-—1/"3"р2^-+2р3^ и т. п. По­
этому можно полагать, что гамильтониан ядра задан в перемен­
ных рД т. е. 

Я ( . , . х / - х / . . ^ Я ( . . . р / . . . ) ) (16) 
где Н дается выражением (7). 

Подводя итоги сказанному, заключаем, что решения уравне­
ния (2) могут быть охарактеризованы интегралами движения зх, 
Хц, LM и, разумеется, собственным значением Щ оператора Н, 
Поэтому будем писать ^^яхтмт, где Г-остальные квантовые 
числа, не включающие перечисленных интегралов движения. 

В тех случаях, когда Я не обладает другими симметриями, 
кроме перечисленных, а это, как правило, имеет место в случае 
реалистических потенциалов, — нет дополнительного вырожде­
ния по <g. Тогда Г отсутствует, и собственные функции гамиль­
тониана ядра характеризуются набором квантовых чисел 
•S'n'kiiLM. Включим в этот набор число частиц п и представим 
уравнение Шрёдингера (7) в следующем, более полном виде: 

/ / ( . . . Р Л . . ) ^ngnWMM ( • • • 9f • • • ) =-

^%(ппЩ^п&л^ш{. .-Pts- • •)- (17) 
В (17) использованы переменные р-а и в явном виде указано, 
•что энергия & вырождена по р, и М и зависит лишь от nrcXL. 

Квантовое число % появилось, благодаря упрощенному виду1 

гамильтониана (7). При использовании полного гамильтониана 
ядра, включающего спиновые и изоспиновые степени свободы, 
X не является интегралом движения и заменяется квантовым 
числом а, указывающим на свойство антисимметричности функ­
ций \F по отношению к перестановке индексов всех переменных 
частиц. Для полного гамильтониана ядра LM также не являют­
ся точными квантовыми числами и заменяются полным угловым 
моментом / и его г-проекцией Ms. Тогда имеем ^ — Ж{пиа1) и 

§ 4. ПРОСТРАНСТВО РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ ШРЁДИНГЕРА 

Записать уравнение Шрёдингера в виде (17) стало возмож­
ным, благодаря скалярности оператора Н по отношению к пре­
образованиям операторов групп С?геп, Sn, S03> S02 и GtT и этот 
результат иллюстрирует уже упомянутое во введении настоя­
щей статьи классическое применение теории групп при изучении 
свойств точных симметрии квантовых систем. Формула (17) 
•.остается справедливой, в случае произвольных потенциалов в 
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(9). Хотя для установления явной зависимости собственных' 
функций и собственных значений гамильтониана Н от точных 
квантовых чисел S'KXIXLM необходимо решить уравнение (17),, 
что является черезвычайно сложной задачей, найденные инте­
гралы движения позволяют сделать определенные заключения 
о структуре пространства решений уравнения Шрёдингера. Ско--
ро убедимся в том, что это, в свою очередь, позволяет строить 
модели ядра, сохраняющие точные интегралы движения; такие 
модели будем называть кинематически корректными моделями.. 
Более подробное обсуждение моделей ядра, с точки зрения их 
кинематической корректности, можно найти в лекциях [3] и в 
обзоре [5]. 

К описанию методов моделирования приступим в следующем 
разделе; теперь же подготовимся к этому, описывая.в удобных 
терминах структуру пространства решений уравнения (17). До­
пустим, что для выбранного потенциала взаимодействия между 
составными частицами ядра найдены все решения Т уравне­
ния (17). Собственные функции • ¥ для данного п можно умно­
жать на числа и складывать, и в этом отношении они ведут 
себя подобно векторам некоторого пространства. Поэтому можно-
утверждать, что \Р реализуют линейное пространство. Обозна­
чим это пространство через $!(л); оно называется пространст­
вом решений уравнения (17), Наличие интегралов движения яг 
X и I позволяет разбить 91{п) на подпространства ^пл%1\ мар­
кируемые квантовыми числами nXL, а также числом частиц п» 
Представим такое разложение в виде прямой суммы 

^<л) = ^ * л и Ц ^ л " ' ^ ' Ч - . . . , (18) 
в которой входящие подпространства реализуются через реше­
ния ^п$я%им со всевозможными #, jx и М для данных nnXL. 

В общем случае подпространства ^пя%1) являются бесконеч­
номерными пространствами. Их структура определяется видом. 
оператора Я и, в первую очередь, свойствами его спектра. В за­
висимости от формы потенциалов V(|r—-rj|) энергия Ж может 
принимать непрерывные или дискретные значения, -либо и те, и 
другие. Из-за сложности уравнения Шрёдингера на этот вопрос 
не удается получить определенного ответа, поэтому остается 
предположить все три возможности — случаи непрерывного, 
непрерывно-дискретного и дискретного спектра. 

В случае непрерывного спектра решения уравнения (17) не 
принадлежат к классу квадратично интегрируемых функции, 
поэтому Мт не является гильбертовым пространством. Для дис-' 
кретно-непрерывного спектра к гильбертовому пространству 
принадлежат лишь функции XF дискретной ветви спектра. Когда 
же ^принимает только дискретные значения, 32(та) является 
сепарабельным гильбертовым пространством. 
12 



Собственные функции УРп^яшм, образующие базисы 
в на , не известны, поэтому вышеописанная реализация про­
странства Ж{п) не конструктивна. Воспользуемся другим бази­
сом в gt{nnhL\ обозначим его через Фптп%щм, где Г—-кванто­
вые числа, дополняющие rik\xLM до полного набора индексов. 
Базисные функции Ф не характеризуются определенным значе­
нием энергии Щ и, возможно, очень далеки от истинных, волновых 
функций ЧГ„ Их преимущество состоит в том, что они намного 
проще ¥ и поэтому могут быть , построены в явном виде 
прямыми или рекуррентными способами. 

Как точные функции "Ф", так и базисные функции Ф обра­
зуют полный базис в пространстве решений уравнения Шрё­
дингера (17), поэтому существует разложение 

^ngnhv^LM ( • . . 9ts • . .) = ^CL%:bL)G>nTn^LM ( . . . р,* . . . ) , (19) 
г 

в котором в случае состояний непрерывного спектра вместо 
суммы берется интеграл по непрерывным индексам, содержа­
щимся в Г. Для состояний дискретного спектра коэффициенты 
этого разложения можно определить путем диагонализации 
матрицы оператора Я с матричными элементами 

Hi?$L)= < nVnlL | Н\ nT'nXL > , (20) 

/вычисленными в базисе Фпг»\]и.м- В обозначениях в (20) учтена 
-независимость матрицы оператора Н от \i и М. В случае 
непрерывного спектра рассматривается непрерывный аналог 
матричных элементов (20) оператора Н. 

Матричное представление (20) оператора Я, действующего 
•в пространстве 52(п), является стандартным и общепринятым в 
•кватовой механике. Н ам понадобилось его обсуждать по двум 
-причинам. Первая из них обусловлена желанием объяснить 
роль точных интегралов движения при разложении ^(гг) на пря­
мую сумму подпространств-#(nrt*,I-). Вторая, более веская причи­
на кроется в исключительном удобстве понятий пространств и 
действующих в них операторов при построении моделей ядра. 
-В таких построениях, которым посвящены остальные разделы 
настоящей статьи, будет меняться роль операторов и про­
странств; если до сих пор пространство порождалось операто­
ром Н и уравнением (17), — поэтому оно и называется простран­
ством решений уравнения Шрёдингера, — то в последующих 
•построениях заданное пространство 91 будет само порождать 
'оператор Яо, который будет являться модельным гамильтониа­
ном ядра. В частности, таким путем без привлечения понятий 
теории групп можно объяснить смысл первого слагаемого раз­
ложения (1), когда оно применяется для гамильтониана ядра. 
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§ 5. ТРАДИЦИОННЫЕ И НЕТРАДИЦИОННЫЕ Г0-МОДЕЛИ 

Представление точных решений W в виде разложения (19) 
удобно в том отношении, что оно позволяет объяснить общую 
схему построения моделей многочастичных квантовых систем. 
Существуют два вида моделей, которые условно назовем тра­
диционными и нетрадиционными моделями. Они строятся сле­
дующим образом. 

При построении обоих видов моделей индекс Г базисных 
функций Ф заменяется двумя индексами Г0ГЬ один из которых,, 
скажем индекс Го, трактуется как приближенный интеграл дви­
жения, а второй индекс Т\ — как матричный индекс, нумерую­
щий матрицу оператора. В традиционных моделях в качестве 
оператора берется полный гамильтониан системы Я, и точное 
разложение (19) заменяется приближенным разложением 

%T0g«№M (• • • Р/ . • .) = 2 Ь^:Х1)Ф,птвт^шм (... р*'...), (21> 

в котором входящие коэффициенты определяются путем диаго-
нализации матрицы 

нигт^1) _ ( л Г о Г 1 я и | н | яГ-Г/яМ, > (22) 

в диагональном по Го приближении. Теперь функции (21) уже 
не являются точными решениями уравнения Шрёдингера для Я 
и лишь приближенно отражают заложенную в ней динамику. 
Функции и спектр, вычисленные в диагональном по Го прибли­
жении, дают модельное описание системы, которое будем назы-

' вать традиционной Го-моделью. Она задается исходным гамиль­
тонианом Я и выбором квантовых чисел Го. 

Изложенный способ моделирования возник одновременно с 
квантовой механикой. Он опирается на трудно контролируе­
мое предположение о диагональности по Го матрицы гамильто­
ниана Я. В тех случаях, когда не диагональные по Го матрич­
ные элементы малы, можно рассчитывать на то, что модельные 
функции (21) хотя бы отдаленно напоминают точные решения 
(19). Это предположение допускает проверку лишь в случае 
простых: Я. В случае реалистических гамильтонианов, не удает­
ся оценить вклад недиагональных по Го матричных элементов, 
и это обстоятельство сильно обесценивает традиционные Го-мо­
дели. Теряется последовательность строгих рассуждений, и о их 
адекватности физической картине строения системы можно су­
дить лишь косвенно, сравнивая теоретические результаты с 
опытными данными. 

Проблема контроля величины недиагональных по Го матрич­
ных элементов отсутствует в нетрадиционных моделях, общая 
схема построения которых была предложена в 120, 41 и развита 
в [22]. Эти модели основаны на операторных рядах, о которых 
уже шла речь во введении. В простейшем варианте схема по-
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строения нетрадиционных моделей такова. Представим Я в ви­
де суммы двух слагаемых 

Я=-Яо + Я ' , (23> 
первое из которых выделено из условия сохранения квантового 
числа Г0. Условия, определяющие Я0, можно записать, поль­
зуясь ранее обсуждавшимися базисными функциями Флг0г1я.\щж> 
реализующими подпространство &(nnKL\ Пусть Я0-—оператор, 
подлежащий определению. Рассмотрим его матричное представ­
ление на базисе Ф и определим Я0 как слагаемое гамиль­
тониана Я, для которого выполнено условие 

( яГоГ-jtU | Я01 яГ0Т-/зти > =-• 
= б (ГоГУ) < nToT^L | Я01 лГоГх'яи > (24) 

для всех Го в -ЗР71"->. Из этого определения следует, что второе 
слагаемое Н' оператора Я имеет, по крайней мере, один не диа­
гональный по Го матричный элемент. В приведенном определе­
нии также подразумевается, что оба оператора Яо и Н' сохра­
няют точные квантовые числа rik\xLM. Формула (24) может 
быть обобщена и на случай непрерывных модельных квантовых 
чисел. 

Существует несколько методов построения модельного га­
мильтониана Я0. Один из них будет подробно обсуждаться ни­
же, о другом упомянем в заключительных замечаниях. На дан­
ном этапе изложения будем считать Я0 известным, следователь­
но, известно и уравнение Шрёдингера 

Я 0 ( . . . pt
s . . -) ^Л^0Г„«ЬШУИ'(. • • р** , . . ) = 

(25) 
Это уравнение будем называть уравнением Шрёдингера нетра­
диционной Го-модели ядра. 

При сравнении традиционных и нетрадиционных Г0-моделей 
следует обратить внимание на то обстоятельство, что условие 
(24), определяющее Я0, не эквивалентно использованию всех 
диагональных по Г0 матричных элементов оператора Я, т. е. 
матричные элементы оператора Я0, входящие в правую сторо­
ну выражения (24), отличаются от матричных элементов выра­
жения (22), Поэтому модель, основанная на ур-авнении (25), не 
эквивалентна традиционной Г0-модели. \ 

Аналогично (21), решения уравнения Шрёдингера (25) для 
гамильтониана нетрадиционной Г0-модели можно разложить 
через базисные функции Ф, реализующие подпространство 
дцпяьь) и записать как 

^ . „ ш и * (.. . Р/ ' . . . ) - - .2^ , X Z ) ( l>«r . r^ W Ai( . • • Pts - • .)• (26) 
г* 
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В (26) входящие коэффициенты определяются путем диагонали-
зации матрицы гамильтониана Я0 на базисе функции ФпГоТщхшм', 
маркировка этих матричных элементов указана в правой сто­
роне формулы (24). 

Функции (26), как и функции (21), зависят от квантового 
•числа Го. Однако между ними имеется существенная разница. 
Если Го в (21) является приближенным квантовым числом 
полного гамильтониана Я, степень сохранения которого практи­
чески не удается контролировать, то Г0 в (26) является точным 
.квантовым числом модельного гамильтониана Я0, и проблема 
контроля отсутствует. Все, что было сказано ранее об интегра­
лах движения n^iiLM .лля гамильтониана Я, теперь можно по­
вторить для интегралов движения TQ7t%\xLM гамильтониана Я0. 
В частности, аналогично разложению (18) пространства 9&п\ 
приспособленному для исследования спектра оператора Я, со­
храняющего n%L, для анализа свойств спектра и собственных 
функций гамильтониана Я0 нетрадиционной Го-модели про­
странство <#<«я*—' удобно разложить на подпространства, харак­
теризуемые квантовыми числами Г0. Представим такое разло­
жение в виде 

—(nnXL) __дп{пГ0кХ1) _т_ — (nTo'nXL) f С2Л\ 

Оператор Я0 действует внутри подпространства <%(пТ°пи\ Это 
•свойство оператора Я0 позволяет дать следующее его опре­
деление, эквивалентное определению (24): Я0 представляет ту 
часть оператора Я, которая действует внутри пространства 
М(пГ"ли). Иными словами, Я0 получаем из Я , ограничивая Я 
на подпространстве &(nT<>"xl\ Поэтому нетрадиционные Го-мо­
дели естественно назвать моделями с ограниченной динамикой. 
Выбирая различные Г0, получаем соответствующие им гамиль­
тонианы Я0, а следовательно, и различные нетрадиционные 
Го-модели. Можно сказать, что ограничение оператора Я на 
выбранном пространстве М порождает Я0) а тем самым и опре­
деленную модель квантовой системы. 

Оказалось, что в качестве модельных квантовых чисел Г0 
подходят неприводимые представления ортогональных и уни­
тарных групп, операторы которых действуют в пространствах, 
имеющих непосредственное отношение к определенным степе­
ням свободы в атомных ядрах. Именно это обстоятельство и 
позволяет перекинуть мост между алгебраическим аппаратом 
теории групп и физическими проблемами структуры атомных 
ядер. Остальные разделы настоящей статьи и будут посвяще­
ны этим вопросам. Их изложение начнем с обсуждения физи­
ческих идей, позволяющих выбрать модельные квантовые 
числа Г0. 
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§ 6. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОСОБЕННОСТИ 
СТРУКТУРЫ АТОМНЫХ ЯДЕР 

При создании физической картины строения многочастичных 
квантовых систем важную роль играют их геометрические свой­
ства. Особенно отчетливо они проявляются в системах, состоя­
щих из частиц с различными массами. Классическими приме­
рами таких систем являются атомы, молекулы и., кристаллы. 

В атомах в качестве тяжелой частицы, определяющей в 
большой степени структуру всей системы, выступает атомное 
ядро, представляющее ярко выраженный силовой центр, нали­
чие которого обеспечивает существование атома как стабиль­
ной квантовой системы и в значительной степени определяет 
поведение электронов, привязывая их к естественному, создан­
ному атомным ядром силовому центру. Поле, в котором движутся 
электроны, имеет заметную сферически симметричную составля­
ющую, обусловливающую физическую картину строения атома, 
а именно — наличие в нем одночастичного самосогласованного 
поля. На основе этой картины вводятся электронные конфигура­
ции и строится модель атома. При этом в качестве естествен­
ной группы, неприводимые представления которой используют­
ся для маркировки базиса в пространстве решений уравнения 
Шрёдингера для атома, служит группа вращения трехмерного 
пространства. ' 

Еще ярче выражены локализованные в пространстве сило­
вые центры в молекулах и кристаллах. В них атомные ядра, 
зачастую окруженные инертными электронными оболочками, 
образуют правильные пространственные структуры, обусловли­
вающие геометрическую конфигурацию поля, в котором дви­
жутся коллективизированные.электроны. Теоретические модели 
строения молекул и кристаллов намного сложнее и богаче мо­
делей атома, однако, как и в случае атома, при их построении 
важная роль отводится геометрическим факторам, обусловли­
ваемым симметрией расположения силовых центров в трехмер­
ном пространстве. Адекватным математическим аппаратом для 
этих целей служат дискретные группы точечных симметрии и 
пространственные группы, описывающие симметрию бесконечно 
протяженных решеток в кристаллах. Аналогично случаю атома, 
неприводимые представления точечных и пространственных 
групп маркируют базис в пространстве решений уравнения 
Шрёдингера для молекул и кристаллов. 

Наличие в них каркаса, образованного из тяжелых частиц, 
настолько хорошо установлено экспериментально, что можно 
утверждать, что эти системы обладают приближенными точеч­
ными или пространственными симметриями. С другой стороны, 
не вызывает сомнения, что в. качестве динамического уравнения, 
описывающего их поведение, служит стационарное уравнение 
Шрёдингера, упрощенный вариант которого задается гамильто-
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нианом (4). Из обоих высказанных утверждений вытекает, что. 
гамильтониан этих систем обладает приближенными симмет-
риями соответствующих точечных или пространственных групп. 
Наличие таких симметрии, однако, никому еще не удалось уста­
новить, исходя из общего вида оператора (4), поэтому их су­
ществование постулируется на основе анализа эксперименталь* 
ных данных. 

Приведенные примеры показывают, что гамильтонианы 
сложных квантовых систем могут обладать приближенными 
симметриями, наличие которых не удается установить аналити­
ческими методами. При построении моделей приходится обра­
щаться к эксперименту и интуитивным рассуждениям. Именно 
так и- будем поступать, выбирая квантовые числа Г0, определя­
ющие нетрадиционные Г0-модели ядра. 

Экспериментально установлено, что стабильные и долгожи-
вущие ядра являются хорошо локализованными в пространстве 
системами с достаточно четко выраженной границей, состоящи­
ми из почти полностью перекрывающихся протонной и нейтрон­
ной подсистем. В противоположность вышерассмотренным при­
мерам в ядрах отсутствуют ярко выраженные силовые центры 
и, несмотря на кажущуюся парадоксальность, это обстоятельст­
во может служить отправной точкой для выяснения физической 
картины строения ядра. 

Отсутствие силовых центров в трехмерном пространстве, в. 
котором происходит реальное движение нуклонов, указывает на 
то обстоятельство, что все частицы ядра равноправно входят в. 
его состав. В таких условиях вероятно появление коллективных 
форм движения. Это предположение подтверждается многочис­
ленными экспериментальными фактами, свидетельствующими о< 
существовании в атомных ядрах состояний с ярко выраженны­
ми коллективными свойствами. Здесь, нет возможности более 
подробно обсуждать конкретные свойства коллективных состоя­
ний и соответствующих им степеней свободы ядра. Укажем-
только, что при аналитическом их описании исключительно-
удобной оказалась группа многомерных вращений, играющая 
при описании коллективных движений в атомных ядрах роль,,. 
сходную с ролью точечных или пространственных групп в мо­
лекулах и кристаллах. Выбор в качестве Г0 неприводимых пред­
ставлений группы многомерных вращений позволяет на основе-
общих положений, изложенных в предыдущем разделе, выде­
лить из Я модельный гамильтониан Я0 и тем самым построить-
нетрадиционную коллективную модель ядра. 

Приступим теперь к более детальному описанию роли непри­
водимых представлений ортогональных групп в микроскопиче­
ской теории коллективных возбуждений в атомных ядрах ж 
приведем явное выражение коллективного слагаемого гамиль­
тониана (7). 
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§ 7. МИКРОСКОПИЧЕСКАЯ КОЛЛЕКТИВНАЯ МОДЕЛЬ ЯДРА 

В ЦП и в серии работ [8, 9, 12, 13] алгебраический аппарат 
группы вращения r-мерного пространства, включающей также 
и операцию отражения (такую группу в дальнейшем будем на­
зывать ортогональной группой и обозначать через Ог, где г— 
= 1, 2, 3 , . . . ) , был приспособлен для изучения коллективных 
форм движения в системах эквивалентных фермионов. На на-
личие и важность этих степеней свободы в атомных ядрах, кро­
ме вышеупомянутых, указывает и вид оператора (7), имитиру­
ющего гамильтониан ядра. В оба его слагаемые индексы час­
тиц входят симметрично и, благодаря наличию этой симметрии, 
гамильтониан Н сохраняет квантовое число %. 

Вместо того, чтобы переставлять одночастичные индексы i, 
подвергнем их более сложному непрерывному преобразованию, 
позволяющему анализировать трансформационные свойства га­
мильтониана Н по отношению к действию операторов ортого­
нальной группы. Возьмем группу Ог с г=п—1 и подвергнем 
переменные pt

s ортогональному преобразованию* 
я - 1 

t'~i 

где f(g)—действующий в п—1-мерном пространстве оператор 
вращения (с отражением), зависящий от элемента g группы 
On_i. Возьмем выражение Я через pt

s и подставим вместо 
pts преобразованные переменные p/ s . Легко проверить, что пер­
вое слагаемое в переменных p / s в (7) имеет тот же вид, что и 
в переменных pt

s', это доказывает, что оператор кинетической 
энергии (8) является Оп_1-скалярным оператором. Для изуче­
ния свойств преобразования слагаемого (9) необходимо пере­
писать его в переменных pt

s и затем заменить их через преобра­
зованные переменные (28). Тогда для преобразованного опера­
тора потенциальной энергии получаем 

T<{g)Hp(*..9t<:..)Tte)~Ifp{...tf...). (29) 
Лишь в случае простейших потенциалов, например, потен­

циала гармонического осциллятора, представляющего частный 
случай выражения (11) с k=l, ai==0 и a,i = 2, преобразованное 
выражение (29) совпадает с исходным. Такой потенциал яв­
ляется чересчур простым, чтобы быть пригодным для изучения 
свойств атомных ядер. В случае более сложных потенциалов, в 
частности, потенциалов вида (11) либо (12), выражение (29) 
сложным образом зависит*от элементов g ортогональной груп­
пы, поэтому оно, вообще говоря, не является On_i скаляром. 

* Из-за операции отражения уже недостаточно, как это имело место 
в случае группы S03, пользоваться инфинитезимальными преобразованиями 
группы On_1. Поэтому в (28) "входят операторы конечных вращений T(g), 
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Тогда необходимо отыскать On~i-неприводимое разложение 
оператора Нр, т. е. представить его в виде 

я-=я<°>+ 2 нГ>. (30) 
X-^(0),V 

где % обозначает On_i-неприводимое представление, а у марки­
рует его базис. Формула (30) представляет пример операторно­
го ряда (1). 

Задача отыскания разложения (30), в случае произвольных 
потенциалов, в общем виде была решена в [4, 22]. Здесь рас­
смотрим лишь частный случай и приведем выражение Оп_1-ска-
лярного слагаемого оператора (9). Отыскание Оп_гнеприводи-
мого разложения операторов, составленных из двухчастичных 
слагаемых, упрощается из-за свойства антисимметричности вол­
новых функций системы эквивалентных фермионов. Вычислен­
ные на антисимметричных функциях матричные элементы каж­
дого слагаемого в (9) дают одинаковый вклад, поэтому доста­
точно изучить слагаемое V(|r„_i—гп|) и умножить полученный 
результат'на число пар частиц, равное п(п—1)/2. 

Возьмем произвольный потенциал V(|rn-i—гп |), учтем по­
следнюю формулу в (15) и рассмотрим разложение 

VtfT\9a\)=Wcoll+W>, (31) 

первое слагаемое которого представляет его 0п-гскалярную 
часть. Переменные pG

s в такой же мере не естественны для это­
го. разложения как, например, декартовые переменные в зада­
чах, связанных со сферически симметрическим полем. Чтобы 
выделить сферически симметрическое слагаемое потенциала 
V(xyz) частицы, движущейся в трехмерном пространстве, де­
картовы переменные xyz заменяются сферическими переменны-
-ми rv<p, и тогда первое слагаемое разложения 

V{xyz) = V {гЩ = W (г) + W {гЩ (32) 
можно найти с помощью формулы 

W{r)=±^sln№^d<fV(r&P). (33) 
0 0 

Разложение (32) позволяет записать гамильтониан трехмерной 
частицы 

fi2 / г ) 2 Г)2 г)2 \ 
я = -h &• +Ь+-яг) +v №> <34> 

в виде 
Я = - # ^ + # ' , (35) 
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где 

Аналогично этому примеру, для осуществления разложения 
(31) переменные Якоби pt

s заменяются через новые переменные, 
приспособленные для выявления коллективных степеней свобо­
ды ядра. В till была предложена формула замены переменных 

' Р^ = р^(р(1),р(2)?р(3);ф/}0,Ф^;дь^,...,^_9), (37) 
выражающая^ в явном виде pt

s через три переменные p(Jo) 

(50—-1,2, 3) радиального типа, принимающие значения в интер­
валах 0<р(-у»)< оо, через три угла Эйлера ф'Оф" и еще 
3(/г—1)— 6 угловых переменных, обозначенных в (37) через 
Vi, v2,..., u3n-9- He будем здесь приводить явное выражение 
для (37), которое можно найти в оригинальной работе [111 
либо в более удобной форме — в работе [8]. Для наших целей 
достаточно знать следующее выражение в новых переменных: 

У^\9а\-\Гп-Х-Гп\^ 
==[2(p(1))2cos2e3sin292sin?e1+2(p(2))2Cos292siii291 + 2(p(3))2cos2e1]1/2 

(38) 
где, в случае /г>5, O{le}0i<n (f=l, 2, 3). Подробности вывода 
(38) можно найти в [221. 

Последняя формула используется для получения замкнутого 
выражения, входящего в разложение (31) коллективного потен­
циала Ĥ ooii. В .[41 было доказано, что Оп_г-скалярная часть 
парного потенциала У(У2|ра|) дается выражением 

Я ft П 

wCQU(n, Рс-)Р(2)Рсз))-= J | j ^ ( e 3 e 2 e 1 ) У ( j /2 |P e | ) , (39) 
0 0 0 

где вместо У _ | ра | подставлено (38), а элемент объема имеет вид: 
/п—1 \ 

Г(~Г~ •it—- OB / п —4\ s-n"~5 6з sin*'4 e2 sin""3 QidQ3aQ2dQl. (40) п1г (-г-) 
Формулы (39) и (40) пригодны для п>5; выражения WcoU для 
случая п<5 можно найти в [23], где также приведено подроб­
ное объяснение смысла коллективных переменных р<-), р(2), р(3), 
углов 0з, 02, 6ь и детально обсуждается вывод формулы (39). 

Физический смысл формулы (39) можно понять, обратив 
внимание на сходство выражений (39) и (33). Потенциал цент­
рального поля W(r) выделяется из V(xyz) путем усреднения 
последнего по углам в трехмерном пространстве, где действуют 
операторы группы 503 , и это усреднение проецирует из нецент­
рального потенциала; V{xyz) его сферически симметричную 
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часть. Аналогично усреднение многочастичного оператора по­
тенциальной энергии (9) по всем углам vu v2t..., fjn-g в п—1-
мерном пространстве, где действуют операторы группы Оп-\, 
проецирует из Нр усредненную по частичным индексам его 
коллективную часть. Технически задача упрощается по той при­
чине, что Яр является суммой парных взаимодействий, вследст­
вие чего вместо усреднения полного Нр по всем Зп—9 углам vt 
достаточно усреднить (31) по трем углам 63, вг, 0i-

Выражение оператора кинетической энергии (8) в новых 
переменных было получено в [11, 27]. Оно имеет следующий 
вид: 

л-4 

У (Р(0)2
+(р(-:))а .у ,ф2 . 

у Р Ч ( 0 Ъ , ,<g> , „ 
+ , £ . ((р«))'„(р«))») »-*-'..-*+*. v. 

(41) 

ГДе, как и раньше, s0, -V и SQ" принимают значения 1, 2, 3» 
a J и ^ — инфинитезимальные операторы групп • Оя-1 и 503, 
соответственно, удовлетворяющие коммутационным соотношениям 
!&.<„ #ы J = Л<--6 (i2i4) + tf f,£4fi (iiia)- &-i46 (Ma)-*w.6(Щ (42) 
и аналогично — для 9?. Коммутационные соотношения (42) от­
личаются от стандартных коммутационных соотношений инфи-
нитезимальных операторов ортогональных групп знаком в пра­
вой стороне (42);.в физических приложениях такие операторы 
принято называть операторами во внутренней системе коорди­
нат по Отношению к преобразованиям групп Оп~\ и 503 (по­
дробности см. в 13, 5]). 

Сумма оператора (40), умноженного на/г(л—1)/2, и операто­
ра (41) дает микроскопический коллективный гамильтониан 
ядра 

Я c o U — ^ 4 : — i ^ K c o l l , (43) 

22 



выделенный из многочастичного гамильтониана Н. Обозначим 
остальные слагаемые оператора Н через -/./.con-int и тогда, учи­
тывая (43), получаем разложение 

Я=ЯЮ0ц+ДСО11-1^, (44) 
.которое представляет конкретную реализацию ранее обсуждав­
шегося разложения (23). В выражение (44) входит упрощен­
ный вариант микроскопического гамильтониана Дсоп- Общий 
случай, содержащий полный коллективный гамильтониан, а 
также разложение /./.con-int по Ои_1-неприводимым компонентам 
Лр

ш\ входящим в (30), рассмотрен в {4, 6, 22]. 
Приступим к обсуждению свойств гамильтониана Дсоц. Опе­

ратор кинетической энергии (41) представляет оператор (8), 
записанный в новых переменных. Поэтому выражения (8) и 
(41)—идентичны и различие состоит лишь в том, что в (41) 

выявлена алгебраическая структура оператора #k, обусловлен­
ная его зависимостью от инфинитезимальных операторов орто­
гональной группы Оп-1 и группы вращения S03. 

Оператор Нр качественно отличается от коллективной по­
тенциальной энергии п (п—1)/2 №!c0ii. Из функции одной пере­
менной— парного потенциала взаимодействия между частица­
ми— с помощью интегрирования по формуле (39) получаем 
'функцию трех переменных р(5), определяющую коллективный 
потенциал ядра, зависящий также и от числа частиц п. В фе­
номенологической теории коллективных движений в ядрах, 
предложенной Бором и Моттельсоном (подробности см. в :[.П), 
используются переменные р и у, интерпретируемые как коллек­
тивные степени свободы, меняющие форму ядра. Эти перемен­
ные можно связать с микроскопическими коллективными пере­
менными соотношениями 

р2 = (р(1))2 + (р(2))2_1-(р(3))2 

Psinv = J-((p(l))2-(p(2))2) 
§cosY--—^--((p(1))2-l-(p(2))2-2(p<3))2), (45) 

у 6 
где 0 < р < оо, 0<"|/"6"pcos7<p и 0<-у<зх/3. Переменная р, 
называемая глобальным радиусом ядра, следующим образом 
выражается через одночастичные переменные либо перемен­
ные Якоби: 

Р 2 = 2 (ri-R)2=2 № т 
В (46) R-вектор центра масс ядра. Используя (45), можно 
представить коллективный потенциал в новых переменных 

^eoii(«.P (VV8 ))-*^ibil(«.rfY) 
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и затем, меняя в (39) V(|rn_i—гп|), изучать его зависимость 
от формы потенциала двухчастичного взаимодействия. Деталь­
ное изучение зависимости W^aii от р, р, у выходит за рамки на­
стоящей статьи; для некоторых частных случаев этот вопрос 
рассматривался в [141. , 

Потенциал W,coii зависит также от числа частиц п. Эта зави­
симость обусловлена зависимостью от п элемента объема (40) т 
задаваемого геометрическими факторами. Из физического смыс­
ла коллективного потенциала явствует, что W,cou, наряду с опе­
ратором кинетической энергии, задает динамику коллективных 
движений в ядрах, в которых равноправно участвуют все со­
ставные частицы ядра. Поэтому можно проверить,, адекватно* 
ли чисто математическое свойство Оп_1-скалярности, которая; 
легла в основу вывода формулы (39), физическому смыслу по­
тенциала W,co\h В частности, если fl^oii имеет смысл коллектив­
ного потенциала, радиус его действия должен увеличиваться с 
ростом числа частиц. 

Для качественной проверки высказанного предположения 
возьмем потенциал парного взаимодействия гауссовского типа 
с численными значениями констант, указанных в (12), подста­
вим его в (39), вычислим ТР-сош положим р==7==0 и рассмотрим 
Won как функцию от р и п. 

На рис. 1 показана зависимость ^оп от р и числа частиц. 
п при п=4, 84, 164, 244, 324. Для сравнения в левой стороне 
этого рисунка приведена зависимость двухчастичного потенциа­
ла V от г— |rn_i—гп|. Как для переменной р, так и для пере-

VM wcoee(p) 
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Рис. 1. Двухчастичный потенциал (12) гауссовского типа и зависимость соот­
ветствующих ему коллективных потенциалов (39) от р при {beta}={gamma}=0 и n—4». 
84 164 244 324. Одно деление на оси абсцисс для переменных r=]rn-1i—rnl 
и о соответствует 1,48.10-- см, а на оси ординат'ДЛЯ двухчастичного по­

тенциала V(r) к коллективного потенциала Weoii (P) — '.205 М э В -
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менной г одно деление на осях абсцисс соответствует расстоя­
нию 1,48- Ю-13 см. Одно деление на осях ординат соответствует 
энергии 7,205 МэВ. Из приведенного рисунка видно, что абсо­
лютное значение ,/,/7,205 уменьшается до половины его макси­
мального абсолютного значения при г/1,48--= 0,83-Ю-13. Протя­
женность по переменной р порождаемого им коллективного:" 
потенциала T-7.co.ii сильно зависит от числа частиц. Эффективный 
радиус Wcoii увеличивается при увеличении п и, например, при 
/г=324 абсолютное значение 1Д̂ 1сОи/7,205 уменьшается в два ра­
за, по сравнению с максимальным абсолютным значением лишь., 
при р/1,48=12. Ю-13. Согласно (46), переменная р2 выражается 
через сумму квадратов одночастичных векторов, отсчитанных 
от центра масс ядра. Поэтому из-за увеличения с ростом п про­
тяженности WW по переменной р соответствующим образом 
меняется и плотность распределения коллективных степеней 
свободы ядра, даваемая квадратом модуля коллективных вол­
новых функций |T-coii|2. Эти качественные рассуждения под­
тверждаются более точными расчетами, на которых здесь не 
будем останавливаться. 

§8 . ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ГРУПП 
И КОЛЛЕКТИВНЫЕ СОСТОЯНИЯ ЯДЕР 

В предыдущем разделе была приведена явная конструкция,.. 
позволяющая выделить из Я его 0п-.гскалярную часть Я.соц*. 
интерпретировавшуюся как коллективный гамильтониан ядра., 
Коллективный гамильтониан является гамильтонианом с огра­
ниченной динамикой. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим мат­
рицу Я на базисе Ф^Г^^-м-, характеризуемом всеми точными 
интегралами движения, Оте_1-неприводимым представлением ю. 
и, в случае необходимости, дополнительным набором дискрет­
ных, а возможно и непрерывных индексов Гь В выбранном. 
базисе матричные элементы оператора Я, представленного в. 
виде разложения (30), имеют вид: 

< лооГхяи | Я | л-Т/яЯХ > = 6(0x0') < я©1>£ IN^fKoT^nL > -f. 

%=7--(0).V 

Из-за специфики вложения симметрической группы в ортогональ­
ную группу по цепочке On_i=D5n (подробности см. в [2, 6, 221) 
матричные элементы Я,соц вырождены по Я. Сравнивая первое 
слагаемое в (47) с (24), убеждаемся, что со можно трактовать-
как квантовое число Го, определяющее нетрадиционную Го-мо­
дель ядра. При такой интерпретации неприводимые представле­
ния ортогональных групп маркируют подпространства про-

2& 
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•странства решений уравнения Шрёдингера для Н, разложение 
(27) принимает вид; 

- оператор Hcoll действует внутри подпространства $2 (n<D"u> 
€ определенным значением со. По терминологии, обсуждавшейся 
в тексте, следующем за формулой (27), оператор Ясо11 получа­
ем из Н, ограничивая последний на подпространство &(паяХ1); 
это ограничение осуществляется выделением О^-скалярной 
части гамильтониана Н. Чтобы подчеркнуть то обстоятельство, 
что НсоП сохраняет квантовое число со, будем писать / /SI; та-
акая запись аналогична обозначению гамильтониана центрального 
поля //0

(/) в (36). В этих обозначениях уравнение Шрёдингера 
.для оператора (43) принимает вид: 

/ /Й1^со11«»со11( 'И»--)~со11, (49) 

:тде в явном виде указаны квантовые числа, от которых зави­
сит коллективная энергия $со11; из-за Оя_1-скалярности операто­
ра (43) она вырождена по квантовому числу Я, что уже было 
отражено в обозначении первого слагаемого в (47), 

Рассмотрим некоторые следствия, вытекающие из наличия 
дополнительного интеграла движения со, сохраняемого гамиль­
тонианом //Si- Квантовые числа со в микроскопической теории 
коллективных движений в атомных ядрах играют роль, сходную 
с ролью углового момента /, сохраняемого гамильтонианом //о° 
в случае трехмерного центрального поля. Состояния частицы в 
центральном поле характеризуются определенным I, т. е. SCV 
неприводимым представлением, принимающим значения I— 
i=0, 1, 2 , . . . . Аналогично коллективные состояния ядра харак­
теризуются Оп-гнепривод'имьш представлением <й. В отличие 
•от углового момента, задаваемого целочисленным неотрица­
тельным числом, в случае я ^ б , со задается тремя целочислен­
ными неотрицательными, числами (обозначим их через ©ь со2, 
• юз), удовлетворяющим условиям ол^сог^соз. Поэтому со следу­
ет рассматривать как сокращенное обозначение а>= («.надоз) 
для тройки упорядоченных чисел. 

Аналогия между I и о неполная и в другом отношении. 
Угловой момент частицы в трехмерном центральном поле мо­
жет принимать все значения, начиная с нуля. При /г.>4 кван­
товые числа © могут принимать лишь определенные значения, 
разрешаемые требованиями перестановочной симметрии волно­
вых функций системы тождественных фермионов. Например, в 
•случае ядра 12С, состоящего из шести протонов и шести нейтро-
гнов, нижайшее по энергии коллективное состояние маркируется 
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Он-неприводимым представлением со =(440) . В случае ядра 
12В, состоящего из пяти протонов и семи нейтронов, представ­
ление (440) не разрешено; нижайшие по энергии Оц-непризво­
димые состояния этого ядра маркируются символами 0 = (431) 
и ©= (422). Те же самые состояния разрешены и в ядре 12N, со­
стоящем из семи протонов и пяти нейтронов*; из-за кулоновско-
го взаимодействия между протонами энергии этих состояний 
несколько отличаются от энергии соответствующих состояний 
ядра 12В. 

Из сказанного вытекает, что разрешенные значения со для 
нижайших по энергии состояний зависят как от общего числа 
частиц, так и от абсолютного значения разниц между числом 
протонов и нейтронов. Поэтому, кроме других причин, Я Щ 
.зависит от состава ядра через квантовое число со. Более под­
робно с затронутыми вопросами можно познакомиться в [2], 
где приведены таблицы разрешаемых значений © легких ядер. 
Классификация Оте_1-неприводимых представлений в; средних и. 
тяжелых ядрах была изучена в серии работ, ссылки на которые 
можно найти в £.19']. 

То обстоятельство, что в ядрах с / г > 4 скалярные <о не 
разрешены, позволяет понять важное различие между микро­
скопической и феноменологической теориями. Анализ уравнений 
•феноменологической коллективной модели Бора —Моттельсона 
показывает, что они являются частным случаем уравнения Шрё-
дингера для микроскопического гамильтониана //.Й{ при 0,-_г 
скалярном ох Из этого строго доказанного результата выте­
кает *, что в феноменологической теории игнорируется наличие 
многомерного пространства, в котором действуют операторы 
группы 0-_i, а также, что из-за нарушения запрета по допус­
каемым состояниям со, феноменологическая теория не является 
кинематически корректной- При замене //с(он упрощенным га­
мильтонианом //cS?0)) происходит демикроскопизация теории, и 
уравнение Шрёдингера для коллективных степеней свободы ядра 
сильно упрощается, подобно упрощению, которое имеет, место 
при подстановке 1=0 в гамильтониан HQ1} ДЛЯ центрального 
поля» 

В настоящей статье обсуждается лишь простейший коллек­
тивный гамильтониан ядра. Полный коллективный гамильтони­
ан содержит также обменные силы и слагаемые векторных и 
тензорных взаимодействий (подробности см. в [22, 6 ] ) . Нали­
чие этих слагаемых обусловливает многие эффекты, не извест-

* Для доказательства потребовалось установить изоморфизм между ре­
ализациями гильбертова пространства, основанными на алгебраическом аппа­
рате двух по разному устроенных унитарных групп. Этот вопрос также 
оказался тесно связанным с микроскопическим обоснованием так называемой 
додели взаимодействующих бозонов ^подробности см в [7,23—25]). 
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ные в феноменологической теории. В частности оказалось, что 
спектр оператора Н^ для четных ядер намного богаче спект­
ра феноменологического гамильтониана. Выяснилось также, что* 
полный микроскопический гамильтониан обладает хорошо раз­
витым спектром чисто коллективных возбуждений и в случае-
нечетных ядер. Не будем, однако, более подробно останавли­
ваться на этих вопросах и перейдем к обсуждению моделей: 
ядра, выводимых из условия сохранения квантовых чисел уни­
тарных групп. 

§ 9 . УНИТАРНЫЕ ГРУППЫ И МОДЕЛИ 
С СИЛЬНО ОГРАНИЧЕННОЙ ДИНАМИКОЙ 

В зависимости от потенциалов двухчастичного взаимодейст­
вия спектр микроскопического коллективного гамильтониана 
•//Soil явное выражение упрощенного варианта которого дается 
формулой (43), может принимать непрерывные, непрерывно-
дискретные или чисто дискретные значения. Если инфинитези-
мадьные операторы групп SOs и On_i представить в матричной 
форме, тогда уравнение Шредингера (49) для Н{^{ имеет вид 
конечной системы дифференциальных уравнений в частных»' 
производных, зависящей от трех коллективных переменных р^о 
р(2>, р-3). Хотя получить решения этой системы уравнений можни 
на современных ЭВМ, до сих пор собственные функции -
спектр оператора И(

Сои изучались лишь для самых простых слу­
чаев, Чтобы качественно понять свойства решения коллектив 
ного гамильтониана, целесообразно упростить динамическую за­
дачу, выделяя из //.Йп более простой гамильтониан, уравнение: 
Шредингера которого решалось бы намного проще уравне­
ния (49), В [21] было предложено такое упрощение, основанное 
на той же идее ограниченной динамики, которая использова­
лась при выводе гамильтониана //Sn- Вывод коллективного га­
мильтониана с сильно ограниченной динамикой вкратце состоит 
в следующем. 

Вместо того, чтобы, исходя из Н, проециров ать -̂ coii, огра­
ничивая И на пространстве &ш*и\ возьмем //£$ и спроеци­
руем из него £/,-_г скалярный оператор .Ясои, ограничивая //<$}-
на подпространстве #(•-<-"---> ( г д е Е — сокращенное обозначение 
{/„ -̂неприводимого представления [ЕгЕ2Е3], характеризуемого 
тремя целыми неотрицательными числами Еъ Е2, Е3, удовлет­
воряющими условиям Я1>£ ,2>£'з- Такое проецирование ведет 
к разложению 

Ш-Н^+Н^, (50> 
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в котором H'Joi? обозначает все слагаемые оператора Н^п, не 
являющиеся Un_x~скалярами» Разложению (50) соответствует 
«следующее разложение пространства ^ ( м я и ) : 

Подпространства, входящие в прямую сумму.(51), реализованы 
через £/„_гнеприводимые базисы, которые являются квадратич­
но интегрируемыми функциями. Поэтому при такой реализации 
M{mm%L), а тем самым и пространство (48), является гильберто­
вым пространством. 

Определим коллективную модель с сильно ограниченной ди­
намикой как модель, задаваемую уравнением Шрёдингера 

ЯЙ)
1¥0соИ = ^осои(дЯл1)¥0со1ь (52) 

В (52) указана зависимость собственных значений #ocoii от я и 
сохраняемых интегралов движения; энергия в (52) вырождена 
йо квантовым числам со и X (подробности см. в [22]). В прин­
ципе можно найти выражение гамильтониана нЩ в коорди­
натном представлении, однако намного более удобно, пользо­
ваться матричным представлением, Причина заключается в том, 
что матрица гамильтониана //(с?и в базисе, характеризуемом 
17я_гнёприводимыми представлениями Е, является конечной 
•матрицей» Поэтому уравнение Шрёдингера для коллективного 
•гамильтониана с сильно ограниченной динамикой решается пу­
тем диагонализации конечной матрицы. Следовательно, собст­
венные функции оператора / / £ ! выражаются в виде конечной 
•суммы базисных функций Ф/гЕг̂ яМ-и-ль реализующих прост-
фанство ^nE(un%L\ Иными словами,, уравнение (52) для произ­
вольного гамильтониана //£51, спроецированного из Z/fii, ре­
шается точно. Спектр оператора / /S i , состоящий лишь из 
дискретных уровней, имитирует коллективную ветвь возбужде­
ний в атомных ядрах*. , 

До сих пор обсуждались лишь коллективные переменные и. 
соответствующий им гамильтониан .//£$. Эти степени свободы 
несомненно играют важную роль в объяснении структуры ядер. 
Однако не достаточно их учесть, —анализ опытных данных 
показывает, что в действительности картина более сложна и, 
наряду с коллективными, необходимо учитывать и другие 
•эффекты. В [21] было указано на существование и важность 
•эффектов, прямо противоположных коллективным;, они были на­
званы антиколлективными эффектами. 

* Сказанное относится к гамильтониану Н^, выделенному из пол­
ного коллективного гамильтониана; напомним еще раз, что в настоящей 
статье обсуждаются упрощенные варианты общей теории. 
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К понятию антиколлективных эффектов ведут следующие 
рассуждения. При выделении из Н коллективных гамильтониан 
нов Ясон либо Ясон оператор Н усредняется по индексам», 
которые преобразуются операторами группы Оте_1 (см. (28)) 
либо группы Un-i. Выделение из полного гамильтониана On_i-
либо £/п_1-скаляр.н.ых слагаемых усредняет, грубо говоря, ис­
ходный оператор по частичным индексам. Иными словами, по­
давляются эффекты, связанные с многочастичной структурой 
системы, и тем самым развертывается картина коллективного 
движения в трехмерном пространстве. Вследствие этого акцен­
тируется лишь одна сторона проблемы и упускаются из виду 
ее мнюгочастичные аспекты. 

Эффекты, связанные с многочастичным составом системы, 
можно учесть, осуществляя усреднение оператора Я по декар­
товым индексам, одновременно оставляя нетронутыми частич­
ные индексы. Тогда как бы меняется местами роль п—1-мер­
ного пространства, размерность которого задается числом час­
тиц, и 3-мерного пространства, в котором происходит реальное 
движение составных частиц ядра. При таком усреднении по­
давляются коллективные степени свободы системы и разверты­
ваются эффекты, обусловливаемые ее многочастичным со­
ставом. 

Антиколлективные эффекты необходимо учитывать уже 
в нулевом приближении, прибавляя к гамильтонианам Я^ц или 
H{

Coi\ антиколлективное слагаемое Нтиы\- Тогда имеем модель­
ный гамильтониан 

HQ== HCQ\\-\- //anticolb (53)' 

учитывающий оба эффекта. Оператор Яап«сои можно опреде­
лить по-разному. Остановимся лишь на простейшем варианте, 
когда для построения /fantiooii используется унитарная группа, а 
его проецирование из Я осуществляется по изложенной в раз­
деле 5 настоящей статьи общей схеме построения операторов 
с ограниченной динамикой. 

Как и при построении ЯЙ1 или Ясоп» найдем группу, под­
ходящую для «выделения антиколлективных эффектов. Для этой 
цели воспользуемся аналогией с уже рассмотренными задачами., 
В коллективной модели с сильно ограниченной динамикой замо­
раживание по частичным индексам было осуществлено построе­
нием £/„_гскалярного гамильтониана ЯЙи. Меняя местами роли 
п— 1-мерного и 3-мерного пространства, антиколлективный 
гамильтониан -/./a5ico.ii определим как £/3-скалярную часть гамиль­
тониана Я. 

Верхний индекс Е' введенного оператора, обозначающий 
•-^неприводимое представление Е' .== [£Y£2_Y] (Е1'>Е2'> 
>--з')> указывает на сохраняемый интеграл движения. Из-за 
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специфических правил приведения на цепочке £/з(.ч-1)3£/аК 
Х^л-i маркировка £/3-неприводимых представлений Е' совпа­
дает с ранее использованной маркировкой ^„^-неприводимых: 
представлений Е, т. е. числа в Е^[Е1Е2Е^ совпадают с чис­
лами в Е'-==[Е1'Е2'Е/] (подробности см. в [21]). Полный гамиль­
тониан с сильно ограниченной динамикой 

я(5Е)-—яЙ!+яа
(
п!1)0,1 (54) 

сохраняет Я, которое одновременно обозначает Un_y и ^ - н е ­
приводимые представления. Матрица этого гамильтониана в 
U г X -./„.̂ -неприводимом базисе является конечной матриц ей, 
поэтому решения W^E) уравнения Шрёдингера 

Hl>B)4i>E) =- So (пЕпЩ ХПВ) (55). 
для гамильтониана (54) выражаются в виде'конечной суммы ба­
зисных функций. Иными словами, уравнение (55) решается точ­
но, и это обстоятельство существенно облегчает применение мо­
дели с сильно ограниченной динамикой к изучению свойств кон­
кретных ядер. 

Более сложная, но зато и более богатая модель, учитываю­
щая как коллективные, так и антиколлективные слагаемые, за­
дается гамильтонианом 

Но' ==х Н сои-\-Н unticoiu (56) 
в котором, по сравнению с (54), ЯЙ) заменено на Ясон- Урав­
нение Шрёдингера 

Я ^ ^ ^ ^ о ^ с о я А - / : ) ^ ) (57> 
Мя. оператора (56) не намного сложнее уравнения (49). В зави­
симости от формы потенциалов двухчастичного взаимодействия 
собственные значения в (57), зависящие от пссяЯ-, могут прини­
мать дискретные либо непрерывные значения. 

Из-за антиколлективного слагаемого собственные значения 
в (55) либо (57) зависят от перестановочной симметрии X; и.3-
(49) и (52) видно, что из-за замораживания эффектов, связан­
ных с многочастичной структурой ядра, эта зависимость была 
потеряна в коллективных моделях, что и явилось одной из при­
чин учета антиколлективных эффектов. Общий анализ роли кол­
лективных и антиколлективных слагаемых приведен в [22]. 
Простые примеры применения модели с сильно ограниченной 
динамикой к изучению спектров конкретных ядер рассмотре-

§ 10. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 
Еще раз вернемся к вопросам, затронутым в пятом разделе 

настоящей статьи, и обсудим в крупном плане различие между 
традиционными и нетрадиционными применениями алгебраиче-
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ских методов к изучению структуры атомных ядер. В традици­
онном подходе теория групп используется для построения ба­
зисных функций, входящих в разложение (21), на которых 
вычисляется и диагонализируется матрица гамильтониана, со­
ставленная из матричных элементов (22). Базисные функции 
принято называть модельными функциями, реализуемое ими 
пространство — модельным пространством. Из-за сложности 
многочастичной задачи, разложение по базисным функциям 
•содержит лишь незначительное число базисных функций, по 
сравнению с полным базисом пространства 91{п). Иными слова­
ми, модельные базисные функции реализуют лишь небольшую 
часть пространства, в котором действует гамильтониан ядра, 
Поэтому смысл и ценность традиционных моделей, а также по­
лученных на их основе численных результатов в значительной 
степени зависят от структуры используемого модельного базиса. 
Среди различных базисных функций, используемых в теории 
ядра, видное место занимают функции с алгебраической струк­
турой, т. е. функции, преобразующиеся по неприводимым 
представлениям определенной группы G. 

Если в традиционных моделях рассматривается матрица 
лолного гамильтониана в определенном базисе и задача решает­
ся в диагональном приближении по выбранному модельному 
квантовому числу Го, то в нетрадиционном подходе меняется 
роль оператора и соответствующих ему квантовых чисел. Вме­
сто того* чтобы данному оператору Н приписать приближенные 
интегралы движения и таким образом строить традиционную 
Го-мо'дель ядра, в нетрадиционном подходе для выбранного Го 
проецируется из Я сохраняющий его оператор Я(.Го), а тем са­
мым выводится динамическое уравнение (25), описывающее эф­
фекты, соответствующие выбранному дополнительному интегра­
лу движения. Примеры уравнения (25) даются в (49), (52), 
(55) и (57). Приближенные и по существу неконтролируемые 
квантовые числа традиционных Г0-моделей являются точными 
квантовыми числами нетрадиционных Г0-моделей. Другими 
словами, процедура усреднения Я на модельном пространстве 
М ^Го) не проецирует в точном смысле этого слова физические 
эффекты, тогда как ограничение Я на пространстве ^(г°) про­
ецирует такие эффекты. Поэтому качество результатов, полу­
чаемых в рамках нетрадиционных моделей, существенно выше 
качества результатов традиционных моделей... 

Можно возразить, что'нетрадиционные Го-модели уступают 
традиционным моделям, так как в них учитывается лишь пер­
вое слагаемое операторного ряда (1), например, Я jo) в (30) 
либо коллективные и антиколлективные слагаемые, определя­
ющие модельные гамильтонианы (54) и (56). Ответ на это воз­
ражение состоит в следующем. Разумеется, гамильтонианы не­
традиционных Го-моделей не исчерпывают всего богатства 
свойств системы, заложенных в Я. Эти свойства, однако, из-за 
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сложности проблемы многих тел в квантовой механике не 
удается исчерпать, поэтому при оценке достоинств и недостат­
ков той или иной модели следует сравнивать не только исполь­
зуемые операторы, но и корректность приближений, а также 
пути их уточнения. 

Исходные предпосылки моделей обоих типов и их кор­
ректность уже обсуждались в настоящей статье. Поэтому сразу 
перейдем ко второму вопросу. Существует лишь один способ 
уточнения традиционных Г0-моделей, заключающийся в учете 
недиагональных по Г0 матричных элементов. При этом обна­
руживается, что их число, а также и сложность расчетов 
настолько быстро возрастают, что нет надежды получить убеди­
тельные доказательства сходимости результатов при. расшире­
нии модельного пространства. За исключением простейших слу­
чаев, практически всегда приходится заканчивать расчеты на 
этапе, когда чрезмерная сложность оператора не согласуется с 
использованным чересчур узким базисом. 

Нетрадиционные Г0-модели предоставляют больше возмож­
ностей для выбора путей их уточнения. Можно зафиксировать 
модельное пространство и, например, рассматривать диаго­
нальное по Го приближение, шаг за шагом учитывая число сла­
гаемых разложения (1); примером этого ряда служит Оп-1-не-
приводимое разложение (30). При учете всех слагаемых опера­
торных рядов решается задача, эквивалентная традиционной 
,,Г0-модели. 

Более привлекательно, однако, обрывать операторный ряд 
на некотором слагаемом и изучать степень нарушения кванто­
вого числа Го, сохраняемого модельным гамильтонианом #(г°). 
Тогда появляется возможность решать согласованную задачу, 
в которой по мере увеличения размерности модельного прост­
ранства усложняется и оператор, нарушающий квантовое чис­
ло Го. Из-за сложности задачи опять приходится остановиться 
на определенном слагаемом операторного разложения и опре­
деленной размерности модельного пространства, однако из ска­
занного явствует, что пути уточнения нетрадиционных Го-моде­
лей являются более гибкими, по сравнению со способом уточ­
нения традиционных Го-моделей. 

Как правило, учет поправок к моделям многочастичных 
квантовых систем является сложной задачей, поэтому успех не­
традиционных Го-моделей в большой степени зависит от пра­
вильности выбора первых слагаемых операторных рядов. Нет 
сомнений в важности обоих членов в модельном гамильтониане 
(53); следующие по важности слагаемые обсуждались в лекци­
ях [22], в несколько другом аспекте этот вопрос рассматривал­
ся в [26]. 

Обзор закончим следующим замечанием. Основная идея 
вывода- нетрадиционных моделей ядра была сформулирована 
на языке ограниченных операторов, действующих внутри задан-
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ного пространства 01 (Го) . Эта несколько абстрактная формули­
ровка является общей и включает в качестве частного случая: 
метод ограничения операторов путем выделения их G-скаляр-
ных слагаемых. Именно такой способ ограничения и обсуждал­
ся в настоящем обзоре, поэтому уместно сказать несколько 
слов и о других возможностях. 

Другой способ ограничения операторов по отношению к 
квантовым числам Г0 группы G основан на разложении физи­
ческих операторов через операторы группы. Из теории групп 
известно, что операторы группы, в частности мультилинейные-
формы инфинитезимальных операторов, сохраняют ее неприво­
димые представления даже в тех случаях, когда эти операторы 
не являются (/-скалярами. Поэтому операторы физических ве­
личин, разложенные через полиномы от операторов группы Gt 
являются операторами, ограниченными на подпространствах,. 
маркируемых неприводимыми представлениями группы. Более 
подробно с такими разложениями можно познакомиться в 
|[2, 22, 26]; конкретные применения этих разложений к обоб­
щению, так называемые модели взаимодействующих бозонов-., 
приведены в [25]. 
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