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Â òåîðåìå Ôåäåðåðà îöåíèâàåòñÿ �ìàññèâíîñòü� ìíîæåñòâà êðèòè÷å-

ñêèõ çíà÷åíèé t-ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ, äåéñòâóþùåãî èç R
m
â R

n
�

âûÿñíÿåòñÿ, ïðè êàêèõ p ýòî ìíîæåñòâî èìååò íóëåâóþ p-ìåðíóþ ìå-

ðó Õàóñäîð�à. Òî÷íîñòü óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùåãî âåëè÷èíû m,n, t, p,

áûëà óñòàíîâëåíà ðàíåå â ñëó÷àå n > m. Â ðàáîòå ñòðîèòñÿ ïðèìåð,

ïîêàçûâàþùèé, ÷òî è ïðè n < m óñëîâèå òåîðåìû Ôåäåðåðà òàêæå

òî÷íî.

�1. Ââåäåíèå

Âñþäó äàëåå r,m, n ∈ N, è, êàê îáû÷íî, Cr(G;Rn) � ìíîæåñòâî r-ãëàä-

êèõ îòîáðàæåíèé èç îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà G ïðîñòðàíñòâà R
m
â ïðî-

ñòðàíñòâî R
n
.

Â òåîðåìå Ôåäåðåðà îöåíèâàåòñÿ ìàññèâíîñòü îáðàçîâ ÷àñòåé êðèòè÷å-

ñêîãî ìíîæåñòâà r-ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ F , ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì

çíà÷åíèÿì ðàíãà åãî ìàòðèöû ßêîáè F ′(x). Òåîðåìà �îðìóëèðóåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì (ñì. [1℄, [2, ïï. 3.4.1�3.4.4)℄):

Òåîðåìà 1. Ïóñòü r∈ N, F ∈ Cr(Rm;Rn) è äëÿ i = 0, 1, . . . , i < min{m,n}
ïóñòü

Ni =
{
x ∈ R

m | rankF ′(x) = i
}
.

Òîãäà

µp

(
F (Ni)

)
= 0,

ãäå µp � õàóñäîð�îâà ìåðà ðàçìåðíîñòè p, à p = i+ m−i
r

.

Â ðàáîòàõ [3�5℄ ýòà òåîðåìà áûëà ðàñïðîñòðàíåíà íà îòîáðàæåíèÿ äðîá-

íîé ãëàäêîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè íåöåëîì t > 1 îòîáðàæåíèå F : G → R
n

íàçûâàåòñÿ t-ãëàäêèì, åñëè F ∈ Cr(G;Rn), ãäå r = [t] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñ-

ëà t, à âñå ïðîèçâîäíûå f ïîðÿäêà r åãî êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ïîêàçàòåëåì α = t − r íà êàæäîì êîìïàêò-

íîì ïîäìíîæåñòâå K îáëàñòè çàäàíèÿ: |f(x′) − f(x′′)| 6 L‖x′ − x′′‖α äëÿ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îòîáðàæåíèÿ äðîáíîé ãëàäêîñòè, èõ êðèòè÷åñêèå òî÷êè è êðèòè÷å-

ñêèå çíà÷åíèÿ; ìåðà è ðàçìåðíîñòü Õàóñäîð�à.

119



120 Á. Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, À. Í. ÏÎÄÊÎ�ÛÒÎÂ

ëþáûõ x′, x′′ èç K. Êîý��èöèåíò L áóäåì íàçûâàòü êîíñòàíòîé Ëèïøè-

öà. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ îòîáðàæåíèé îáîçíà÷àåòñÿ äàëåå ñèìâîëîì

Ct(G;Rn).

Òåîðåìà 1

′
. Ïóñòü t > 1, F ∈ Ct(Rm;Rn) è äëÿ i = 0, 1, . . . , i < min{m,n}

ïóñòü

Ni =
{
x ∈ R

m | rankF ′(x) = i
}
.

Òîãäà

µp

(
F (Ni)

)
= 0,

ãäå µp � õàóñäîð�îâà ìåðà ðàçìåðíîñòè p, à p = i+ m−i
t
.

Â [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàòóðàëüíîì r ïàðàìåòð p, âîîáùå ãîâîðÿ, óìåíü-

øèòü íåëüçÿ è óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 òî÷íî â ñëåäóþùèå ñìûñëå: äëÿ

ëþáûõ m, r, n > m è i < m ñóùåñòâóåò r-ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F , äëÿ êî-

òîðîãî dimH(F (Ni))=p è, ñëåäîâàòåëüíî, µq(F (Ni))=+∞ ïðè âñåõ q<p.

Ïðè ââåäåíèè îòîáðàæåíèé äðîáíîé ãëàäêîñòè ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò, êàê

è òåîðåìà 1

′
, äîïóñêàåò ñëåäóþùåå óòî÷íåíèå (ñì. [6℄): ïðè ëþáûõ m,

n > m, t > 1 ñóùåñòâóåò òàêîå t-ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F : Rm → R
n
,

÷òî dimH(F (Ni)) = i + m−i
t

ïðè i = 0, 1, . . . ,m − 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

µq(F (Ni)) = +∞ ïðè âñåõ q < i+ m−i
t
.

Ïðèâåä¼ííûå ðåçóëüòàòû î òî÷íîñòè òåîðåì 1 è 1

′
îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ

m 6 n. Ïðè m > n èõ óòâåðæäåíèÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò îêàçàòü-

ñÿ òðèâèàëüíûìè. Òàê áóäåò, åñëè îòîáðàæåíèå íåäîñòàòî÷íî ãëàäêîå è

p = i + m−i
t

> n. Ïðè ýòîì óñëîâèè íèêàêèå êîíòðïðèìåðû íåâîçìîæíû

ïðîñòî â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè p > n ìåðà µp îáðàùàåòñÿ â íóëü íà âñåõ

ïîäìíîæåñòâàõ R
n
. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î êîíòðïðèìåðàõ, ìû

áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî p = i+ m−i
t

6 n.

Âîïðîñ î òî÷íîñòè óñëîâèé òåîðåìû 1′ ïðè n < m ðàññìîòðåí â ðà-

áîòàõ [4℄ è [5℄, íî â íèõ ñîîòâåòñòâóþùèå êîíòðïðèìåðû (ïðè íåêîòîðûõ

äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ) ïîñòðîåíû ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ p = n, êîãäà

ìåðà Õàóñäîð�à µp ìîæåò áûòü çàìåíåíà ìåðîé Ëåáåãà. Òî÷íîñòü óñëîâèé

òåîðåìû 1

′
ïðè p < n â ýòèõ ðàáîòàõ íå îáñóæäàåòñÿ. Öåëü íàøåé çàìåòêè

� âîñïîëíèòü ýòîò ïðîáåë.

�2. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ F : G → R
n
íàçûâàåòñÿ òî÷-

êà x0 ∈ G, â êîòîðîé ðàíã äè��åðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ (èíûìè ñëîâàìè,

ðàíã ìàòðèöû F ′(x0)) íå ìàêñèìàëåí, òî åñòü ìåíüøå min{m,n}. Ìíîæå-

ñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê, îáîçíà÷àåìîå äàëåå N èëè òî÷íåå N (F ), íàçûâàåòñÿ
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êðèòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì îòîáðàæåíèÿ F . Çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ F â êðè-

òè÷åñêèõ òî÷êàõ íàçûâàþòñÿ åãî êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè, îáðàçîâàííîå

èìè ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì K(F ).
Ïðè m,n > 1 êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî �ðàññëàèâàåòñÿ� íà ÷àñòè Ni, i =

0, 1, . . . < min{m,n}, â òî÷êàõ êîòîðûõ ðàíã ìàòðèöû F ′(x) ïîñòîÿíåí è

ðàâåí i:

Ni ≡ Ni(F ) =
{
x ∈ G | rank

(
F ′(x)

)
= i

}
.

F -îáðàçû ýòèõ ìíîæåñòâ îáîçíà÷àþòñÿ äàëåå ñèìâîëàìè Ki(F ):

Ki(F ) = F (Ni).

Ñèìâîë Ca, ãäå 0 < a < 1
2 , îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî êàíòîðîâà òèïà, ïðè

ïîñòðîåíèè êîòîðîãî èñïîëüçóåòñÿ ñæàòèå îñíîâíîãî ñåãìåíòà [0, 1] íå ñ

êîý��èöèåíòîì

1
3 , êàê â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, à ñ êîý��èöèåíòîì a: íà

ïåðâîì øàãå ìû ïîëó÷àåì ñåãìåíòû ∆
(a)
0 = [0, a] è ∆

(a)
1 = [1−a, 1] äëèíîé a

(ñåãìåíòû ïåðâîãî ðàíãà), íà âòîðîì øàãå âîçíèêàþò ñåãìåíòû âòîðîãî

ðàíãà ∆
(a)
00 , ∆

(a)
01 è ∆

(a)
10 , ∆

(a)
11 , ïîëó÷àåìûå èç ∆

(a)
0 è ∆

(a)
1 ïðè ãîìîòåòè÷íîì

îòîáðàæåíèè [0, 1] íà ýòè îòðåçêè. Äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå ïðîèñõîäèò ïî

èíäóêöèè.

Êðîìå ìíîæåñòâ êàíòîðîâà òèïà, íàì ïîòðåáóåìñÿ ñõîäíîå ìíîæåñòâî,

çàìåíÿþùåå ìíîæåñòâî Ca ïðè a = 1
2 , êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü C∗. Îíî

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî îïèñàííîìó,

ñ òåì îòëè÷èåì, ÷òî íà êàæäîì øàãå ãîìîòåòèÿ ïðîèçâîäèòñÿ íå ñ îäíèì

è òåì æå êîý��èöèåíòîì a, à ñ êîý��èöèåíòàìè, âîçðàñòàþùèìè ê

1
2 .

Áîëåå ïîäðîáíî ýòî ïîñòðîåíèå ìîæíî îïèñàòü (íóìåðóÿ ñåãìåíòû ðàíãîâ

1, 2, . . . òàê æå, êàê è âûøå) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñíà÷àëà èç îòðåçêà [0, 1] ìû óäàëÿåì èíòåðâàë δ∗ = (14 ,
3
4). Çàòåì èç

äâóõ îñòàþùèõñÿ ñåãìåíòîâ ∆0, ∆1 ïåðâîãî ðàíãà óäàëÿþòñÿ öåíòðàëüíûå

èíòåðâàëû δ0, δ1 (èíòåðâàëû ïåðâîãî ðàíãà) äëèíû

1
12 , ïîñëå ÷åãî â [0, 1]

îñòàþòñÿ 4 ñåãìåíòà âòîðîãî ðàíãà ∆00,∆01,∆10,∆11 è òàê äàëåå. Äëÿ èí-

äåêñàöèè ñåãìåíòîâ è èíòåðâàëîâ k-ãî ðàíãà ìû èñïîëüçóåì äâîè÷íûå ñëî-

âà äëèíû k, �áóêâû� êîòîðûõ ðàâíû 0 èëè 1. Íà k-îì øàãå èç îäèíàêîâûõ

ïî äëèíå ñåãìåíòîâ ∆ε k-ãî ðàíãà óäàëÿþòñÿ öåíòðàëüíûå èíòåðâàëû δε
òîãî æå ðàíãà äëèíîé

dk =
2−k

(k + 1)(k + 2)
. (1)

Òàê êàê ñóììà äëèí ýòèõ èíòåðâàëîâ ðàâíà

1
(k+1)(k+2) = 1

k+1 − 1
k+2 , òî äî

k-ãî øàãà èç [0, 1] îêàæóòñÿ óäàë¼ííûìè èíòåðâàëû ñ îáùåé äëèíîé

1

2
+

(1
2
− 1

3

)
+ . . .+

(1
k
− 1

k + 1

)
= 1− 1

k + 1
.
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Ïîýòîìó ìíîæåñòâî Sk, îáðàçîâàííîå ñåãìåíòàìè ðàíãà k, èìååò ìåðó 1
k+1 ,

à äëèíà êàæäîãî òàêîãî ñåãìåíòà ðàâíà

2−k

k+1 . Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî C∗
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ Sk (äàëåå |ε| � äëèíà äâîè÷íîãî

ñëîâà ε):

C∗ =
∞⋂

k=1

Sk =

∞⋂

k=1

⋃

|ε|=k

∆ε.

Õàóñäîð�îâó ìåðó ðàçìåðíîñòè p ìû îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì µp, à õàó-

ñäîð�îâó ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà A � ñèìâîëîì dimH(A). Èçâåñòíî, ÷òî

åñëè p = dimH(Ca), òî a = 2
− 1

p
è 0 < µp(Ca) < +∞. Äåêàðòîâû ïðîèçâåäå-

íèÿ îòðåçêîâ è ìíîæåñòâ êàíòîðîâà òèïà, êàê è ñàìè ýòè ìíîæåñòâà, áóäåì

íàçûâàòü ñòàíäàðòíûìè ìíîæåñòâàìè. Õàóñäîð�îâà ðàçìåðíîñòü p òàêî-

ãî ìíîæåñòâà ðàâíà ñóììå õàóñäîð�îâûõ ðàçìåðíîñòåé ñîìíîæèòåëåé, à

åãî ìåðà µp ïîëîæèòåëüíà è êîíå÷íà. Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé

ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [7℄.

Íàêîíåö, ïðè t > 1 ñèìâîë Ct−0(G;Rn) îáîçíà÷àåò êëàññ îòîáðàæåíèé,

âõîäÿùèõ â Cs(G;Rn) ïðè âñåõ s < t:

Ct−0(G;Rn) =
⋂

1<s<t

Cs(G;Rn).

�3. Îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ

Íàø öåíòðàëüíûé ðåçóëüòàò åñòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü t > 1, m > n > i > 0 è p = i+ m−i
t

6 n. Ñóùåñòâóåò

òàêîå îòîáðàæåíèå F êëàññà Ct−0(Rm;Rn), ÷òî Ki(F ) åñòü ñòàíäàðòíîå
ìíîæåñòâî, õàóñäîð�îâà ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà p, òàê ÷òî

0 < µp

(
Ki(F )

)
< +∞.

Íåçíà÷èòåëüíàÿ ìîäè�èêàöèÿ ëåììû 1 (ñì. ëåììó 1

′
) è äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû 2, ïðèâîäèìûõ íèæå, ïîçâîëÿåò óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè è

ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 2

′
. Ïóñòü t > 1, m > n > i > 0 è p = i + m−i

t
6 n. Ñóùåñòâó-

åò òàêîå îòîáðàæåíèå F êëàññà Ct(Rm;Rn), ÷òî Ki(F ) ñîäåðæèò êîì-

ïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà X1,X2, . . . , õàóñäîð�îâû ðàçìåðíîñòè q1, q2, . . .

êîòîðûõ ìåíüøå p, ñòðåìÿòñÿ ê p è

0 < µqj(Xj) < +∞ äëÿ âñåõ íîìåðîâ j.

Âìåñòå ñ òåîðåìîé 1′ òåîðåìà 2′ âëå÷¼ò ðàâåíñòâî dimH

(
Ki(F )

)
= p.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé êëþ÷åâîé ëåììå.
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Ëåììà 1. Ïðè t>1 ñóùåñòâóåò òàêîé ïðîñòîé ïóòü γ∈Ct−0([0, 1];Rn),
÷òî åãî êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî N (γ) ñîâïàäàåò ñ C∗, à ìíîæåñòâî K(γ)
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé � ñ Cb × · · · × Cb ≡ Cn

b ïðè b = 2−nt :

N (γ) = C∗, K(γ) = Cn
b . (2)

Ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2, îïèðàþùååñÿ íà ýòó ëåììó. Äîêà-

çàòåëüñòâó ïðåäïîøë¼ì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå.

Çàìå÷àíèå. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ êîíòðïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ òî÷-

íîñòü óñëîâèé òåîðåì 1 è 1′ â ñëó÷àå i = 0, âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå

àíàëîãè÷íûõ êîíòðïðèìåðîâ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ i (i < min{m,n}). Òî÷-
íåå ãîâîðÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå f ∈ Ct(Rm−i;Rn−i), ÷òî
îáðàç íóëåâîãî ñëîÿ åãî êðèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà èìååò ðàçìåðíîñòü

m−i
t
,

òî åñòü dimH

(
K0(f)

)
= m−i

t
, òî â êà÷åñòâå èñêîìîãî îòîáðàæåíèÿ ìîæíî

âçÿòü îòîáðàæåíèå F = idRi ⊗ f , äåéñòâóþùåå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (x1, . . . , xm) =
(
x1, . . . , xi, f(xi+1, . . . , xm)

)
.

Î÷åâèäíî, äëÿ F ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Ni(F ) = R
i ×N0(f) è Ki(F ) = R

i ×K0(f).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà (ïîñêîëüêó dimH(Ri × A) = i + dimH(A) äëÿ

ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà A, ñì. [7, 8℄) âûòåêàåò, ÷òî

dimH

(
Ki(F )

)
= dimH

(
R
i ×K0(f)

)
= i+

m− i

t
.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäóÿ òî÷íîñòü óñëîâèé òåîðåì 1, 1′, ìû ìîæåì îãðà-

íè÷èòüñÿ ñëó÷àåì m > n, i = 0.
Ïåðåõîäÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2, íàïîìíèì, ÷òî ìû áóäåì ïðîâî-

äèòü åãî äëÿ ñëó÷àÿ i = 0 è p = m
t
6 n.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Îòìåòèì ñíà÷àëà ñâÿçü ìåæäó ìíîæåñòâà-

ìè Cb è Cβ, ãäå b = 2−nt
è β = b

1
m

(ïî óñëîâèþ m 6 nt, è ïîýòîìó

β = 2−
nt
m 6 1

2). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òî÷êè ìíîæåñòâà Cβ (è òîëüêî

îíè) ïðåäñòàâèìû â âèäå

1− β

β

∞∑

i=1

εiβ
i, ãäå âñå ÷èñëà εi ðàâíû 0 èëè 1.

Àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ òî÷åê èç Cb. Ïîýòîìó, ðàçáèâ
óêàçàííóþ ñóììó íà áëîêè ïî m ñëàãàåìûõ, ìû ìîæåì çàïèñàòü å¼ â âèäå



124 Á. Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, À. Í. ÏÎÄÊÎ�ÛÒÎÂ

(äàëåå κ = 1
1−b

1−β
β
)

κ

m∑

j=1

βjuj, ãäå u1, . . . , um ∈ Cb.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñåâîçìîæíûå ñóììû òàêîãî âèäà çàïîëíÿþò ìíîæåñò-

âî Cβ (ïðè β = 1
2 îíè çàïîëíÿþò îòðåçîê [0, 1]), òî åñòü

Cβ =

{
κ

m∑

j=1

βjuj

∣∣∣u1, . . . , um ∈ Cb
}
.

Îòñþäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî

Cn
β =

{
κ

m∑

j=1

βjUj

∣∣∣U1, . . . , Um ∈ Cn
b

}
. (3)

Ïóñòü γ � ïóòü, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â ëåììå 1: N (γ) = C∗ è γ(C∗) = Cn
b .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí ïðîäîëæåí íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü ñ ñîõðàíåíèåì

ãëàäêîñòè è áåç ïîÿâëåíèÿ íîâûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Îïðåäåëèì òåïåðü

èñêîìîå îòîáðàæåíèå F : Rm → R
n
ðàâåíñòâîì

F (x) = κ

m∑

j=1

βjγ(xj), ãäå x = (x1, . . . , xm) ∈ R
m.

Îòîáðàæåíèå F èìååò òó æå ãëàäêîñòü, ÷òî è γ, òî åñòü ïðèíàäëåæèò

êëàññó Ct−0
. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, åãî ìàòðèöà ßêîáè F ′(x) ñîñòîèò èç

ñòîëáöîâ, ïðîïîðöèîíàëüíûì âåêòîðàì γ ′(x1), . . . , γ
′(xm). Èñïîëüçóÿ ýòî,

íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî N0(F ) =
(
N (γ)

)m
= Cm

∗ . Òàê êàê γ(C∗) = Cn
b , ìû,

ïîëàãàÿ Uj = γ(xj), ïîëó÷àåì èç (3)

K0(F ) = F (Cm
∗ ) =

{
κ

m∑

j=1

βjγ(xj)
∣∣∣ x1, . . . , xm ∈ C∗

}
= Cn

β .

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî

dimH

(
K0(F )

)
= n dimH (Cβ) = n dimH

(
C
2−

nt
m

)
= n

m

nt
= p.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå F èñêîìîå. �

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå m 6 n ìû èìååì âîçìîæíîñòü î÷åâèäíûì îáðà-

çîì âëîæèòü â R
n
ñòàíäàðòíîå ìíîæåñòâî, îáðàçîâàííîå m ñîìíîæèòåëÿ-

ìè, áëàãîäàðÿ ÷åìó ïîñòðîåíèå êîíòðïðèìåðà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì

m > n ìîæåò áûòü óïðîùåíî: íàì äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ îäíîìåðíûì

âàðèàíòîì ëåììû 1, êîãäà γ � �óíêöèÿ (îäíîìåðíûé ïóòü), è ïîëîæèòü

F (x) =
(
γ(x1), . . . , γ(xm), 0, . . . , 0

)
(÷èñëî íóëåâûõ êîîðäèíàò ðàâíî n−m).
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�4. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê äîêàçàòåëüñòâó äîïîëíèì îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿ-

çàííûå ñ ìíîæåñòâàìè C∗ è Cb. Äëèíó ïðîèçâîëüíîãî äâîè÷íîãî ñëîâà ε

(åãî áóêâû ðàâíû 0 èëè 1), òî åñòü ÷èñëî áóêâ â í¼ì, áóäåì îáîçíà÷àòü

ñèìâîëîì |ε|. Ñèìâîëîì Ek îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ k-áóêâåííûõ äâî-

è÷íûõ ñëîâ. Èíäåêñ, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèé â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîé

óïîðÿäî÷åííîñòè çà èíäåêñîì ε ∈ Ek, áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ε′.

Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâ C∗ è Cb ïðîèñõîäèò åäèíîîáðàçíî (ñì. �2). Ñåãìåí-
òû, ïîëó÷àåìûå ïðè èõ ïîñòðîåíèè íà k-îì øàãå, íàçûâàþòñÿ ñåãìåíòàìè

k-ãî ðàíãà. Îíè îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè ∆ε è ∆̃ε ñîîòâåòñòâåííî (ε ∈ Ek),
è ìû ïîëàãàåì ∆ε = [aε, bε], ∆̃ε = [ãε, b̃ε]. Êàê îïèñàíî â �2, ñåãìåíò ∆ε

k-ãî ðàíãà ñîäåðæèò äâà ñåãìåíòà ðàíãà k + 1 � ∆ε0 (ëåâûé) è ∆ε1 (ïðà-

âûé), à ìåæäó íèìè, ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ∆ε, ðàñïîëîæåí

èíòåðâàë k-ãî ðàíãà δε. Ïðè òàêîé èíäåêñàöèè ñåãìåíòîâ ëåêñèêîãðà�è÷å-

ñêîé óïîðÿäî÷åííîñòè èíäåêñîâ ñîîòâåòñòâóåò åñòåñòâåííàÿ óïîðÿäî÷åí-

íîñòü ñåãìåíòîâ: ñåãìåíò ∆ε ðàñïîëîæåí ëåâåå ñåãìåíòà ∆ε′ (ñîîòâåòñòâåí-

íî ∆̃ε � ëåâåå ∆̃ε′).

Â äàëüíåéøåì ìû âñåãäà áóäåì ðàññìàòðèâàÿ ëèøü çàìêíóòûå n-ìåðíûå

êóáû ñ ð¼áðàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò. Êðàéíèìè òî÷êàìè èëè,

òî÷íåå, íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàìè êóáà, áóäåì íàçûâàòü òå åãî âåð-

øèíû, êîîðäèíàòû êîòîðûõ èìåþò ìèíèìàëüíûå (ñîîòâåòñòâåííî ìàêñè-

ìàëüíûå) âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ. Èõ ðàçíîñòü (äèàãîíàëü êóáà), î÷åâèäíî,

ðàâíà (h, . . . , h), ãäå h � äëèíà ðåáðà êóáà.

Ââåä¼ì òåïåðü n-ìåðíûå êóáû Qε ≡ Qε1...εn = ∆̃ε1 × · · · × ∆̃εn , ïðåäñòàâ-

ëÿþùèå ñîáîé ïðîèçâåäåíèÿ ñåãìåíòîâ 1-ãî ðàíãà ∆̃0 = [0, b], ∆̃1 = [1−b, 1],
âîçíèêàþùèõ ïðè ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà Cb. Ïîñêîëüêó àíàëîãè÷íûå ñåã-

ìåíòû, âîçíèêàþùèå ïðè ïîñòðîåíèè C∗, îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè ∆ε, âîç-

íèêàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íèìè è êóáàìè Qε (ε ∈ En).
Êóáû Qε (ε ∈ En) áóäåì íàçûâàòü êóáàìè ïåðâîãî óðîâíÿ. Èõ ÷èñëî (êàê

è ÷èñëî ñåãìåíòîâ ðàíãà n) ðàâíî 2n, à äëèíû ð¼áåð ðàâíû b. Íà÷àëüíàÿ

è êîíå÷íàÿ òî÷êè êóáà Qε îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè Aε è Bε.

�àññìîòðèì ãîìîòåòè÷íûé îáðàç åäèíè÷íîãî êóáà ïðè ñæàòèè ñ êîý�-

�èöèåíòîì b, òî åñòü êóá Q0 = [0, b]n, ãäå ñèìâîë 0 îáîçíà÷àåò äâîè÷íîå

ñëîâî äëèíû n, âñå áóêâû êîòîðîãî � íóëè. Â í¼ì ñîäåðæèòñÿ 2n îáðàçîâ

êóáîâ 1-ãî óðîâíÿ. Ñîâìåùàÿ êóá Q0 ñ ïîìîùüþ ñäâèãîâ íà âåêòîðû Aσ

ñ êóáàìè Qσ ïåðâîãî óðîâíÿ, ìû ïîëó÷èì 22n îáðàçîâ ñîäåðæàùèõñÿ â

í¼ì êóáîâ (ïîëó÷åííûõ ñæàòèåì êóáîâ ïåðâîãî óðîâíÿ). Ýòè êóáû íàçî-

â¼ì êóáàìè âòîðîãî óðîâíÿ. Îíè èìåþò âèä Aσ + bQε (ε, σ ∈ En), è ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü èõ Qσε. Âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè n ñåãìåíòîâ
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∆̃α1α2 (α1, α2 = 0, 1) âòîðîãî ðàíãà (ïðè÷¼ì σ è ε ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ñîîòâåòñòâåííî íàáîðû ïåðâûõ è âòîðûõ áóêâ èíäåêñîâ ñîìíîæèòåëåé).

Ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó, ìû ïîñòðîèì êóáû 3-ãî, 4-ãî è ò.ä. óðîâíåé.

Êóá k-ãî óðîâíÿ èìååò âèä A + bk−1Q0, ãäå A � åãî íà÷àëüíàÿ òî÷êà.

Ýòè êóáû ñóòü íå ÷òî èíîå, êàê äåêàðòîâû ïðîèçâåäåíèÿ ñåãìåíòîâ ðàí-

ãà k, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà Cb. Äëèíà ðåáðà êóáà k-ãî

óðîâíÿ ðàâíà bk, à ÷èñëî òàêèõ êóáîâ � 2nk. Èíäåêñû êóáàì k-ãî óðîâíÿ

ìû áóäåì ïðèïèñûâàòü èíäóêòèâíî, ðóêîâîäñòâóÿñü àíàëîãèåé ñ íóìåðà-

öèåé ñåãìåíòîâ; êðàéíèå òî÷êè èìåþò òå æå èíäåêñû, ÷òî è ñîäåðæàùèå

èõ êóáû. Êóáû 1-ãî óðîâíÿ óæå ñíàáæåíû èíäåêñàìè. Ñ÷èòàÿ, ÷òî k > 1 è
êóáû (k−1)-ãî óðîâíÿ óæå �çàíóìåðîâàíû�, ïðèïèøåì èíäåêñû êóáàì k-ãî

óðîâíÿ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ∆̃ω � âîçíèêàþùèé ïðè ïîñòðîåíèè Cb ñåãìåíò
ðàíãà nk è ω = σε, ãäå σ ∈ En(k−1), ε ∈ En, òî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü,

∆̃ω = ãσ + bn(k−1)∆̃ε,

òî åñòü

ãω = ãσ + bn(k−1)ãε, b̃ω = ãσ + bn(k−1)b̃ε = ãω + bnk.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëèì Qω ïðè ω = σε ðàâåíñòâîì

Qσε = Aσ + bk−1Qε,

ïîëó÷àÿ êàê ñëåäñòâèå

Aσε = Aσ + bk−1Aε, Bσε = Aσ + bk−1Bε = Aσε + bke, (4)

ãäå Aσε, Aσ è Aε � íà÷àëüíûå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùèõ êóáîâ, Bσε � êî-

íå÷íàÿ òî÷êà êóáà Qσε, à e = (1, . . . , 1) ∈ R
n
. Ïî ïîñòðîåíèþ Qσε ⊂ Qσ.

Ñîãëàñíî ââåä¼ííûì îáîçíà÷åíèÿì ìåæäó ñåãìåíòàìè ∆ω = [aω, bω] è
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèì çà íèì ñåãìåíòîì ∆ω′ = [aω′ , bω′ ] ëåæèò èí-

òåðâàë (bω, aω′), äëèíà êîòîðîãî äàëåå îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ℓω. Çàìå-

òèì, ÷òî èíòåðâàëû, ðàçäåëÿþùèå ñåãìåíòû äàííîãî ðàíãà, èìåþò ìåíü-

øèå ðàíãè.

Åñëè |ω| = |ω′| = nk, è èíäåêñ ω′
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò çà ω, òî

êóáû Qω è Qω′
, à òàêæå èõ âåðøèíû Bω è Aω′

áóäåì íàçûâàòü ñîñåäíèìè.

Åñëè ω = σε è |σ| = n(k − 1), |ε| = n, ïðè÷¼ì ε 6= 1, ãäå 1 � ñëîâî, âñå

áóêâû êîòîðîãî � åäèíèöû, òî ω′ = σε′ è îáà êóáà Qω, Qω′
ñîäåðæàòñÿ â

êóáå Qσ.

Îòìåòèì, íàêîíåö, ÷òî, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ⋃
ω∈Ekn

Qω åñòü íå ÷òî èíîå, êàê Cn
b :

∞⋂

k=1

⋃

ω∈Ekn

Qω = Cn
b .
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Ïðèäåðæèâàÿñü îáîçíà÷åíèé, ââåä¼ííûõ â

íà÷àëå ýòîãî ïàðàãðà�à, áóäåì ñòðîèòü òðåáóåìûé ïóòü γ. Îí ñîâñåì ïðî-

ñòî ìåíÿåòñÿ íà èíòåðâàëàõ, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà C∗:
êîãäà àðãóìåíò u âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå ìåæäó ñîñåäíèìè ñåãìåíòà-

ìè ∆ε è ∆ε′ ïðè |ε| = |ε′| = n, çíà÷åíèÿ γ(u) ïðîáåãàþò îäíî çâåíî �

ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé êîíå÷íóþ òî÷êó êóáà Qε ñ íà÷àëü-

íîé òî÷êîé êóáà Qε′ . Ýòî óñëîâèå, ðàñïðîñòðàí¼ííîå íà âñå èíòåðâàëû,

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íîñèòåëü ïóòè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè ýòîì

γ(∆σε) ⊂ Qσε,

åñëè |ε| = n è |σ| = nj (j = 0, 1, . . .). Ïðåäñòàâëåíèå î êðèâîé γ([0, 1]),
èìåþùåé ñàìîïîäîáíóþ ñòðóêòóðó, â äâóìåðíîì ñëó÷àå (n = 2) ìîæíî
ïîëó÷èòü èç ðèñóíêà 1, íà êîòîðîì èçîáðàæåíû çâåíüÿ, âîçíèêàþùèå ïî-

ñëå ïåðâûõ òð¼õ øàãîâ ïîñòðîåíèÿ (îíè ëåæàò âíå êâàäðàòîâ òðåòüåãî

óðîâíÿ). Çâåíî íàèáîëüøåé äëèíû, ñîåäèíÿþùåå êîíå÷íóþ òî÷êó êâàäðà-

�èñ. 1

òà Q01 = ∆0 × ∆1 ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé êâàäðàòà Q10 = ∆1 × ∆0, ñîîòâåò-

ñòâóåò çíà÷åíèÿì ïóòè íà èíòåðâàëå δ∗ = (14 ,
3
4); äâà áîëåå êîðîòêèõ çâåíà

(ñîåäèíÿþùèå êâàäðàòû Q00 = ∆0 ×∆0 ñ Q01 = ∆0 ×∆1 è Q10 = ∆1 ×∆0

ñ Q11 = ∆1 × ∆1) ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ïóòè íà èíòåðâàëàõ δ0 è δ1.

Çâåíüÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì ïóòè íà èíòåðâàëàõ âòîðîãî è òðå-

òüåãî ðàíãîâ, ñîäåðæàòñÿ â êâàäðàòàõ ïåðâîãî óðîâíÿ. Â êâàäðàòàõ òðå-

òüåãî óðîâíÿ ñîäåðæàòñÿ çâåíüÿ, âîçíèêàþùèå ïðè äàëüíåéøèõ øàãàõ è

ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì ïóòè íà èíòåðâàëàõ á�îëüøèõ ðàíãîâ.
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Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü â ðåàëèçàöèè òàêîãî ïîñòðîåíèÿ � îáåñïå÷èòü íóæ-

íóþ ãëàäêîñòü ïóòè γ. Ïî òåõíè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì óäîáíî ñíà÷àëà ñòðî-

èòü íå ñàì ýòîò ïóòü, à åãî ïðîèçâîäíóþ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïî-

ìîãàòåëüíàÿ �óíêöèÿ θ ∈ C∞(R), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

1∫

0

θ(u) du = 1, θ(u) > 0 ïðè 0 < u < 1 è θ(u) = 0 âíå (0, 1).

Ïåðåõîäÿ íåïîñðåäñòâåííî ê ïîñòðîåíèþ, îïðåäåëèì âåêòîð-�óíêöèè

Θ1,Θ2, . . . êëàññà C
∞(R;Rn) ðàâåíñòâàìè (íàïîìíèì, ÷òî 1 = 1, . . . , 1 ∈ En,

à ℓω � äëèíà èíòåðâàëà, ðàçäåëÿþùåãî ñåãìåíò ñ èíäåêñîì ω è íåïîñðåä-

ñòâåííî ñëåäóþùèé çà íèì):

Θ1(u) =
∑

|ε|=n,

ε 6=1

1

ℓε
θ
(u− bε

ℓε

)
(Aε′ −Bε)

è ïðè k > 1

Θk(u) =
∑

|σ|=n(k−1)

∑

|ε|=n,

ε 6=1

1

ℓσε
θ
(u− bσε

ℓσε

)
(Aσε′ −Bσε)

= bk−1
∑

|σ|=n(k−1)

∑

|ε|=n,

ε 6=1

1

ℓσε
θ
(u− bσε

ℓσε

)
(Aε′ −Bε).

(5)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó èç ñîîáðàæåíèé ïîäîáèÿ ÿñ-

íî (ñì. (4)), ÷òî

Aσε′ −Bσε = bk−1 (Aε′ −Bε) ïðè ëþáûõ σ ∈ En(k−1) è ε ∈ En, ε 6= 1.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñóììà ðÿäà

∑

k>1

Θk(u) = Θ1(u) +
∑

k>1

bk−1
∑

|σ|=n(k−1)

∑

|ε|=n,

ε 6=1

1

ℓσε
θ
(u− bσε

ℓσε

)
(Aε′ −Bε), (6)

îáîçíà÷àåìàÿ â äàëüíåéøåì Θ, à íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå äîêàçàòåëüñòâà

� ïåðâîîáðàçíûé äëÿ íå¼ ïóòü

∫ u

0 Θ(v) dv, êîòîðûé, êàê ìû óáåäèìñÿ, ïðè

u ∈ [0, 1] ñîâïàäàåò ñ èñêîìûì.
Îòìåòèì âàæíûé �àêò: ïðè k > 1 êàæäàÿ �óíêöèÿ Θk ðàâíà íóëþ âíå

ñåãìåíòîâ ðàíãà n(k − 1) è íà ñåãìåíòàõ ðàíãà nk (à ñëåäîâàòåëüíî, è íà
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ñåãìåíòàõ á�îëüøèõ ðàíãîâ). Òàêèì îáðàçîì,

Θk òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ

íà ñåãìåíòàõ âñåõ ðàíãîâ, êðîìå n(k − 1).
(7)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèè Θk, à âìåñòå ñ íèìè è ÷àñòè÷íûå ñóììû

ðÿäà (6) îáðàùàþòñÿ â íóëü íà ñåãìåíòàõ ðàíãà nk, è ñëåäîâàòåëüíî, âñå

ýòè ñóììû ðàâíû íóëþ íà ìíîæåñòâå C∗.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5)

îòëè÷íî îò íóëÿ ëèøü íà ñâî¼ì èíòåðâàëå, è ïîýòîìó îíè �ïîïàðíî äèçú-

þíêòíû�, òî åñòü â êàæäîé òî÷êå èç [0, 1] \ C∗ òîëüêî îäíî èç ñëàãàåìûõ

ïðèíèìàåò íåíóëåâîå çíà÷åíèå (ïðè ýòîì êîîðäèíàòíûå �óíêöèè ïóòåé Θk

íå ìåíÿþò çíàêà íà èíòåðâàëàõ, äîïîëíèòåëüíûõ ê C∗). Èç ýòîãî ñâîéñòâà
÷ëåíîâ ðÿäà (6) âûòåêàåò, ÷òî êàê îí, òàê è âñå ðÿäû, ïîëó÷àþùèåñÿ èç

íåãî ïî÷ëåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì, ïîòî÷å÷íî ñõîäÿòñÿ. Êðîìå òîãî,

ïðè u ∈ [0, 1] åãî ñóììà Θ(u) îòëè÷íà îò íóëÿ âíå ìíîæåñòâà C∗, à íà

ñàì�îì ýòîì ìíîæåñòâå (êàê è âíå [0, 1]) îíà îáðàùàåòñÿ â íóëü. Óáåäèì-

ñÿ, ÷òî ïóòü Θ èìååò äîñòàòî÷íóþ ãëàäêîñòü, à èìåííî, âõîäèò â êëàññ

C(t−1)−0
.

Îöåíèì ñíà÷àëà ñëàãàåìûå ïðîäè��åðåíöèðîâàííîãî ðÿäà (6) â òî÷êå

u ∈ (bσε, aσε′) ïðè |σ| = n(k − 1), |ε| = n, ε 6= 1. ßñíî, ÷òî äëÿ k > 1 è

ëþáîãî íàòóðàëüíîãî i ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Θ
(i)
k (u) =

bk−1

(ℓσε)i+1
θ(i)

(u− bσε

ℓσε

)
(Aε′ −Bε),

è ïîýòîìó

∥∥Θ(i)
k (u)

∥∥ 6
bk−1

(ℓσε)i+1
Ci

√
n, (8)

ãäå Ci = maxw∈[0,1]

∣∣θ(i)(w)
∣∣
. Ïîñêîëüêó |σε| = nk, ðàíã èíòåðâàëà (bσε, aσε′)

ìåíüøå nk, òàê ÷òî äëÿ åãî äëèíû ℓσε ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (1) ñïðàâåäëèâà

îöåíêà ñíèçó

ℓσε >
2−nk

6(nk)2
, (9)

è ïîýòîìó

∥∥Θ(i)
k (u)

∥∥ 6 bk−1
(
6(nk)22nk

)i+1
Ci

√
n.

Ïî óñëîâèþ b = 2−nt
è, ñëåäîâàòåëüíî,

∥∥Θ(i)
k (u)

∥∥ = O
(
2−nt(k−1)

(
k22nk

)i+1)
= O

(
k2(i+1)2−nk(t−i−1)

)
(8′)

(ïîñòîÿííàÿ â O-÷ëåíå ìîæåò çàâèñåòü îò n, i è t, íî íå îò k).
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Áóäåì ñ÷èòàòü ïîêà, ÷òî r = [t] < t. Èç îöåíêè (8′) âèäíî, ÷òî ïðè i < r

è ëþáûõ u ∈ [0, 1] è k ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥∥Θ(i)
k (u)

∥∥ 6 C k2r2−n(t−r)k,

ãäå êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò k. Ïîñêîëüêó t > r, èç íåãî ñëåäóåò

(r − 1)-ãëàäêîñòü �óíêöèè Θ íà R.

Óáåäèìñÿ òåïåðü, ÷òî Θ ∈ Cs−1(R;Rn) ïðè ëþáîì s èç èíòåðâàëà (r, t).

Äëÿ ýòîãî îöåíèì ðàçíîñòü Θ
(r−1)
k (u)−Θ

(r−1)
k (v) ïðè u, v ∈ [0, 1]. Ñîãëàñíî

íåðàâåíñòâó Ëàãðàíæà

∥∥Θ(r−1)
k (u)−Θ

(r−1)
k (v)

∥∥ 6 max
w

∥∥Θ(r)
k (w)

∥∥ |u− v|.

Èñïîëüçóÿ ñíà÷àëà (8) ñ i = r, à çàòåì (9), ìû ïðè ïðîèçâîëüíûõ k è

íåêîòîðîì C̃ (íå çàâèñÿùåì îò k) ïîëó÷àåì

∥∥Θ(r)
k (w)

∥∥ 6
bk−1

(ℓσε)r+1
Cr

√
n 6

C̃

ℓσε
k2r2−nkt2nkr.

Âìåñòå ñ ïðåäûäóùèì íåðàâåíñòâîì ýòî äà¼ò íàì:

∥∥Θ(r−1)
k (u)−Θ

(r−1)
k (v)

∥∥ 6
C̃ k2r

2nk(t−r)

|u− v|
ℓσε

. (10)

Ïðîâåðèì, ÷òî �óíêöèè Θ
(r−1)
k óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ïî-

êàçàòåëåì α = s− r, êîíòðîëèðóÿ êîíñòàíòó Ëèïøèöà. Äëÿ ýòîãî ïðåäïî-

ëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî òî÷êè u, v ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå äîïîëíè-

òåëüíîìó èíòåðâàëó. Åñëè åãî ðàíã âåëèê (áîëüøå, ÷åì nk), òî Θk íà í¼ì

îáðàùàåòñÿ â íóëü, òàê ÷òî äëÿ ëåâîé ÷àñòè â (10) ñïðàâåäëèâà ëþáàÿ îöåí-

êà. Åñëè æå ðàíã èíòåðâàëà íå ïðåâîñõîäèò nk, òî, ïîñêîëüêó
|u−v|
ℓσε

< 1,

èç (10) âûòåêàåò, ÷òî

∥∥∥Θ(r−1)
k (u)−Θ

(r−1)
k (v)

∥∥∥ 6
C̃ k2r

2nk(t−r)

( |u− v|
ℓσε

)α

6 C̃Lk|u− v|α, (11)

ãäå Lk = (6n2)α k2s

2nk(t−s) . Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, òàê êàê ñî-

ãëàñíî (9)

k2r

2nk(t−r)ℓασε
6

k2r

2nk(t−r)

(
6(nk)22nk

)α
= (6n2)α

k2(r+α)

2nk(t−r−α)
= Lk.

Òàêèì îáðàçîì, íà ëþáîì äîïîëíèòåëüíîì èíòåðâàëå ïðîèçâîäíàÿ Θ
(r−1)
k

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ïîêàçàòåëåì α è êîíñòàíòîé C̃Lk. ßñíî,

÷òî íåðàâåíñòâî (11) îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâûì è ïðè ñîâïàäåíèè îäíîé èç
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òî÷åê u, v ñ êîíöîì èíòåðâàëà, ãäå âåêòîð-�óíêöèÿ Θk è âñå å¼ ïðîèçâîä-

íûå îáðàùàþòñÿ â íóëü. �àññìàòðèâàÿ âìåñòå ñ ïðîèçâîëüíûìè òî÷êàìè

u, v ∈ [0, 1] \ C∗ ëåæàùèå ìåæäó íèìè êîíöû îáúåìëþùèõ èõ èíòåðâàëîâ

è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (11) íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè óäâîåíèè êîí-

ñòàíòû Ëèïøèöà îíî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ u, v ∈ [0, 1]:
∥∥Θ(r−1)

k (u)−Θ
(r−1)
k (v)

∥∥ 6 2 C̃Lk|u− v|α ïðè u, v ∈ [0, 1].

Òàê êàê ðÿä

∑∞
k=1 Lk ñõîäèòñÿ (ïîñêîëüêó Lk = O(k2s2−nk(t−s)), ãäå t > s),

âåêòîð-�óíêöèÿ Θ (ñóììà ðÿäà (6)) âõîäèò â êëàññ Cr−1+α
, òî åñòü â

êëàññ Cs−1
, à ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè s (s < t) è â êëàññ C(t−1)−0

.

Åñëè t > 1 � öåëîå ÷èñëî, òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ âêëþ-

÷åíèå Θ ∈ Ct−2+α
ïðè ëþáîì α < 1, ÷òî è òðåáóåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,

ïåðâîîáðàçíûé äëÿ Θ ïóòü γ âõîäèò â êëàññ Ct−0
. Ôèêñèðóÿ åãî ðàâåí-

ñòâîì γ(0) = 0, óáåäèìñÿ, ÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ëåììû.

Êàê ìû îòìå÷àëè, Θ(u) 6= 0 ïðè u ∈ [0, 1] \ C∗ è Θ(u) = 0 ïðè îñòàëü-

íûõ u ∈ R. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (2), è íàì îñòà¼òñÿ

óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè âòîðîãî èç íèõ, òî åñòü óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè u

èç C∗ òî÷êè γ(u) çàïîëíÿþò Cn
b .

Íà÷í¼ì ñ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé íåêîòîðûõ èíòåãðàëîâ îò Θ, â ñâÿçè ñ

÷åì îòìåòèì ïðîñòîå ðàâåíñòâî äëÿ èñïîëüçóåìîé íàìè �óíêöèè θ, ïðè-

ìåíÿåìîå äàëåå áåç ñïåöèàëüíûõ ññûëîê: ïðè c ∈ R, ℓ > 0

1

ℓ

∫

R

θ
(u− c

ℓ

)
du =

1

ℓ

c+ℓ∫

c

θ
(u− c

ℓ

)
du =

1∫

0

θ(v) dv = 1.

Ïóñòü, êàê è âûøå, ε′ � èíäåêñ, ñëåäóþùèé çà èíäåêñîì ε = ε1 . . . εn â

ëåêñèêîãðà�è÷åñêîé óïîðÿäî÷åííîñòè, è 0 = 0 . . . 0, 1 = 1, . . . , 1 ∈ En.
Ïðåæäå âñåãî íàéä¼ì èíòåãðàë

∫
δ∗
Θ(u) du ïî èíòåðâàëó δ∗ = (14 ,

3
4). Îí

çàêëþ÷åí ìåæäó ñîñåäíèìè ñåãìåíòàìè ðàíãà n. Ýòî ñåãìåíò

∆ε = [aε, bε] =
[
aε,

1

4

]

è íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèé çà íèì ñåãìåíò

∆ε′ = [aε′ , bε′ ] =
[3
4
, bε′

]
.

Êàê ñëåäóåò èç èõ ïîñòðîåíèÿ, îíè èìåþò èíäåêñû ε = 01 . . . 1 è ε′ =
10 . . . 0. Èç îïðåäåëåíèÿ Θk (ñì. ðàâåíñòâà (5), (6)) âûòåêàåò, ÷òî

∫

δ∗

Θ(u) du =

∫

δ∗

Θ1(u) du =

aε′∫

bε

1

ℓ ε
θ
(u− bε

ℓε

)
du (Aε′ −Bε) = Aε′ −Bε.
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Çäåñü Aε′ è Bε � íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè êóáîâ ïåðâîãî óðîâíÿ

Qε′ = ∆̃1 × ∆̃0 × · · · × ∆̃0 è Qε = ∆̃0 × ∆̃1 × · · · × ∆̃1,

ãäå ∆̃0 = [0, b], ∆̃1 = [1− b, 1]. Ïîýòîìó

Aε′ = (1− b, 0, . . . , 0), Bε = (b, 1, . . . , 1),

à

Aε′ −Bε = (1− 2b,−1, . . . ,−1).

Èòàê, ∫

δ∗

Θ(u) du = (1− 2b,−1, . . . ,−1).

Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü âû÷èñëåí èíòåãðàë

∫
δ
Θ(u) du, ãäå δ � èíòåð-

âàë íåêîòîðîãî ðàíãà. Ïóñòü i ∈ N � ìàêñèìàëüíîå èç òàêèõ ÷èñåë, ÷òî

ñåãìåíò ∆σ ðàíãà n(i − 1) ñîäåðæèò δ. Ïîñêîëüêó èíòåðâàë δ íå ìîæåò

ñîäåðæàòüñÿ íè â êàêîì ñåãìåíòå ðàíãà ni, îí ðàñïîëîæåí ìåæäó äâóìÿ

òàêèìè ñåãìåíòàìè, èç êîòîðûõ îäèí (îáîçíà÷èì åãî ∆ω) íåïîñðåäñòâåííî

ïðåäøåñòâóåò ñåãìåíòó ∆ω′
. Ïîýòîìó èç ÷ëåíîâ ðÿäà (6) ëèøü Θi íå îá-

ðàùàåòñÿ òîæäåñòâåííî â íóëü íà δ, à ñðåäè ñëàãàåìûõ, îáðàçóþùèõ Θi,

òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ëèøü ñëàãàåìîå

1
ℓω
θ
(
u−bω
ℓω

)
(Aω′ −Bω) è ïîýòîìó

∫

δ

Θ(u) du = Aω′ −Bω. (12)

Âû÷èñëèì òåïåðü èíòåãðàëû îò Θ ïî ñåãìåíòàì ëþáîãî ðàíãà êðàòíî-

ãî n. Ïóñòü ∆ω � íåêîòîðûé ñåãìåíò ðàíãà |ω| = jn (j ∈ N). Êàê ìû

îòìå÷àëè, �óíêöèè Θk ðàâíû íóëþ íà âñåõ ñåãìåíòàõ ðàíãà nk, à ñëåäî-

âàòåëüíî, è íà âñåõ ñåãìåíòàõ á�îëüøèõ ðàíãîâ (ñì. (7)). Â ÷àñòíîñòè, ïðè

k 6 j �óíêöèè Θk ðàâíû íóëþ íà ∆ω. Ïîýòîìó

∫

∆ω

Θ(u) du=
∞∑

k=j+1

∫

∆ω

Θk(u) du

=
∞∑

k=j+1

bk−1
∑

|σ|=n(k−1)

∑

|ε|=n,

ε 6=1

(∫

∆ω

1

ℓσε
θ
(u−bσε

ℓσε

)
du

)
(Aε′−Bε).

(13)

�àññìîòðèì èíòåãðàë, âîçíèêøèé â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (13). Ïîäûí-

òåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàâíà íóëþ âíå èíòåðâàëà (bσε, aσε′), ëåæàùåãî â

ñåãìåíòå ∆σ. Ïîýòîìó â ñëó÷àå ∆ω ∩ ∆σ = ∅ èíòåãðàë ðàâåí íóëþ ïðè

êàæäîì ε, òàê ÷òî òàêîâà è âñÿ âíóòðåííÿÿ ñóììà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

(bσε, aσε′) ⊂ ∆σ ⊂ ∆ω, è ïîýòîìó èíòåãðàë ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðàëîì
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ïî èíòåðâàëó (bσε, aσε′) = (bσε, bσε + ℓσε), êîòîðûé ðàâåí 1. Ýòî ïîçâî-

ëÿåò âû÷èñëèòü âíóòðåííþþ ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (13) (äà-

ëåå èñïîëüçóþòñÿ ðàâåíñòâà A0 = 0 ∈ R
n
, B1 = (1, . . . , 1) = e ∈ R

n
è

Bε −Aε = (b, . . . , b) = b e ïðè |ε| = n):

∑

|ε|=n,

ε 6=1

(∫

∆ω

1

ℓσε
θ
(u− bσε

ℓσε

)
du

)
(Aε′ −Bε) =

∑

|ε|=n,

ε 6=1

(Aε′ −Bε)

=
∑

|ε|=n

Aε −
∑

|ε|=n

Bε + e = e−
∑

|ε|=n

(Bε −Aε) = (1− 2nb) e.

Èòàê, âíóòðåííÿÿ ñóììà â (13) ðàâíà ëèáî íóëþ (åñëè ∆ω ∩ ∆σ = ∅),

ëèáî (1 − 2nb) e (åñëè ∆σ ⊂ ∆ω). Ïîñêîëüêó ñåãìåíò ∆ω ðàíãà nj ñîäåð-

æèò 2n(k−1−j)
ñåãìåíòîâ ∆σ ðàíãà n(k − 1), òàêîâî æå ÷èñëî íåíóëåâûõ

ñëàãàåìûõ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü �îðìóëó (13) â âèäå

∫

∆ω

Θ(u) du =
∞∑

k=j+1

bk−12n(k−1−j)(1− 2nb) e = bj e

(ðÿä ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ b = 2−nt < 2−n
). Èñïîëüçîâàíèå

ðàâåíñòâà bj e = Bω −Aω çàâåðøàåò âû÷èñëåíèÿ:

∫

∆ω

Θ(u) du = Bω −Aω. (14)

Ñ ïîìîùüþ �îðìóë (12) è (14) íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî

aω∫

0

Θ(u) du = Aω, (ω ∈ Enk). (15)

Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî èç ýòîãî ðàâåíñòâà äëÿ êàêîãî-

òî èíäåêñà ω ∈ Enk âûòåêàåò àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî äëÿ íåïîñðåäñòâåííî

ñëåäóþùåãî çà íèì èíäåêñà ω′
(ïîñêîëüêó (15) î÷åâèäíî, åñëè ω � íóëåâîå

ñëîâî). Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì

aω′∫

0

Θ(u) du =

aω∫

0

· · · +
bω∫

aω

· · ·+
aω′∫

bω

. . . .

Ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí Aω ïî ïðåäïîëîæåíèþ, âòîðîé

ðàâåí Bω−Aω ñîãëàñíî (14), à ïîñëåäíèé ðàâåí Aω′−Bω ïî �îðìóëå (12). Â

ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó (15) ñ èíäåêñîì ω′
âìåñòî ω.
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Çàâåðøàÿ âû÷èñëåíèÿ, çàìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ (14) èç (15), î÷åâèäíî,

ìîæíî ïîëó÷èòü è àíàëîãè÷íîå (15) ðàâåíñòâî äëÿ ïðàâûõ êîíöîâ ñåãìåí-

òîâ:

bω∫

0

Θ(u) du = Bω. (15′)

Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, èñêîìûé ïóòü γ � ýòî èíòåãðàë

γ(t) =

t∫

0

Θ(u) du (t ∈ R).

Èç (15) è (15′) âûòåêàåò, ÷òî ïðè ëþáîì k ∈ N ìíîæåñòâî γ-îáðàçîâ

êðàéíèõ òî÷åê âñåâîçìîæíûõ ñåãìåíòîâ ðàíãà nk ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

êðàéíèõ òî÷åê êóáîâ k-ãî óðîâíÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îáúåäèíåíèÿ ýòèõ ìíî-

æåñòâ âñþäó ïëîòíû â C∗ è Cn
b ñîîòâåòñòâåííî, ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

γ(C∗) = Cn
b . �àññìàòðèâàÿ ñåãìåíòû, ñîäåðæàùèåñÿ â∆σ, è èõ êðàéíèå òî÷-

êè, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî γ(C∗∩∆σ) ⊂ Qσ. Òàê êàê êîîðäèíàòíûå �óíêöèè

ïóòè γ ìîíîòîííû íà êàæäîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå, äîïîëíèòåëüíîì ê C∗
(ïîñêîëüêó íà òàêîì èíòåðâàëå âñå êîîðäèíàòíûå �óíêöèè ïóòè γ ′ = Θ ïî

ïîñòðîåíèþ ñîõðàíÿþò çíàê), îòñþäà âûòåêàåò âêëþ÷åíèå γ(∆σ) ⊂ Qσ, èç

êîòîðîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò, ÷òî ïóòü γ � ïðîñòîé (ïîñêîëüêó êóáû

îäíîãî è òîãî æå óðîâíÿ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ). �

Çàìå÷àíèå. Èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü ïóòè Sk, îòëè÷àþùèåñÿ îò ÷àñòè÷-

íûõ ñóìì ðÿäà (6) ñëàãàåìûì Θ̃k,

Θ̃k(u) =
bk

hnk

∑

|σ|=nk

θ

(
u− aσ

hnk

)
e,

ãäå hnk � äëèíà ñåãìåíòà ∆σ ðàíãà nk. Ïóòè, ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ïóòåé

Sk, ëåãêî îïèñàòü: èõ íîñèòåëè ñóòü ëîìàíûå, ñîåäèíÿþùèå êðàéíèå òî÷êè

êóáîâ k-ãî óðîâíÿ. Òî÷íåå, êîíöû ñåãìåíòà ∆σ ðàíãà nk îíè ïðåîáðàçóþò

â íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå òî÷êè êóáîâ Qσ, à ñàìè ñåãìåíòû � â èõ äèà-

ãîíàëè. Ïðè ýòîì ðàçäåëÿþùèå ýòè ñåãìåíòû èíòåðâàëû îòîáðàæàþòñÿ

â îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå êîíå÷íûå è íà÷àëüíûå òî÷êè êóáîâ, íåïîñðåä-

ñòâåííî ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì (ýòî, êàê ìû âèäåëè, ñïðàâåäëèâî è

äëÿ ïåðâîîáðàçíîé ïóòè Θ � ñì. ðàâåíñòâà (14) è (14

′
)). Âìåñòå ñ òåì, êàê

ëåãêî óáåäèòüñÿ, ñóììû Θ̃k äîïóñêàþò ðàâíîìåðíóþ îöåíêó

Θ̃k(u) = O
(
k2 2−nk(t−1)

)
,

òàê ÷òî ïðåäåëîì ïóòåé Sk, êàê è ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (6), ÿâëÿåòñÿ

ïóòü Θ.
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Ïðèâåä¼ì â çàêëþ÷åíèå âàðèàíò ëåììû 1, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî,

íåñêîëüêî èçìåíÿÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2, äîêàçàòü òåîðåìó 2

′
.

Ëåììà 1

′
. Ïðè t > 1 è 0 < b < 2−nt

ñóùåñòâóåò òàêîé ïðîñòîé ïóòü

γ ∈ Ct([0, 1];Rn), ÷òî

N (γ) = C2−t è K(γ) ≡ γ
(
N (γ)

)
= Cb × · · · × Cb ≡ Cn

b .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1

′
, ïîâòîðÿþùåå (ñ íåçíà÷èòåëüíûìè óïðîùåíè-

ÿìè) äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1, ìû îïóñêàåì.
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