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ОТ АВТОРОВ 

Настоящий -го-*-- ceP™ «Проблемы геометрии» написан на 
основе докладов, прочитанных авторами на заседаниях Геомет­
рического с е м и н а р - - 1 и м ' -"• <->i Лаптева, работающего в ВИНИТИ 
с 1963 года, на л е к ц и я х в ряде научных Школ по дифференци­
альной геометрии -

В книге з а т р о н у 1 " - 3 1 большинство вопросов современной проб­
лематики дифференциально-геометричеоких исследований диф­
ференцируемых м н о г о о б р а з и й . 

В первой г л а в е приведены результаты исследований гладких 
многообразий, . м н о г о о б р а з и й со структурой группы Ли, глав­
ных и п р и с о е д и н е н н ы х расслоенных пространств, а-также не­
которые вопросы, относящиеся к современным методам диффе­
ренциально-геометрических исследований. 

Вторая г л а в а посвящается теории связностей в расслоен­
ных многообразия -Х . 

В П'оеледуюиищ-х: двух главах находит изложение теория 
G-структур п е р в о г о и высших порядков, трактуемых как поля 
геометрических о б ъ е к т о в , заданных на многообразии. В част­
ности, изложены результаты исследования почти комплексных, 
почти к о н т а к т н ы х и других дифференциально-геометрических 
структур, а т а к ж е геометрия касательного расслоения, финслеро-
ва геометрия и е е обобщения, геометрия дифференциальных 
уравнений. 

В рамках о д н о г о тома не представлялось возможным при­
вести полное и з л о ж е н и е затронутых вопросов. 

Авторы п р е с л е д о в а л и цель осветить современную проблема­
тику, методы и с с л е д о в а н и я и дать изложение ряда результатов, 
полученных за п о с л е д н е е время. 

Каждый р а з д е л может служить основой для отдельного об­
зора. 
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Авторы стремились также- изложить материал, используя 
единый метод изложения: общий инвариантный метод диффе­
ренциально-геометрических исследований Г. Ф. Лаптева, осно­
ванный юа теории групп Ли и аналитическом аппарате .внешней 
дифференциальной алгебры. В то же время ряд разделов изло­
жен с привлечением классических тензорных методов и методов 
бескоордииатных способов записи результатов. 

Авторы благодарят членов Бюро геометрического семинара: 
проф. Б. Л. Лаптева, проф. А. П. Нордена, проф. В. Т. Базы-
лева, проф. В. Б. Рыжкова, принявших участие в обсуждении 
тематики и структуры книги, за внесенные предложения и сде­
ланные замечания, и выражают свою .признательность научному 
сотруднику Отдела математики ВИНИТИ 3. А. Измайловой, 
оказавшей большую помощь шри подготовке книги. 
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УДК 514.76 

Глава I 

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И МЕТОДЫ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ СТРУКТУР 

НА ГЛАДКИХ МНОГООБРАЗИЯХ 

§ 1. ГЛАДКИЕ МНОГООБРАЗИЯ И ВАЖНЕЙШИЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОБЪЕКТЫ НА НИХ 

1. Гладкие многообразия и их гладкие отображения. Пусть 
X — некоторое топологическое пространство с хаусдорфовой 
топологией. Существуют различные определения гладкой коор­
динатной структуры на топологическом пространстве X, превра­
щающей его в «-мерное гладкое многообразие Xn над полем R 
действительных чисел. Мы в дальнейшем изложении будем ис­
пользовать следующее определение. 

О п р е д е л е н и е . 1. Топологическое пространство Хп 
является /г-мерным гладким м н о г о о б р а з и е м над по­
лем /?, если существует покрытие Хп системой связных откры­
тых подмножеств VaczXn, Xn= UVa, для каждого из которых 

а 
определен гомеоморфизм сра 

%:Va-*<pa(Va)cR't = RXRX...XR (n раз) 
таким образом, что всякий раз, когда некоторая точка х£Хп 
пробегает множества VaP\V$, ее локальные координаты x*—• 
— tpj}(x) выражаются с помощью гомеоморфного отображения 
<Рр°Ф_1> определенного на множестве фа (Ка П Vp) через ло­
кальные координаты x*=(p*(x) бесконечно дифференцируемыми 
функциями *£•-•[>£«(.**); i,k = l,2,...,n. 

Множество Ф-=|фа, Уа} всех координатных гомеоморфизмов 
(карт) называется атласом многообразия Хп. Каждый атлас Ф 
допускает расширение до единственного максимального атла-

7 



са Ф0. Элементарным многообразием называется гладкое мно­
гообразие, атлас которого порождается одной картой. Элемен­
тарным многообразием является арифметическое пространство 
JR'1 и любое его связное открытое множество. В локальной 
дифференциальной геометрии ограничиваются исследованием 
дифференциально - геометрических структур на элементарных 
многообразиях. 

Отображение /:X„{to}Fm гладкого многообразия Хп в другое 
многообразие Ym называется гладким, если локальные коор­
динаты уа точки y=f(x) являются гладкими функциями ло­
кальных координат х1 точки хвХп для всех точек у, принад­
лежащих образу f{Xn) многообразия Хп:уа=/а(х1, ..., хп). 
Если для каждого такого координатного представления отоб­
ражения / ранг якобиевой матрицы \\dfa/dxk\\ является всюду 
максимальным, отображение / называется регулярным. 
В случае, если ж яг, регулярное отображение / называется 
погружением Хп в Ym; если к тому же / инъективно, то 
оно называется вложением Хп в Y т. В этом случае образ 
/(X„) имеет структуру /г-мерного многообразия и называется 
подмногообразием в Ym, если XncYm. Наконец, если ре­
гулярное отображение / является биективным и /_ 1 также ре­
гулярно, то п = т и / тогда называется диффеоморфиз­
мом. 

2. Касательное расслоение, векторные поля и дифференци­
альные формы. Определим элементарную параметризованную 
кривую в Хп как вложение открытого интервала (a,b)czR в Хп 
ер: (a, Ь)-*-Хп. Будем считать, ЧТО 06 (а, Ь) и я-='Ф(0), и рас­
смотрим все множество К кривых, проходящих через точку х0 
со значением £ = 0. Это множество может быть разбито на не­
пересекающиеся подмножества по следующему принципу. Пусть 
xi — некоторые локальные координаты в окрестности х0 и х{ = 
= x'(t)—координатные уравнения кривой ср. Зададим произ­
вольно набор чисел |- (t=l, 2,... ,/г), тогда в множестве К 
выделится подмножество K^czK кривых, для которых j 

dxl(t) 
dt = & ' . 

*-=0 

По определению, все кривые из множества Кь имеют в точ-
-> dx ке х0 один и тот же касательный вектор $л.— ° 

dt ' 
определяемый набором чисел-координат (.x̂ , Я7*). Все определен­
ные таким образом в точке xQ векторы образуют я-мерное 
векторное пространство ТХо c базисными векторами (х1

0, 8*), . . . 
—> 

• • -(хо, S*)' которые мы обозначим, соответственно, д^х0, ... 
• • — > — > 

. . , , дпх0. Векторы okxQ являются касательными к координатным 
линиям в точке x0 относительно локальных координат х1, при-
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чем %Xo = tkdkx0. Если Л;* = ф/г (x;) — любые другие локальные 
координаты, то тот же вектор будет задаваться координатами 
(xo, ••*) такими, что 

~1 t i l /Л Vb dXk 

Обозначив через Г (X„) объединение всех касательных 
пространств Т(Хп)= U Тх, введем отображение i:Т (Хп)->X,,' 

—> 
такое, что %(%х) = х. В Т (Хп) естественным образом вводится 
структура гладкого 2л.-мерного многообразия, согласованная с 
координатной структурой многообразия Хп следующим образом. 
Если VdXn — координатная окрестность некоторой карты с ло­
кальными координатами x' = c[>'(x), xQV, то полный прообраз 
х-1 (V) окрестности V является координатной окрестностью не­
которой карты ф' многообразия Т (Хп) с локальными координа­
тами (х1, %к) = ф' (£х) и формулами перехода (1). Многообразие 
Т(Хп) называется к а с а т е л ь н ы м р а с с л о е н и е м над ба­
зой Xn>.гладкое отображение т — проекцией Т(Хп) на Хп. Век­
торные пространства Г —-r-(x) называются слоями касательно­
го расслоения Т(Хп). Расслоенное пространство Т(Хп)—-важ­
нейшее, но далеко не единственное расслоение, естественным об­
разом надстраиваемое над многообразием X,,, как над базой. 
Обобщая в дальнейшем понятие касательного вектора до общего 
понятия струи, мы придем к целой серии расслоенных про­
странств и, прежде всего, дадим, конечно, общее определение 
расслоенного многообразия. Однако предварительное знакомст­
во с некоторыми расслоенными пространствами нам необходимо 
сейчас. 

Каждому гладкому отображению f: Xn—>-Ym, многообразия 
Хп в Ym отвечает так называемый д и ф ф е р е н ц и а л df о т о ­
б р а ж е н и я f, т. е. такое гладкое отображение d/:~(Xn){to} 
->Г(Ут), что диаграмма 

r(X„)-->r(Fm) 
t [ - IV 
Хп—+У,п 

коммутативна и ограничения dfx:Tx~>Tf{X) отображения df на 
слои расслоения Т (Х„) являются линейными. В локальных ко-
ординатах.(х1, %к) на Т (Хп) и (г/а, т]Р) на Ym отображение df 
записывается формулами , 

?=П 
•11,Ьдкх0 = Ь (1) 

d/p (xk 



Рассмотрим векторное пространство Тх, сопряженное к Тх, 
т. е. образованное линейными вещественноэначными функциями 
(формами) на Тх, х£Хп: Объединение Т(Хп)= U Тх также 
является 2«.-мерным расслоенным многообразием с естественной 
проекцией на базу Хп -?: T(Xn)~>Xn такой, что ^~1(х) = Тх. 

Аналогично вводится расслоение .7-линейных кососимметриче-
ских форм (или ковариантных кососимметрических тензоров ва­
лентности q) 

AqT(Xn)= U A"fx, 

а также тензоров общего типа. Каждый слой /\qTx обладает 
структурой векторного пространства над R. Для элементов 

* * 
пространств /\рТ * и Л^Тл- (при p = q = 0 отождествляем их с 

* /?, а при p = q=l с Тх) можно ввести операцию внешнего 
умножения Л —дистрибутивную, ассоциативную, а также обла­
дающую свойством 

. 0 - 7 I P P 4 
Если 

^ л T l . • • •. tp)-=•*/,.. ./.£{• • • • &tp. t . • • •. T-e-T,-
—> —> . / - > — > 

- l . t ( ? p t i . ' " ' i p + « ) = ^ . . l / , ^ + 1 " - - p + . ' ^ + i -Sp+eS-F--

—.координатная запись значений форм Qx и вд., а 
р 1 

•—координатная запись внешнего произведения, то 

h<...<ip 
j\<...<fq 

где 

равно нулю, если выражение в скобках не является подстанов­
кой индексов и равно знаку этой подстановки в противном 
случае. 

Пусть х1 (х) — локальные координаты для точек х из окрест­
ности VczXn и пусть /:Хп->/•?—-дифференцируемая функция 
Дифференциал этой функции df в каждой точке х&Хп являет 
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ся элементом Тх, т. е. линейной формой. В координатной ок­
рестности VcXn для df имеет место координатная запись 
dfx = dif(x)k)dxl, где 

/(**)---•/(*-,.. . . .*»), dj(x")^dnxl'd- XX 
*• 

Вообще, любая форма a>xQTx может быт>ъ записана в виде 
щ — а^х1. Таким образом, дифференциалы локальных коорди­
нат dxl образуют базис пространства Тх и при том сопряжен­
ный базису дкх пространства Tx:dxl (dkx) = bl

k . Для формы 
* 

Яг6ЛрТ.«. произвольной степени имеет место координатное 
р 
представление 

£л- — а/...л dxilA--.Adxlp, (2) 
Р v 

так что внешние произведения dx^/\ ... /\dxlp(i\ < . . . < L) 
' * 

составляют базис пространства f\pTx. 
До сих пор говорилось о форме Qx, заданной в данной 

/ • ' 

точке х%Хп. Если же каждой точке xGX„ гладким образом 
* 

поставлена в соответствие определенная форма QXQAPTX, т. е. 
Р 

если задано гладкое отображение (сечение) Q:X,,{to} /\>'f (Xn), 
Q(x)QA"Tx расслоения АрТ (Xn) (при р = 0 соответствующая 
0-форма отождествляется с гладкой функцией на многообразии 
X,.), то говорят, что на многообразии Хп задана внешняя форма 
2 степени р. Для такой формы Q ее локально определенные 
коэффициенты в выражении (2) являются гладкими функциями 
координат точки х, а все указанные выше алгебраические 
•операции определяются поточечно. Но, кроме того, вводится 
еще одна операция-операция d внешнего дифференцирования 
формы, повышающая степень формы на единицу. Если эту опе­
рацию определить для формы S в ее локальной записи 

^ = -г .̂...2f)(л;1, . . . ,x")dx'.-A . . . А^Х1Р 

так: dQ, = daii.,jp(x)f\dxii/\- • ./\dxlp, то отсюда будут выте­
кать следующие ее свойства: 

I. соответствие e{to}d9 линейно над полем R; 
И. для 0-форм (т. е. функций на Хп) внешний дифференциал 

совпадает с обычным дифференциалом функций; 
III. d(9л^) — dQA®+ — 1)-'еел*Й (stQ — степень В); 
IV. d(de)-=0. 

Внешний дифференциал формы однозначно определяется пере-
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численными свойствами и не зависит от координатного пред­
ставления формы. 

В геометрических исследованиях, опирающихся иа аппарат 
внешних дифференциальных форм, часто возникает ситуация, 
когда в результате внешнего дифференцирования линейных 
соотношений возникают их следствия —внешние квадратичные 
соотношения вида ф,Л<-.----0. В этих случаях действует легко 
доказываемая лемма Э. Картана. 

Лемма. Линейные дифференциальные формы ф,,., мл(.?-— 1,,.. 
. . . , / к < 4 определенные на гладком многообразии X,,, среди 
которых формы со* в каждой точке Хп линейно независимы между 
собой, связаны соотношениями 

<р,Лш-еО 
в том и только том случае, когда 

ФЛ. = aSrcor, asr = ars, r --•= l , . . . , tv.. 
Приведем элементарный пример. Пусть на R- задана гладкая 

функция z = f(x, у). Ее дифференцирование дает линейное соот­
ношение между формами dx, dy и dz: dz~- pdx\ c/dy, где /; 
и q —-частные производные функции / (х, у). Внешнее дифферен­
цирование ЭТОГО линейного соотношения приводит к внешним 
квадратичным уравнениям dpf\dx-\-dq/\dy~d{clz)••••(). Так как 
формы dx, dy линейно независимы на /?-, то из полученного 
внешнего соотношения следует в соответствии с леммой Картана 

dp — rdx + sdy, dq~sdx + id у. 
Ясно, что в данном тривиальном случае г, s и t являются вто­
рыми частными производными функции f (х, у). Но и в более 
сложных случаях лемма Картана применяется для перехода от 
внешних квадратичных уравнений к эквивалентным линейным 
соотношениям. 

Наряду с аппаратом дифференциальных форм, па много­
образиях для исследования различных структур на этих 
многообразиях используется аппарат векторных полей. 
Векторным полем на гладком многообразии Х„ называется 
гладкое сечение касательного расслоения Г (Х„) I: Хн -> Т (Х„), 
т. е. такое отображение Х„ в Т (Хп), что -...£. = 1с1л',,™~ тождест­
венное отображение Хп на себя (иными слоьамп £ (л-)(.-г1 (л-)). 
Если со —линейная форма на Х„, то a>o£-=co(S)~- функции на 
Хп'. ш°5 (jc)----- w (£ (jc))6/?, x(iXn. Множество всех векторных 
полей на Хп образует векторное пространство над R. Однако 
векторное поле можно умножать на гладкие функции на Хп. 
Кроме того, для любой пары I и т, векторных полей на Хп 
можно определить новое векторное поле на X,, £-•••••[.-, г,], 
называемое коммутатором полей I и '/,. Если пекторпому 
полю (например Е) сопоставить следующий линейный диффе­
ренциальный оператор на множестве гладких функций / на 
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Xn\ f(x) + \f{x).=df(\(x)), то векторное поле £ = [.;,->-], 
_ о определению, соответствует оператору 

<--=[•;, п] = 1°П — fi0^ (3) 
—> —> 

Пусть -i(x)-=-;/(x)t5JJC, 7j (jc) = "j'(x)-Згл: —локальное координат. 
ное представление векторных полей | и ч\ в некоторой коор. 
динатной окрестности, тогда легко проверить, .что, в силу (3) 

Векторное пространство всех гладких векторных полей на 
Х„ относительно операции коммутирования образует алгебру 
Ли над R. 

Пусть задана линейная форма со: Хп •-->• Т (Хп) и два вектор­
ных поля % и т] на X„, тогда имеет место важная формула 

dco(£, 7,) = | ( о ( т , ) - ^ ( 5 ) - а ф , т,!), (4) 
легко проверяемая с помощью локальной координатной записи. 

При отображении df:T(Xn)-±T(Ym) не всякое векторное 
поле {xi} на Ха отображается на некоторое векторное поле г\ 
в Ym. Если же векторное поле | при df переходит в *-, то 
поля h i ] называют /-связанными и пишут -"•=--/.-.(£). Для 
/-связанных полей имеет место: 

/Л-х + Ы^/Л-О+Л^) , Д([5ь *-]) = [/.(".-)./.*№ 
Что касается кокасательных расслоений, то отображение df 
очевидным образом индуцирует отображение /* такое, что 
имеет место следующая коммутативная диаграмма 

f(Xn)S-T(Ym) 
* i i *• 
• I ^ i • ' 
Хп * m 

В частности, действие отображения f* на линейные дифферен­
циальные формы определяется следующим образом f*(со) = coorff, 
где со —форма на многообразии Ym, /*(со)—форма на Хп. 
Аналогично определяется действие отображения /* на внешние 
дифференциальные формы высших степеней. При этом все опе­
рации над формами перестановочны с отображением f*; в част­
ности, f*od — dof*, 

3. Поля p-мерных подпространств касательных векторов или 
р-распределения. Интегрируемые распределения и системы ли­
нейных форм на многообразии. Каждое векторное поле | на 
многообразии Хп, не имеющее нулевых векторов, определяет 
поле одномерных подпространств Ех

1&Тх(Хп) таких, что {xi}(x)6 
(BEx1. Эту ситуацию обобщает следующее определение. 

О п р е д е л е н и е 2. Полем ЕР p - м е р н ы х п о д п р о ­
с т р а н с т в или р - р а с п р е д е л е н и е м на многообразии Xn 
называется соответствие 
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•Е":ХЯЭХ>-+ЕР(Х)СТХ(ХП), p < n . 
где E--(x) —p-мерное подпространство в rx(Xn). Это поле счи­
тается гладким, если в окрестности каждой точки х его плоско­
сти могут быть натянуты на линейно независимые векторы 
S1 (x)i •. • 1 IP Р гладких векторных полей Si , . . . , |р . Гладкое 
^-распределение можно трактовать и как гладкое сечение грас-
сманова расслоения Gp(Xn) /з-мерных подпространств расслое­
ния Т(Хп). Наряду с отмеченным выше способом задания рас­
пределения ЕР системой, вообще говоря, локально определенных 
векторных полей gi , . . . , %р (базисных полей распределения ЕР), 
существует и другой. В достаточно малой окрестности U каж­
дой ТОЧКИ хвХп найдется (и не единственная) система q — n—р 
(n = diniXn) линейно независимых линейных дифференциальных 
форм ша (cc = p+l,. .. ,p + q — n) таких, что 

Т,е^«*со*й=о, (уеи). 
Иными словами, распределение ЕР определяется в U как 
множество векторов £6E-"(U), аннулирующих формы со1- на 
UcXn. Заметим, что и система базисных полей Ьа (а=1, ..., р) 
и система форм ma(a = p-j-l, ...,/г) определяются распреде­
лением ЕР с ТОЧНОСТЬЮ до произвольной обратимой замены. 

Зачастую исходным объектом рассмотрения является система 
линейных и линейно независимых дифференциальных форм сои, 
глобально определенная на многообразии Хп. Тогда эта сис­
тема форм юа также глобально на Хп определяет распределе­
ние Ер, как свой аннулятор, т. е. определяет всю совокупность 
векторов 5, принадлежащих распределению ЕР, условием 
©a(£)-0. 

Определение 3. Подмногообразие ХСХЦ называется 
интегральным многообразием р а с п р е д е л е н и я Ер, 
если для любой точки xQX Тх(Х)сЕр(х). Распределение ЕР 
(а вместе с ним и определяющая его система форм соа) назы­
вается вполне интегрируемым (или и н в о л ю т и в н ы м), 
если через каждую точку xQXn проходит р-мерное интеграль­
ное многообразие этого распределения. 

Имеет место теорема. 
Теорема 1. Каждое из ниже перечисленных условий 

является необходимым и достаточным для полной интегриру­
емости распределения ЕР на Хп и определяющей его системы 
форм ша: 

1. Для каждой точки xGXn найдется координатная окрест­
ность с локальными координатами у1,..., у", относительно 
которых формы ша будут иметь запись 

cP = a$(yl, ...,y")dy$, (a,p = p + l, ...,p + q=n). 
14 



2. В подходящей окрестности каждой точки xQXn найдутся 
такие линейные дифференциальные формы ю<*, что 

d©«-=.a.-л•--•£=--• 0, (<х, р = р + 1, ..., p-\-q==n). 
3. da,aAwP+1A.,.Aa^=0, (a—p-f-l, . . . , p + q = ri). 
4. Если два векторных поля £ и т;, определенные в неко­

тором открытом множестве UcXn, принадлежат распределению 
Ер (Ь(х), VI(X)QEP (x), xQU), то их коммутатор принадлежит 
распределению Ep[i, ri](x)QEP(x). 

Эквивалентность условия 4 остальным легко вытекает из 
формулы (4). Полное доказательство теоремы можно найти в 
[39]. Там же доказывается, что через каждую точку х<&Хп про­
ходит одно и только одно максимальное связное р-мерное ин­
тегральное многообразие вполне интегрируемого распределе­
ния ЕР. 

4. Расслоенное пространство линейных реперов многообра­
зия Хп. Векторы, тензоры, внешние формы, подпространства 
касательного пространства Т(Хп) являются примерами диффе­
ренциально-геометрических объектов на многообразии Хп. 
Множество всех объектов каждого из указанных типов пред­
ставляет пример расслоенного пространства над базой X„, a 
поля этих объектов (сечения соответствующих расслоенных 
пространств) служат примерами дифференциал'ьно-геометриче-
ских структур на Хп первого порядка (в формулах перехода от 
одних локальных координат на этих расслоениях к другим 
участвуют функции перехода на исходном многообразии Хп и 
их первые производные). Однако в множестве всех дифферен­
циально-геометрических объектов первого порядка на Хп цент­
ральную роль играет линейный репер гх—базис касательного 
пространства Тх(Хп) в произвольной точке хбХп 

rx = ^e£Tx(X„), ;-= 1,2, . . . , « } . 

Множество всех реперов гх в данной точке х&Хп обозначим 
Нх(Хп). Как будет видно из общей теории расслоенных про­
странств, множество всех реперов многообразия Х„ 

Н(Хп)=[)Нх(Хп) 

имеет структуру главного расслоенного многообразия с канони­
ческой проекцией к:Н(Хп)-+Хп и слоями п~1(х)=Нх(Хп). 

Если на многообразии Хп существует гладкое поле реперов, 
т. е. сечение е : Xn{to}#(Xn), то говорят, что многообразие Хп 
в п о л н е п а р а л л е л и з у е м о . Что касается локального по­
ля реперов, то оно 'всегда существует и примером его является 
поле натуральных реперов в координатной окрестности UczXn 
с локальными координатами xi, определяемое реперами 

X 
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'векторы которого касаются соответствующих координатных ли­
ний. Сопряженный базис dxi представляет собой поле натураль­
ных кореперов. 

Фундаментальная роль репера как геометрического объекта 
заключается в том, что относительно фиксированного репера 

'гх в точке хчХп любой геометрический объект первого порядка 
! (например, вектор или тензор) приобретает вполне определен­
ные координаты в соответствующем слое над точкой х (так на­
зываемые относительные координаты). 

§ 2. МНОГООБРАЗИЯ СО СТРУКТУРОЙ ГРУППЫ ЛИ 
ИЛИ ПРОСТРАНСТВА ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУППЫ ЛИ 

1. Группы Ли. 
О п р е д е л е н и е 1. Группа G-, являющаяся одновременно 

г-мерным многообразием, для точек которого определены ана­
литические групповые операции, называется г р у п п о й Л и . 
ИНЫМИ словами, локальные координаты точки w = u-v (и, v, we 
'•-.G-). выражаются как аналитические функции локальных коор­
динат точек и и v, являющихся сомножителями в произведении 
u-v 

wa = qP(u\ . ' . . .и"; v\ . . . , О , а— 1, . . . , г, (1) 
и отображение Gr9«{to}«--6Gr является аналитическим диффео­
морфизмом. 

В силу данного определения, на групповом многообразии 
возникает несколько важных типов аналитических диффеомор­
физмов. 

A. Аналитический диффеоморфизм многообразия Gr, опре­
деляемый фиксированным элементом g£Gr 

Lg:GrBu.->Ls(u)^g-ueGr, 
называется левым сдвигом на Gr. 

Б. Аналогично определяется правый сдвиг Rg на G/. 
Rg:Grdti^$g(ti) = a-geGr. 

B. Диффеоморфизм ag=Lg°Rg-i:Gr^Gr называется внутрен­
ним автоморфизмом группы Gr. 

Векторное поле £ и форма ш на многообразии QT называются 
л е в о и н в а р и а н т н ы м и , если, соответственно, 

<ие(Ци))=цв.и), L;(<*>„)—cv... 
Последнее условие в координатной записи (1) означает, что 
"(q>K(g\ . . . ,g"; и1, ...,w), dur(g\ ...,gr; u\ ...,«<-))•---(«, da). 

Пусть Se67,- (G-), где е-единица группы Gr; тогда векторное 
поле Gr9«->-.(tt) — d£ H (y очевидно является левоинвариантным. 
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Так можно построить любое левоинвариантное поле на Ог. 
Множество всех таких полей образует r-мерное векторное про­
странство над R, изоморфное Те (От); более того, так как это 
множество выдерживает операцию коммутирования, то оно 
является алгеброй Ли, обозначаемой &г (часто g?.. отождествляют 
сТе(Ог)). —> 

Если еа&Те(Ог) (а-—1, . . .,r)—-базис в Те(Ог), то векторные 
о 

поля 
еа: 0гэа -»• Z {a) = dLa (ea)eTu (Gr) 

о 
образуют базис алгебры Ли {§г. Векторные поля еа образуют 
в совокупности левоинвариантное поле реперов на многообразии 
От. Введем соответствующее поле кореперов, т. е. такую 
систему линейных и линейно независимых дифференциальных 
форм <£>а, что 

<"<-(ер)-=8?. (2) 
—> 

Геометрически это означает, что для любого вектора ->uG „̂(Gr) 
—> —> —> 

имеет место представление lu — v>a(lu)ea(tt). И3 условия (2) 
видно также, что формы соа левоинвариантны L^ (соа) = ша. Так 
как формы со™ образуют базис линейных форм на Ог, то любая 
внешняя форма линейно выражается через внешние произведе­
ния форм to1, ...,а»г, а любая левоинвариантная внешняя форма 
будет выражаться к тому же с постоянными коэффициентами. 
В частности, так как внешние дифференциалы duo01 левоинва­
риантны (L*g (dcoa) = d (L*g (шИ)) = dwa, то 

dm« = — CpVAwY, Cg,= - C ? p (a, p, y - l , . . . , r) , (3) 

где Cpv —так называемые структурные постоянные (структурный 
тензор) группы Ли Ог. Уравнения (3) представляют собой 
с т р у к т у р н ы е у р а в н е н и я М а у р е р а — К а р т а н а для 
группы Ли Gr. Из структурных уравнений (3) с помощью 
формулы (4) § 1 легко получить 

[•За, ер] — — С1$еу, 
что дает таблицу умножения в алгебре Ли для ее базисных 
элементов еа. Ясно, что структурные константы зависят 
от выбора базиса еа в алгебре Ли $,. группы Ли G, (т. е. факти­
чески от выбора базисных векторов е-4б7,

е(0..)). Для базиса 
о 

левоинвариантных форм со" имеет место следующая теорема [97]: 
Теорема 1. Если группа Ли Ог связана, то всякий диф­

феоморфизм f:Gr-+Gr, сохраняющий левоинвариантные формы 
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и™/* (соа) = соа, является левым сдвигом. Пусть Мт — гладкое 
многообразие и 6а —линейные и линейно независимые формы 
на Мг, причем 

tfea—-^C«/A0\ К P,Y = 1,2,...,r=-dimM r) 
(Сру — структурные константы форм со0-). Тогда для любой точ­
ки xgM„ существует окрестность U и диффеоморфизм /:U->G 
такие, что 6" =/*(соа). 

Эта теорема показывает, что инвариантные формы, в свою 
очередь, определяют на связной группе левые сдвиги, a если 
какое-то другое многообразие Мп обладает базисом форм со 
структурными уравнениями вида (3), то локально это многооб­
разие можно отождествить с некоторой окрестностью единич­
ного элемента группы G,-. 

З а м е ч а н и е . Если гладкое отображение Iv.G-^-G является 
гомоморфизмом группы Ли Ока. группу Ли G, а 0а,0р —соответ­
ствующие группам С и 0 базисы левоинвариантных форм, то 

/г*(ее)=С£еа, С£ = const, 
т. е. /г*(0р) являются левоинвариантными формами на G. 

О п р е д е л е н и е 2. Группа Ли Н, которая одновременно 
является и аналитическим подмногообразием и абстрактной 
подгруппой в группе Ли G, называется подгруппой Ли в 
G (или т о п о л о г и ч е с к о й п о д г р у п п о й Ли, если то­
пология Н совпадает с относительной топологией). 

Подпространство TeHaTeG имеет структуру подалгебры 
Ли в алгебре Ли группы G. Если предположить, что базис 

—•> 
алгебры Ли TeG$aa включает в себя базис алгебры Ли 

—> 
TehfQaat, TO соответствующий базис левоинвариантных форм 
ffla-=(ffla', соа-) группы Ли подчинится структурным уравнениям 
специального вида 

rfco«.=--4 Cpa>02A»V2 + СрадУ*ЛсЛ 

dco«. — I C p V A » 7 , (4) 
(а, р, у — 1 , . . . , / • ; <~ь Pi, Yi = 1, . . . , d i m # ; 

«2, P2, Y2 — d l m H + l , . . . , r ) . 
Таким образом, система линейных дифференциальных форм со--» 
оказывается вполне интегрируемой- Нетрудно заметить, что 
связная подгруппа N и все ее левые классы смежности с-Н, 
cGQ образуют множество максимальных интегральных многооб­
разий вполне интегрируемой системы дифференциальных урав­
нений: ша- — 0. При этом любая вполне интегрируемая система 
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линейных левоинвариантных форм на группе Ли со0*1 определяет 
таким образом некоторую подгруппу Ли в G. 

Если подгруппа Ли / /6G является нормальным делителем 
в G, т. е. инвариантна относительно всех внутренних автомор­
физмов ag, g£G, то в структурных уравнениях (4) С^, — 0. 
Строение группы Ли G еще более упрощается, если окажется, 
что она является полупрямым произведением нормального дели­
теля И и некоторой подгруппы Ли N (это значит, что G== H X 
X--V и каждый элемент g однозначно представим в виде 
g = h-k, A6H, kdN). В э т о м случае структурные уравнения (4) 
принимают вид: 

dco- = \ С£!,,У • Д со* + С £ > в . Л о Л 

если базис алгебры Ли TeG образовать из элементов ТеН и 
TeN. Если же группа G является прямым произведением групп 
Ли Я и N, то С&.—0. 

2. Пространства представления группы Ли. 
О п р е д е л е н и е 3. Группа Ли G- действует слева на глад­

ком многообразии Хп как г р у п п а п р е о б р а з о в а н и й , 
если задано гладкое отображение 

/:ОХХя-+Ха, 
обладающее свойствами: 

1) для каждого cQCr отображение 
1С:Х,дх -у 1С (х) — / (с, х)&Хп 

является диффеоморфизмом Хп на себя («преобразованием»); 
2) luv = tu0lv, " . *>6Gr. 

Многообразие Хп называют в этом случае п р о с т р а н с т в о м 
п р е д с т а в л е н и я г р у п п ы Ли Ог (или G-np о с т р анст -
вом). 

Если вместо 2) выполняется условие lav = lv°lu, то говорят, 
что Qr действует на Хп справа, и вместо f(c,x) пишут 
f(x, с); правое действие G. на Хп всегда можно превратить в 
левое, положив lu = ltt.i- В любом случае имеют место соотно­
шения 

-..---id*,., I7l = lc-i. 
Группа преобразований (Gn Х,г) называется тривиальной, если 
ig.= idx„ для всех gQGr. Если же tg = idxn только тогда, когда 
g = e, группа преобразований называется э ф ф е к т и в н о й . 

Далее, группа преобразований (Gr, X„) называется т р а н ­
з и т и в н о й , если для любых x, у£Хп найдется g£Gr такой, что 
lg(x)=y, если такой элемент g только один, (GrXn) называют 
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просто транзитивной группой преобразований. Группа Ли G-
действует всегда просто транзитивно как группа преобразова­
ний на себе левым образом с помощью левых сдвигов и пра­
вым образом с помощью правых сдвигов. 

Пространство Хп, на котором группа G- действует траизи-
тивио, называют о д н о р о д н ы м (или п р о с т р а н с т в о м 
К л е й и а). 

Если группа Ли G- действует на G-пространстве X не тран­
зитивно, то происходит разбиение X на непересекающиеся под­
множества— о р б и т ы , каждая из которых может быть обра­
зована действием группы G,. на один из элементов этой орбиты. 

О п р е д е л е н и е 4. Множество НХв всех таких элементов 
hQGr, что для фиксированной точки x0 4(xo)— xo образует 
замкнутую подгруппу в G-., называемую г р у п п о й и з о т р о ­
пии т о ч к и х0 (или с т а ц и о н а р н о й п о д г р у п п о й ) . 

Пусть теперь HczGr — любая замкнутая подгруппа Ли груп­
пы Gr. Как известно, в этом и только этом случае (см. [39]) на 
множестве (факторпространстве) 

Qr/H={gH;gGQr} 
всех левых классов смежности gH группы Gr no H возникает 
хаусдорфова топология, относительно которой отображение 
(каноническая проекция) 

является непрерывным отображением. На факторпространстве 
X=GrIH левые сдвиги на группе Gr индуцируют действие 
группы G, левым образом по закону 

c(gH) = (c-g)H, 
так что (G,-, X) образуют, по крайней мере, топологическую 
группу преобразований, причем в соответствий с определением 
iv.v = lu.°tv Однако если Я является топологической подгруппой 
Ли, то, в частности, она будет замкнута в G- и будет иметь 
м-зсто следующая теорема. 

Т е о р е м а 2. Пусть HsczGr — топологическая подгруппа 
Ли группы Ли G-. Тогда на Xn=Gr/Hs (n=r—s) задается 
irt-мерная аналитическая структура, относительно которой кано­
ническая проекция л : Gr-vXn-аналитична, а пара (Gr, Xn) ста­
новится действующей слева транзитивной аналитической груп­
пой преобразований. Если На— нормальный делитель в Gr, TO 
Хп — группа Ли (факторгруппа). Если, наконец, На не содержит 
нетривиальных нормальных делителей группы G-, то в этом и 
ТОЛЬКО этом случае группа преобразований (Gr, Xn) эффек­
тивна. 

Важно иметь в виду, что группа Я- является группой .изо­
тропии точки х0 = еНбХп и что по существу л ю б о е о д н о ­
р о д н о е п р о с т р а н с т в о Хп и з о м о р ф н о н е к о т о ­
рому фа к т о р п р о с т р а н с т в у Gr/Hs (в качестве Я-
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достаточно взять группу изотропии некоторой точки х0£Хп). 
3. Охват как инвариантное отображение G-пространства на 

другое G-пространство. Под геометрией группы Ли G или G-
геометрией понимают не ТОЛЬКО совокупность свойств самой 
группы G, но и ee пространств представлений (G-пространств). 
Рассмотрим весь класс K(G) левых G-пространств и введем 
фундаментальное понятие G-охвата. Отображение G-oxBBaTa 
превращает K(G) в категорию, выполняя роль морфизма в этой 
категории (о категориях см. [39]). 

О п р е д е л е н и е 5. Пусть X, YQK(G)—два G-пространства. 
G - о х в а т о м называется гладкое отображение 

Ф : X—>-У 
многообразия X на многообразие У такое, что для любого эле­
мента g£G диаграмма 

Ф 
X{to}7 , 

ls\ Ф i l
e 

коммутативна, т. е. //оф---фо/я, где 1е и I/ обозначают преобра­
зования в G-пространствах X я У, соответственно, определяемые 
элементом g&G. В этом случае говорят, что пространство X 
охватывает пространство У. 

Таким образом, отображение охвата устанавливает инвари­
антное относительно действия группы Ли G соответствие меж­
ду элементами G-пространств X и У и потому иногда назы­
вается G-инвариантом, так как именно с помощью отображений 
типа охвата устанавливаются инвариантные свойства различных 
геометрических образов. 

Операция охвата составляет фундамент такого мощного 
современного метода дифференциально-геометрических исследо­
ваний, как м е т о д п р о д о л ж е н и й и о х в а т о в Г. Ф. Лап­
тева [53], [54], [87], получивший широкое развитие в советской 
геометрической школе, а также в работах ряда зарубежных 
геометров. 

Укажем сразу же ряд важных случаев охвата. 
A. Классическим примером охвата является операция 

T(P>q)XT(p-\,q-l) 
свертывания тензоров, где T(p,q), Т(р—1, q—1)—простран­
ства тензоров типа (р, q) и (р—1, q—1), а также все другие ин­
вариантные операции над тензорами. 

B. Пусть X$K(G), тогда T(X)czK(G), так как действие груп­
пы Ли С на I естественным образом порождает действие и на 
касательном расслоении Т(Х) так, что каноническая проекция 
л : Т(Х)-+Х выдерживает это действие и, следовательно, яв­
ляется G-охватом. В данном случае мы имеем классический при­
мер, когда охватывающее G-пространство Т(Х) получено из 
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G-пространства X с помощью дифференциального продолжения. 
Идея дифференциального продолжения в полном объеме реали­
зуется в теории струй и составляет важный элемент метода 
продолжений и охватов. 

С. Пусть снова Xe/((G) — G-пространство с левым действи­
ем группы Ли G: lg(x) =• f(g,x)6X, x&X. Как мы знаем, сама 
группа Ли G относительно левых сдвигов является G-простран-
ством. Любое многообразие вида XX Y, где X и Y—G-про­
странства, также является G-пространством с покомпонентным 
действием группы Ли G на каждом множителе, а каноническая 
проекция на каждый из множителей является G-охватом. 
В частности, если, например, Y -— тривиальное G-пространство, 
то G-пространство GxY назовем тривиальным продолжением 
G. В качестве тривиального продолжения рассмотрим G-про­
странство GXXo, где под Xo будем подразумевать другой эк­
земпляр исходного пространства X с тривиальным действием 
группы G. В таком случае отображение 

является охватом, так как имеет место соотношение tcx = 
=f(c-g, х)- Так, определенный G-охват будем называть типо­
вым охватом. Таким образом, любое G-пространство мо­
жет быть охвачено тривиальным продолжением GxXo- В том 
случае, если многообразие X является элементарным и, следо­
вательно, вместе с Х0 имеет фиксированную координатную сис­
тему, координаты точки xf=X0 —X интерпретируют как относи­
тельные координаты точки x=f(g,x)C<X по отношению к элемен­
ту gGG, который таким образом выполняет роль абстрактного 
«репера» в G-пространстве Х (именно такой смысл имеют, ска­
жем, относительные координаты любого геометрического объек­
та в аффинном пространстве относительно аффинного репера). 

В. Особо остановимся на случае типового охвата однород­
ного О-пространства X. Так как однородное пространство тран-
зитивно относительно действия группы Ли G, то, зафиксировав 
произвольную точку х0вХ0, мы можем сузить типовой охват до 
охвата 

Фо = ф I вх{х0} • G X {xo} = G -»- X. 

В данном случае G-охват ф0 представляет собой отображение 
факторизации группы Ли G по группе НХа изотропии элемента 
х0£Хй~Х. С точки зрения понятия относительных координат, 
в пространстве X отображение ф0 сопоставляет каждой точке 
xQX множество {g}~ «реперов», адаптированных таким обра­
зом, что относительно этих «реперов» точка х имеет постоян­
ные относительные координаты (координаты точки x0), обслу­
живающие сразу все точки х одного (./-пространства X. Выбор 
того или иного отображения ф0 означает выбор частичной кано-
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низации (или адаптации) «подвижного репера» gQG, в отличие 
от полной канонизации, когда c тем или иным геометрическим 
объектом связывается в точности один «репер». 

Итак, сделаем главный вывод о том, что любое однородное 
G-npocTpaHCTBO может быть охвачено непосредственно группо­
вым пространством G с помощью отображений типа сро. 

Определив далее фундаментальное понятие главного рас­
слоенного пространства, мы убедимся также в том, что отобра­
жения типа ф0 порождают на групповом пространстве G струк­
туру главного Я-расслоенного пространства. 

В заключение настоящего пункта подчеркнем, что гораздо 
более трудной проблемой является вопрос о существовании я 
отыскании охвата между двумя произвольными G-пространст-
вами X, Y. 

§ 3. СТРУКТУРНЫЕ ФОРМЫ ПРОСТРАНСТВА ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
ГРУППЫ ЛИ И КРИТЕРИИ ОХВАТА 

1. Фундаментальное распределение G-пространства Хп. 
Перейдем к рассмотрению векторных полей и дифференциаль­
ных форм на некотором ^-пространстве XnczK(G). Поскольку 
любому гладкому векторному полю £ на произвольном многооб­
разии Хп отвечает система обыкновенных дифференциальных 
уравнений 

4f-=E (-»:), хвХа, 
через каждую точку х0&Хп пройдет одно и только одно макси­
мальное решение x(t) , обозначаемое 

.x (*)=•= Ехр (*-..-) л.0, Ехр (fi)x0 | ,= 0=-x0-
Векторное поле i; называется полным, если Ехр (t|) х опреде­
лено для всех (t, x)QRxXn. В этом случае отображение 
Exp(^|):X„{to}X„ является представлением группы R действи­
тельных чисел по сложению, так как имеют место свойства 

Ехр ((.-+s) •;) = Ехр («) оЕхр (sE), 
Exp(0-.) = i d ^ , (1) 

Ехр ( — *•,) = Exp"1 («). 
В частности, любое левоийвариантмое пале | на группе Ли Gr 
является полным (так же, как и правоинвариантное поле), и 
кривые x(t) =Exp(t£,)x0 служат траекториями действия справа 
на Gr одномерной подгруппы в G,., состоящей из элементов 
Ехр(£|)е (эта подгруппа диффеоморфна либо R, либо окруж­
ности S1 [39]). 
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Если, же векторное поле g на Хп— не полное, то Exp(tl)x0 
определяет все же диффеоморфизм достаточно малой окрест-. 
ности любой точки х0£Хп в Хп, При этом свойства (1) выполня­
ются в области определения соответствующих отображений. 
В этом случае говорят, что Exp(ig) образует локальную одно-, 
параметрическую группу преобразований в Xn. 

Однако объектом нашего внимания будут не произвольные 
векторные поля на Хп, а такие поля, которые связаны с действи­
ем группы Ли Gr на Хп как группы преобразований (Gr предпо­
лагаем связной). Поэтому мы должны ИСХОДИТЬ из отображения 

/:ОгХХп^Хп, 
которое определяет левое действие группы Ли Ог на Хп по 
закону 

1п:ХпЭх-±х = 1и(х) = /(а, х)ЕХп. 
В силу отображения / , многообразие Gr ХХп расслаивается на 
/•-мерные подмногообразия /~1 (х): 

/~1(х) = {и, f(u-\ x)}, u6Gr. 
Если обозначить через рг- и рг2 проекции прямого произведе­
ния GrXXn на первый и второй сомножители, то отображение 

Ф.7 = РГ11/-4J) -f~x(x)-*G{$j(u, f(ar\ x)) = u) 
есть диффеоморфизм на Ог, а 

,Ь = ?г2\Г1-):/-1(х) + Ха 

отображает /~х (х) на орбиту элемента хвХп. Другое свойство 
разбиения G.ХХп на подмногообразия /~Цх) состоит в инва­
риантности этого разбиения относительно левого действия 
группы GT на GrXXn, определяемого по закону 

L0:(it, x)-+(cu, х), a, cQG, x^Xn. 
Действительно, в результате действия Lc 

f-1(x) = {u, /{иг1, х)}-+{си, /(аг\ х)} = 
= {си, /(си)-\ tc(Jc)} = f~1(lcx). 

Таким образом, на многообразии GrXXn возникает инволютив-
ное г-распределение 

Е:(и, х)-+Еи,х=Т{и,х)(/-*(х)), 
инвариантное относительно преобразований Lc: 

ULC {t,UiX) = hcu,xi 
причем для каждой точки (it, x)QGrXXn отображение 

d(^)a,x\Ea,x^Ttt{QT) 
есть линейный изоморфизм. 
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Так как инволютивное г-распределение Е на многообразии 
GrXXn определяет, в свою очередь, r-мерные интегральные 
многообразия типа f-1(x) (связные в случае связности группы 
G~), а значит и отображение / : Gr ХХп-*-Хп, задающее эти ин­
тегральные многообразия, а вместе с ним и действие труппы Ли 
6> на Xn, то, следовательно, структура G-пространства Хп пол­
ностью характеризуется распределением E. Будем поэтому на­
зывать инволютивное распределение Е на GTXXn, задающее 
отображение f : GrxXn-+Xn ф у н д а м е н т а л ь н ы м р а с ­
п р е д е л е н и е м о т о б р а ж е н и я / ( и л и G - n p o c T -
р а н с т в а Xn) . Возникает вопрос, какие свойства фундамен­
тального распределения Е необходимы и достаточны для того, 
чтобы наличие на GrxXn такого г-распределения задавало на 
гладком многообразии Xn структуру G-пространства. В связи 
с этим вопросом отметим, что если распределение Е на GrxX,v 
устроено так, что для любой точки (u,x)eGrxXn d(px\)u,x-
: EU)X-^TuGr есть линейный изоморфизм, то единственно суще­
ствующее связное r-мерное интегральное многообразие, распо­
ложенное в достаточно малой окрестности точки (е, х0) <3GrXXn 
и проходящее через эту точку, может быть записано уравнени­
ем x = f(u~i, х0), где f — некоторое гладкое отображение из 
G rXXn в Xn, определенное в указанной выше окрестности точки 
(е, xo), а (и, х) пробегает проходящее через (е, x0) 
интегральное многообразие распределения Е. Такой вы­
вод основывается ла известной теореме о локальном существо­
вании решений вполне интегрируемой системы дифференциаль­
ных уравнений [39]. Однако не всегда распределение Е будет 
определять отображение f глобально на GrXXn. Поэтому на 
распределение Е следует наложить .некоторое дополнительное 
условие — условие полноты. Распределение Е на GrXXn будем 
называть полным, если через каждую точку вида (е, x0)6 
6G,.XXn проходит интегральное многообразие, произвольная 
точка (и, х) которого определяется из уравнения x=f(u~i, и), 
где f : GrXXn{to}Xn — глобально определенное на G rXXn отобра­
жение в Xn, причем из всех связных интегральных многообра­
зий, проходящих через точку (е,х0), это многообразие единст­
венное, которое при проектировании pr- : GrXX,-{to}G- отобра­
жается на G- биективно. Иначе говоря, в случае полноты Е 
GrXXn расслаивается на максимальные связные диффеоморф-
ные Gr относительно проекции G,.XX —---G- интегральные много­
образия и базой этого расслоения является Xn. Учитывая дан­
ное определение полноты, можно ответить на поставленный вы­
ше вопрос следующим образом. 

Т е о р е м а 1. Фундаментальное /--распределение Е G-про­
странства ^.определенное на GrXXn (G-связна), является пол­
ным и -^--инвариантным для всех c&Gr. Обратно, если г-распре­
деление E, заданное на GrXXn> где Xn — некоторое гладкое 
многообразие, а й , — связна, является полным и-^е-инвариант-
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ным, то Хп имеет структуру G-пространства и Е является его 
фундаментальным распределением. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость полноты и .^--инва­
риантности --распределения Е была указана выше. Пусть те­
перь заданы: некоторое многообразие Xn и г-распределение Е 
на GrXXn, обладающее свойством полноты. Это значит, что 
существует гладкое отображение 

f:GrXXn-yXn 

такое, что через всякую точку вида (е, xQ)GGrxXn проходит 
ровно одно максимальное связное интегральное многообразие, 
текущий элемент (и, х) которого определяется соотношением 
х = /(иг1, х0). Ясно, что для всех x0QXn 

/(<?, x„)-=x0{cdot} 
Если же к условию полноты добавить условие ^-инвариантно­
сти распределения E, то для любого cQOr уравнение 
x = /((c-u)~l, x0) определяет интегральное многообразие, про­
ходящее через точку (е, / (с - 1 , х0)), диффеоморфно проекти­
рующееся на Gr и, следовательно, совпадающее с интеграль­
ным многообразием x = /(u~l, /(c~l, xt))) 

f(a-\ /{с~\ х0)) = /((с-и)~\ х0), (2) 
и, ceG-, xQexn. 

Положив В ЭТОМ тождестве и = с~1, получим 
/(tr\ / (и , xQ)) = xQ. 

Но это означает, что отображение х^х=/{и, х) — биекция 
Хп на Хп, а значит и диффеоморфизм, так как и само это 
отображение и ему обратное отображение л:{to}/(к"1, х) = х — 
гладкие. В силу этого, а также в силу (2), отображение 
itt:x{to}/(K, x) является действием группы Ли Ог на Хп как 
группы преобразований. 

Если в условии предыдущей теоремы отказаться от свойства 
полноты распределения, то можно сформулировать лишь сле­
дующую известную теорему из теории локальных групп Ли пре­
образований. 

Т е о р е м а 2. Если на многообразии GrxXn задано ин-
волютивнюе /•-распределение Е, инвариаштнюе относительно лю­
бых Lc, c&Gr, и такое, что d(pr.)u, x :Еи,х-^Ти(Ог) —линейный 
изоморфизм, то для любой точки х0&Хп и достаточно малой от­
крытой окрестности U единицы eGG,. найдется открытая окрест­
ность V элемента х0&Хп ц единственное гладкое отображение 

/:UXV{to}X„ 
такое, что /(е, х) = х, хбУ, и что для любой точки 
.*6/(U.XV0cX„/~-(je) является г-мерным интегральным много-
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образием распределения E; при этом для / имеют место 
свойства 

-) /[в,/(«.£)1 —/("•«.*). 
2) / (и , х) = х=>/(и~1, х) = х (при тех значениях и, v, иг1, 

х, х, при которых написанные в 1) и 2) выражения опреде­
лены) , 

3) отображения fu:Vdx-+f (и, x)QXn являются локальными 
диффеоморфизмами из Хп в Хп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы из теории локальных 
групп Ли преобразований [111] основано на локальном описа­
нии г-мерных интегральных многоообразий распределения Е. 
Проверка свойств 1), 2), 3) аналогична доказательству предыду­
щей теоремы. 

Если же распределение Е отвечает условию предыдущей тео­
ремы, но не является полным распределением, то говорят, что 
определяемые им локальные отображения f задают на многооб­
разии л о к а л ь н у ю группу п р е о б р а з о в а н и й . К та­
кой ситуации мы, в частности, неизбежно приходим, если огра­
ничиваем действие группы Ли G,- на G-пространстве Хп до не­
которой его открытой области, т. е. переходим к локальному 
рассмотрению X„. 

2. Структурные формы С-пространства Хп. Пусть erJ, 
(а — 1, 2, . . . , г) — базис- левоинвариантных векторных полей 
на группе Ли Gr, а ш* — сопряженный базис левоинвариантных 
линейных дифференциальных форм на Ог. Воспользуемся опре­
деленным в п. 1 диффеоморфизмом каждого подмногообразия 
/-1(Jc)cO rXX«, x£Xn на Ог: 

и определим на f~l (x) систему векторных полей 
x-+aa(ux)==dyr} (ea{ii)), x=f(trx, x). 

Так как U f~x{X) есть разбиение Огу^Хп, то тем самым мы 

определили на Gr~xXnr линейно независимых векторных полей 
—> 
аа, составляющих в каждой точке (и, х) базис плоскости фун­
даментального распределения: 

Оа {и, х) QEu,x = TUtXf-i (х). 
Любое векторное поле на ОгхХп, полученное таким же спо­
собом из некоторого левоинвариантного поля на Оп будем на­
зывать фундамент 'а льным в е к т о р н ы м полем на 
O.X-Y/i. Таким образом, векторные поля аа образуют базис 
пространства фундаментальных полей к& GrX.Xn. Отметим свой­
ства этого базиса; 
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а) векторные поля аа линейно порождают фундаментальное 
распределение E, и, следовательно, их задание эквивалентно 
заданию распределения E; 

б) векторы аа проектируемы в векторы еа при проектирова-
—> —> 

нии pri:C?rXX;i-^Gr. d(pri)aa----ec.; 
в) векторные поля аа ^„-инвариантны: 

dLc(aa(a, x)) = a№(cu, x), ceG/, 
—> 

г) в силу предыдущего свойства, векторные поля аа проек-
—> 

тируются в некоторые г векторных полей Аа на Хп при проек­
тировании prs-GrXX,,-^,., Aa = dpr2(fl;a). 

—> 
Векторные поля Аа, составляющие базис так называемых 

фундаментальных векторных полей на G-n р о с т-
ранстве ХП) можно было бы определить непосредственно с 
помощью действия на Хп однопараметрических подгрупп, соот-

—> 
ветствующих еа. 

Приступим к построению структурных форм С7-пространства 
Хп, сделав предварительно одно из двух предположений: 1) Хп 
является элементарным многообразием и, следовательно, допус-

—> 
кает в целом поле натуральных реперов Ek = dkx с сопряжен­
ным базисом форм dxk\ 2) если это не так, то мы ограничи­
ваемся локальным рассмотрением Хп в некоторой элементарной 
области и также там фиксируем поле натуральных реперов 
Ek = dkx. В любом случае мы получаем на Ог~Х.Хп глобально 

—> —> 
или локально поле /.„-инвариантных реперов (аа, а.) (г = 1,. . . , n; 
a = n + 1,.. .,/г + г) таких, что 

—> —> —> 
dpr2a i=-E i , dpr1a,--=0. 

В силу £,,-инвариантности, сопряженный базис ^-инвариантных 
форм на ОгХХп будет иметь вид: 

Дхг = dxl + Va (xk) coa, <ви. 
Вполне интегрируемая (инволютивная) система линейно незави­
симых линейных дифференциальных форм 

txx^dxt + ^x'')®"; 
определенная на многообразии G,XXn (глобально или локаль­
но) указанным выше способом, называется системой струк­
т у р н ы х форм G - п р о стр а не тв а Хп [54]. 

Основное СВОЙСТВО системы структурных форм Axi заклю­
чается в том, что ее задание эквивалентно заданию характери­
стического распределения Е на GrxXn, так как система урав­
нений 
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Ax'=dx' + i i ^ x ^ a — O (3) 
в каждой точке (и, x)6G.XX,- является системой линейных 
уравнений плоскости распределения Е в этой точке. Как диф­
ференциальная система--система уравнений (3) инволютивна 
и ее максимальными интегральными многообразиями в случае 
связной группы Ли Q ЯВЛЯЮТСЯ многообразия f~l (х) czGrX.Xn, 
уравнения которых 

/ ( и , x) = x —const,. 
выражают закон изменения относительных координат фиксиро­
ванного элемента х&Хп в условиях «подвижного» репера ttQ.Gr 
Таким образом, функции xl = fl{u, x) являются независимыми 
первыми интегралами системы дифференциальных уравнений (3), 
а структурные формы Lxl, по крайней мере, локально характе­
ризуют структуру G-пространства Хп. Следует при этом иметь 
в виду, что любая инволютивная система дифференциальных 
форм вида 

b.xi=dxl-^rli
a{xk)aa-

определяет в пространстве Rn\xl) локальное действие группы 
ЛИ ОГ С инвариантными формами ®а, так как соответствующее 
ему распределение Е на G.XX. будет £с-инвариантно (Теоре­
ма 2). 

3. Критерий G-охвата. Согласно определению, G-охватом ср 
является такое гладкое отображение одного G-пространства 
на другое 

cp:X„-*rm, 
что для любого c£Gr 

/ ( С Ф (*)) = - ( / ( с , * ) ) , (4) 
где f:Gr хХп->Хп и f'-OrX Ym-*-Ym — отображения, опреде­
ляющие на многообразиях Хп и Ут структуру О-пространств 

Т е о р е м а 3. (Критерий G-охвата Г. Ф. Лаптева). Для то­
го чтобы гладкое отображение G-пространств a Xn на G-npo-
странство Ут(р : Xn-^Ym было G-охватом, необходимо, а в слу­
чае связной группы ЛИ G- и достаточно одно из двух условий; 

1. Фундаментальное распределение Ё на GrXYm является 
образом фундаментального распределения Е на О. X Xп при 
дифференциале отображения 

9 = idXcp-.GrXX«->GrXYm-

2. ф*(--Г) — т ^ ^ й . 
ox"-

где Lya и Ax---структурные формы О-пространств Ym и Хп 
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для соответствующих элементарных областей в Yт и Хп 

-якобиева матрица координатной записи отображения 
Ьхк 

ц>:' уа = сра(х1, ...,хп) в указанных областях. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего отметим очевидную 

эквивалентность условий 1 и 2: условие 2 представляет собой 
удобную аналитическую форму записи условия 1. Необходи­
мость условия 1 следует сразу из формулы (4), которая пока­
зывает, что при отображении G-охвата (р отображение ср 
переводит многообразие типа / _ 1 (x) в соответствующее 
/_1(ср(х)). Наоборот, если для отображения ср имеет место 
свойство 1, то в случае связности Ог и гладкости ф связное 
многообразие типа f~x{x) должно целиком отображаться 
в связное многообразие, совпадающее с / _ 1 (сх). 

Следует отметить, что оба условия эквивалентны ср-связан-
ности фундаментальных полей аа и aa:aa—drp(a,a), опреде­
ленных на ОгХХп и Ог X Ут с _ПОМОЩЬЮ одного и того же 
левоинвариантного поля реперов еа на Qr. 

З а м е ч а н и е . Практически проверка выполняемое™ крите­
рия охвата состоит в том, чтобы после воздействия матрицей 
Якоби испытываемого отображения уа = ща(х1, ..,, хп) на 
структурные формы Ax'-(Лх1-\-^{хи)та: 

i^(dx4^(x '0^)=dr+-^?-^(x*)co« 
убедиться в том, что новые коэффициенты --—----•---• Ц,(хи) 
ляются функциями только от уь: 

дх1 яв-

д<ра {хк) 
дх1 

и, следовательно, ------Ax'—dya~\-^(у")сйа 

иУ, Va(x*) = W)' (5) 
, А; дх1 

Если при этом ищется охват определенного заранее задан­
ного G-пространства Ym, то функции '/,£(£/*) должны ему 
соответствовать. Если же структура охватываемого простран­
ства заранее не предопределена, то, убедившись в (5), мы 
приходим неизбежно к вполне интегрируемой системе форм 
Ai/°=d#a+••>?£ О/6) ш<-, которая является поэтому системой 
структурных форм некоторого (/-пространства либо с глобаль­
ным, либо 'с локальным действием группы Ли GT. 

Для практического же вычисления самих структурных форм 
G-пространства Хп можно использовать координатную запись 
его преобразований x = f{u, x): 

* — / ' ( « - . * * ) , (6) 
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где иа — локальные координаты элемента uQOr в окрестности 
единицы группы Ог. Продифференцировав (6), при условии, что 
.ж— const: 

—-т- (и, x) dxk + Щ, (и, х) dua = О 
дхп да 

и, выразив отсюда dxk: 
dxk + Ak

t{u, x) dfl{u'a x) dMa----dx/; + ^ ( x O m K - = 0 . (7) 
о и 

где |]Л/г|] —матрица, обратная к •-•—- , мы придем к вполне 
интегрируемой системе дифференциальных уравнений много­
образий / - 1 ( x ) : fl(ua, x") = const, левая часть которых совпа­
дает со структурными формами О-пространства Хп: 

Дх* — dxk + ^(x)®a{u, da). 
д f1' Полезно заметить, что, в силу (7), •;* (хг) — 

Для дальнейшего изложения метода продолжений и охватов 
и дальнейшего развития самого понятия дифференциально-гео­
метрической структуры следует перейти сейчас к важнейшему 
понятию расслоенного пространства и, прежде всего, к ПОНЯТИЮ 
главного расслоенного пространства, которое само представляет 
весьма специфический тип О-пространства. 

§ 4. ГЛАВНОЕ РАССЛОЕННОЕ ПРОСТРАНСТВО 
И ПРИСОЕДИНЕННЫЕ К НЕМУ РАССЛОЕННЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

1. Понятие главного расслоения. В простейшем случае глав­
ное расслоенное пространство Р представляет собой тривиаль­
ное продолжение группового пространства P = GX-Mn, где Мп —• 
произвольное гладкое многообразие. В общем случае главное 
расслоенное пространство также представляет собой разбиение 
на подмногообразия — слои, диффеоморфные групповому про­
странству G с определенным на нем действием группы Ли G, 
сохраняющим это разбиение, однако объединение этих подмного­
образий в единое многообразие имеет более общее топологи­
ческое строение, чем прямое произведение GxMn. 

Пусть Мп — n-мерное гладкое многообразие и G — группа 
Ли размерности г. 

О п р е д е л е н и е 1. Гладкое G-простраиство Р(Мп, G) с 
правосторонним простым действием G называется г л а в н ы м 
р а с с л о е н н ы м п р о с т р а н с т в о м с б а з о й Мп и 
с т р у к т у р н о й г р у п п о й G, если выполнены следующие 
условия: 
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а) Существует такое гладкое отображение ( к а н о н и ч е ­
с к а я п р о е к ц и я ) я : P{to}Afn, что многообразие Мп можно 
считать факторпространством пространства Р по действию 
группы G : Mn=P/G, т. е. я(.,)=я(т]) тогда и только тогда, ког­
да -r\ = £,-g, g$G (Множество всех точек 1&Р, для которых л;(|) = 
= х, называется с л о е м над хШп и обозначается n~l(x) =GX). 

б) Р — л о к а л ь н о т р и в и а л ь н о , т. е. база М„ допус­
кает такое открытое покрытие {Ua}, что Для каждой области 
Ua ee полный прообраз -c_1(Ua) допускает диффеоморфиое 
отображение â:-""1(U№){to}Ua X G по правилу "|за(-;) — ("(-О» Ф-,(£))> 
где фи(..)бО, причем 

Таким образом, диффеоморфизм сра (тривиализующий диф­
феоморфизм), индуцирует для каждого слоя -r1(x)c~i-.'"1(U) 
диффеоморфизм этого слоя на группу Ли О 

cPa
:TC-1(x)-yG, 

перестановочный с правыми сдвигами на Р и на G. При этом 
каждый слой расслоенного пространства P, будучи диффеомор-
фным группе G, является орбитой с просто-транизитивным дей­
ствием группы Ли G. Однако в общем случае нельзя в целом 
гладким образом задать множество элементов в слоях, (Играю­
щих роль единичных элементов для каждого (Слоя. 

Это можно сделать лишь в случае, когда Р является триви­
альным расслоенным пространством: P=MnxG. Иначе говоря, 
не всякое главное расслоение Р допускает г л о б а л ь н у ю с е ­
к у щ у ю п о в е р х н о с т ь ( с е ч е н и е ) , т. е. такое гладкое 
отображение ..«111 

s:Mn-*P, 
что i-°5--=ld.M;i. Однако, в силу локальной тривиальности над 
каждой окрестностью ( 7 - с Д „ существует локальное сечение 
расслоения Р sa-Ua-yK~l (Ua) такое, что 

Фв (•-*« (•*))-= е. -кб-Л. (2) 
Над пересечением U«nUp две секущие поверхности можно 
связать так называемыми функциями перехода 

s$(x) = sa(x)-i|)„p(x), (3) 

•фврИбО, .KGUanUp. 
Из (1), (2) и (3) легко получать, что 

^ « р И = Фа(-.)-ф--1(6) 

для любого 56*"1 (x). Для всех xeUaflUpnU-v выполняются 
соотношения 
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Ууа(х) = %р{х)-^а(х). (4) 

Имеет место теорема [39], согласно которой задание на 
многообразии Мп открытого покрытия {£/„} и гладких функций 
перехода %a:f/anUp-^-G> удовлетворяющих условию (4), позво­
ляет построить главное расслоенное пространство Р(Мп, О) с 
функциями перехода г|)Ра. 

Множество U — {Ua, tya} тривиализующих отображений на­
зывается а т л а с о м р а с с л о е н и я Р(Мп, О). Два расслоения, 
которые отличаются только своими атласами U и U', назы­
ваются э к в и в а л е н т н ы м и , если объединение их атласов U 
и U' является снова атласом. Такие расслоения не отличают и 
обычно снабжают максимальным атласом. 

Множество всех главных расслоений с общей базей Мп об­
разует категорию относительно г о м о м о р ф н ы х о т о б р а ­
ж е н и й 

<p:P(M«, G,-.:)->/>'(M., G'," ') 
cp0:G-s-G\ 

т. е. таких, что т-°ф = 1-' (т. е. GX-^GX) и 
ф(^-е) = ф(-:)-Фо(ёГ)> 

где ф0 — гладкий гомоморфизм группы G на группу G', а л и 
я ' — канонические проекции расслоений Р и Р'. Если Ф — диф­
феоморфизм, а <р0 — изоморфизм (гладкий в обе стороны), то 
Ф называется и з о м о р ф и з м о м главных рассл'ое,н.ий Рж Р'. 
В геометрии рассматривают расслоения с точностью до авто­
морфизма. 

Более важную роль будет играть другая категория, которую 
порождает каждое главное расслоение P(Mn,G)—категория 
так называемых присоединенных (или ассоциированных) к 
Р(Мп, G) расслоений, в которую, в частности, входят все глав­
ные расслоения Р', являющиеся гомоморфным образом расслое­
ния Р(Мп, G) и которая находится в биективном функторном 
соответствии с категорией K(G) всех левых G-пространств 
группы G. . 

2. Расслоенные пространства, присоединенные к данному 
главному расслоению P(Mn,G). Пусть -/((G) —категория G-
пространств группы Ли G с левым действием группы. Каждому 
G-тфостранству FeK(G) и каждому главному расслоению 
Р(Мп, G) поставим в соответствие гладкое многообразие, кото­
рое окажется расслоенным над базой Мп на подмногообразия, 
диффеоморфные F, С этой целью рассмотрим прямое произве­
дение 

Р(Мп, G)XE, 
на. котором определено правостороннее действие группы Ли G 
по закону 

(I. v)g=(l-g, g~uY), g-eG, seP; reE. 
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На фактормножестве PxF/G естественным образом опреде­
ляется структура гладкого многообразия F(P), так, что имеют 
место следующие свойства [39]: 

а) Отображение факторизации 
<р:Р X F-+P X F/G—F (Я) 

является гладким. Образ ф(§, Y) будем обозначать просто 
|.У=ср(£,У). 

б) В силу определения F(P) : (g-g) • ! - £ . (g-Y). 
в) (p(GxxF) =FX является подмногообразием в F(-P), диф-

феоморфцым F и называемым слоем над х (F называют типо­
вым слоем). 

г) Каноническая проекция PxF-^Mn и отображение ф по­
рождают гладкое каноническое отображение 

vP:F(P)-+Ma 

такое, что •K~1(X) = FX ДЛЯ всех хВМп. 
д) Атлас (Ua, • фа) расслоения Р порождает атлас (Ua, фа) 

многообразия Р{Р) такой, что 

И 

. - . фа(1П=Ф«(£)-Л Ee.--'(-j«). 
Функциями перехода для атласа (Ua, ц>а) являются те же 

функции Ч^-., которые можно использовать и для построения 
расслоения F(P), независимо от Р. Таким образом, многообра­
зие F(P) расслаивается над Мп на слои Fx, диффеоморфные F". 
Однако Р(Р) является прямым произведением MnxF в том и 
только том случае, если P = MnXGr. Многообразие F(P) = 
= PXPla называется расслоенным пространством, присоеди­
ненным к главному расслоению Р (М,г, G) с типовым слоем. 

3. Охват расслоенного пространства другим расслоенным 
пространством. Класс всех присоедш-юш-шх к Р расслоен­
ных пространств ;F(.P), FdK,{G) обозначим К(Р). Заметим, что 
само главное расслоение можно отождествить с F(P), если по­
ложить F = G, так что можно считать, что РёК(Р). 

Итак, между множеством К(Р) присоединенных к Р рассло­
ений и категорией K{G) всех G-пространств с левым действием 
группы G имеет место биективное соответствие, которое станет 
функтором, когда мы в К(Р) определим структуру категории. 
Покажем с этой целью, что каждому G-охвату 

\>.:F-+F', F, F'eK(О) 
естественным образом и взаимно однозначно сопоставляется по­
слойное отображение 

p:F(P)-+F'(P) 
по следующему правилу 
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l-i • (I • Y) = I • [x (Г), |6P, FeE, W£F (P). (5) 
Необходимо сразу же убедиться в корректности этого опреде­
ления, т. е. в том, что образ ц(у) элемента # ==-£FGF (P) не 
зависит от замены пары (|, Y) на эквивалентную (t,g, g~lY) и 
дающую тот же элемент y-=(ig)-(g_1--K). Но это действитель­
но так: 

?1(^)-(Г1Л]=(^)-Кг1Л=(-ё)Г1!Ч>/)==^(П=Й^П-
Послойность отображения \х означает, что, согласно форму­

ле (5), определяющей отображение JJ., [А отображает каждый 
слой Fxc:F(P) на соответствующий слой F'xciF(P), ибо если 
у---= IY£FX, то ~^(у) - 1 • р. (Г) 6F-;. 

Отображение \x:F(P)->F' (/-»), определяемое формулой (5), бу­
дем называть / " - о х в а т о м р а с с л о е н и я F' (Р) расслоением 
F(P) из класса К(Р), который таким образом превращается в 
категорию с морфизмами типа \х. Соответствие F (P)++F, |x+-*{j. 
является, таким образом, биективным функтором, связывающим 
категории К (Р) и К (О). > 

Отображение Я-охвата |х МОЖНО определить и внутренним 
образом, не прибегая к помощи охвата [~ типовых слоев F и E'. 
С этой целью следует определить важное само по себе поня­
тие изоморфизма двух слоев данного расслоения. Начнем с 
главного расслоения Р (Мп, G). Изоморфизмом слоя Ох иа Оу 

называется любой диффеоморфизм, перестановочный с действием 
группы G на Р, а следовательно, и на Gx, ОусР: 

°*ЛЪ-ё) = аху(1)-ё-
Ясно, ЧТО изоморфизм бл.у определяется соответствием пары 
отмеченных элементов .S-6GA- и Si6Gy 

°ху (1о) = Ei, °xy do• g) = °jcy do)-g = h-g-
Если при этом элемент g0 зафиксирован, то второй £,, про­

бегающий слой G», находится в биективном соответствии с 
множеством всех изоморфизмов оху слоя Qх на Gr Этому 
обстоятельству можно дать несколько иное выражение, если с 
помощью элемента .,0GG.t- определить изоморфизм ст^0 структур­
ной группы G на слой 6Х по закону: 

<-«.(£)=-£-•£. geo. 
Тогда любой изоморфизм axy;Gx~>G!/ можно представить в 
форме композиции 
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Определим теперь изоморфизм и-.-,: Fx-+Fy слоев Fxt Fv 
произвольного расслоения F(P)GK(P) по следующему правилу 

^у(1Г)—(Г,у(Е)-Г, ЫОх, W£FX, nF. 
Это определение изоморфизма *ху также корректно, ибо 

= Ку(-)-й-[Г1Л=^(Е)>г=^(-П-
Таким образом, множество всех изоморфизмов аху между все­
возможными парами слоев главного расслоения P(Mn,G) и 
множество всех изоморфизмов %ху между соответствующими 
слоями присоединенного расслоения F(F) находятся в биектив­
ном соответствии. Следует заметить, что и то и другое множест­
во образует в алгебраическом смысле группоид относительно 
композиции и обращения изоморфизмов (группоид есть кате­
гория с обратимыми элементами): а отмеченное соответствие 
является изоморфизмом самих группоидов. Заметим еще, что 
'изоморфизм слоев главного расслоения Р находится в таком 
же отношении к правому действию группы G на Р, как левые 
сдвиги к правым сдвигам на самой группе G (те и другие ком­
мутируют между собой), 

Подчеркнем также, забегая вперед, что наличие связности в 
главном расслоении P(Mn,G) и всех присоединенных расслое­
ниях проявляется геометрически в том, что вдоль любой кривой 
базы Мп становится определенным изоморфизм слоев, распо­
ложенных над этой кривой. _ 

Вернемся теперь к понятию Р-охвата [х. Можно без большого 
"груда установить,, что отображение ^:F(P)-yP'(P) является 
.Р-охватом в том и только том случае, если 1)~jJ-.-послойное 
отображение и 2) если при этом для любых х, у£Мп коммута­
тивна диаграмма 

Где хху и %' - изоморфизмы слоев в расслоениях F (Р) и F'(P), 
определяемые одним и тем же изоморфизмом о^у слоев Ох, 
GyCzP- Таким образом, отображение Р-Охвата [J. между рас­
слоениями F(P) и Ff (P) состоит в том, что каждый слой 
FxcF (Р) охватывает соответствующий слой F'X&F' (P), так 
сказать, по образцу охвата [j-iE-s-F' типовых слоев. 

В качестве важного примера Р-охвата отметим отображение 
факторизации 

"r.P(Ma,G)XF-*F{P), ; 
записываемое по соглашению формулой 
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#=ф (? , у ) = | г , Ч&Р, YeE, yeP(P). 
Здесь многообразие -°(-М„, G) XF играет роль расслоенного про­
странства, присоединенного к главному расслоению P(Mn,G) 
с типовым слоем GXF, представляющим тривиальное продол­
жение группы G. По аналогии с G-геометрией P X F будем так­
же называть тривиальным продолжением главного расслоения 
Р(Мп, G), а охват ср : (|, Y)-*-y = l,Y—типовым P-охватом. Сле­
дует сказать, что формулу типового охвата 

у-==•;• К, $еС?,с.Р, YQF, y&FxaF(P) 
можно истолковывать в ПОЛНОЙ аналогии с типовым ©хватом в 
G-геометрии: если элемент y£F(P) присоединенного расслоения 
истолковывать как геометрический объект из слоя Fx, а эле­
мент |6G.cc:P(Mn , G) как абстрактный ПОДВИЖНОЙ репер, про­
бегающий слой Gx, то координатам элемента Y&F из ТИПОВОГО 
СЛОЯ мы придаем смысл относительных координат геометриче­
ского объекта у по отношению к реперу £. 

В том специальном случае, когда типовой слой F является 
однородным пространством, в формуле типового охвата можно 
произвольно зафиксировать Yo-SF :£/=-•£• Го и таким образом 
свести типовой охват к охвату 

Фо:Р(ЛГ,г, G)->F(P); ср-ф — y = l-YQ. 
Можно показать [67], что отображение фо определяет на много­
образии Р новую структуру главного расслоения с базой F(P) 
и со структурной группой И, являющейся группой изотропии 
элемента YQZF, так что каждый прежний слой Gx расслаивает­
ся на СЛОИ Fly (yGFx) меньшей размерности. Каждый слой Ну 
можно интерпретировать как множество реперов i,QHv<z:Gx, от­
носительно которых гео'ометрический объект yGFx имеет в ка­
честве отиоштельмых координат координаты фиксированного 
элемента Yo-SF. Таким образом, далеко идущая аналогия между 
геометрией в категории K(G) G-пространств и геометрией в ка­
тегории К(Р) расслоенных пространств, присоединенных к 
главному P, позволяет нам перенести в К(Р) всю терминоло­
гию, разработанную для G-пространств. Следует, однако, четко 
представлять себе и границы аналогии между K(G) и К(Р): 
аналогия имеет место лишь при рассмотрении взаимоотношений 
слоев различных расслоений из К{Р) над одной и той же точ­
кой х&Мп базы Мп. Однако геометрия !в категории К(Р) все же 
богаче, так как появляется новая необходимость изучать взаи­
моотношение между слоями одного и того расслоения над раз­
личными точками базы Мп. ' '"•' 

4. Поля геометрических объектов. Вёедем ряд новых понятий, 
применяемых в дифференциальной геометрии расслоенных про­
странств. Прежде всего, условимся называть элементы базы Мц 
расслоений из категории K(P(Mni G)) '•'точк'айи.' а элементы 
произвольного расслоения F(Р) %К(Р) геометрическими объек­
тами типа F. Геометрические объекты главного расслоения 
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P(Mn, G) естественно называть реперами. Если при отображе­
нии -Р-охвата [X : F(P)-+F'(P) г = ц(г/), то говорят, что геомет­
рический объект' ydF(P) охватывает геометрический объект 
zGF'(P). Расслоение E(P) с однородным типовым слоем F на­
зывают . однородным расслоением. Как мы видели только что, 
любое однородное расслоение из К(Р) охватывается главным 
расслоением Р и не единственным способом с помощью отобра­
жений типа фо: £ ^lY0 = tj, так что F(P) становится базой более 
дробного расслоения многообразия P(cpo: P-*-F{P)). 

О п р е д е л е н и е ' 2 . Г л а д к о е с е ч е н и е расслоения F(P), 
т. е- такое гладкое отображение 

f:Mn-^F(P(Mn,G)), 
что nj?of--=idA(n называется п о л е м г е о м е т р и ч е с к о г о 
о б ъ е к т а т и п а F. Согласно определению, f(x)6Fx. Если та­
кого рода отображение f определено лишь на некотором откры­
том множестве в Мп, мы будем говорить о локальном задании 
поля геометрического объекта. 

О п р е д е л е н и е 3- Подмногообразие Р' (Мп, Н) czP (Mn, G), 
которое само является главным расслоением с той же базой 
•М-.,.структурной группой HczG (H — замкнутая подгруппа Ли в 
G) и проекций я — Я | Р ' , называется р е д у к ц и е й (или с о ­
к р а щ е н и е м ) расслоения до подгруппы HczG. Иногда Р' 
называют п о д р а с с л о е н и ем расслоения Р. 

В связи с данными определениями имеет место теорема. 
Т е о р е м а 1. Каждому полю 

f:Mn^F(P(M„,G)) 
в однородном расслоении F (Р) и фиксированному элементу Y0QF 
отвечает редукция Р'(М1П Н)с.Р{Мп, G) до группы Н изотропии 
элемента У0, определяемая как полный прообраз многообразия 
f(Mn)c:F(P) относительно отображения охвата 

%\P(Mn,0)-+F{P), cp0(S) = S-r0, 
••;•• P'(Mn,H) = %^f(M,$y 

причем любая редукция,P'czP может.быть представлена таким 
•эбразом. ' . . . и - - -
.-,. Доказательство теоремы не сложно. 

.,,,. 3 а м еч а н и е. Смысл этой теооремы состит в том, что она 
дает обоснование так иаз-ываемому приему частичной канониза­
ции репера в одном из важных.случаев. В определенных нами 
терминах «частичная канонизация репера» это и есть процесс 
сокращения главного. расслоения Р{М„, G) до P'czP с по­
мощью поля f{Mn).,Реперы 1&Н^х)с~Р' являются, по определе­
нию, каноническими/, для., геометрического объекта y=f(x)& 
EFpCzF(P) данного .поля ф,(Мп), а-геометрический смысл, под­
множества fif(X) канонических реперов, элемента: y = f(x) заклю­
чатся в том,:что.ртноси;тельно реперов,.^Ш}(х) геометрический 
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объект f(x) имеет фиксированные относительные координаты 
(координаты фиксированного элемента Y0$F). Благодаря прие­
му канонизации, изучение поля геометрического' объекта типа F, 
где F — однородное пространство, СВОДИТСЯ К изучению редук­
ции главного расслоения Р'(Мп, H)czP(Mn, G). 

ЭТОТ пункт мы закончим двумя важнейшими группами при­
меров расслоенных пространств. В следующем разделе, перейдя 
к теории струй, мы получим значительно более богатую воз­
можность строить различные расслоенные пространства с по­
мощью операции дифференциального продолжения, лежащей в 
основе метода продолжений и охватов-

П р и м е р 1. Пусть Р — группа Ли и GaP — ее замкнутая 
подгруппа Ли. Тогда, как мы знаем, определено однородное 
пространство 

M = P/G 
и гладкое отображение 

i t : Р-+-М 

такое, что для каждой точки хЪМ ее полный прообраз .nr-(x) -= 
= GxczP совпадает с левым классом смежности подгруппы G. 
Так как действие подгруппы G справа на группе Р сводится к 
просто транзитивному действию ее на каждом классе смеж­
ности я"1 (x) = 0.x, то все свойства главного расслоения присущи 
тройке Р(М, G) (Одним из слоев расслоения Р. является под­
группа G). В доказательстве нуждается лишь свойство локаль­
ной тривиальности расслоения Р(М, G) [39]. Однако важная 
особенность главного раслоения P(M,G) СОСТОИТ В том, что 
многообразие Р несет на себе дополнительную структуру груп­
пы, так что, помимо действия на Р группы G • справа, имеет 
место действие всей группы Р.на себе как справа, так и слева, 
причем левые сдвиги .на Р отображают слои расслоения 
Р(М, G) снова на слои .по закону изоморфизма слоев главного 
расслоения, поскольку левые и правые сдвиги коммутируют 
между собой- Кроме того, левые сдвиги на Р индуцируют левое 
действие группы Р и на самой.базе М расслоения P(M,G) и на 
всех присоединенных к P(M,G) расслоениях, проекция которых 
на М является G-охватом G-пространства М. Это позволяет 
включить многие вопросы геометрии G-пространств в общую 
схему теории расслоенных пространств. 

П р и м е р 2. Структурой главного расслоенного простран­
ства обладает многообразие Н (Мп) линейных (векторных) 

—> —> 
реперов 5 = {е-,, е^Т (М,,)}, касательных к гладкому многообра­
зию Мп. Структурной группой является в этом случае' полная 
линейная группа OL (n, R), действующая на многообразии 
реперов по правилу ' 

., Е = Ы ^ с - с ^ - ^ , с=-=||̂ ||еа_(/г,/?). ; : .,. 
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Каноническая проекция i-:#(M,,){to}M,. сопоставляет реперу 
— > • . 

\ek} его начало xQMn. Локальная тривиальность следует из на-
л-

личия над каждой координатной окрестностью %{хк)с:Мп 
локального сечения x^s(x) = {ek(x) — dkx}, образованного по­
лем _на тура льных реперов. Функция перехода на пересечении 
%Г\% двух координатных окрестностей %(xk), %(xl) образует 
якобиеву матрицу 

дх» -* - т. дх" , , \д,х — дкх—-, Если в качестве М„ ох1 дх' 
взять групповое многообразие О, то главное расслоение линей­
ных реперов II(G) является тривиальным, ибо обладает гло­
бальным сечением s:G-+H(G), образованным, например, любым 
левоинвариантным полем реперов. Это значит, что //(G) как 
главное расслоение изоморфно прямому произведению 
OxOL(n,R), (n= dimG). 

По отношению к Н (Мп) многообразие Т (Мп) касательных 
к Мп векторов является присоединенным расслоением с типовым 
слоем Rn. Формула 

H=Y*e&Tx{Mn), x&Mn (6) 
X 

-> —> 
разложения вектора у по векторам репера i — {ek} является 
примером общей формулы типового охвата 

У-IY. 
—>- —> 

Роль У играет вектор Y=YkEk£.Rn (отнесенный к натураль­
ному базису R"), координаты которого являются относитель-

—> 
ными координатами вектора у&Гх(Мп) по отношению к реперу 

X X 
Будем обозначать через Т(Ж„)\0 однородное расслоение 

ненулевых касательных векторов. Для него в формуле (6) 
можно положить К1 •= 1, F2 —0, . . .,Уп = 0. Такая канонизация 

—> 
означает, что с каждым элементом у из расслоения Т(M,.)\Омы 

—> —> 
связываем множество реперов {еА}, у которых вектор е{ со-

—> 
вмещен с у, а остальные совершенно произвольны. Если 
при этом в Т (M,,)\0 задано векторное поле ненулевых векторов 
то в Н(Мп) выделяется подрасслоение Иг(Мп), состоящее 

—> 
из всевозможных реперов {ек}, у которых первый вектор сов-

_.. _ > 
падает с вектором у(х) = ех. 

Примерами других расслоений, присоединенных к Н(Мп), 
являются расслоения тензоров различных типов и, в частности, 
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расслоения, сечением которых являются внешние дифференци­
альные формы определенной степени. Однако уже объект ли­
нейной связности, о котором речь будет идти далее, является 
элементом расслоения, которое присоединено к другому главно­
му расслоению — так называемому расслоению реперов второго 
порядка. 

Следующий параграф как раз и будет посвящен введению 
расслоений НР(МП) реперов высших порядков и других рас­
слоений, основанных на понятии струи отображения. 

5. Ступенчатые последовательности расслоений и обобщен­
ные G-CTpyKTypbl. 

Определение 4. / { - с т у п е н ч а т о й п о с л е д о в а ­
тельностью г л а в н ы х р а с с л о е н и й называется после­
довательность гомоморфизмов главных расслоенных про­
странств 

М£РЧМЯ, С-)«--.Р-(Мя, G2)A .. -£p*(M„, G*), 
так что itB----1--2(1,,.„-ti_i есть каноническая проекция глав­
ного расслоения Ра(Мп, Ga), a = Г 2, . . . , k, на базу Мп. 

Отметим сразу же, что для лйэбого а-=1,2, , . , , 1 - 1 много­
образие Ра(Мп, Оа) является, в силу отображения 
-cS+1:Pa+1(Mn,Ga+1){to}Pa(M„,Ga), базой расслоения (главного) 
многообразия Pa+l со структурной группой Ка+х = (чС"1)-1 (е™), 
где ix„+1 обозначает также и гомоморфизм Ga+1 на Ga, a e t t -
единицу группы Оа. При этом каждое из Ра можно трактовать 
и как однородное расслоенное пространство, присоединенное 
к главному Pk(Mn, Ок), соответствующую группу Ли Ga как 
факторгруппу группы G- по некоторому нормальному делителю, 
а гомоморфизм 

•4----С1"1-. • .o4-vPk(Mn, Qu)-^pa{Mn> Ga) 
как каноническую проекцию главного расслоения Рк на новую 
(более широкую) базу Р"" [67]. 

Из k-ступенчатой последовательности главных расслоений 
всегда можно выделить 2-е туп енч а тую п о с л е д о в а т е л ь ­
ность 

а Лк 

Mnt-pa (Mn, Ga)^P" {Mn, Gk) 
главных расслоений (двухъярусное г л а в н о е р а с с л о е -
ние [83]). 

Поскольку гомоморфизмы главных расслоений являются 
специального вида охватами и, следовательно, имеют место 
включения 

K(Pl)(zK(P2K..,czK(Pk) 
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для соответствующих категорий присоединенных расслоений, 
можно ввести также понятие k-сту п е н ч а т о й п о с л е д о в а ­
т е л ь н о с т и п р и с о е д и н е н н ы х р а с с л о е н н ы х прост ­
р а н с т в (или о б о б щ е н н о й ф л а г о в о й с т р у к т у р ы ) : 

Ф. ^ ф2 К - 1 
Mn<-Fl (Pl)*-F2(P2)^... ^E*(P f t ) , 

где каждое отображение <pj£_j является охватом и для каждого 
а = 1, 2, . .., k 

Fa(Pa)eK(Pa)cK(Pk). 
Отметим, что указанные последовательности расслоений мо­

гут продолжаться в бесконечные последовательности, как это 
будет видно на примерах из следующего параграфа. 

Мы сейчас подходим к определению ПОНЯТИЯ обобщенной 
G-структуры, которое представляет собой основной объект 
исследования в дифференциальной геометрии расслоенных про­
странств и которое включает в себя все известные определения 
G-структуры. 

Пусть задана 2-ступенчатая последовательность расслоен­
ных пространств (главных или присоединенных) 

it Ф 

M..+-E4-A 
с базой Мп и охватом ср. 

О п р е д е л е н и е 5. G - с т р у к т у р о й т и п а А с 
р а с с л о е н н о й б а з о й В-+Мп (или п о л е м г е о м е ­
т р и ч е с к о г о о б ъ е к т а типа A ' н а д р а с с л о е н и е м 
В—i-Mn) называется любое гладкое отображение 

/:£{to}A 
такое, что ср °/-= idij-

В том случае, если A — расслоение, присоединенное к глав­
ному расслоению Hh(Mn) реперов порядка k (см. следующий 
параграф), мы приходим к G - с т р у к т у р е д и ф ф е р е н ­
ц и а л ь н о - г е о м е т р и ч е с к о г о т и п а п о р я д к а k 
( д и ф ф е р е н ц и а л ь н о - г е о м е т р и ч е с к а я с т р у к т у р а 
п о р я д к а k). Если к тому же А — однородное расслоение и 
'В^Мп, мы приходим к обычному понятию G - с т р у к т у р ы 
п о р я д к а к, эквивалентному редукции главного расслоения 
#*(-Wn). 

§5 . СТРУИ И РАССЛОЕНИЯ СТРУЙ . 
И РЕПЕРОВ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

1. Струя отображения. Операции над струями. Определенные 
в открытой окрестности точки x&Vn гладкие отображения^ и g 
из многообразия Vn в многообразие Vm задают, по определе-
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нию, .одну и ту же струю в точке х п о р я д к а р 
(или /."-струю, p = 0, 1. 2 , . . . ) jx

pf=jxpg в том и только в том 
случае, если f(x)=g{x) и если их координатные представления 
имеют в точке х равные частные производные до порядка р 
включительно. Точка x&Vn называется н а ч а л о м (или и с т о ч ­
ником) струи, а точка f(x)GVm ее концом (или ц е л ь ю ) . 

Отметим, что условие: /(x)= g(x) вместе с совпадением 
всех частных производных координатной записи этих отображе­
ния до порядка р включительно в точке х является некоторым 
отношением эквивалентности fp в множестве Ф всех локаль­
но определенных гладких отображений из многообразия Vn в 
многообразие Ут. 

Определение 1.' Струей jx
pf отображения f с началом в 

точке х называется элемент {/} фактор множеств а Ф по отноше­
нию эквивалентности р, 

Поскольку это отношение эквивалентности не зависит от того 
или иного выбора локальных координат для записи отображений 
/ и g, то р-струя также является понятием, по существу не свя­
занным с координатами многообразий Vn и Vm, а лишь с сами­
ми многообразиями Vn и Vm-

Множество Jp(Vn, Vm) всех p-струй, начала которых при­
надлежат ]/п, а концы Vm, образует гладкое многообразие: 
если (U, х1) — карта многообразия V„, a (U',ya) — карта мно­
гообразия Vт, то над UxU'czVnXVm естественно возникает 
карта (ir-(UxU')5 -*-'. ya, у*, ..., ^ , . . . -р) , где -У",.л = й,..лу» — 
числовые значения частных производных порядка s < p от 
функций yrj,{xk), определяющие в своей совокупности от s = 1 
до s = p струю в точке .x(x'-)6U, а я — естественное гладкое 
отображение (проекция) 

•*:JnVn,VJ + VnXVm, 
которое сопоставляет струе fp = jpfQJp (V„, Vm) пару 

"С/")—(«С/'), PC/-7)). 
состоящую из начала струи а (/.") == x£Vn и ее конца р(/р)== 
•=f(x)evm. 

Пусть теперь локально определены два гладких отображе­
ния: / из многообразия Vn в многообразие Vт в окрестности 
точки хвУп и g из многообразия Vm в многообразие Vг в 
окрестности точки / (л:). Тогда в некоторой окрестности будет 
определено гладкое отображение g°f из 1/„в V,. Для p-струй 
этих отображений можно определить их композицию, положив, 
по определению, ; 

Для произведения трех p-струй имеет место ассоциативность. 
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Согласно формуле (1), каждому фиксированному первому мно­
жителю jf,x)g отвечает некоторое специальное отображение из 
•fp(V„, Vm) в Jp(Vn, Vi), а каждому фиксированному второму 
множителю jpf отображение из У..5 (Vm, V,) в Jp(Vn, Vt). 

Струя любого порядка называется с т а ц и о н а р н о й , если 
ее начало х совпадает с концом /(x)==x. Струя тождественного 
в точке х отображения называется н е й т р а л ь н о й с т р у е й 
в т о ч к е х. Нейтральная струя в точке xGVn играет роль 
правой единицы для всех струй, начинающихся в х, и роль ле­
вой единицы для всех струй, имеющих точку х, своим концом. 
Обратному отображению отвечает обратная струя, т. е- струя, 
произведение которой на исходную равно нейтральной струе. 

Легко убедиться в том, что совокупность р-струй, стационар­
ных и обратимых в точке xGVn, образует группу Ли — так на­
зываемую группу и з о т р о п и и (полную) ЬПР(УП, х) 
п о р я д к а р в т о ч к е х. 

Можно установить изоморфизм всех таких групп с группой 
Л£ ==L£ (/•?'-, 0), называемой д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й груп­
пой порядка р, с помощью отображения 

i-JU-h{Jlf)-\ 
где /обЛл/ — Ln(Vn, х), а /о/—- />-струя любого регулярного 
отображения / из начала 0 арифметического пространства R" 
в точку х&/„. 

Более подробно о свойствах группы Dp смотрите [17]. 
Аналитическое инвариантное описание теории струй отображе­
ний см. [60], [62]. 

2. Главное расслоенное пространство реперов высшего 
порядка. 

О п р е д е л е н и е 2. Р е п е р о м г? п о р я д к а р (p-peпе­
ром, р — 1,2, . . . ) на гладком многообразии Vn в точке x£Vn 
называется обратимая p-струя с началом в точке 0е/?" и кон-

* о 
цом х. Корепером гр в той же точке х называется обра­
тимая />-струя из х в Об/?". Если /-£.г_? = 8-~ (ЬР единица груп­
пы Dn), то репер и корепер называются взаимными (сопря­
женными). 

В случае р — \, понятие репера совпадает с обычным поня­
тием векторного репера касательного пространства Tx(Vn). 
Как уже отмечалось, множество всех реперов первого порядка 
образует главное расслоенное пространство H(Vn). В случае 
реперов произвольного порядка р, имеет место такая же ситуа­
ция, так что термин «репер» оказывается правомерным (мы 
условились элемент любого главного расслоенного простран­
ства называть репером в данной категории расслоенных про-
щршсте). Обозначим через #~-(Vn) миюжастшо всех p-репе/ров 
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многообразия Vn. На Hp(Vn) определено действие группы Dnp 
по закону умножения /ьструй 

rp
x»rp

x-P, IP&DI, 

которое определяет слой как просто транзитивное множество 
всех реперов г Р. С общим началом х. 

Далее, каждой карте (U, ср) на Vп отвечает сечение (поле 
натуральных p-реперов) 

Jc = qr-(^*)^r5--=j.$wqr1 ••-?(*), *eU, (xft)6#V 
где tq>{x) — p-струя трансляции из О в y(x).QR'1. Таким образом, 
произвольному реперу ГР в точке xQUcVn можно сопоставить 
пару 

rpA{x,lP)eUxDp
n, rx^rp

x-lPr 

что является тривиализующим для Hp(Vn) над U отображением. 
Натуральная параметризация /?" порождает параметризацию 
всей группы Dp

n. Соответствующие координаты (xl(x), xi \lp), 
х1

ы(1р), .. .,xl
k й (I?)) (симметричные по нижним индексам) пары 

(х,1р) определяют на Hp(Vn) карту (я.-"""1 (U), ф). Набор этих 
карт обладает гладкими функциями перехода и определяет 
на Hp(Vn) структуру гладкого многообразия, относительно 
которой отображение 

KP-.HP{Vn)^Vn, К(ГР)^Х 

является очевидно гладким, играя роль канонической проекции 
многообразия Я-Р(УП) как главного расслоенного пространства. 

Так как каждый р-репер охватывает последовательность ре­
перов всех низших порядков, то определена ступенчатая после­
довательность гомоморфизмов-охватов: 

-г.3 i t ' ' - 1 -r3 -t2 

{to} tf" (Vri) {to} ИР" (Vn) {to} . . . {to}#2 (Vn)^H(Vn) -+V№ 
„ 2 p—1 a 

ft-P ~-= T-oT-io . . . 0TCp_20TCp_'i. 

3. Расслоения дифференциально-геометрических объектов. 
G-структуры высших порядков. Как нам известно, каждое глав­
ное расслоение Р(Мп, G) порождает категорию К{Р) присоеди­
ненных расслоенных пространств, точки которых мы называем 
геометрическими объектами. Ввиду особой роли, которую 
играют в дифференциальной геометрии главные расслоения 
Hp(Vn) реперов высших порядков, геометрические объекты из 
категории /C(H~ (Vn)) называются дифференциалы-ю-геометри-
ческими объектами. Именно такие объекты возникают в геомет­
рической теории дифференциального исчисления в широком 
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смысле слова: в Современном анализе, в теории дифференци­
альных уравнений, в вариационном исчислении, в теории диф­
ференциальных инвариантов любой геометрической структуры. 
Но прежде всего их роль заключается в определении самого 
ПОНЯТИЯ дифференциально-геометрической структуры (ИЛИ, 
G-структуры). 

О п р е д е л е н и е 2. Пусть .Г — любое (не тривиальное) 
пространство представления дифференциальной группы D n

p . 
Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о - г е о м е т р и ч е с к о й с т р у к т у р о й 
п о р я д к а р на м н о г о о б р а з и и V,- мы называем се­
чение 

s:Vn-»F{H*<yn)), 

где F{HP{Vn))(^I<{Hi'{Vn)) — присоединенное к HP(V„) рас­
слоенное пространство дифференциально-геометрических объек­
тов типа F. Иначе говоря, дифференциально-геометрическая 
структура порядка р есть поле дифференциально-геометри­
ческого объекта расслоения F(H"(Vn)) над базой V,r 

Если даны два расслоения F(№{Vn)) и F(Np(Vn)) и рас­
слоение F(Hp(Vn)) охватывает расслоение E(№(V,.)) 
q>:F(HP(Vn))-+F(HP(Vn)), то д и ф ф е р е н ц и а л ь н о - г е о м е т р и ­
ч е с к о й с т р у к т у р о й п о р я д к а р на F(HP(Vn)) назовем 
сечение 

• s:F{Hp{Vn))~>~F{FI"{Vn)), c p o ^ i d ^ . 

G - с т р у к т у р ой п о р я д к а р на Vn мы называем се­
чение s :Vn-*F(Hp(Vn)) однородного расслоения. Такое сече­
ние, как нам известно, эквивалентно редукции расслоения 
#P(Vn) к некоторой замкнутой подгруппе {̂subset}Dn-°; эта редук­
ция в общепринятом смысле и является G-структурой порядка 
р, соответствующей полю геометрического объекта s(Vn) . 
В любом из указанных выше случаев геометрический объект 
сечения s .называется с т р у к т у р н ы м о б ъ е к т о м д а н ­
ной с т р у к т у р ы . 

П р и м е р 1. Векторное поле есть простейшая классическая 
дифференциально-геометрическая структура первого порядка. 
Другими примерами структур первого порядка являются: ри-
манова структура (или ортогональная структура), другие тен­
зорные структуры как поля тензоров тех или иных типов, рас­
пределение m-мерных плоскостей как поле грассманова рас­
слоения (Г-структура по Леграну), многомерные ткани и т. п. 
Во всех этих случаях речь идет о геометрических объектах, 
присоединенных к расслоению векторных реперов, т. е. реперов 
первого порядка. 

П р и м е р 2. Обозначим через VP И назовем ^-скоростью 
на многообразии Vn p-струю из точки об/? в точку xQVn. 
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Ясно, что p-скорость ч)Р, определяется в локальных координа-
/ dx* d2xl dPx*\ 

тах на Vn набором числовых значений [х1, •--—•, ——•, . . . , ——-dt ' dt" ' " • • ' dtP ) 
в точке t = 0. Множество всех p-скоростей многообразия Vn 
образует расслоенное над базой Vn пространство TP(Vn), 
присоединенное к НР(УЯ), типовой слой которого То* образован 
всевозможными p-скоростями из точки oQR В точку 0&R'1, 
а типовой охват определяется по закону умножения р-струй 
формулой 

vP = rp-VP, rPxeHP(Vn), V&T§. 
В силу определения ^ ( V J , p = 1,2, . . . , имеет место после­
довательность проекций (охватов) 

Р х2 
ТР 1УП)—~ТР-' {Vn) {to} . . . {to} Г {Vn)-lT (Vn)-Wn, 

•xP == x-o-c^... otP-iox^j: TP (Vn){to} V„. 
При р — \ мы имеем дело с обычным расслоением T(Vn) каса­
тельных к Vn векторов. 

Наш пример дифференциально-геометрической структуры 
высшего порядка состоит в том, что подобно тому, как вектор­
ное поле Vn{to}7(Vn) приводит к системе обыкновенных диф­
ференциальных уравнений первого порядка, сечение 

f:TP-HVn)-»TP(Vtl), ^_1°/=id rP_1(V ,„ ) 

определяет систему обыкновенных дифференциальных уравне­
ний порядка р: 

dPxl_ fi i k dx^_ dP~ixk\ 
dtP ~~J \X ' dt ' * ' • ' dtp-1 ) ' 

Таким образом, мы имеем дело с дифференциально-геомет­
рической структурой порядка р с базой TP~l(Vn). 

П р и м е р 3. Ограничимся пока лишь констатацией того 
факта, что аффинная связность на многообразии Vn является 
G-структурой второго порядка, так как объект аффинной связ­
ности, поле которого задает аффинную связность на Vn, при-
соединен к главному расслоению H2(Vn) реперов второго по­
рядка. 

§ 6. СТРУКТУРНЫЕ ФОРМЫ И СТРУКТУРНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
РАССЛОЕННЫХ ПРОСТРАНСТВ И О-СТРУКТУР 

1. Структурные формы расслоения р-реперов. Напомним 
что p-penep ГР£НР(МП) многообразия Мп в точке xQMn, есть 
обратимая p-струя из начала OQ.R11 в точку xQMn. Рассмотрим 
наряду с расслоением р-реперов //•" (/И„) тривиальное рассло­
ение /--реперов пространства R" НР {R") = Rny^Dp

n. Натураль-
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ная параметризация в Rn порождает параметризацию полной 
дифференциальной группы Dp и всего расслоения HP(R"). 
В частности, в точке вР — (0, ЬР)$НР (Rn), где 8-°.— единица 
группы Dp

n, возникает базис касательного пространства Тер, 
векторы которого можно пронумеровать с помощью набора 
индексов k,lu . •., lp'-ek, e'k\ elg\ ..., е£""Ч пробегающих зна­
чения от 1 до п, но так, что i i < / 2 < • • • <1Р (удобно, однако, 
разрешить любую перестановку индексов /1, . . . , / , , считая, 
что векторы eg', . . . , e%'"tp при этом не меняются). Возьмем 
(р — 1)-репер, определенный репером ГР-.Г?-^J-£_i(r£), а также 
(р—l)-penep -^•----•л,£_1(е-о)=-(0, ЬР-^QHP-1 (R"). Можно заметить, 
что репер ГР&НР(А1П) определяет линейное отображение (изо­
морфизм) 

г£:7>_. (HP'1 (R"))^Tr^: (#р-- (Mn)), 
* 

а взаимный ему корепер r j —обратное отображение 

ГР : То-г (If-* (M«)) {to} ТЕР_: (Н^ (/?")) = Rn + Ър
п~\ 

где Dprl = T(jp^l(DPr1) — алгебра Ли группы Dp
n~l. Таким обра­

зом, на многообразии НР(МП) глобально определена линейная 
дифференциальная форма <х>р со значением в векторном про­
странстве RnJ

rDp~1: 

хРет р(нр(мп)). (1) 
Г X ГХ 

В базисе ek,e!
/i,e'/',...,e';-"1

P-ieR'lJt-Dp
n~1 форму ~ФР можно 

представить в разложении 

..̂ .--.-0)*7л + ш*4 + о)*/^л+ ... + <._, ^ - - Р - ! , 
где ш*, af,.. .,со* . —скалярные линейные дифференциаль­
ные формы, симметричные по нижним индексам. Форму ®Р С ее 
скалярными компонентами будем называть структурными 
формами р а с с л о е н и я НР(М„). 

Имеет место ([30], [31], [57], [58]) следующая важная тео­
рема: 

Теорема \. Скалярные компоненты со'г, со*, . . .,ш* , 
глобально определенной по формуле (l) структурной формы 
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расслоения №(M„) (p=1, 2, . . . ) удовлетворяют следующим 
структурным уравнениям: 

da1 = ак/\al
k, 

.4ш£ = ш£Лю} + --'Л--1г (2) 
• < Ч , . . л = 2 «! ista)i mU{cdot}..*«A4a+1...^ + m t A 4 , , , v , 

a - = l , . . . , s 

(s-=2,3, . . . ,p — 1) 
и в локальных координатах на Нр {Мп), порождаемых натураль­
ным полем реперов, могут быть вычислены с помощью следую­
щих рекуррентных формул 

<a' = 4dx*, (Jcĵ *--=8/'), 

<=х1(ах*-хш<°т)' (3) 
S 1 . . . S , / [dxlkl...ks 2ja\(s-~a)! •xirnill...ka

a'ka+l.../ls)j 
a-=i,.. . , * 

( - - 2 , . . . , ^ - 1 ) . 
Замечание. Как видно из координатной записи (3) форм 

* о- —xj;edx*, они имеют смысл координат касательного к Мп 
—> —> 

вектора dx = dxiafiTx(Mn) (относительно подвижного репера 
rjc: {ei==xfak} [ak — —i—натуральный репер, сопряженный 

X X \ ОХ 
\ -> 

к базису dxk. Дифференцируя векторы ek в точке х по пара-
' X 

—> —> 

метрам х\ и разлагая dek по векторам еь получим 
X X 

de,i = xi
ldxt

llei='(i>t
kel, 

X 

где (й1
к— ограничение форм ш£ на слой (~o)_1(x) расслоения 

2" 
- с -

H2(M„){to}M„, представляющее по существу базис форм на 
слое (-cj)_1(x) расслоения H'(M„)->-M„ реперов первого по­
рядка. 

2. Структурные формы и структурные уравнения главного 
расслоенного пространства Р {Мт О). Согласно предыдущему 
пункту, к многообразию Р также можно присоединить после­
довательность главных расслоений его реперов различных по­
рядков P<-Ii1(P)<-H2(P)<- ... -г- Hs (Р) ч- . . . и. соответст­
вующую систему дифференциальных форм 
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со', и£, со^. . . . , < . . . i J W . . . ( / , К, L, ... = 1,2, . . . , dim P). 

Однако то обстоятельство, что само многообразие Р(Мп, G) 
имеет структуру главного расслоенного пространства, позволяет 
выделить инвариантным способом в каждом из расслоений 
НХ(Р), //2(F), . . . некоторое подрасслоение и соответствующие 
ему дифференциальные формы. 

Так, в многообразии Я1 (Р) всех линейных реперов, каса­
тельных к Р, выделим подмногообразие Р1 = Н\(Р)аНх{Р) 
следующим способом. Выберем в алгебре Ли & группы G базис 
—> 
eaG& = Te (G) (е — единица группы G) и построим в каждой 
точке lQP(Mn,G) вертикальный репер еа (репер слоя, про-
ходящего через точку |) с помощью изоморфизма ag группы G 
на слой точки Е, определяемого элементом | по формуле 
<*tte)=t-g (geo)-

I 
Теперь определим подмногообразие Н\(Р)сН1(Р) как множе­
ство реперов г.5 вида 

—... 
где еА — совершенно свободные векторы в точке 5, дополняю-
щие вертикальные векторы еа (?) (образующие, между прочим, 
базис фундаментальных векторных полей расслоения Р) до ба­
зиса пространства Г--(Р).В расслоении реперов второго порядка 
Я2(Р) выделим полный прообраз Н\:Щ (Р) = (—f)-1 (H\(P))czH2 (P). 
Будем теперь считать формы со7 ограниченными на подмногообра­
зии Н\(Р) (они могут, следовательно, считаться определенными 

и на Н\(Р)-> Hi(P)). Точно также формы со7. будем считать 
ограниченными на Н\{Р). В силу сделанного выбора векторов 
—> 
<?я(?;), система форм юй, входящая в состав системы (лк = 
— (со*, соа), становится инволютивной, а для этого, как известно 
(Теорема 1, § 1), необходимо и достаточно, чтобы в структур­
ных уравнениях (2) 

dcoft = со7- Д ©/' = ш' Л ш|г + <--а Л а'г 

формы ш* были связаны уравнениями 
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Более того, так как векторы ea(i) в каждой точке .-6-° фик­
сированы, то имеют место также и соотношения 

Ц=££Х + Я>*, 
так как при фиксации точки |6Р или, что все равно, при 
G)ft(S)==cov(S)---.0 

зХ(Ю = < ( 8 )5 (£ ) + со*(8)|/г-=сое/(8)7рШ^о 

и, следовательно, .эР(8).= 0 (8 —любой оператор дифференциро­
вания, сохраняющий точку Е). 

Как видно из координатной записи форм со* и ш«, можно 
еще более сузить подмногообразие Н\(Р) до такого макси­
мального подмногообразия Р2 = Н\{Р)с:НЦ<Р), на котором 
-5*.==-6*-,-=-5рЛ-= 0, Ej^ + .S^ — O, не ограничивая при этом ре­
перов первого порядка. Таким образом, на Р2 = / / | (Р) 

< = 0 , «« =jC«7cov, С« — - С « , . - _ ? « , (4) 

и, следовательно, для форм со*, со™ имеют место следующие 
уравнения 

dco«==-i-C^coPAcov + coftA^, <5) 

где С" —структурные константы группы Ли О. Последний факт 
имеет место, в силу тог-о, что при любом изоморфизме о--

—> 
каждого слоя Ох на группу Ли G поле реперов 1->еа(1) (1&Ол) слоя Ох отображается на левоинвариантиое поле реперов 
группы О, порожденное репером eaQTe(G). А это означает, что 
ограничение ®а форм юа на слой Gx отождествляется, в силу 
о-1, с левоинвариаитными формами группы О, соответствующи­
ми базису еа, так что при этом dffla = y С^шРд^. а С^у яв­
ляются структурными константами 'группы G, соответствующи-

—> 
МИ баЗИСу ссббТе(С)-

Уравнения (5) и формы со/г, соа называются, соответственно, 
структурными уравнениями и структурными фор­
мами главного р а с с л о е н н о г о п р о с т р а н с т в а 
Р(Мп, Q). Их роль в изучении различных структур, задаваемых 
на расслоении Я, такова же, как и роль структурных уравне­
ний и инвариантных форм группы Ли. Напомним, что формы «', 
соа играют в каждой точке £бР роль подвижного корепера» 
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сопряженного подвижному реперу {еи <?«(£)}£Н\(Р), многообра­
зие которых Н\(Р) образует G-структуру на многообразии Р 
в смысле редукции расслоения реперов Я1 (P) к подгруппе 
..QdQL(n-\-r, R) матриц вида —j—- , где E-единичная мат­
рица r X r и A- - произвольная невырожденная матрица n x n . 
Формы и*, образующие самостоятельную инволютивную систе­
му, называют базовыми, так как по сути дела они опреде­
лены на Н1(М^). Формы же со» при фиксации точки х баш Мп 
отождествляются с корепером на слое Gx, сопряженным полю 
реперов l-^-ea(l), и носят название слоевых. Отметим также, 
что многообразие Р2~Щ(Р), будучи редукцией расслоения ре­
перов второго порядка' Н2 (Р), является примером G-структуры 
второго порядки, причем имеет место ступенчатая последова­
тельность расслоений, 

Мп+-Р*-Н\{Р)<-Щ{Р). (б) 
Имеет место дальнейшее продолжение этой последователь­

ности редукций расслоений реперов высших порядков на много­
образии P. Следующая ступень этой последовательности 
строится так. В силу проекции к3:Н3(Р)->Н2(Р), формы со*, 
ю", ©а, сор увлекаются с многообразия Н\ (Р) на его полный 
прообраз //|--= (т-!)"1 (//I), на котором имеют место соотношения 

^ap==--5ap.-Cu' + -5-,pYCuv, 5ap Y -= .Sa Y p , 

<A-=—GP>I + -5^co' + -5PVV. 
п<х г><х п а ->a 
£Sp/;/==.Op«, /J3ftV-=.0Y/.p, 

возникающие в результате внешнего дифференцирования (4) 
й (б) и применения леммы Картана. Редукцию Р3&*Нз(Р)с. 
сН1(Р) определяем теперь, как максимальное в Hl(P) под­
многообразие, на котором B'ai=B'afi=Biia=B^{y=:0. Таким 
образом на Р3=Н1(Р) имеем 

- . - a p - 1 » , .J-pft — - - - - - p Y » f t . 

В результате проведенной специализации реперов третьего 
порядка внешние, дифференциалы форм со* и о>« принимают 
следующий канонический вид: 
, dfflf — 5) fA<+u> m A<„ , 

rfco«=2(D|Ae^ + <A-o/
a+ffl-Afl)2;,, ^ 

£ последовательность (6) дополняется еще одной ступенью 
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it я« п\ 4 
Mn<-P<-H\ {P)*-Hl (Pyi-ffl (P). (8) 

He описывая далее этот процесс продолжения последователь­
ности (8) и, соответственно, структурных уравнений (7), мы-
отошлем читателя к работам [59], [171]. где этот процесс про­
должения описан в несколько иной форме и где даны струк­
турные уравнения для произвольного порядка продолжения 
последовательности (8). Сформулируем лишь окончательный 
результат. 

Т е о р е м а 2. К каждому главному расслоенному прост-
л 

ранству Р(Мп> G\-yMn присоединяется многоступенчатая по­
следовательность главных расслоений над той же базой 

Pi (Мп, 01) {to} рч-г {Мп, ОГ1) -• •. • • 
я\ jtj п 

... {to} я 2 {мп, с?2)-> я - (мп, Gi){to}p{to}M„, 
где Р"(Мп, Of,) (q = \, 2 s, . . .)czHi (P) и состоит из q-pe-
перов, являющихся <7-струями всех локальных изоморфизмов 
тривиального расслоения Д " х О в Р(Мп, О) с началом в точке 
(О, e)£RnXO, а структурная группа Gq

n расслоения Рч (Мп, О1."){to} 
->Мп образована ^-струями всех локальных изоморфизмов 
q>:RnXG->RnXG, сохраняющих слой' {0}xOcRnXG; при 
этом оставшиеся независимыми на Pq с / / ' ? (Р). ограничения сле-

дующих компонент формы смещения со'?: coft, соа, со* . . . , со* , 
' ' ' • • • - i j r - i 

со", ©«,, • •.,<--"_-, (симметричных по нижним индексам) удов­
летворяют уравнениям 

dcoft — cuJA<J-f, d")a = — CSvcul-AcoY + m'-Aco^, 

"= 1 ! (9) 
dm"»---B=8

a .2 |jBi ( s-«)i [--{*,-*MA--?a+1,„ftj)< + 

5 = 1 , 2 q — \, 
где 

^. .M=4C« . . .V 
3. Структурные формы присоединенного расслоенного про­

странства. Как уже известно (§ 4, п. 2) для построения присо-
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единенного к главному расслоению P(M,G) расслоенного про­
странства F(P(M, G)) достаточно задать G-пространство F c 
левым действием группы Ли G (типовой слой), что позволяет 
определить F(P(M, G)) как расслоенное факторпространство 
тривиального продолжения расслоения Р(М, G)—P(M, G)xF 
по следующему действию группы G на Р(М, G)XF 

Rg$>y) = (t-g>g~lr)< --P. YQF, geo. (1o) 
Вновь предположим (как это практически всегда и имеет место 
в геометрических исследованиях), что F имеет структуру ариф­
метического пространства RN и зафиксируем поле натуральных 
реперов на F е{ и взаимных кореперов dYr (/•— 1,. . . , N), а рас­
слоение Р(М,0) снабдим многообразием Н1

х(Р) реперов 
—> —> г{ — (еп еа\- Не меняя обозначений векторов репера, снабдим 

— > — > — > • 

расслоение Р(М, G)\F многообразием реперов (еи еа, е/)(§,ю, 
сопряженных кореперам (со', аа, dY'), где ш', ша—структурные 
формы расслоения P(M,Q). 

Пусть 
q>:P(M, 0)XF->F(P(M, О)) 

обозначает отображение факторизации (ТИПОВОЙ охват). Со­
гласно определению отображения ср, для каждой точки 
y = V(t,Y) = 1--YeF(P(M,G)) 

Ф'1 (40=-(Я* в П } . 
где g пробегает всю группу G. 

Гак как каждое подмногообразие ср"1 (у)аР(М% G)XE диф-
феоморфно, в силу (10), слою G%l)c, относительно первой проек­
ции prjiPXE->•£*, то взамен векторов ег/, можно ввести век-
торы 

подобрав коэффициенты v/ (i=, Y) так, чтобы б« образовали 
оазис касательной плоскости Fa,n\<fl (У)] подмногообразия 
Ф-1 (У),_ y==\-Y. Преобразование репера (е{, еа, е/)&,У)~у 

->{еь е'а, e/)(!ji--) приведет к замене сопряженного корепера 
(ш', ш«, dY!)-> (со1, со̂ , dY' + ti^l, К)и«). 

Система линейных дифференциальных форм ш1, со", t\Yr = dYIJr 
+ •/.£(.., К) ша определена на многообразии H\(P)xF. Особую 
роль для расслоения F(P(M,G)) играет в этой системе под­
система форм 
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AY /-=dr / + 7.^ ,r)cDc>-, 

которая обладает следующими свойствами ([55]): 
а) Эта система форм инволютивна, так как интегральными 

многообразиями системы уравнений Пфаффа сиг = 0 , ДК7 — 0 
являются подмногообразия qr1 (у), расслаивающие много­
образие Р (М, G) X F (точнее говоря, интегральными много­
образиями являются полные прообразы подмногообразий 
Ф_1(г/) относительно естественной проекции //1

I(P)XF{to}-DXE). 
Таким образом уравнения «' — О, LY'= dY! -^\-г\'а(£, K)u>° — 0, по 
существу, характеризуют фиксацию точки y — \-Y = <p(-., Y). 

б) Коэффициенты ^ ( ? , К) на самом деле зависят лишь от 
элемента Y и совпадают с соответствующими коэффициентами 
структурных форм dY7 +-/,«(Г) 9а G-пространства F 

если 0° —базис левоинвариантных форм группы Ли G, соот­
ветствующий тому же базису алгебры Ли группы G, что и 

—> 
фундаментальные поля еа расслоения Р (М, О). В самом деле, 
изоморфизм a:6x-±G, продолженный в изоморфизм crXid-.G^X 
X F - > G X E , переводит подмногообразие q/ (y)QGxXF в интег­
ральные многообразия фундаментального распределения G-
пространства F (§ 3, п. 1), так что при са- = 0 формы соа отож­
дествляются с формами 6а, а формы dY1 -\-т{а{%, К)ша с форма­
ми d r / + 7ii(K)0a. 

Дифференциальные формы 

AY'^dY' + yiiiY)®"; ш' 
названы Г. Ф. Лаптевым с т р у к т у р н ы м и ф о р м а м и 
п р и с о е д и н е н н о г о р а с с л о е н н о г о п р о с т р а н с т в а 
F(P(A1, G)). Хотя эти формы и определены на многоообразии 
H\(P)XF, однако они являются полубазовыми линейными фор­
мами относительно F (P(M, G)), как базы естественной проек­
ции Hl{P)xF->P(M, G)XF1>F(P(M, О)), т. е. ш-, ДУ; обра­
щаются в нуль на слоях расслоения Н\ (Р) xF-*-F(P(M, G)) 
и, следовательно, линейно выражаются через дифференциалы 
dxl, dy! локальных координат расслоения F (P(M, G)). Возни­
кающие при этом соотношения 

dYl + fi'a(Y)^ = 0, ю* = 0 (11) 

• характеризуют дифференциальный закон изменения относитель­
ных координат Y1 элемента у, вызванного смещением абстракт­
ного репера f. в слое Gxd£-
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В силу инволютивноега, система структурных форм расслое­
ния F (Р (М, О)) подчиняется (см. [55]) внешним дифферен­
циальным уравнениям 

^ = А К - Л ( - ^ ) + ^Л^(Г)а>?, ( 1 2 ) 

da1 — ШЙЛ---А> 

называемым структурными уравнениями присоеди­
ненно го р 'асслоения F(P(M,Q). 

4. Уравнения О-структуры. Пусть заданы два расслоенных 
пространства A = F(P(M,Q)) и B = F(P(J\4,G)), присоединен­
ных к одному главному расслоению Р(М, G) с типовыми слоя­
ми F и E, соответственно, и между ними имеет место отобра­
жение охвата (§ 4, п. 3) 

Ф:Р (Р (М, G))-+F(P {M, О)). 
G-структура типа F с базой A—F(P(M, G)) определена выше 
(§ 4, п. 5) как отображение 

f:F(P(M,G))-»F(P(M,G)) 
такое, что Ф°/=*1д.р{Р(м,а)) т. е. как сечение расслоения 
.6->Л над А. 

Если dK/ + 7,4(r)_ea и dZA-\-^i(Z)Qa— структурные формы 
G-npocTpaHCTB F и F, соответственно, то в силу п. 3, системы 
форм 

(AF/.=-d7/ + ^ ( n - - a , - - 0 , (bZA = dZA + %(Z)®a, со') 
будут структурными формами расслоений F (P (M, G)) и 
Т(Р(М, G)), соответственно. Так как охват Ф:5->Л порож­
дается некоторым С?-охватом <&Q:F-+F соответствующих типо­
вых слоев, то, в силу критерия (7-охвата Г. Ф. Лаптева (Гео­
рема 3, § 3), отображение Ф является отображением охвата 
тогда и только тогда, когда оно индуцировано некоторым 
отображением 

<D0:E{to}E, YJ = oi(ZA) 
и при этом, вследствие отображения Ф: 

d r / + ^ ( Y ) » a = ^ . r ( d z 4 ^ ( 2 ) c o K ) . 

Очень часто координаты Y1 в пространстве F выбирают в ка­
честве части координат пространства F:Y'=Zf и тогда в си­
стеме структурных форм (Д2Л, со') выделяется инволютивная 
подсистема 
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(AZ' — A Y ' X ) , ( i - 1 , . . . , л , 7 — n + l , . . . , й + /, 

A==/ i+ l , . . . , n-\-in, / n > i ) . 

что мы и будем в дальнейшем считать выполненным. Итак, 
критерий охвата расслоений имеет полную аналогию с крите­
рием G-охвата G-пространств, и эта аналогия, как мы видим, 
не случайна. 

Теперь перейдем к описанию отображения /, задающего 
G-структуру также в терминах структурных форм. 

Так как структурные формы LZA = dZA-\-r\A(ZB)(Aa, ш' 
являются полубазовыми по отношению к многообразию 
B=F(P(M,G)) и, следовательно, линейно выражаются через 
дифференциалы dzA, dxl локальных координат (zA, х1) расслое­
ния В, а структурные формы Az7, со'—полубазовые по отноше­
нию к многообразию F(P(M, О)), то вследствие отображения / 
и его свойства: Ф°/ — ЫР(Р(АШ)), имеем 

LZ^^dZ^+^Z1, Z /)to«--=2?(dZ /+^(Z /f)a>«-)+Z?(o', (l3) 

где hZA надо понимать, разумеется, как ограничение форм A-Z 
на сечение f{P{P{M, G))). 

Очевидно, имеет место и обратное: если какое-либо отобра­
жение f : A->B влечет (13), то это отображение является сече­
нием В над A и определяет G-структуру на A = F(P(M, G)) 
типа Р. Соотношения (13) называют с т р у к т у р н ы м и у р а в ­
н е н и я м и G - с т р y К т у р ы / (или д и ф ф е р е н ц и а л ь и ы -
ми у р а в н е н и я м и с т р у к т у р н о г о о б ъ е к т а f). 

З а м е ч а н и е . То, что расслоения А и В присоединены к 
одному и тому же главному расслоению Р{М, G) и В охваты­
вает А, не столь существенно в определении G-структуры. Если 
бы расслоения A и В были присоединены к различным главным 
расслоениям Р(М, G) и Р'(М, С), соответственно, то мы могли 
оы считать их обоих присоеди-нетными ,к главному расслоению 
Р(М, G)®MP'(M, G') с базой М, слоями типа GxxG/ и струк­
турной группой GXG', а в случае необходимости расслоение В 
заменить расслоением В' с типовым слоем EXF' . В таком слу­
чае послойное отображение / : A{to}fi эквивалентно сечению 
/ ' : А—>-В', так как р тождественно относительно канонической 
проекции (охвата) В' на A. 

5. Метод продолжений и охватов в исследовании G-струк-
тур в подвижном репере. Исследование данной -З-структуры 
средствами дифференциальной геометрии состоит, прежде все­
го, в отыскании других G-структур, порождаемых данной 
G-структурой, и выделении среди этих присоединяемых G-струк­
тур таких, которые дают исчерпывающую информацию о дан-
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ной G-CTpyKType (скажем характеризуют ее с точностью до 
изоморфизма и дают полную систему ее дифференциальных 
инвариантов). 

Для достижения этих целей весьма эффективным средством 
являются операции продолжения и охвата, составляющие суть 
метода Г. Ф. Лаптева. 

Аналитическую основу операции продолжения составляет 
теорема, существо которой в общих чертах сформулировано 
Г. Ф. Лаптевым в докладе на III Всесоюзном математическом 
съезде [55] и которую мы приведем вслед за следующим опре­
делением. 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть даны две G-структуры 
/:F(P(M, G))~*F(P(M,G)), 
f:F(P (M, G)) ->F{P (M, С?)). 

над одной базой F(P(M,G)). G-структура / охватывает О-
структуру / ' , если имеет место коммутативная диаграмма 

, -»F(P(M,G)) 
F(P(M,G)) j<p 

I - E (P (M, Q)) 
где cp—отображение Р-охвата, тождественное по F(P(M, G))-

Т е о р е м а 3. Каждая G-структура f:F(P(M, £?))-*• 
r+F(P(M, G)) порождает так называемую фундаментальную 
последовательность G-структур / : , / 2 , , . . , / ' , . . . 

/ * : F (P (M, Q)) ~> F" {Pi (M, GI)), 
где Fq(Pl!(M, G&)) является расслоенным пространством, при-
с оединиеным к главному расслоению Pq (M, G«) и образованным 
q-струями всевозможных локальных сечений расслоения 
F(P(M, G))->F(P (M, G)), f является сечением расслоения 

F" (Р« (М, 0%)) -> F {Р (М, G)), 
образованным ^-струями сечения f:fq = M; структурные урав­
нения G-структуры / ' получаются добавлением к структурным 
уравнениям (13) G-структуры / их следствий, полученных путем 
внешнего дифференцирования (13) и применения леммы Кар-
тана, и тем же способом из структурных уравнений G-структу­
ры /- выводятся структурные уравнения G-сируктур /2, / 3 , . . . , К 
из которых каждая охватывает предыдущие, в том числе и ис­
ходную G-структуру f. 

Операция построения фундаментальной последовательности 
G-структур / , / ' , / - / - , . - . и их структурных уравнений на-

- зывается д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м п р о д о л ж е н и е м 
G - с т р у к т у р ы f, а G-структур а /« называется (у-ым 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м п р о д о л ж е н и е м G - с т р у к ­
т у р ы f. ' 
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Существо метода продолжений и охватов в изучении G-струк-
туры f состоит: 1) в построении фундаментальной последова­
тельности продолженных G-структур /', f2, ..., /в, . . . и их 
структурных уравнений; 2) в построении на основе этих струк­
турных уравнений и критерия охвата G-структур, охватываемых 
фундаментальной последовательностью G-структур. 

Отличительной особенностью этого метода является то, что 
он основан на инвариантном дифференциально-алгебраическом 
аппарате структурных дифференциальных форм рассматривае­
мых расслоений. Эти формы определены глобально и локаль­
ные координаты рассматриваемых многообразий и геометриче­
ских объектов исключаются из рассмотрений, что придает 
аналитическому аппарату метода продолжений и охватов гло­
бально-инвариантный характер. 

Другой важной особенностью представляемого метода 
является то, что он полностью включает в себя метод подвиж­
ного репера Э. Картана, придавая ему универсальный харак­
тер. По идее Картана к каждой точке х многообразия М, вло­
женного в однородное G-пространство X, целесообразно при­
соединить множество всех реперов,' фиксированным первым 
элементом которых является точка х. Под репером в данном 
случае понимается так называемый «геометрический репер» — 
минимальное конечное упорядоченное множество точек из X, 
неподвижное лишь относительно тождественного преобразова­
ния в X. Если некоторый penep Ro из пространства X зафикси­
ровать, то можно каждому элементу u&G сопоставить репер 
Ru — uRQ, отождествив так полученное простотранзитивное мно­
жество реперов с группой Ли G. 

Ограничившись этим множеством реперов, присоединяем к 
каждой точке х&М подвижной репер, первой точкой которого 
является точка х. Таким образом, все множество реперов, при­
соединенных так к многообразию MczX, расслаивается на под­
множества, связанные с той или иной точкой многообразия М. 
Тогда условие стационарности любого геометрического объек­
та Г, инвариантно присоединенного к М в точке х (например, 
касательной плоскости и т. п.), будет выражаться уравнениями 

dYA + nu(YB)^ = 0, и й = 0, (14) 
где шк,-.ша — левоинвариантные формы группы Ли О, ю'г —полу­
базовые структурные формы на X, a dYA~\-r\^(YB) <£>"• — струк­
турные формы (/-пространства, которому принадлежит объект 
Г. Уравнения (14) выражают закон изменения относительных 
координат YA объекта Г при всевозможных перемещениях 
репера в выбранной точке х£М, параметры которого входят в 
формы со01. Хотя Э. Картан и не пользовался явно уравнениями 
вида (14), тем не менее его идея состояла в том, чтобы, исходя 
из геометрических соображений из множества реперов, привя-
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занных к точке х, выделить подмножество, относительно кото­
рых все или часть координат YA объекта Г приняли бы про­
стейшие фиксированные для всего М значения. Этот процесс 
приспособления (адаптации) репера к геометрическим объек­
там многообразия MczX носит название канонизации репера. 
Конечной целью считается присоединение к каждой точке хОМ 
единственного так называемого канонического репера. Тогда 
все оставшиеся незакрепленными координаты геометрических 
объектов, присоединенных инвариантно к многообразию М, 
становятся функциями на М — инвариантами многообразия М. 
Классическим примером канонического репера является репер 
Фреие кривой в евклидовом пространстве, а инвариантами — 
кривизна и кручение кривой. 

Возвращаясь к рассмотрению G-структуры 

f:F(P(M,G))->F(P(M, G)) 
и ее уравнений 

dZA + -J* (ZB, Z") а* « z£&Z° -|- ZA(o>, 

мы, как и выше, находимся в такой ситуации, когда к каждой-
точке х расслоенного пространства F(P(M, G)) оказывается 
присоединенным геометрический объект Г' из пространства 
F(P(M, G)), а также серия других объектов, получаемых в 
процессе продолжений и охватов. При этом относительные 
координаты Z этого объекта зависят от текущего элемента £ 
главного расслоения P(M,G); этому элементу мы .также прида­
ем смысл подвижного репера, пробегающего соответствующий 
точке х слой, 

Таким образом, если сохранять свободу репера £, то все по­
лучаемые в процессе продолжений и охватов свойства и соот­
ношения выражаются в общем репере инвариантным способом. 

Эта особенность аналитического аппарата метода продол­
жений и охватов позволяет распространить метод подвижного 
репера Э. Картаиа на исследование G-структур самых различ­
ных типов. Причем исследование можно проводить двояким 
путем; либо сохраняя в процессе всего исследования свободу 
репера, либо пользуясь приемом канонизации репера, который 
в однородном случае, как мы знаем, приводит к редукциям 
соответствующих главных расслоений. 

Следующий пункт станет хорошей иллюстрацией представ­
ленного здесь инвариантного метода на примере описания та­
кой важнейшей структуры, как связность в главном расслоен­
ном пространстве, детальному рассмотрению которой посвяще­
на глава II. 

B заключение отметим, что работа по развитию общих ме­
тодов исследования в современной дифференциальной геомет­
рии продолжается, причем одним из основных направлений 
здесь является широкая алгебраизация этих методов. Так, аиа-



лйтический аппарат дифференциальных форм, лежащий в осно­
ве многих исследований по дифференциальной геометрии, до­
пускает формализацию в терминах так называемых в н е ш н и х 

„ д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х а л г е б р . 
Исследованию взаимосвязей между G-структурами и соот­

ветствующими им внешними дифференциальными алгебрами 
посвящены недавние работы A. M. Васильева [19], [20], пря­
мо примыкающие к основным идеям метода Г- Ф. Лаптева. 
В исследованиях различных структур находят применения и 
другие алгебраические системы: алгебры Ли, модули над ал­
гебрами (см- [20]), группоиды, категории, алгебраическое 
исчисление струй, теория псевдогрупп Ли. 

6. Связность в главном расслоенном пространстве как поле 
геометрического объекта. Пусть Р(Мп, G) —главное расслоен­
ное пространство и Рх{Мп, Gn

l)czHx(P) — его первое продол­
жение. Обозначим через Ж(Р) многообразие 1-струй всех 
локальных сечений расслоения Р. Каждый элемент Г из 36х (Р) 
представляет собой n-мерное подпространство ТаТг(Р) в не­
которой точке g6P, т р а н с в е р с а л ь н о е к с л о ю т о ч к и 
•g: ГПТ|(.Р) -={0}. Можно заметить, что ЖХ(Р) является рас­
слоенным гаад Мп пространствам, приооедииенным к главному 
расслоению Pl(Mn, Gn1), и что на Ж(Р) определено действие 
группы Ли G, индуцированное очевидным образом действием 
G на Р. Это позволяет построить расслоенное над Мп фактор-
пространство Зё(Р(Мп, G))~3^X(P)/G, также присоединенное 
к Р1(Мп> Gn

x). Каждый элемент ух£Зё(Р) означает множество 
трансверсальных к тому или иному слою Gx я-мерных подпро­
странств, полученных из некоторого Г с ~ 5 ( Р ) , £6GX действием 
группы G на 36х (Р). Одним из определений связности в глав­
ном расслоении может служить следующее определение. 

О п р е д е л е н и е 2. С в я з н о с т ь ю в г л а в н о м р а с ­
с л о е н н о м п р о с т р а н с т в е Р(Мп, G) называется поле 
геометрических объектов из пространства Зё(Р(Мп, G)) над 
базой Мп\ 

у:Мп-+Зё(Р(Мп, G)). 
Иными словами, СВЯЗНОСТЬ у в Р(Мп, G) есть сечение расслое­
ния Э№(Р(Мп, G)) над базой Мп. 

В терминах же элементов из пространства 1-струй сечений 
расслоения Р 1*(Мп,Р) задание связности у эквивалентно' зада­
нию на расслоении Р распределения n-мерных подпространств, 
трансверсалыюго к слоям этого расслоения и ивариантного 
относительно действия группы G на Р. 

ДЛЯ вывода уравнений структуры сечения у мы предвари­
тельно выведем уравнения структуры произвольного трансвер-
сального «-распределения Г на расслоении Р(Мп, G). Каждая 
плоскость ГееТ5(Р) распределения Г может быть задана своим 
подвижным репером 
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.^.-Х+г^ег-, 
6 6 S 

выраженным через подвижной репер rt — {ek, ea}GPx(Mn, Gn)^ 
Для того чтобы в каждой точке -56P коэффициенты Г* зада­
вали переменный базис плоскости Г6, необходимо и достаточно, 
чтобы они удовлетворяли уравнениям 

dTt - I W + ^ = Г?да(о« + Г > р , 
где со*, со — структурные формы главного расслоения Р(Мп, G), 
определенные на Р^М,,, G,1,), а сод1, со*, со"', со —структурные 
формы продолженного расслоения Pl(M„,Gl

n). В самом деле, 
в этом и только этом случае при фиксации точки -. (и, значит, 
при ш'(8)==сйр(8)-0) 

8Г^ — Г«<(8) + со̂ (8) = 0, 
что есть условие стационарности плоскости 1\, натянутой 
на векторы Ek — ek-\-Tk&a относительно произвольных смещений 

s_> - 4 ->• 
векторов еЛ: 8еА--=сй'"(8)е,„ + й)«е-и (см. § б, пп. 1,2). 

Таким образом, в главных деталях доказано первое из 
утверждений следующей теоремы, 

Теорема 4. Уравнениями структуры поля Г «-мерных под.. 
пространств •;|->-Г-6Т5 (Р), трансверсальных к слоям главного 

- • > ~ > , — У 

расслоения Р и натянутых на векторы £А--=-ей + ГАса, являются 
уравнения 

d l t - Г" соГ + ш? — Г^а* + I V - (15) 
Для того чтобы эти уравнения стали уравнениями структуры 
сечения у:М„->Ж{Р(М„, О), задающего связность в расслое­
нии P(Mn,G), необходимо, а в случае связной группы Ли 
и достаточно, чтобы Г™р — С^Г* (СЦ-у—структурные константы G). 

Д о к а з а т е л ь с т в о второго утверждения теоремы можно 
свести к теореме Картана —Лаптева, которая будет доказана 
в следующей главе, целиком посвященной теории связностей, 
но можно получить и независимо от нее, опираясь на аппарат 
дифференцирования Ли (см. § 8). Выберем сейчас первый путь 
и перейдем от семейства реперов (ек, еа) к семейству (/:ft, ca) 
для которого сопряженным корепером станут формы 

5* = ша —Г*ш*, coft. 
Среди этих форм ша являются по существу, формами, глобаль­
но определенными, на расслоении Р{Мп, G) и носящими иазва-
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ние форм с в я з н о с т и у в том случае, если распределение 
Г инвариантно относительно действия группы G на расслоении 
Р и, следовательно, определяет у. 

Учитывая структурные уравнения (5) для форм <аА и ш" 
(§ 6, п. 2), а также уравнения (15), легко получить 

dQa=icp>eA-5v + ^ ^ A 0 ) ' + ( Г й - е д ! ) ш*Л--Р. 
Но теорема Картана—Лаптева утверждает, по существу, что 
формы соа будут формами связности у в том и ТОЛЬКО ТОМ 
случае, если Г"р — С$ДО =з О и, следовательно, если уравне­
ния (15) принимают вид 

dr^-r«<+r^X+^=r"mcom (16) 
и становятся уравнениями структуры поля 

у.Мп->Ж(Р(Мп,0)). 
Геометрический объект у (х)£Ж (Р (Мп, G)) с относительными 

координатами Г" называют о б ъ е к т о м с в я з н о с т и у. 
Уравнения 

d^^C^A^ + R^An1 (17) 

носят название ур а в нений с т р у к т у р ы форм сом связ ­
ности у- Роль форм связности (йа состоит в том, что в каж­
дой точке gGP они определяют плоскость Г̂ б-Г-, {Р) — горизон­
тальную плоскость связности у —в том смысле, что 

X-,er!^<Ba(X-)=-0. 
Итак, определив связность у в расслоении Р (Мп, и) как 

Q-структуру типа у:Мп->Ж(Р (Мп, С?)), мы пришли к ее уравне­
ниям структуры (16) и их эквиваленту (17). Можно показать, что 
коэффициенты Rfa образуют тензор (тензор к р и в и з н ы 
с в я з н о с т и у), охватываемый первым фундаментальным продол­
жением у1 структуры у, т. e. геометрическим объектом с компо­
нентами Г", Г"т. Чтобы в.этом убедиться, достаточно найти 
явное выражение для Rti через Tft, Г"т, получаемое сразу при 
выводе уравнений (17). 

Далее уравнения (16) структуры у позволяют проиллюстри­
ровать прием канонизации репера. Поскольку объект связности 
у (х) относится к однородному типу, возможна полная фиксация 
его относительных координат Г™ во всех точках х&Мп, которая 
происходит за счет помещения векторов ek в горизонтальную 

- —> 
плоскость Tg без дальнейшего ограничения их свободы: ек = 
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==£/.6Г|,^,ГА-=-0. В иных терминах это означает дополнитель­
ную редукцию расслоения Нх (Р) 1-реперов многообразия Р. 

# - (Р) -эН\ (Р) = P1 (Мп, Oi)DHi- (P) 
—> —> 

к расслоению НГ(Р), образованному реперами {ек, еа), в кото-
—> —> 

рых векторы ей —горизонтальны, а векторы еа, по-прежнему, 
образуют базис фундаментальных векторных полей на Р. 
При такой канонизации реперов {вк, е«) уравнения структуры 
у (16) приводятся к простейшему виду ©" = Г™тс...ш, формы со<-
совпадают с формами связности соа=-соа, а формулы охвата 
тензора кривизны становятся простыми: ./?"/• =т,- (Г*/-—Г/й) 

Связность у в главном расслоении Hl (M,,) линейных реперов 
многообразия Мп, структурные формы со', а1

м которого связаны 
уравнениями 

dco< = <в* Л «1, du-̂  ==- «о? Л < + ш'" Л <„,, 

задается в соответствии с предыдущими положениями формами 
связности 

4 = ^-Г1тС0»' 
с объектом связности Тит, 

Уравнения структуры объекта связности принимают форму 
dVL + Глшсо/ - Г},„со£ - Г«ю£, -|- «I,,,,« Г Uya... (18) 

откуда вытекают следующие структурные уравнения форм 
связности, пополненные внешними дифференциалами форм со': 

dm = 5А" Л ®т + -J- ^m/*wm Л «>у, 

5 ' _. р ' р ' /ш —•-• Am — -L mft. 

Коэффициенты Sim образуют компоненты т е н з о р а к р у ч е ­
ния, который в объединении с тензором кривизны Rl

mjk связ­
ности у может быть истолкован как т е н з о р к р и в и з н ы 
(Rmjkf Sim), так называемой а ф ф и и ной с в я з п о с т и у 
на многообразии M„, формами связности которой являются 
формы шк, со'. В случае симметрической аффинной связности: 
ГАт-=ГтА тензор кручения исчезает SAm=-=0 и тогда возможна 
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канонизация реперов второго порядка, при которой Гл.---.— 0 
во всех точках многообразия Мп, так что имеем 

Щ — tok) •--йт=Гй/вУ(~Л Rjmk — ^kjm — Гйт / . 
Отметим то обстоятельство, что, как показывают уравнения 

структуры (18), связность у является дифференциально-геомет­
рической структурой 2-го порядка на многообразии Mn, так 
как объект связности у является элементом расслоенного про­
странства, присоединенного к главному расслоению реперов 
второго порядка Н2(Мп). 

В ряде случаев аффинная связность охватывается продол­
жениями тензорной структуры. Под т е н з о р н о й с т р у к ­
т у р о й типа (р, q) понимают G-структуру первого поряд­
ка, образованную полем тензоров 

t .M, , { to } .7^ , (M„ ) , 

где Т\р
ч) (Мп) — расслоение тензоров типа (p, q) на многообразии 

Мп. Уравнения структуры поля t, как легко это вывести, 
имеют вид 

"1 lt...lq+J h...iq % + • • • +./ ti...ig tt-m — 

— Tmit..!ii<uil — . ..—1 г,..лДтш,?==/ /....у„оУп, 
3k k 

где 7'.*,7j p —компоненты тензора t(x), отнесенные к подвижному 
реперу г1

х6'Нг(Мп) в точке х&Мп. Левая сторона этих уравне­
ний превращается в компоненты к о в а р и а н т н о г о д и ф ф е ­
р е н ц и а л а V-Г тензорного поля t при замене форм ш̂  
формами связности со/. 

Важнейшей тензорной структурой является риманова 
с т р у к т у р а , определяемая полем риманова метрического 
тензора gij типа (0, 2), выражающего скалярные произведения 
векторов подвижного репера r1

x^={et}:gi, = (el, ej). Используя 
X X X 

уравнения структуры метрического тензора gtJ 

dgtj-gi^f-gm^T^eljm^"1 (-9) 
и их первое продолжение, можно с помощью критерия охвата 
показать, что продолженное поле (gtJ, gij,m) охватывает един­
ственное поле объекта симметрической аффинной связности 
по широко известным формулам 

Tb*=Tkjt=^g*"(gtj -gimj —gmit). 

Как известно, такая связность называется рима новой 
с в я з н о с т ь ю . Относительно форм шу = соу — Т%сач римаиовой 
связности уравнения структуры (19) поля метрического тензора 
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принимают форму равенства нулю коварна нтного диф­
ф е р е н ц и а л а Vgtj поля gij 

что эквивалентно свойству римановой связности сохранять 
при параллельном перенесении векторов их скалярное произве­
дение. 

Римановы структуры являются объектом длительного и де­
тального изучения и сейчас на первый план выступает изучение 
глобальных свойств римановых структур- Однако здесь мы не 
будем касаться этих исследований, так как для нас риманова 
структура служит лишь для иллюстрации различных методов 
исследования G-структур. В частности, в следующем параграфе 
будут затронуты те классические тензорные методы и их совре­
менная модификация, которые более всего приспособлены для 
исследования именно тензорных структур. 

§ 7. ТЕНЗОРНЫЕ МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 
НЕКОТОРЫХ СТРУКТУР НА ГЛАДКИХ МНОГООБРАЗИЯХ 

Обычно под «тензорными методами исследования» понимают 
такие способы изучения дифференцируемых многообразий, ког­
да в роли основных исследуемых объектов выступают тензор­
ные поля, заданные по отношению к голономному или неголо-
номному локальному полю реперов. Другими словами, в этих 
методах исследования пользуются локальными сечениями глав­
ного расслоенного пространства линейных реперов, учитывая, 
что в отношении тензорных полей переход от одного локального 
сечения к другому не представляет труда. Для построения но­
вых тензорных полей из ранее заданных используются алге­
браические и дифференциально-геометрические приемы, нередко 
с привлечением новых полей объектов (например, объекта 
линейной связности). 

В общем случае локальное сечение в главном расслоенном 
пространстве линейных реперов /г-мерного многообразия Мп 

— У 

задается с помощью п линейно независимых векторных полей et, 
определенных в некоторой открытой области иаМп. Тогда 
в этой области возникают п линейно независимых l-форм со, 
так что в каждой точке xQU векторы е^х) и ковекторы co'(x) 
образуют сопряженные (дуальные) друг для друга репер и ко-
репер. При этом в области U имеют место равенства 

dm' —-бр-оУ'Лсо'.', \ehej\=—bijes, (1) 

где b'tj (х) — функции от точки, антисимметричные по нижним 
индексам; они служат координатами о б ъ е к т а н е г о л о -
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номности поля реперов {е.}. В частности, если U—коор­
динатная окрестность с локальными координатами .x', то в ней 
можно выбрать поле натуральных реперов |—-\ = д(Х и дуаль­
ных им кореперов {dx1}, так что соответствующие величины 
bljk(x) все обратятся в нуль. 

Отметим некоторые способы построения тензорных полей 
на дифференцируемом многообразии. 

1. Пусть на Мп задана скалярная функция / . Ее дифферен­
циал df определяет на Мп поле ковектора. Если в области U 
мы имеем df — dff®1, то величины df/ (пфаффовы производные 
функции / по отношению к кореперу {со'}) являются коорди­
натами указанного ковекторного поля. Используя вторую 
формулу (1), имеем: 

д?д?-д?дГ*=-ь'цд?. (2) 
2. Если на Мп задана 1-форма со, то ее внешний дифферент 

циал da определяет на Мп поле антисимметричеекого тензо-
ра Wij типа (0, 2). Предположив, что в U имеет место разложе­
ние со = вУ;Со', получим: dcu = ---te.iy-co'A<»;» где 

wtJ -= dfwj — dfwi + bs
uws. (3) 

3. Два векторных поля X, Y, заданных в U: 
~Х = Хгеь Y = YQU 

позволяют построить новое векторное поле —их скобку: 
\Х, У] = (X*dfYl — Y*d?X' — bi

pqXPY<i)el. (4) 
Отсюда, в сочетании с (3), возникает формула (ср. (4), § 1, п. 2) 

dco (X, Y) = X© (?) — Ye> (X) — о ([X, Y\), 
—> —> 

где, по определению, dco(X, Y)=wl]XiYJ. Эта формула часто 
кладется в основу определения внешнего дифференциала 
1 -формы о. 

4. Поле тензора типа (1, 1) на Мп называется также а ф -
ф и норным полем или в е к т о р н о й 1 - ф о р м о й. 
Если даны две такие 1-формы / и g, то с их помощью можно 
образовать на Мп тензорное поле [f, g] типа (1, 2), антисим­
метричное по нижним индексам. Значение этого поля на век­
торных полях X, У является снова векторным полем, вычисляе­
мым по правилу 

[/, g] (X, Y) = \f~X, gY] + \gX, /Y] - f \X, gY] ~ 

-f[gX, Ь-iUX П - ё Й /?l + (/°g + g°/HX, Y\. 
5* 671 



Легко проверить факт антисимметрии (изменение знака при 
перестановке аргументов X, Y) и линейность по каждому из 
аргументов. В репере {е;} тензор [/, g] имеет координаты 

[/• 8\l
lk -fWg'b-gtWj + gpffl-ftffS'j-

-fl, (dfgt - dfg$-g', (dffl - ЭД) — 
- b[s (frgl + gr/l) + b% (fmgl | glJl) -1-
+*a (/^+гур-*я w „ + 0 (s) 

В частности, при / — Я возникает тензор 1 Гейенхейса [200] 
N = -r- [/, / ] аффинерного поля / : 

K-f'jdffi-ndff'j-fiidffi -(?»/*) -
- ^ЛЛ+^ /;д+ад/;„ - й ; * « • <6> 

Другие способы построения дифференциальных комитантов тен­
зорных полей указаны в статьях [133], [280]. 

5. Большие возможности для применения тензорных методов 
возникают при задании на многообразии аффинной связности. 
Задание локального сечения в главном расслоении Н(Мп) со 
СВЯЗНОСТЬЮ приводит к разложению форм связности со/ по 
формам корепера {со1}, отвечающего точке рассматриваемого 
сечения: 

Тогда (см. § 6, п. 6) в области U возникают структурные 
уравнения аффинной связности 

rfffl' - m* Д tiij »-- - т •Sni(0" Л-У' •••--• £' , 

d©} - 5* Л Ч - у Я „ > " Л ш'' - S}, 
а тензоры кручения и кривизны подсчитыиаютси по формулам 

Sjk •....•--- — bjk -\- Г;7: -- Г*Л 

1\рц]~ UpVjfj — dq Vjp — V'/pV,,/, "l" ГД/Гл-р -| ГУ.»"-1 /"/• 
В поле натурального репера эти формулы упрощаются, 
поскольку &|Л = = 0, а пфаффовы производные превращаются 
в частные. Как следует из внешнего дифференцировании 
структурных уравнений, тензорные поля 5/* и Rpq'j удовлетво­
ряют тождествам 

V\kS'ji\ -(- S('jiSi"u, -|- RyiHl =.-«0, 
•V|ft./?i/i.v + .S["/./?ft|«i?=--0, 
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где V— символ ковариантной производной тензорного поля: 

а-=1 *-=1 

При вычислениях с ковариантными производными следует учиты­
вать тождество Риччи: 

+£ w ^ t - V ' - i ъы/тк±.,я. (8) 
a = l 4—1 

В качестве примера использования аппарата ковариантных про­
изводных запишем в пространстве аффинной связности форму­
лы (2)—-(6) в тензорном виде: 

V ^ - V ^ = - S » , (20 
wtj = 4iWj—4jWt — S?}wmi (3') 

\XY\ = (X*V ,K'-.K- V-X' + SpgXPYi) ej, (40 
L/.ff]}»-=/?v,gi-s-;v,/J+gjv.,/i-/jv,g}-

- / i (v/ffi - v < ) - g< (4jft - 4kfs)+S< ,„ ( / ;c+g; /?) -
- s% (/,%+erĵ j) - 5« (f\ng)+eri/;) + 5ji (f*g'n+* j/y, (50 

Nh = fjVsti-n4sfj-fUVjn--Vufj) + Srmfjfb~-
— Sfrfmfk — S'rlfmfj + Sjlifmfl- ( 6 0 

Формулу (4') молено записать также в виде 
[X, Г] = V - ? - V--Y + S (X, Г), (4") 

где V->Y — векторное поле с координатами XSV-Y . 
Эту формулу нередко кладут в основу при определении 

тензора кручения аффинной связности. Подобным же образом 
многие другие тензорные поля можно определять бескоординат-
ным способом, представляя в инвариантной форме результат 
их полного или частичного свертывания с произвольными глад­
кими векторными полями и 1-формами. Например, результат 
свертывания поля тензора кривизны R А с векторными полями 
ХР И уч является тензорным полем ХрУЩр(1

1] типа (1, 1), которое 
—> —> 

в бескоординатной форме записывается как R (X, У). Это поле 
(а с ним и поле исходного тензора кривизны) будет определено, 
если окажется возможным с помощью элементарных операций 
описать его воздействие R (X, Y) Z на произвольное гладкое 
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векторное поле Z. Чтобы яснее увидеть на этом примере связь 
между координатными и бескоординатными методами, будем 
исходить из тождества Риччи для векторного поля Z, записан­
ного в координатах: 

Stk4p-VsVkZl = Rk№+SbffMZl. (9) 
... > ...у 

Введя произвольные гладкие векторные поля X, У, осу­
ществим свертывание обеих частей формулы (9) с XT.-1, учи­
тывая, что 

XWIV/.VP «X* VA (YJVPl) -X*VkYiypi 

и что в бескоордииатной записи правая сторона этого соот­
ношения определяет векторное по ле 

V-> V-xZ— V -*Z. 
х У v-> v 

Переходя к бескоординатиой записи' мы после указанного 
свертывания получим соотношение 

V{to}V->-- —V - > f - V - > V - > 2 ' h V - * • ? -х У VJ>K у v х vj+x 

-R&Y)?-Y4suty2, 
или 

v->v-*2-v->v->{cdot}---v •> ••> ~>->~2~я(х,У)'£. 
sx У УХ v . ? к У"„>;г. лчлг.п v ' 

В силу формулы (4'). возникает соотношение 
R(X, Y)~Z^ V ~ > V - > / - V->V •-—- — V • Д 

которое и может быть положено и основу определения тен­
зора кривизны. Это соотношение иногда записывают в симво­
лическом (операторном) виде: 

RfX, У)-= V->V-> — V-*V-> — V -->•• >• • 
Подобная методика весьма естественна тогда, когда в основу 
определения аффинной связности кладется операция V >Г\ 
введенная выше с помощью координатного метода. При таком 
новом определении (см. [74], [170]) аффинной связностью 
называется закон, ставящий в соответствие двум гладким 
векторным полям X и У третье векторное поле V >У, обла­
дающее свойством линейности по аргументу X (даже при 
умножении X на гладкие функции) и свойством линейности по 
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аргументу У относительно числового поля R; при умножении 
же аргуме 
по закону 

—> 
же аргумента У на гладкую функцию / поле V->Y меняется 

Л 

v->(/n—/v->?+(i/)r. 
Этот новый способ введения аффинной связности эквива­

лентен указанному ранее и удобен в тех рассмотрениях, где 
естественно обходиться без. использования локальных или гло­
бальных полей реперов (например, при изучении инвариантных 
связностей в однородных пространствах). Вообще, в зависимо­
сти от существа рассматриваемого вопроса приобретают пре­
имущества те или другие методы. 

6. Наличие невырожденной римановой метрики на много­
образии Мп позволяет снабдить его единственной аффинной 
связностью без кручения, в которой метрический тензор 
ковариантно постоянен. Если ^-—-координаты метрического 

— * • 

тензора по отношению к реперу {ел, так что скалярное про-
—,> —> - > —> 

изведение двух векторов X, У записывается в виде ( X, У ) = 
= gijXiyJ, то компоненты связности даются формулой 

Г/* = Y S" (dfgk* + d*gJS - dfgJk) + -1 (bjk + bjk[ + bhi% 
где bjk

l.=gipgjqblp- В частности, по отношению к полю нату­
рального репера Jej = —I компоненты связности превращают­
ся в скобки Кристоффеля 2-го рода 

Г/* = {.'ft} = -j gts {djgks + dngjS - dsgj/l), 
а в случае поля ортореперов (gij = §ij) они лишь знаком отли­
чаются от коэффициентов вращения Риччи (см. [112]): 

Гу*—-*«/*— <ty.v-*?> - т ^ * + V + W -
Существенной особенностью римановой геометрии является 

возможность использовать ковариантно постоянный метриче­
ский тензор gn для отождествления пространств Т и Г*, 
в результате чего исчезает различие между тензорами различных 
типов валентностей (ковариантной и контравариантной) и 
можно ограничиться, например, лишь рассмотрением ковари-
антных тензоров. Так, тождество Риччи (8), записанное для 
метрического тензора gii, приводит к соотношению Rau— 
— —Rijih, -3- использование этого соотношения и первого из тож­
деств (7) позволяет получить другое простое свойство тензора 
кривизны в римановой геометрии: Яцы=Якщ-
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Применение тензоршых методов в дифференциальной 
геометрии наиболее полно представлено в книгах [112], [226], 
[101], [96], [76]. 

§ 8. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ЛИ 

Дифференцирование Ли является одним из наиболее распро­
страненных методов изучения и отыскания автоморфизмов G-
структуры, т. е. таких преобразований базисного или расслоен­
ного пространства, при которых поле геометрического объекта, 
задающего G-структуру, отображается на себя (остается инва­
риантным), Теория дифференцироваиия Ли разрабатывалась 
многими авторами, но свой законченный вид она приобрела в 
работах известного советского геометра Б, Л. Лаптева [49]. 
Однако здесь мы приведем основные факты этой теории, осно­
вываясь не иа конечных формулах преобразования локальных 
координат геометрических объектов, как это делается в [49], а 
на уравнениях структуры полей этих геометрических объектов 
и операциях продолжений и охватов [29], 

В этом параграфе, в соответствии с теорией дифференциро­
вания Ли мы рассматриваем только дифференциально-геомет­
рические структуры различных порядков, т. е. G-структуры, 
связанные с расслоениями Нч(Мп) реперов различных поряд­
ков q. ЭТИ расслоения так же, как и все к ним присоединенные 
расслоения, обладают той особенностью, что каждое диффео-
морфиое отображение (локальное или глобальное) из Мп н Мп 
порождает изоморфизм (автоморфизм) этих расслоений. 

Пусть M„Z)U->M„ — локальный диффеоморфизм, определен­
ный на области U. Согласно определению (/-репера гЦ1Н''(А1„), 
в точке хШп как -у-струи локального диффеоморфизма из /?" 
в Мп с началом в точке 0QR" и концом х и, и силу определе­
ния композиции у-струй, имеем отображение 

которое является изоморфизмом главного расслоения //'/(U) 
на главное расслоение #<-(<р (£/)), Если множество {ф} диффео­
морфизмов ф, определенных на Мп, образует группу О, то мно­
жество {ф-?} является представлением этой группы па Нч{М„) 
в виде группы автоморфизмов расслоения Нч(Мп). Соответст­
вующие автоморфизмы распространяются и иа все присоединен­
ные к Hi(Mn) расслоения. 

Если F(H<i(Mn)) — расслоение с типовым слоем F и типо­
вым охватом 

y-^-Y, W(M„), YGP, ye.f (№(мп)), 
то автоморфизм ф" порождает автоморфизм присоединенного 
расслоения 
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f.F{H«{Mn))^F{Hi{Mn)) 
по закону 

q>(M.i-..= cpf(5)-.K. 
Заметим, что автоморфизмы ф«, г|) отображают слой в точке 

х на слой в точке ф (jc) по закону изоморфизма этих слоев. 
Изоморфизмы ф5 и -ф называют д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м и 
п р о д о л ж е н и я м и ( л и ф т а м и ) д и ф ф е о м о р ф и з м а 
Ф в р а с с л о е н и я №(M n ) , F(Hi(Mn)). Примером такого 
лифта является дифференциал dq> диффеоморфизма ф. 

Зададим на Мп (или его области) векторное поле 
V:Mn^T(Mn). 

Определяемые этим полем локальные диффеоморфизмы 
Exp(tV):M„3U{to}M- обозначим cpi = Exp(tV). 

Пусть A — F{H"(Mn)) и £-=.Р(#?(Ж,.)) — два расслоения с ти­
повыми слоями F и F, соответственно, a \pt и tyt— лифты диф­
феоморфизма ф( в расслоения А и В. 

Предположим, что имеет место охват Ф : В-+А и на А как 
на базе расслоения В задано поле дифференциально-геометри­
ческого объекта типа В 

f : A{to}5, 

представляющее в нашей терминологии дифференциально-гео­
метрическую структуру порядка q. Обозначим через Т(В, A)cz 
с^Т(В) подмногообразие в Т(В), образованное вертикальными 
векторами, т. е. касательными к слоям расслоения В над А. 
Благодаря канонической проекции Ф':Т(В, A){to}A, возникаю­
щей, в силу проекций л : Т(В)-+В и Ф : 5{to}A, А->Мп, Т(В, А) 
имеет структуру расслоения над Mn, присоединенного к 

О п р е д е л е н и е 1. П р о и з в о д н о й Л и 3?yf п о л я 
f:A—>-Б по в е к т о р н о м у п о л ю V на Мп называется 
новое поле дифференциально-геометрического объекта типа 
Т(В,А) над A 

£yf:A-+T{B,A), 

определяемое формулой 

' Хут-11шЪ1™*™-'%Тт{В,А). (1) 
/->0 ' 

Для пояснения формулы (l), определяющей Xvf{y) следует 
заметить, что -q-.t^-qT1 [/(ф*(У))] представляет собой кривую 
с параметром t, лежащую в слое Ф~1(у)сВ и проходящую че­
рез /(у) при . = 0, а предел при t->0 следует понимать как 
касательный вектор к этой кривой в точке f(y)QB, т. е. вмес­
то (1) можно было бы написать 
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sV/(</)—y>. 
где /цТ]—1-струя отображения ?, в точке t== 0. Таким образом, 
производная Ли Xvf(y), в силу данного определения, представ­
ляет собой вертикальный вектор расслоения В-у А, приложен­
ный к точке /(у)вВ, ЭТО значит, что в силу проекции 
к:Т(В,А)-+В, поле Xvf охватывает поле / . 

Для фактического вычисления относительных компонент 
производной Ли Xvf поля z = f(y) весьма удобными оказы­
ваются уравнения структуры поля / : 

LZ' = dZ'+ ^ ^ - Л ( ^ К . . Л = 
- • • = 1 -7 

(г, А —= 1, 2 /г; а,&-=1,2, . . . . , u\mF(H"{Мп))\ 
/ , /С -1 ,2 , ...,dimE(#*(M,.)), 

где AZ;, AKa = d f " + ^ C""'J0/)CU* / —структурные фор-
мы расслоения F(Hi(Mu)), а ДК", со'—структурные формы расслое­
ния F(H'! (Мп)). Необходимо также учитывать уравнения структу-
ры векторного поля V = Vlet, относительно которого выполняется 
дифференцирование Ли: 

AV"=*dV>t + Vl<i>i = Viu>1, (3) 
а также их -у-кратиое продолжение, играющее роль структур­
ных уравнений <7-го фундаментального продолжения V" вектор­
ного поля V: 

V = J*V:Ma-*J«(Mn,T(Mn)), 
т. е. .7-струи поля V:Mn~>T (M„). Так, внешнее дифференци­
рование уравнений (3) с применением леммы Картана дает их 
первое продолжение 

LV{ =- dVi + УТЛг - Vl
m< + V"<m = VL<t>m. (4) 

Продолжая этот процесс, получим уравнения структуры поля 
V"(VKVi, ...,Vl..l!q): 

Al/ '-=l/ i< ДУ^...*,---^,..*тш* ,+\ 5 = 1 ,2 , . . . , " . (5) 
Можно показать, что если (pi —локальная однопараметрическая 
группа локальных диффеоморфизмов, порождаемая векторным 
полем V, то лифт rp'/ — Jiqh являясь локальной одиопарамет-
рической группой локальных изоморфизмов расслоения Йд(М„) 
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в себя, порождается полем V"7 (•../<'. у\у . . . , 1//.,..,/, ), играющим 
роль векторного поля на Hi (Л1п). 

Векторное поле V на Н<> (Мп) называют естественным 
лифтом (или лифтом Ли) поля V на базе Мп. В связи с ЭТИМ 
полем структурные формы сог, а^, . . . , со̂ __-А расслоения Н" (Мп) 
принимают следующее значение 

со'О")---!/-, CDU^) -KL ..., ^ . . . . ( ^ — ̂ . . . v 
Теперь мы имеем возможность сформулировать универсальное 
правило вычисления относительных координат производной Ли 
Zvf поля / [29]. 

Теорема 1. Если относительные координаты (Ya, Z1) гео­
метрического объекта z = f(y) поля / удовлетворяют уравне­
ниям структуры (2), то дополнительные относительные коорди­
наты XVZ' геометрического объекта £у/(у){Уа, Zr, 'Z1 ^XyZ1) 
получают значение dZA (V?), вычисляемое из уравнения (2), 
при значениях 

co<-(l/?) — V", ^(V^^Vi, ..., <...kq(V) = VL..kll, dY"=0: 

5 V Z ' = - {sum} ^-l'(Z,Y)Vl..it + 
•"=•1 q 

+ Z'a - 2 C'"is(Y)Vki,..is + ZiVk. (6) 

Приведем ряд свойств операции дифференцирования Ли. 
1. Если поле z=f(y) охватывает поле объекта w из другого 

расслоения C{to}A--i>M„ 
y-+w=F(z) = F(f(y))eC 

с формулами охвата типовых слоев 
WP~=FP{Z1), 

то 
£vWP=-^rXvZK. 

dZK 

2. Уравнениями структуры поля .S.V/: А-*Т (В, А) являются 
следующие уравнения 

LZ'=;Z'aLY«+Z№, 
uzt=d'ZI+ 2 -^^•••^(2-n /2V,. .^-=='^AK a+'4^. 

s-\ q вг-

Отсюда, в частности, следует, что если объект z=f(y) —линей­
ный (однородный или неоднородный) и, следовательно, r\(Z, У) 
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зависят от Zh линейно, то 'Z1 = 3?vZI обр.азуют компоненты 
самостоятельного линейного однородного объекта. 

3. Производная Ли фундаментального продолжения Vi век­
торного поля V по самому векторному полю V равна нулю 

XvVssO, <7 = 0, l , 2 , . . . 
Это сразу вытекает из правила (6) и уравнений структуры (5). 
Например, из (4) следует, что 2?--Vft

i = 0. Это свойство следует 
учитывать при выводе формулы второй производной Ли 
&v (.2V/) с учетом свойства 1 и формулы (6), которая является 
формулой охвата. 

Таким образом, для вычисления второй производной Ли 
можно применить формулу 

s—l q 

+ 2 XvZi^f-Wl.j^XvZi-VK 
- г — 1 , . . . - i 7 

При этом надо иметь ввиду, что 2уУт— 0, a £vZ'a, %vZ{ 
вычисляются на основе уравнений структуры для Zr

a, Z[. 
4. Если l/j и Кг —два векторных поля, то 

б) ^|K1^K-]/--=i-V>.i',-./> 

в) Xw+cv.^CM+CtZvj, сис2ен. 
5. Поле дифференциально-геометрического объекта f:A~>B 

инвариантно относительно локальной однопараметрической груп­
пы локальных изоморфизмов tyt расслоения В=Р\Нч{Мп)), 
порожденной векторным полем V и его лифтом Ли Vя тогда 
и только тогда, когда производная Ли £у/ поля / удовлет­
воряет условию 

%vZAssO, (7) 
т. е. объект S'vfiy) к а к вектор пространства ТцУ)(В, А) равен 
нулю. На этом факте основано применение дифференцирования 
Ли к отысканию автоморфизмов дифференциально-геометриче­
ской структуры, задаваемой полем f : А—*В. Уравнения (7), 
называемые уравнениями Ли, являются системой дифференци­
альных уравнений в частных производных порядка q относи­
тельно неизвестных локальных координат v{(xh) векторного 

—> 
поля V---oi(x'-)dix и их частных производных по xh до порядка 
q включительно. В случае их интегрируемости поле f{Mn) до­
пускает локальную группу автоморфизмов. Заметим также, что 
[Уи V2]—0 означает инвариантность одного из векторных полей 
Vi относительно Exp (/V2). 

Помимо этого назначения, производная Ли может быть 
использована для вычисления вариаций объектов, вариаций 
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кратных интегралов (функционалов) (см. [29])- Сейчас же мы 
проиллюстрируем уравнения Ли (7), применив их, как было 
обещано, к доказательству теоремы 4 (§ 7, п. 6). 

В качестве поля геометрического объекта будем рассматри­
вать поле /г-мерных плоскостей на многообразии P = P(Aln, Q), 
задающее связность главного расслоения Р (Мп, Q). Предпо­
ложим на некоторое время, что в каждой точке g (я + г)-мер-

{to} —> 

ного многообразия Р репер (ек, еа)- (А-=1, ...,п, а = п-\-\, . .. 
. . . , й + г) обладает полной свободой перемещений 

8.5* = .3i(8)"e, + ffl«(8)7e 
5 6 1 

С — <(8)7й + ш0(8)?0. 
5 I X 

B этих предположениях поле 
^~>г6еТ1(я) 

n-мерных плоскостей, определяемых в каждой точке £• свобод­
ным базисом 

- й = ё й + Г й ^ , 

будет характеризоваться уравнениями 
dYl - Г« ю? + Г|ш£ + со? — Г^со- + Г V- (8) 

Это поле n-мерных плоскостей будет определять связность 
в P, если оно трансверсально к слоям расслоения Р(Мп, G) и 
инвариантно относительно действия группы Ли G на Р. Транс­
версальность мы предполагаем, а инвариантность относительно 
действия группы Ли G на Р будет в случае связной группы G 
обеспечена инвариантностью относительно всех локальных одно-

. параметрических подгрупп группы G, рассматриваемых как 
группы преобразований многообразия Р. Каждая такая одно-
параметрическая группа преобразований cpi порождается своим 
фундаментальным векторным полем X главного расслоения Р. 
Поэтому инвариантность поля плоскостей Г : |—>-Г5 относитель­
но ф. равносильна равенству нулю производной Ли этого поля 
по векторному полю X: 

причем для того, чтобы это условие имело место относительно 
производного фундаментального поля X, достаточно, в силу 
свойства 4, потребовать его выполнения для базиса X прост-

а 
ранства фундаментальных векторных полей: 

адг-о. (9) 
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—> р-> 
Векторное поле g->-X(g)— Xkek-\-X <% описывается уравнениями 

а а 5 а | 
структуры 

dX* + X^+X%*-X,Um + XpV, 
а к а а а (10V 

сГХр + ^ у о ) ? + XA(B^-XUm+X?«Bv. 
а а а а а 

Теперь мы можем записать условия (9) в координатах, поль­
зуясь уравнениями структуры (8) поля |-->Г-. и сформулирован­
ным в теореме 1 (формула (6)) правилом вычисления компонент 
ХхЛ производной %ХТ\: 

а а 

^rl—rU/?-rlX?-^+rLX"!+rfYXv—o. (и) 
а а а а, а а. 

Далее мы должны учесть, что так как фундаментальные поля 
главного расслоения Р (Мп, О) образуют алгебру Ли, изоморф­
ную алгебре Ли группы G, то 

[Х,Х] = -СЪХ, 
а р -у 

или в координатах 
XmXh

m + XyXk
y-XmXl-XyXk

y= ~-С%ъХ\ 
а Р а р р а Р а V (12) 
Х*Х\+ХЬХ1 - XmXl - XbXt - — C&jXX. 
а р а р 0 а р а 

Наконец, нам осталось выяснить, какой вид примут условия (11), 
если мы вернемся к адаптированным реперам первого и второго 
порядка на главном расслоении Р (Мп, О). Вспомним, что редук­
ция Н1(Р) к Н\{Р) означает совмещение векторов еа с базис­
ными элементами X 

а, 

х&)=£***х*=о, X3-s£, 
что приводит уравнения (10) к виду 

а а v 

к а 

а условия (12)- к следующим условиям 

4 = ^ X^-XK=Qp-

Вспомним, далее, (§ 6, п. 2), что реперы второго порядка были 
ограничены до Н\(Р) так, что 
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X$-o. XJ.-0, ^ = o , ^ + X v = 0 ] 
a ^ a a a, p 

откуда 
5 = iCafJ,c„P-=|cPYC0V. (13) 

Таким образом, условия (11) инвариантности горизонтального 
распределения в реперах Щ{Р) второго порядка принимают 
вид: 

fP — ---Г̂ С.- = 0 
х ка 2 А «V ' 

что, в силу (13), эквивалентно приведению уравнений (8) в виду 
-Г? - Г* «В-+rgC«v«.v -|- Ю« == г»„со-. 

Этим и завершается доказательство теоремы 4 (в ее формули­
ровке участвуют коэффициенты Г™« —2Г"В). 

Глава II 

ТЕОРИЯ СВЯЗНОСТЕЙ 
В РАССЛОЕННЫХ МНОГООБРАЗИЯХ 

§ 1. СВЯЗНОСТИ В ГЛАВНЫХ И ПРИСОЕДИНЕННЫХ 
РАССЛОЕННЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

Связность является одним из основных понятий дифферен­
циальной геометрии присоединенных расслоенных многообра­
зий. СВЯЗНОСТЬ устанавливает изоморфизм между СЛОЯМИ над 
различными точками базы в зависимости от линий, соединяю­
щих эти точки. Существует несколько способов определения 
связности в присоединенном расслоенном многообразии. Наибо­
лее просто исходить из понятия связности в главном расслое­
нии. 

1. Связность в главном расслоении. Пусть на главном рас­
слоенном пространстве P{Mnt Gr) с проекцией л:Р—>-Мп дано 
гладкое распределение П. Оно называется т р а н с в е р е а л ь ­
ным (к слоям), если 

П5ПП(0Я(.;,) — {0}о (1) 
в произвольной точке |6Р. Трансверсальнос распределение 
называется максимальным, если Щ имеет максимальную 
размерность п, т. е. если 

Щ©Т6(Оя№,) = .Ге(Р); (2) 
тогда йщ устанавливает изоморфизм между 1Ц и Tnw (M-). 
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Распределение П на Р называется и н в а р и а н т н ы м относи­
тельно G, если для произвольных gGP и g6G имеет место 

Щг = (^№ (3) 
О п р е д е л е н и е 1. Говорят, что в главном расслоении 

Р(Мп> Gr) задана с в я з н о с т ь , если на Р дано и н в а ­
р и а н т н о е м а к с и м а л ь н о е т р а н с в е р с а л ь н о е 
р а ел р е д е л ен иё П. 

Векторы, касательные к слоям, т. е. принадлежащие про­
странствам -Г|(Оя,£)), называются в е р т и к а л ь н ы м и так же, 
как и состоящие из них векторные поля и сами пространства 

При заданной связности определяющее ее распределение П, 
а также подпространства П-сГ'СР) вместе с их 
векторами называются г о р и з о н т а л ь н ы м и д л я д а н н о й 
с в я з н о с т и . Иногда связностью в Р(Л4п, Ог) называется само 
это горизонтальное распределение. Предпочитаем здесь, однако, 
под связностью понимать закон, определяемый горизонтальным 
распределением П и устанавливающий изоморфизм между произ­
вольными двумя слоями 0Ха и Gx, в зависимости от линий, 
соединяющих точки x0 и x, в M. Этот закон носит название 
п а р а л л е л ь н о г о п е р е н е с е н и я , которое определяется 
следующим образом. 

Пусть точки х0 и хх соединены линией Х:[0, \\->Мп, X(0) = x0, 
\(\)=Xi. Тогда на Л,([0, \\)аМп возникает векторное поле 
L) = dX-—, касательное к линии. Изоморфизм между Т%щ(Мп) 
и Д-=, где t6[0, 1] и %£тс1 (k(t)), позволяет по D строить единст­
венно определенное горизонтальное векторное поле X 
на тс_1(Х([0, 1]), которое называется г о р и з о н т а л ь н ы м п о д ­
н я т и е м п о л я D. Известно ([13], стр. 102), что из любой 
точки $ слоя Gjca исходит интегральная линия векторного поля 
X, определенная на всем [0, 1] и проектирующаяся при it 
на X([0, 1]). Эта линия называется г о р и з о н т а л ь н ы м п о д н я ­
т и е м линии X; она кончается в некоторой точке V слоя GXl. 
Все такие линии определяют отображение Т%'Л*-+1' слоя QXa 
на слой 0Хо которое оказывается (см. [13], стр. 103) диффео­
морфизмом, удовлетворяющим условию -Тя0-^ —/?г-Тл для всех 
g6(7. Таким образом, Т% является изоморфизмом слоев 0Хо и GXl, 
который зависит только от Х([0, 1]) и называется параллельным 
перенесением вдоль Х([0, 1]). 0s<..Wr....'. 

Имеется возможность определить, обращая предыдущий ход 
рассуждения, связность в Р(Мп, Gr) как закон, по которому 
каждой линии X: [0, 1]—+Мп ставится в соответствие изомор­
физм— параллельное перенесение — слоя над Х(0) на слой над 
Л(1) и который удовлетворяет некоторым условиям ([13], 
стр. 103, [69]). Горизонтальное поднятие линии X, исходящее 
из'.-, определяется тогда сопоставлением точке te[0, 1] образа 
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точки .- при параллельном перенесении слоя п~1(х0) иа СЛОЙ 
Я - 1 (М-)) вдоль Х([0, t ] ) . Горизонтальное распределение^ СО­
СТОИТ в этом случае из касательных векторов к всевозможным 
горизонтальным поднятиям линий в Мп в их началах. 

Связность в главном расслоении является понятием, разные 
аспекты которого рассматривались во многих монографиях 
([13], [74], [66], [170], [39], [70]). Поэтому ниже ограничи­
ваемся в основном теми вопросами, которые менее освещены в 
монографической литературе. 

2. Теорема Картана—Лаптева. Понятие связности допускает 
удобное описание в терминах структурных форм и уравнений 
главного расслоенного пространства-

Структурные уравнения для Р(Мп, Gr) получены в гл. 1, 
§ 6 п. 2 в следующем виде 

dmb = (ul/\tf, (4) 

d^^l-C^A^ + ^Ащ, (5) 
где at'1, u)a являются 1-формами на некотором подрасслоении 
Hi(P) реперов первого порядка многообразия Р, адаптирован 
ных к его структуре главного расслоенного пространства, 
и ш*, ш£ являются 1-формами на подрасслоении Я|(Р) адапти­
рованных реперов второго порядка. 

Для описания некоторого специфического свойства этих 
1-форм удобно ввести следующее понятие. 

1-форма 6 на главном расслоенном пространстве Р{Мп, Gr) 
называется п о л у б а з о в о й , если 8(X)=0 для каждого вер­
тикального векторного поля X. 

В случае полубазовой 6 значение 0̂  (У{) _в произвольно 
точке | 6 Р зависит только от проекции У—djt|Fg, т. е. 
$!,(¥?,) является функцией от точки I и касательного вектора 
?етя{1)(ма). 

В уравнениях (4), (5) формы со* и соа полубазовы на НХ(Р), 
так как сй'-(8)----0, сйСЬ(8)-=0 в случае вертикального 8, т. е. 
при фиксированной точке SgP. Следовательно, их значения 
зависят от репера г\еН\(Р) в точке %%Р и от вектора 
Xi&T%(P). При этом равенства <D<(X£) = 0 характеризуют век­
тор, вертикальный для Р (Мп, Ог). 

Пусть на P{M,lt Gr) задано максимальное трансверсальное 
распределение Д. Существует подрасслоение # i ( P ) c # i ( P ) 
таких реперов f\ = lea, / Л , у которых векторы 

/ * - - e * + n? (/•!)*« 

принадлежат подпространству % здесь -П" — некоторые функ-
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ции на Н\(Р). Эти векторы fk аннулируют в точке i-gP 
1 

1-формы 
0a = (B«_nV (6) 

и поэтому распределение П можно определить как аннулятор 
системы форм 8а. Если теперь рассматривать в Г- (Я) произ­
вольный вектор X, то он может быть, в силу равенств 
о)'(еа) = 0, ш-(//;) = 8£, 0Р(/.,) = О, 9Р (<?«)----£. разложен в виде 

(где для простоты опущен знак £). Следовательно, 0a(X) 
ЯВЛЯЮТСЯ компонентами вектора рг2^бГ- (0П(1)) относительно 
фиксированного репера {еа} в Т% (6п&)), где рг2 —второй проек­
тор разложения Г- (Р) = Щ®Т% (С-од)). Поэтому 1-формы Ga 

являются формами на Р, поднятыми на Н\ (Р), вследствие чего 
2-формы 

0 - W 9 0 - - j C ^ A 6 \ (7) 
выражающиеся, в силу (4), (5), (6), в виде 

где 

дпг.=Ашг.-п?ш.;+д^+(ог (8> 
и ш« = Ср7ю ,̂ также будут 2-формами на Р, поднятыми на 
Н\(Р). Таким образом, они должны выражаться через полу­
базовые формы (й1 и со.3: 

@а
 = /?>йЛш< + 5,%со*Л<ое. (9) 

Следует особо подчеркнуть, что l-формы 0а при фиксирован­
ном базисе {еа} в алгебре Ли S? группы О полностью опреде­
лены распределением ГГ: 0a(X) равны компонентам вектора 
pr2X. Они называются присоединенными 1-формами распреде­
ления Д. 

Теорема Карта и а — Л а п т е в а (первый в а р и ­
ант). Максимальное траисверсальное распределение П с при-
соедшш-ниыми 1-формами 0а на главном расслоенном простран­
стве Р(Мп, Gr) со связной группой Ли Qr является инвариант­
ным (т. е. горизонтальным распределением некоторой 
связности) тогда и только тогда, когда в разложении (9) 
2-формы (7) имеет место 5Лр

а = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть на Р даны векторное поле Y 

c ¥%,&Щ в любой точке -.6-° и фундаментальное векторное 
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поле Z. Тогда 6а(Г) —0, tu'(Z) — 0 и Ga(Z) — Z a = const, вслед­
ствие чего из формулы (9), а также из формулы (4). (гл. 1, 
§ 1, п. 2) следует 

©«(Г, Z ) = —29a([r,Z]) = S*V2(n<a0(2). 
Это означает, что [K,Z]cII для любого УсП и любого фунда­
ментального Z тогда и только тогда, когда S"p = 0. 

Утверждение теоремы следует теперь из следующей леммы. 
Л е м м а . Максимальное трансверсальное распределение И 

на Я(714„,О,) инвариантно тогда и только тогда, когда для 
любого векторного поля Y с У%вЩ и любого фундаменталь­
ного векторного поля Z имеет место [F,Z]|6lI- в каждой точке 

Необходимость этого условия доказана в [126], достаточ­
ность, в случае СВЯЗНОЙ группы Ли G-, в [54]. 

О п р е д е л е н и е 2. 2-форма © на Р называется п о л у ­
б а з о в о й , если 0(X, Y) =0, как только хотя бы одно из век-
торных полей X, У на Р является вертикальным. 

Предыдущую теорему можно теперь формулировать в сле­
дующем виде. 

Т е о р е м а К а р т а н а — Л а п т е в а ( в т о р о й в а р и ­
а н т ) . Максимальное трансверсальное распределение П с при­
соединенными формами 0а на Р(Мп, GT) со связной Gr являет-, 
ся инвариантным тогда и только тогда, когда 2-формы (7) по­
лубазовые. 

Еще более компактную формулировку можно получить, 
если ввести 6 = 0 а ® е а и @==0а®еа как формы со значениями, 
в алгебре Ли Э, а 9 записать в виде 9-==d0 + ----[0, 6] (см. [74]). 
Тогда максимальное трансверсальное распределение П опре-' 
деляет 8(X) как элемент в $, порождающий проекцию X на 
Т 5 ( ^ Ш ) относительно разложения Г.- (Р) = Щ®Т%(йка)), & 
условие в теореме сводится к условию полубазовости ©. 

В случае, когда П задает связность в Р, т. е. когда 0 
полубазова, присоединенные к Ц 1-формы б™ называются 
1 - ф о р м а м и с в я з н о с т и , а @=0а®еа — $-з на чной 1-фор-
мой с в я з н о с т и . 2-форма 0 называется ф о р м о й к р и в и з ­
ны с в я з н о с т и . 

Из (8) и (9) следует, что функции П™ на Н\ (Р) в этом 
случае удовлетворяют следующей системе дифференциальных 
уравнений 

d n ^ - n ^ i - f - n g C p V + c o ^ n ^ ' . (10) 
Говорят, следуя Г. Ф. Лаптеву [56], [51], [50], [52], что функ­
ции П£ составляют объект связности (ср. гл. l, § 6, п. 6). 
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3, Связность в присоединенном расслоении. Если на глав­
ном расслоенном .пространстве Р(Мп, Gr) задана связность с 
горизонтальным распределением П, то она распространяется 
естественным образом и на любое расслоенное пространство 
F(P(M, О)), присоединенное кР(М, G). 

Здесь F(P(M, G)), как известно (см. гл. I, § 4, п. 2), являет­
ся факторпространством произведения Р(М, G)XF по следую­
щему действию группы Ли G: 

-^-•П—^-.^П -eP, YGF, geo. 
Это произведение имеет две проекции pr t и рг2 на, 
соответственно, первый и второй сомножитель, причем ограни­
чение pri на pr-v(Y) является диффеоморфизмом между 
P(N[,G) и pnr^F) — P(M, Q)XY. Это позволяет П поднять с 
помощью рг. на Р {M,Q)xF, сопоставляя подпространству П-
его прообраз Па,.--) при prj | pr—i(K>- Из того, что П правоинва-
риантно на Р(М, G), следует, что Д~ правоинвариантно на 
P\M,Q)XF: 

Й^(|,п-=й(у?й---'-'1 ') 
является прообразом Ц/? t-=dj-?ffII| при pri | р1._1( ,К) и поэтому 
совпадает с dRgu^^). В силу этого, при отображении факто­
ризации • , • •• : 

у:Р(М, G)xF^F(P(M, О)) 
для любой точки у=у.(%,. Y)— 1-Y все Й^(Е, у) отображаются 
при dcp в одно и то же подпространство Т„ и в результате полу­
чается вполне определенное распределение Г на F(P(M, G)). 
.,i-Опр е д е л е н и е 3. Говорят, что в присоединенном рассло­

енном пространстве E = F(P(M, G)) задана связность, если на 
Е. дано распределеиие Г, которое может быть получено указан­
ным выше способом из горизонтального распределения некото­
рой' связности в главном расслоенном пространстве Р(М, G). 

Распределение Г при этом называется г о р и з о н т а л ь ­
ным р а с п р е д е л е н и е м з а д а н н о й с в я з н о с т и в 
F{P{M, G)). 
•-Следующая теорема дает возможность трактовать связности 

в присоединенных расслоенных пространствах E=F(P(M, G)), 
не прибегая непосредственно к связностям в соответствующих 
главных .расслоениях (ср. Номидзу [74]). 

• Т е о р е м а .2. Пусть на присоединенном расслоенном прост­
ранстве Е задано максимальное трансверсальное распределе­
ние Г, т. е. такое, что TyE=--TyF!(E{y)®Vy в любой точке у£Е, 
где .Р-^'^ — слой, проходящий через у. Оно является горизон­
тальным распределением некоторой связности в E тогда и 
только тогда, когда для каждой линии т (x0, хг) в базе M.pac- . 
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слоения существует накрывающая ее интегральная ЛИНИЯ %Z3E 
распределения Г (т. е. х я (t^) == ir, ( Т Я ) ^ 6 Г ^ произвольной точ­
ке у{ линии гя), начинающаяся в произвольно заданной точке 
у0 слоя irj1 (x0), так что все такие интегральные линии, накры­
вающие г, осуществляют изоморфизм слоя т.-1 (х0) на слой 
-с̂ т1 (xj), при котором их началам сопоставляются их концы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть в £ = 
= F(P(M, G)) задана связность с горизонтальным распределе­
нием Г. Тогда в Р(М, G) существует связность с горизонталь­
ным распределением П, так. что образом поднятия П распреде­
ления П на PXF при отображении факторизации <р : РXF{to}E 
является Г. Параллельное перенесение вдоль т(х0, x1) относи­
тельно П в Р распространяется естественным образом на PXF, 
и тем самым определяется диффеоморфизм . я - 1 (xo) XF Ha 
n_ 1(xi)XF, являющийся тождественным отображением на вто­
ром сомножителе, и изоморфизмом п~1{х0)хУ ..на n~i(Xi)XY 
при каждом Y&F. Этот диффеоморфизм оставляет, в силу право-
инвариантности П, инвариантным действие G на FXF, согласно 
(I, Y)g=(lg, У), и вовсе не затрагивает действия, три кото­
ром (£,Y)X.g-(g, g~[Y)- Поэтому он оставляет инвариантным 
также «диагональное» действие Rg(l, У) = (£~, i-Г"1-7). т. <-• оп* 
ределяет изоморфизм яв~' (х0) на яв - 1 (xi).' 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть на E задано распределение Г, 
удовлетворяющее условиям теоремы, и пусть г, (х0, xt) является 
частью заданной линии t в базе М. Определяемый ею изомор­
физм слоя ir-^xo) на слой тс-1 (xt) обозначим Ct. Для каждой 
фиксированной точки ..об"""1 (xo) сР и для каждого YeF суще­
ствует 6,6.- -(.ж,), так что Ct(Z0-Y) = lt-y. Линия t->"4 опреде­
ляется однозначно линией х и точкой .=-. Действительно, если 
%t также обладает свойствами Г„ = £, Ci(i;0.K) = fi.K для'каж­
дого r e F , TO \-Y = \t-Y при всяком Y£F- Так как О действуе ?• 
на F эффективно, то отсюда следует \*=%г, 

Фиксируя Ц-е-г1 (xQ), можно рассматривать касательные век­
торы к линиям, полученным вышеуказанным способом из всех 
линий т с начальной точкой .х0. Распределение II получаемых 
подпространств П- правоинвариантно, так как 

Ct((iog)-Y)^Ct(irgY)^t-(gY) = ^tg)-Y, 
т. е. линия над т, исходящая из .log, состоит из | .g\ Следова­
тельно, П является горизонтальным распределением некоторой 
связности в Р. Непосредственно можно проверить, что на Е 
ему соответствует заданное Г. 

Изоморфизм слоя ЛЕ~1(Х0) на слой jt-f'Oei). определяемый 
линией T(x0> xi) указанным в теореме способом, называется 
п а р а л л е л ь н ы м п е р е с е ч е н и е м в д о л ь т в з а д а н ­
н о й в Е с в я з н о с т и . 
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Значение доказанной теоремы состоит в том, что при рас­
смотрении связностей в конкретных ситуациях присоединенное 
расслоенное пространство имеет часто более прозрачный гео­
метрический смысл, чем главное расслоенное пространство. 
В связи с этой теоремой возникает задача найти эффективные 
условия, которые с помощью некоторого алгоритма позволяют 
установить, является ли Г горизонтальным распределением не­
которой связности или нет. Эта задача решается в п. 5. 

4. Структурные уравнения присоединенного расслоенного 
пространства. В гл. I, § 6 определены структурные формы при­
соединенного расслоенного пространства Е = F(P(M, G)) 

Qi=dy' + 4fa(Y)a*,ni, (11) 
Где У —-локальные координаты на F, а1 и со06 — структурные 
формы главного расслоенного пространства Р (М, О), а функ­
ции т\'а удовлетворяют следующей системе дифференциальных 
уравнений 

<№)-•$ №а) = С1^ (12) 

Формы Q , ш- удовлетворяют следующим структурным урав­
нениям: 

dQr = QK/\QJc-]-w'/\Q'h (13) 
dCO'—CD'-A.J^, (14) 

где 
Й/с - (<^)оЛ (15) 

'̂=--]£co?. (16) 
•Напомним, что здесь интегральными многообразиями вполне 
интегрируемой системы ш- —О являются слои расслоенного 
пространства E = F(P (M,0)). 

Для более подробного описания присоединенного расслоен­
ного пространства E необходимо продолжить уравнения (13), 
(14). В этом процессе к (15) прибавляются формы 

.̂тl...дг,---(-V1 . . . дку\'0) со", s=2, ...,р, (17) 
система которых симметрична относительно нижних индексов. 
Из (12) следуют тождества 

s 

2 (t) [(-V« • • • -V^iai) [дкш • • • dKs)dK4)-

- ( • - V , . . . дк^{) (dKf+i ... дкг)дкчЬ) = СЪь {dKi ... дк^), (18) 
в силу которых 
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где 

р 

dQxl...Xp=2i L )-2fj»r,....«r Л^{Н.>...дгр)..+ 

+2zA2^.../V+o-'A£/.:1....v-. (20) 

Qk..Ksi = {dK^..d^L)(of. (21) 

Полученные уравнения (13), (14) - -. (20) называются струк­
турными уравнениями до порядка р присоединенного расслоен­
ного пространства Е. Встает вопрос, до какого порядка нужно 
дойти для адекватного описания свойств этого пространства. 
Ответ на этот вопрос зависит от некоторых свойств типового 
слоя F. 

Слои расслоенного пространства Е, изоморфные F, полу­
чаются как интегральные подмногообразия вполне интегрируе­
мой системы ш—0. Обозначая w0=©a(mod<«'). %. = ^к(modсо'). 
2£ , - . . .V-^ . . .M m o d <>, s = 0 , l , . . . , из (11), (15) и (17) по­
лучаются 

&'=аг!+чкУ)®а, (22) 
&'к = (дЛ)®а, (23) 

6iL./c. — (Uc . . . .d^R; (24) 
при этом из (13), (19)...(20) следует, что 

с1&' = &кЛ®к, (25) 
d9/K=u£AQ[ + ULA®KL, (26) 

о 

t-=i 

Эти формулы справедливы для любого слоя, а следовательно, 
и для изоморфного к ним типового слоя E. Поэтому можно 
пользоваться терминами заданного (/-пространства E. 

Если фиксировать точку Y0GF> т 0 2—0. dY1— О и система 
уравнений ^(У0)ша = 0, вполне интегрируемая в силу (12), вы­
деляет группу изотропии Ну точки 70 как максимальное 
интегральное многообразие этой системы в С, проходящее че­
рез единицу S6G. Уравнения (25), (26), (27) допускают теперь 
следующую интерпретацию. 
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При а / = 0 уравнения (26) по форме совпадают с уравнения­
ми Маурера —Картана группы Ли GL(N, R), N^dimF, явля­
ющейся структурной группой главного расслоения Н (F) линей­
ных реперов на F, Уравнения (23) в фиксированной точке Y0&F 
устанавливают гомоморфизм алгебры Ли Жуа группы изотропии 
Ну, в алгебру Ли &£(N, R) группы GL(N, R). Образ этого 
гомоморфизма называется алгеброй Ли линейной изотропии, а 
определяемая ей 'связная подгруппа в GL(N, /?) — группой ли­
нейной изотропии (5-пространства F в точке У0. Для двух ком­
мутирующихся векторных полей д и д' на G, где д инвариант­
но и касательно к Н, т. е. Q; ((?)== О, из формулы (4), (гл. I» 
§ 1, п. 2) следует, что 

дй'(&)=*—QF (д')&г
к(д). 

Здесь QT в точке У0 составляют корепер пространства 7Y0(F). 
Отсюда видно, что элемент ||£&(<?)|| алгебры Ли линейной изо­
тропии определяет инфинитезималы-юе линейное преобразование 
в Ty0(F), порожденное действием на F однопараметрической 
подгруппы ht£H c касательным векторным полем д. 

Ядро вышеуказанного гомоморфизма, которое является идеа­
лом в Ж и состоит из элементов, оставляющих все векторы в 
Ty0{F) неподвижными, называется ядром линейной изо­
тропии G-npocTpaHCTBuE в т очке Г0 и обозначается 

Аналогичную трактовку допускают уравнения (26), (27) при 
й 7 - 0 . Они по форме совпадают со структурными уравнениями 
голономной дифференциальной группы DS

N. Уравнения (23), (24) 
в фиксированной точке Г0 определяют гомоморфизм Жу, в ал­
гебру Ли &н группы D%. Образ при этом гомоморфизме состо­
ит из элементов в £)%, определяющих инфинитезимальные пре­
образования в слое Ну (F) голономных s-реперов к F в точке 
Г0, и называется алгеброй .О^-изотропии в точке Y0QF. Ядро 
гомоморфизма Жу называется ядром £>^-изотропии Сг-простран-
ства F в точке У0. Элемент Х& принадлежит ядру Жу тогда 
и только тогда, когда для (аа(Х) = Ха справедливы 

< ( r 0 )X a — 0, (28) 
( ^ k - ^ — O, (29) 

(дкх...дкХ)у0Х <* = 0. (30) 
Из определений непосредственно следует, что 

l r , 3 l ' D . . . D l p „ , 
1 й * О 
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При этом Жу
+1 полностью характеризуется тем, что 

[Щ\ Щс2Ж*Уо. (31) 
Действительно, из (18) после свертывания с Ха и Za, где 
ХвЖУо и 2е^, получается при s=\,..., р, в силу (28), (29), 
(30), что 

0—^(r0)[XZ]v, 

0 = (dKl...djCs_ityr,[XZ\yt 

Ь$ (У о) #» K-V. •.. -V А < )УоХ-] -= {dKt.. . dKft )r0 [XZ]v. 
Отсюда видно, что ХвЖу+1 и [XZ]£ffly равносильны, т. е. (31) 
является характеристическим свойством Жу

+Х. 
Из (31) следует, что если Y0 является точкой G-орбиты 

максимальной размерности в F, то Жу = &£у
+г тогда, когда 

ЖУо = {0}, потому ЧТО в противном случае Жу было бы не­
тривиальным идеалом алгебры Ли с3, содержащимся в Жу„ и 
действие G Hia F было бы неэффективно. 

Отсюда при dim ̂  ^ 0 имеет место dimЖУа>61т Жу+Х и 
поэтому s имеет первое такое значение р, при котором 
йШЖ^. ==0. Это натуральное число р — первый порядок, при 
котором ядро .О^-изотропии становится тривиальным {0}, назы­
вается порядком голономной изотропии О-пространства E. 
(В [74], где впервые применяются формы (24) и отмечается 
существование числа р как порядка стабилизации dim Жу 
оно называется характеристикой). Соответствующий 
гомоморфизм алгебры изотропии Жуав алгебру DP

N является 
изоморфизмом и задает точное представление Жу, в DN. 

С помощью (28), (29) . . . (30) можно порядок голономной 
изотропии р характеризовать как первый порядок, при котором 
однородная система линейных уравнений (28),. (29), (30) имеет 
только тривиальное решение X е-0, т. е. при котором матрица 
системы имеет полный ранг. 

5. Условия горизонтальности распределения. Пусть на 
присоединенном расслоенном пространстве E = F(P(M, О)) за­
дано максимальное трансверсальное распределение Г, т. е. 
Ty(E) = Ty(FnB(y))®Ty в произвольной точке #6E. 

Обозначая через Н\{Е) расслоение реперов {et, е.-} в точках 
у£Е, сопряженных к кореперам {ш' £!£}, т. е. таких, что е/ 
асательны к слоям, можно ввести подрэсслоение И\ (F) репе-

о в {/., е/}, у которых векторы 
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/ — е г + Г(е7 (32) 
принадлежат подпространству Ту распределения Г. Эти векто­
ры / г аннулируют в точке увЕ 1-формы 

ф —• Q1— Г1, а1, 

и поэтому распределение Г можно определить как аннулятор 
системы форм ij)1. 

Здесь ri J являются некоторыми функциями на Н^(Е). Они 
не могут быть произвольными, а должны обеспечить инвариант­
ность подпространства Ту при любом изменении репера в 
Hix(E) при фиксированной точки убЕ. 

Пусть д является вертикальным векторным полем на 
Hil{E), т. е. пусть ai(d)=QI(д) =0. Если д' — произвольное 
векторное поле на Н\Х{Е), коммутирующееся с д, то из (13) и 
(14) следуют уравнения 

dQf (<?') = - QK (<?') Q'K (д) - ©• (д') Q'i (д), 
doB'(d')=-=—ffl*(d')ffli(d). 

Поэтому 
дц1(д')=—\рк(д')2'к(д)-

В силу инвариантности Гу, выражение в скобках должно быть 
равным нулю и, следовательно, 

vrf-r^+r^, (33) 
где 

V r ^ d r Z - r U f + rfQ^ + Qf. (34) 
Здесь V'Ki представляют собой дифференциальные продолже­

ния функций Г(, которые линейно зависят от частных произ­
водных -—•-Г|. В дальнейшем существенны также дифферен­
циальные продолжения высшего порядка. Для их получения 
надо продифференцировать (33) внешним образом, используя 
выражения для dm) и da>™, полученные в гл. I, § 6, п. 2, и ре­
зультат дифференцирования 

V r « A - ^ + V r / / A ~ - ' - 0 , 
где, в частности, 

vr^.-dr^-rW-ri^+rM+rfa^+Q^, 
раскрыть по лемме Картана. Возникают уравнения 

УГ^ = Г ^ + Г^шЛ (35) 
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где VKLI симметричны по индексам К и L и зависят линейно 
от —г-—-Г/. 

Этот процесс частичного дифференциального продолжения 
функций Т* можно повторить аналогично. В результате полу­
чается последовательность систем функций 

Гь Гд-/> Т'к1кг1, . •., Г'/<-,..,л-у, . . . (36) 

где Tr
Kl,.,Ksi симметричны по индексам K\,...,KS, зависят 

д д 
г -д 

уравнений 

линейно от ——.. . -------- г{ и определяются итеративно системой 

где 

Vr*1....rsi — ~FKt...KsKs+li& 'Г+1 + Глг,...^;7чв-', 

s 

- 2 0 Q№-^r%1...^)«+ 

t=Q 

Если задано максимальное трансверсальное распределение 
Г на E, то задана и последовательность систем функций (36), 
которая его характеризует. Оказывается, что с помощью этой 
последовательности удается дать эффективные условия, позво­
ляющие судить, является ли Г горизонтальным распределением 
некоторой связности в Е или нет. 

Т е о р е м а 3. Пусть E=F(P(M, G)) является присоединен­
ным расслоенным пространством со СВЯЗНОЙ группой Ли G, 
действующей в типовом слое F. Максимальное трансверсальное 
распределение Г на Е является горизонтальным распределением 
некоторой СВЯЗНОСТИ В Е тогда и только тогда, когда характери­
зующая его последовательность (36) та-кова, что следующая 
система уравнений с неизвестными Ш" является совместной: 

% П ? = Г ь (37) 
(йс^ )П?-=Гк (38) 

fe...^)n? = 4..v, (39) 
где р есть порядок голономной изотропии типового слоя F. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Распределение Г 
является горизонтальным тогда и только тогда, когда в Р(М, Q) 
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существует связность с горизонтальным распределением П, 
так что если Г и И являются аннуляторами систем форм 
i f ^ Q ' - r V и 0а.-=й)а —Ofco, соответственно, то 

(см. [172], Пре дложение 3). Следовательно, справедливо (37) 
Теперь подстановка в (33) приводит в силу (10) и (12), к (38) 
Опять можно сделать подстановку в (35) и найти выражение. 
TfcK-i- Этот процесс можно продолжить, пока получаются все. 
уравнения системы (37), (38), (39), которая имеет решение П? 
и поэтому совместна. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Рассмотрим сперва случай /?-=L Тогда 
матрица системы уравнений (37), (38) имеет полный ранг и си­
стема имеет единственное решение П™, которое обращает 
в тождество также 

Если теперь продифференцировать тождества (37) и (38), 
используя (12), (18), (33) и (35), то получаются 

Т1а(АП?) = Г ^ , 
(^la)(An?)-r/Wffl-/, 

где АП,Г- .определена, в (8). Отсюда следует, что имеют место 
(•10). Таким образом по заданному Г определена единственная 
связность в Р с горизонтальным распределением П, которое 
порождает Г. 

Достаточность в общем случае р>\1 доказывается аналогич­
но. Система уравнений (37), (38), (39) имеет единственное 
решение ПД которое обращает в тождества все эти уравнения. 
После дифференцировании получается 

^ ( A n f j - r f y , 
(^/)(дп?)=г^у, 

( ^ • • • ^ t ) ( A - I f ) = = r ^ . . . v / o / 
и поэтому справедливы (10). Теорема доказана. 

Условия на максимальное трансверсальное распределение Г 
на Е, поставленные в теореме, называются у с л о в и я м и 
г о р и з о н т а л ь н о с т и . Они, по своей природе, как условий 
совместности системы (37), (38) .. . (39) представляют собой 
некоторую систему дифференциальных уравнений в частных 
производных до порядка p + 1 (включительно) на функции Ti7, 
причем в уравнения входят только производные в вертикальных 
направлениях на Е. Примеры применения этих условий в случае 
конкретных типовых слоев будут даны в § 2, п. 3. 
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Если удовлетворены условия горизонтальности, то говорят, 
что r i 1 составляют о б ъ е к т с в я з н о с т и в п р и с о е д и ­
н е н н о м р а с с л о е н н о м п р о с т р а н с т в е . 

6. Кривизна и алгебра голономии. При изучении связности 
на главном расслоенном пространстве Р(М, О) существенную 
роль играет полубазовая $-значная 2-форма в — 9*®еа, которая 
была в п. 2 построена из 1-формы Связности 6 = 6^®еа по фор­
муле 0 = d9+--— [0, 9], т. е. 

ea .=de0—1св
я /л-т- (40) 

Эта форма называется 2-формой кривизны данной связности 
в Я (Л?, О). Она удовлетворяет тождеству Бианки d6 — |96] или 

dea-=—Cp
a

YepA0v, (41) 
которое получается после внешнего дифференцирования из (40). 

По теореме Картана —Лаптева и по формуле (9) имеют 
место выражения 

где, согласно (8) и (10), 

Rl-^TL^—1-C^n?nj. 

Из (41) следует, что 

где Rftjk]= 0. Говорят, что Rfi составляют объект кривизны 
данной связности в Р(/И, О). 

Истинное значение 2-формы кривизны в СОСТОИТ В ТОМ, ЧТО 
она определяет алгебру Ли группы голономии CDcrG данной 
связности. 

Г р у п п о й г о л о н о м и и Фж в т о ч к е хбМ называет­
ся группа автоморфизмов слоя л~1(х) на себя, определяемая 
параллельными перенесениями вдоль всевозможных замкнутых 
линий х(х, х) в М. Она изоморфна подгруппе CPciG таких эле­
ментов g, что 16.Р и Ы&Р могут быть соединены интегральной 
линией распределения П, которая с точностью до изоморфизма 
не зависит от выбора | . 

Имеет место следующая теорема ([74], [114]). 
Т е о р е м а 4 (Амброз—Зингер). Алгебра Ли группы голо­

номии Ф является такой подалгеброй в §, которая порождается 
всеми элементами вида eE(X, Z), где | пробегает множество 
точек в Р, каждая из которых может быть соединена с некото­
рой фиксированной точкой £0 интегральной линией распределе­
ния П, а X и Z—произвольные векторы в Т%(Р). 
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Для связности в присоединенном расслоенном пространстве 
E=F(P(M, G)) форма кривизны в соответствующей связности 
в Р(М, G) заменяется цепочкой аналогичных 2-форм порядков 
s — 0, 1, .. ., р, которые будут построены ниже и система кото­
рых эквивалентна системе форм 0™, а--=1, .. ., г. Отсюда полу­
чаются соответствующие следствия и для группы голономии Ф. 

Аналогично, как в п. 4, для •ф1 получается, в силу (12) и (7), 
что 

^ = ^ Л ^ + 11;/, (42) 
где ^----(^ii^e™ и W —• па©". Для я[>/<- получаются уравнения 

^ = ^ Л ^ + ф£Л^х + ^ , (43) 
где ^^(djcdi^Q"- и ^ = - ( ^ . к ) е а . 

При продолжении получаются рекуррентно 1-формы 
<...^ = (^---^Х)0а (44) 

и формулы 

t—l 

+ ¥/\¥к1...к^+Ч,
Ки..к. (45) 

где 
^..,^=(^...^)еа. (4&) 

Здесь примечательно, что 2-формы Wf, WK, ....If,,,,^ могут 
быть выражены только в терминах объекта связности Г{ и его 
дифференциальных продолжений и поэтому определяются непо­
средственно связностью в присоединенном расслоенном про­
странстве, не прибегая к соответствующей связности в главном 
расслоенном пространстве. Именно, имеют место формулы 

4r' = R'tjWiAa>f, X'u^T'M + TJwTfi, (47) 
К^ХмУЛ^', Rku=T!K\m +rjU„ryi +г£[^|У]1 

Rl<-i...Ksij = ^K,...Ksli/lJrTKi...KsL[iPjl + 

+ )2d [t ) T{Ki...Kt\u\TKt ...Ks)j\ + Г-чД>1...*-1Л> 
U=i JiU) 

которые следуют непосредственно из (37), (38) . . . (39). 
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Из формул (44) при s = 0, .. . .р. Где ^_П ОряД Ок голономной 
изотропии типового СЛОЯ F, Т. е . из формул 

следует, что система 2-форм Ч", ¥ 7 ^ характе­
ризующая связность в E, эквивалентна системе форм кривизны 
в*, соответствующей связности в главном расслоенном про­
странстве Р(М, G), к которому Е присоединено. Здесь 2-формы 
Ч£ называются формами кручения и 2-формы 
У к^.. к, при s - 1 , . . . , р формами к р и в и з н ы п о р я д ­

ка s р а с с м а т р и в а е м о й с в я з н о с т и в Е. Они 
удовлетворяют следующим тождествам Б и а н к и , кото­
рые получаются внешним дифференцированием из (42), (43) . . . 

Ю'^АК-ЧРЛЪ*; (48> 

Если взять в тождестве (48) значения содержащихся в нем 
d-форм на коммутирующихся векторных полях <?, д' и д", где 
ш'(<?) — 2 (d) = 0, и учитывать, что t(d) = 0, a WK, Wi полу-
базовые формы, то получается 

При этом из (6) и (15) следует, что ^(<?) = £&(<?). 
С другой стороны, из (13) следует, что 

dQ!(d')=-QK(d')QI
K(d) 

и поэтому для репера {«?-}, сопряженного к кореперу {9/} 
в касательном пространстве Ty(F^{y)) к слою в некоторой 
точке уеЕ справедливо 

de, = eKQf(d). 
Если теперь ввести 2-форму 

ЧГ-=ЧГ/®е/ 

со значениями в Ty{FnEUl)), то dW(d',d") = 0 при произвольных 
д' и д", т. е. 2-форма Ч; инвариантно присоединена к точке 
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#6E. Она называется векторнозначиой 2-формой кручения дан­
ной связности в E. 

Подпространство в Ту^о / , ) - натянутое на всевозможные 
значения 2-формы -F, состоит, в силу теоремы 4, из направле­
ний, в которые может инфинитезимально смещаться точка у 
под действием алгебры Ли группы голономии Ф данной связ­
ности в Е. 

2-формы кривизны 1Г£, ...,х1гк,...кр связаны с представлениями 
алгебры Ли подгруппы Ф n H ='IV/, где Я--подгруппа изо­
тропии точки у&Е, в дифференциальных группах DN== 
— GL(N, R), .. .,£>&, являющихся структурными группами рас­
слоении реперов порядков 1, . . . ,p на слое. Эти представления 
аналогичны представлениям подгруппы Я , рассмотренным в п. 4. 

§ 2. СВЯЗНОСТИ В ОДНОРОДНЫХ РАССЛОЕНИЯХ 

Присоединенное расслоенное пространство F(P(M, G)), 
типовой слой которого F является однородным пространством, 
называется однородным расслоением. В этом случае F(P(M, G)) 
можно рассматривать как фактормиогообразие Р/Н, где Я — 
группа изотропии точки типового слоя F—G/H. Возможен и 
другой подход к понятию связности в Р/Н. Особый интерес 
представляют однородные расслоения, типовые слои F которых 
либо редуктивны (по Рашевскому Номидзу [95], [201]), 
либо v - р е д у к т и в н ы (по Кантору [40]). Они охватывают 
все классические связности: аффинные, проективные и кон­
формные связности. 

1. Связности в однородных расслоениях. Пусть дано одно­
родное расслоение E=F(P(M, G)) с типовым слоем F*=G/H. 
В этом случае E=(PxF)/G можно отождествить с фактормио-
гообразием Р/Н по действию подгруппы Ли И па Р, индуциро­
ванному действием G «а Р. Для этого обозначим YQ точку в F 
с подгруппой изотропии Н и произвольной точке | - (gY0)(E 
сопоставим Я-орбиту точки IgGP, как точку п Р/Н. Если %'g' 
задает эту же точку, то l'g'=lgh и g'. (g'Y0) ~= (l'g') • К0== 
= (lgh)-Y0 = | . (gY0), Следовательно, определена биекция Е—>• 
—УР/Н, которая является, как нетрудно убедиться, диффеомор­
физмом (см. [170], стр. 57; [69], стр. 202). 

В силу этого, однородное расслоение E-F(P(M, G)) с ти­
повым слоем F=G/H мы в дальнейшем рассматриваем как 
некоторое Р/Н. Существует естественная проекция тс и : Р—•-
—>Р/Н, которая определяет в Р новую структуру главного рас­
слоения с базой Р/Н и структурной группой Ли И. 

Пусть на Е задана связность с горизонтальным распределе­
нием Г. Здесь Г порождается инвариантным распределением П 
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на P X F , являющимся поднятием горизонтального распределе­
ния П некоторой связности в Р (см. § 1, п. 3). 

С_другой стороны, П определяет на Р/Н распределение Г, 
где frt//(--) = (ditw)gn6, потому что 

^-я)|лП|Д = {d^H)Rh\ • (dRh)^ = d (тся^Д)^П- == (йля)бП6. 

Кратко обозначаем r = djt#IT 
Оказывается, что при отождествлении Е с Р/Н распреде­

ления Г и Г совпадают. Действительно, точка |.(g"K0)6E 
отождествляется с точкой v=ff(^g)GP/H. При этом Т^.^у^ являет­
ся образом П(£Я,Ко), полученным поднятием Ц5й. на рг^-1 (К0), 
а с другой стороны, fnii{ig) = dnNEis. 

В силу этого, распределение Г на Р/Н является горизон­
тальным для некоторой связности тогда и только тогда, когда 
Г = Лт.нП, где П — горизонтальное распределение некоторой 
связности в Р. 

Это показывает, что определение понятия связности в одно­
родном расслоении Р/Н значительно упрощается, по сравнению 
с ее определением для присоединенного расслоенного простран­
ства общего типа. 

В аналитической трактовке однородного расслоения с по­
мощью структурных форм и уравнений возможен следующий 
подход. Так как типовой слой F является однородным про­
странством, то в фиксированной точке Y0GF 1-формы 

^-'^(YoK , 
/ = - 1 , . . ., TV; N = dimF, линейно независимы и базис в Te(Q) 
можно преобразовать так, чтобы в новом базисе 

Й ; = и-". 
Тогда -£(Го) =8£, ^ ( Г 0 ) — 0, <-_ЛГ + 1, . . . , г; r = dlmG. Из 
(12) § 1 следует, что 

G£t = 0, {дк'%)уа=-С'Кр, ( ^ с ^ ) г 0 - ( ^ ^ ) г „ — С ^ . (1) 
Поэтому для 1-форм 9/<г = (дк-ц'^у^ получаются следующие 
выражения: 

2* = С р̂сор + — С^ш- + 1 a'KL^, (2) 

где a'KL = {дк^у, + (dL*q'K)ya, а[т — 0. 
Если обозначить 

2/с = С р̂соР, (3) 
то (13) § 1 принимают вид 
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d^/-cй^лs^+•JC/aco^лшi+co'л^f• 
При этом для 1-форм (3) имеют место 

dQr
K = Щ Л Qi. + т£Л-3« + j C7

KpCp
LMaLA аж + со' Л&ки 

где .3^ = С|рШ5> и 
. ^ - - - C ^ C L a . (4) 

эти выражения для йй'к следуют из равенств 
•-'ATp'-'CTt — -..С-/f [от-'|£|т] ' 

которые вытекают из тождеств Якоби Cp'lYCfE] —0 и из первсй 
группы равенств (1). 

Вообще, при продолжении аналогичным образом получаются 
1-формы 

^*1J^-, ...к3= С'кхк2 ...KsP00P, ( 5 ) 

где C|l/c....A'.p = Ci-1p1C.?'2p. . . . C/s^\ и эти 1-формы удовлетво­
ряют структурным уравнениям (см. [68], [71], [59]) 

s 

^K,...KS= ^d QKlHs,l)A&Kl...Ki_1Lb.(3,t) +<--ZA-2A'l....Vii- + 
t—\ 

+ ^Cbt...KsPC4M(ulA<oM + vlA&K,..Ksi. (6) 
Здесь A(s, t) и V(s, t) обозначают взаимно дополнительные 
упорядоченные наборы из s—t индексов Kt+u .. ., Ks, причем 
порядок устанавливается по принципу возрастания номеров 
индексов, а выражение под знаком суммирования означает сум­
му слагаемых, соответствующих всевозможным таким наборам 
A (s, t) и V (s, i); кроме того, 

Так как при а1 = 0, т. е. на каком-нибудь фиксированном 
слое 1-формы а>р при ограничении на интегральные многообра­
зия вполне интегрируемой системы '£й7 = 0 эквивалентны инва­
риантным формам Маурера —Картана для группы изотропии Н 
фиксированной точки -К- на однородном типовом слое F, то 
уравнения (3) устанавливают гомоморфизм алгебры Ли Ж 
в W£(N, R), а уравнения (4).. .(5) — гомоморфизм^ в алгебру 
Ли полуголономной дифференциальной группы £>л--([71], (136]). 

Ядра этих гомоморфизмов для двух точек К0, Yo6F изо­
морфны между собой при каждом значении s; они обозначаются 
Ш\ ...,$", ..., при этом Xs называется ядром /Эдг-изотропии 
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