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И.Р.Нежмегцинов 

ТОЧНЫЕ ОЦЕНКИ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
И ИХ ПРОИЗВОДНЫХ В ЦРУТЕ 

Пусть функция %(2)-$(zzL )=f>ii7s) + l j(i)9) pery -
лярна в круге 1*1<1 и непрерывна в замкнутом рсруге / ? / $ / , 
%{о)-0 . Обозначим через р(©) и %{?) граничные значения 
функций Нг}е) и ^(г}о) соответственно. В статье Н.П.Кор-

'немчука £ l j были получены точные оценки нормы \\р\\^ -
- Suplp(Q)[ при условии, что мо.дуль pie прерывности р(9) — 
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~io(f>i т) ^itfuvlpi**)- Hex)l не превосхо­
дит заданной функции с5(т) • При тех же предположениях то­
чную оценку \1%Ц^ нашли независимо друг от друга Ф.Г.Авха-
диев [ 2 ] и В.Ф.Бабенко [3J. далее будут получены обобщения 
этих результатов, позволяющие учесть возможную асимметрию в 
изменении функции р(©) . 

Определим односторонние модули непрерывности функции р(р\ 

как ^ ( p i * ) ' - sup /±|>(*i)-p(e<.)]} • CIJ 

Если р(е) - непрерывная ЗД - периодическая функция, то 
функции W"(pjT) определены при всех Ъъо и обладают сле­
дующими свойствами: 
1) со (рз^) не убывают по ъ , <*>"(pso) = О > 
2) (дГ(р;г) равномерно непрерывны на о ^ г < + <х> , 
3) для всех 1У,№( имеем (лГ(р;т) = w~(p ^ д,я) , 

-I- •+• + 

4) для всех %,ъхъО «"fps T ^ T ^ ^ w f p j r ^ + ^ P i ^ i ) • 
Эти свойства можно доказать аналогично свойствам модуля 

непрерывности (см., например, [4, с. 108, 109]). Также, как 
и в [4], можно заметить, что ддя любых функций ооЧъ), &Г(г}, 
обладающих свойствами I ) , 2) и 4),найдутся функции р+(з),р"Тв) 
такие, что ^ " ( р ^ т ) = со~ (т) •> о^т^Л,0Г. При этом функ -
ции р+(е) и р"(е) совпадают только тогда, когда соЧт)= иг(г). 

Обозначим через j-|* + _ класс Ия - периодических фун­
кций р(е) таких, что ' j^p^Je-o и со± ( р s ^ £ W±(T>) , 
где оо-Ст) - заданные функции, удовлеворящие условиям. 1)-
4). Установим точную оценку нормы ||р||^ на классе Hw+W- • 
Т е о р е м а I. Пусть р(в) £ Н° + - * ТогДа справедлива 

точная оценка ч ' 
|р(<?)| « Д ( « \ to') = jfc JT J u » J * + J Co^cfcrj , 

где ^е, , o£*e0£ ЗГ - корень уравнения 

с«Г (&*•) = ы + ( Ы - 3 , ^ , . (3) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . По формуле Шварца £д, 
с. КЗ] ЭГ 

откуда с учетом (2) и после замены z-9-ч получим, что 

г д е * "° — Л1 и ** ̂  
а ж (?,г) = 2Z л ъ сап* , а0 (t ,r) = (scctfir-^J^-^crfT+x4') . 

Используя ЮГ -периодичность подынтегральной функции, фор­
мулу (.5) можно записать так: 

Заметим, что на интервале (-У>А0Г~у) функция а0(г>т) 
имеет лишь единственный нуль г= у , причем 

( >о при -&< ?< JT , 
I < о при у< г < acir-tf * 

Рассуждая, как цри доказательстве леммы 1 из статьи [ l ] , 
получим следующее представление: 

р(г^) - £ i ' [p^^-pf^tWJjpt^Jr , (6) 
в котором функция % (г) определяется из уравнения 

ХМ 
j a . ( z , T ) J ^ s o , -Y*«c*Y, y^t(t)^-i!ir-jr. (7) 

Подставляя выражение ^оСг^^^ояс^^1^ + С в (7), 
находим 

А5("-2(- г ) при - X ^ f ^ o • 

Очевидно, Г ^ 2̂ гг) * <Г+4,Я~ , и по определению (1) будем 
иметь 

р ( ^ ) - р ( у + * ( т ) ) * u f f s M - t J , (8) 
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Используя представление (6), с учетом оценок (8) и (9) полу­
чим 

Y 

где *М=* х Г * Ф - т 7 - **cAj[(c#i:-z)/suiv] при о*?£у? 
>еСх) ~ Г7Г-^е(-г) при - f t s i r ^ o . 

Поскольку ^е'СО = - ' / - «в(г,г)<о ? - t f s r i j r , (И) 
ае(т) монотонно убывает на отрезке -у$ т£ У , причем 
*е^) = ЭГ и *Qr)*o. Отсюда 

г- -/ . ,NN +/ Л1 juffc^frV) если С ^ т ^ Г , 
^^Ги)(^(г));(д)+(^-Л^))]=={ ; «или 

L ^ J [^(AJT-A^T)) , если - У ^ т * * , 
где tf - корень уравнения ^(УЬ^о . с учетом равенства(И) 
правую часть в оценке (10) можно преобразовать так: 

о " У <** J 

Так как при г -> 4 у= aw** г -» о , то и сг-ю , от­
куда в пределе получим 

p(«f) £ ^ т [" J (u+fcUr + J иГ(т) J f J . 

Оценка р(^) снизу доказывается аналогично. 
Полагая в теореме 1 со*" (V) =г rnin ( i r > M) , 
ба~(т)«ж1 (̂Кт} М) * получаем 
С л е д с т в и е 1, Если Аог-периодическая функция 

р(е) дифференцируема, удовлетворяет условию (2), ~К^р ' (*)*^ 
при всех 9 и /p(^)-p(?i)M М при всех ©*7©д, , то 
справедлива точная оцэнка: 

.если 
Р Ч * ( | Ч / > ^ / , ) / Ш .если М<1*К1/(К+1). 
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Отсюда при К-^7 МъЗГК получается результат 
Ф.ГоАвхадиева [6] : | р(У)\ £ КК/Х , а цри Л-и-о*, м**#К 
следует, что |р(*)1бЗГК * что улучшает оценку из статьи 
автора [7] (неограниченную при x-^-f )• 

Теперь установим точные оценки дяя производных PL(Z,4) 

Т е о р е м а 2. Цусть функция р(е) 6 /-/ + - . Тог­
да справедливы точные оценки ' 

- А ~ К w* ,« - i i ) i Р^*,»)< А+(^, и*» -; г ) , (12) 

I ^ К * ) | б в К «">""; г) , (та; 

в которых постоянные равны 

о ° 

А" (*, *>* «- 3 г ) = А*(^ > ^ *>*i О f 

Здесь q l (*,т) = t[(V+*x)c*ftr- Хх](4-2.гс»*'С п х ) " , 

#4- слде»*[Хг(4+г ) J , а величина <̂  определяется из 
уравнения ^(сг^'-^о ( ^еР - корень уравнения (3)),в ко­
тором *е, (*!?)= cibtiQ{[(4'tbX)coir-Xt]/(i+z1) Sutfj при 

о*т 6 ^ , и *Л (tr) ^ jr- ^(--е) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Дифференцируя по ср в 

формуле (4), получим следующее представление: 

Применяя методику их доказательства леммы I статьи £8] (за­
мены т=те-5£ и т'=-тт ), можно привести его к виду 

Поскольку С^(^>г)^° ПРИ обТ* ^г , отсюда и получаем 
оценки (12). 
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Для функции fL(z}^) по аналогии с доказательством 
теоремы I получаем представление 

= ? J Г р ( ^ - p ( * - * , ( 0 ; j о / * , г ) с/т , 
в котором функция ?,ЛО определяется из уравнения 

«.to 
т 

Решая это уравнение, получим 

С %<ХА*АЧ[(4-г) (4+г) с{ч(T/IJ] при о ^ « Й , 

На промежутке - l ^ s r i ^ c r - 1 (^ r ) Ъ о , откуда с учетом 
условия ре | - ( \ - и з Формулы (14) следует оценка 

I ' ' СО у СО 
у 

| *'(*,ч)/ * -£- I '**/ *-£**.№>] , » ^ * * ф # «,(*>*) •/* , 
где ^ ( ^ £[?,(?)-г] - убывающая функция, ^ Д - У ^ Я" , 
«•еДЯ^-О* В силу монотонности (^(т) 

[(о^ЪеД-т)] ,если -у^т&сг, , 

следовательно, 

откуда после замены г ' - - т в первом интеграле и получаем 
оценку (13), 

З а м е ч а н и е . Оценки (12) и (13) обе точные, одна­
ко если со*Ы) ф. бо"(г-) , то, вообще говоря, не существу­
ет такой функции ро(*>) , для которой достигались бы обе оцен­
ки в (12). Исключение представляет случай, когда о)*(г) или 
со"(г-) ооращается в <*> . Для оценок (13) экстремальная 
функция всегда существует. 
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С л е д с т в и е 2. В предположениях бедствия Л 
справедливы оценки (12) н (13) с постоянными 

& „ ( ^ > ^ > г ) ^ ( К + ^ , если M*lrKL/(K+L), 

8 м ^ ^ ^ ^ ) - ^ Л ( ^ А ^ г ) ^ ^ А ; ^ > г ) , если K<mL/(K+L)} 

где A(^i)-^{f^i*)[V(f-r 1 )^^i*st iAt' ' - Л****]"'} . 
Отсюда при К=/. 9 M>,JTK лчучается результат 

Ф.ГоАвхадцева [6J для случая л=1 t а при JL-^-K*», 
М>, З/JrK - результат автора из статьи [ 7 ] . 

В случае цроизводных высших порядков применяемая здесь 
методика может давать оценки, справедливые лдаь в некотором 
круге радиуса меньше 1. Так, например, ^ ( t / r ^ f ^ S ^ u u e ^ 
- г butt [f- Сг*+г*+Аг (Y+г*) с**т] (f- Дг сс*г +г* у* 

сохраняет знак на промежутке о^т± иг шшь При условии , 
что г^Д-VT.. Поэтому справедлива следующая 

Т е о р е м а 3. Пусть р(е) £ H^ t o- - граничное значе­
ние функции рС'*)̂ ) , гармонической в круге \ъ\<1 » Если 
%[г>4) - сопряженная к р гармоническая функция, то 

где г. ^ 2,--/5" , а постоянные равны 

В- предположениях следствий 1 и 2 эти постоянные можно 
вычислить: 

«V ' ' ^ 1-2.гс#[Я-К/(М)]+г>-
если M*A<irJa/(K+£) и BjJ(4,ix,J<T;vV-

* L M i CoS(M/XK) + г* f- Аг Crf Of/U) + * * 
если И < J/Jna/fK+Z.) . 
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Полученные выше результаты MOI^T быть применены к проб­
леме однолистной разрешимости обратных краевых задач (ОКЗ). 
Решение внутренней основной ОКЗ имеет вид [9, с. 31,32] 

!(*)= S2exc [ £ £р(*)(е%2%е1°-г-)-1<19] Лг' . (16) 
О ' ~-* 

, О 

Те о р - е м а 4. Пусть р(е)£ H^+o- » причем 
А ^ ^ ы ) < ^УД . Тогда решение ОКЗ, представляемое формулой 
(16), будет однолистно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из цредставления (16) сле­
дует, что р(е)=(?гбг^(€<'е) , и в силу теоремы I имеем 

Отсюда по теореме 34 из обзора [ю] функция $(г) однолистна. 
Т е о р е м а 5. Если р(9) дифференцируема, р'(е) 6 HW

+
)6J- > 

причем A(^o4~) < £,4А (постоянная /vO) из статьи 
В.И.Гайдука [ И ] ) , то | (г) , представляемая формулрй (16),бу­
дет однолистна и почти выпукла в круге | г |4 i 

Доказывается аналогично с использованием условия почти 
выпуклости из статьи f l l ] . 
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Н.В.Трунов 
ЛОКАЛЬНО КОНЕЧНЫЕ ВЕСА НА АЛГЕБРАХ ШШАНА 

И КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ 

ii работе продолжается изучение одного специального клас­
са нормальных весов на алгебрах Неймана, введенного автором в 
[ 3 ] в связи с задачами некоммутативного интегрирования.В схе­
ме интегрирования в духе [2^[ относительно весов этого класса, 
названные в [3] локально конечными, удалось получить эффектив­
ные теоремы типа Радона-Никодима [ 3 , 5] , причем условие ло « 
калкной конечности оказывается для этого фактически необходи­
мым. 

Работа состоит их трех параграфов. В § 1 собраны необхо­
димые предварительные сведения. В § 2 получен новый критерий . 
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