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В в е д е н и е 

В настоящее время по приближенным методам вычисле­
ния различных сингулярных интегралов имеются многочислен­
ные результаты, подробный обзор соответствующих 'результа­
тов имеется в специальных обзорных работах [1, 2J , а так­
же в монографиях Jj3, 4 , 5, 6J. В связи со сказанным воз -
никла задача оптимизации квадратурных и кубатурных формул 
для сингулярных интегралов (с. и. ) . Первый результат в 
этом направлении получен в работах |J7, 8J В. В. Иванова, в 
которых поставлена и решена задача оптимизации квадратур­
ных формул с простыми фиксированными равноотстоящими уз ­
лами для с. и. с ядром Коши по единичной окружности комп^ 
лексной плоскости, в этих работах оптимизация рассматрива­
лась в классах Hot(M) и W'KM) , где 0«Х<1 ,X€lN. 
В дальнейшем эти исследования продолжены в различных нап­
равлениях в работах Б. Г. Габдулхаева, М. А. Шешко, Р . Н. 
Шарипова, Л. А. Онегова, Г. Д. Велева, Л. А. Апайчевой и 
др. Подробный обзор соответствующих результатов имеется в 
упоминавшихся уже обзорной работе [2J и гл. Ш монографии 
[4], в работах [9, 10J а также в кандидатских диссертациях 
Р . Н . Шарипова и Л. А. АпайчШюй [ l 2 ] . 
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Далее, для с. и. наряду с обычными (т. е. с простыми 
узлами) квадратурными и кубатурными формулами появились 
исследования по формулам с кратными узлами. Первые резуль­
таты в этом направлении получены в работах Б. Г. Габдулхаева 
[13] , И. Н. Мелешко [ l 4 ] , Ю. Солиева £ l5j ' и др. Обзор 
полученных в этой области результатов имеется в обзорной ра­
боте |_2J и в кандидатской диссертации Ю. Солиева L15J . В 
связи со сказанным для с. и. возникла задача оптимизации ква­
дратурных и кубатурных формул с кратными узлами. Эта задача 
впервые поставлена и решена в работе авторов [16] , указанный 
результат перенесен Р . Н. Шариповым на с. и. в смысле конеч­
ной части Адамара (см. например в [jL 1J ) и на многомерные 
с. и. Коши L17J • 

Данная работа посвящена подробному изложению соответст­
вующих результатов авторов [JL6, 11J по оптимизации квадра -
турных формул с кратными узлами произвольной конечной крат -
ности у > i для одномерных с. и. Коши и Адамара. Указанная 
задача представляет значительные трудности и она состоит, оче­
видно, из ряда задач, имеющих самостоятельный теоретический 
и практический интерес. Однако авторам удалось разделить ее 
лишь на две задачи в случаях соответственно подвижной и н€тод-
вижной особенностей и дать их решение в рамках единой схемы 
исследований, что и является одной из особенностей работы. При 
этом существенным образом использованы результаты, по теории 
сплайн-аппроксимации функций и точечные и равномерные оценки 
сингулярных интегралов, изложенные в § 2 . 



§ 1. Постановка основных задач 

В классе плотностей Г с v рассмотрим 
с. и. вица 

1 f(x)dx 

понимаемый в смысле главного значения по Коши при ГПЯ1 
(см. , напр. , [18 , 19J ) и в смысле конечной части по Ада-
мару при П\>2 (см. , напр., Q2CQ ): 

где 

к*о о 

Интегралу (1 ) поставим в соответствие квадратурную 
формулу вица s 

S(m,f,t)»L 1 1 ^ ^ % ) + R(m,f,t,XN,AN>rw)f (2) 

определяемую матрицей весовых функций 
вектором узлов X n i e \ B j e | X ^ H , i ] , и целочисленным 
вектором П*в{<||}о » 0<j^WI*"1 , задающим 
кратность узлов квадратурной формулы; при j ^ e j , t m 0 , N , 
вместо Гц будем писать просто j . 

Ясно, что остаток квадратурной формулы (2) является 
функцией точки t*(""1,1) , поэтому для с и . , в отличие 
от регулярного случая, можно поставить две задачи об опти­
мальной квадратурной формуле.. 

Определение 1. Если параметры квадратурной формулы 
не зависят от положения точки t € ( H , 1 ) , то оптимальной 
оценкой погрешности квадратурных формул вида (2) в классе 

F на отрезке [&,1}С[Н,1] ПРИ фиксированном 
наборе Гц называется величина. 

^(т.Р.Са.ад-И sup sup IR(m,f,t,XM,AM,rM)l. 
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Квадратурная формула, определяемая фиксированным вектором 
узлов AN и фиксированной матрицей весов Ац s 

•\ClyCk) }, для которой 

VM(m,F,ta,H,rH)xsi^si^MIR(m,f,t,x:,AJ,n,)l, 
называется оптимальной по порядку в классе Г на отрезке 

среди всевозможных квадратурных формул вида ( 2 ) . 
В связи с этим возникает задача 1 построения и иссле­

дования оптимальных квадратурных формул в смысле опреде -
ления 1 в случае различных способов выбора класса плотнос­
тей F и вектора кратности узлов Гц 

Определение 2 . Если t * ( ~ 1 f 0 - фиксированная точ­
ка, то оптимальной оценкой погрешности квадратурных формул 
вида (2) в классе F при фиксированном наборе Гц называ -
ется величина 

VN(m,F,t,rN) = Inf sup IR(m,t,t,XM.AM,r„)l. 
Ан.Х„ f«F 

Квадратурная формула, определяемая фиксированным вектором 
узлов ^ w s t ^ i / и фиксированной матрицей весов пщ s 

, для которой 

VN(m,F,t,rN) х sup IR(m,1,t,xS,А'-.Г,,)!, 
f€F 

называется оптимальной по порядку на классе F в точке t 
среди всевозможных квадратурных формул вида ( 2 ) . 

В связи с этим возникает задача 2 построения и исследо­
вания оптимальных квадратурных формул в смысле определения 
2 в случае различных способов выбора класса плотностей F 
и вектора кратности узлов Г^ 

§ 2 . Вспомогательные результаты 

В дальнейшем в качестве класса плотностей F берется, 
как правило, 

WTHttH,1] (W0Htt[-1,1]=HttKn), i+1«W, 
т. е. класс % -раз непрерывно-дифференцируемых на [-1» 1J 
функций f(X) , удовлетворяющих условию 
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(0(fw;8)« S u p If^(x') -f(г)<хи)|« w(«), 
де-х'ие.хдоыиз 

где - заданный модуль непрерывности. В 
силу хорошо известной леммы о выпуклой мажоранте, ниже, 
без ограничения общности, можно считать 0)((У) вьпуклым 
вверх. 

При % в 0 дополнительно предполагается, что модуль 
непрерывности СО (б) удовлетворяет условиям 

T*f«<Q(<). о, 
о 

w(t)ieaNtWQ«to(£) , t€[0,^], (4) 
где ОЦ и Qj - постоянные, не зависящие от N 

Заметим, что при С0(6)ябЛ,0<Ы^ \ , условия (3) и (4) 
выполняются очевиднвгм образом. В этом случае класс 

W*HW[-1,13 будем обозначать через W t H e l [ " i l l ] . 
Для с и . (1 ) справедлива следующая 
Лемма 1. Пусть плотность 

и удовлетворяет условию 
^wCt<"" l>;x)^<oo,tneN. 
о * 

Тогда для любого ОСф, -^] и t>e("M,0 справедливо не­
равенство 

0 К»0 * 

где rteWax(t-8t-0, Jb«nUnCt+8f О , а интегралы в пос -
ледней сумме понимаются в смысле Коши (ТПЯ1 ) и Адама-
ра (ГП*2 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем произвольную 
точку t * t O , 0 (случай t€("~t,0] рассматривается ана­
логично). Пусть , ~ 

Pm-iCx)-L пгг <«-*>". « н о . ^ 



- многочлен Тейлора функции ?(Х) в точке X . Тогда, оче­
видно, имеем 

fCx^-P^.Cac)- ̂ ^ [ f C - ° « ) - f < т " ° т ] , (6) 
где точка £ находится между точками X и % 

Зафиксируем Возможны два случая, 
а) в < 1 ~ t . Представим с. и. (1) в виде 

t fftfldx _ / f . г \ fWdx 
J <x-tV" ~Ц J / Cl't)m 

*г* #Х)-Рпы(Х) *r Рич(х) + i (x-t)m « + J (X-t)«" dX • 
t-« t-8 

Оценим последовательно каждое слагаемое, используя pa -
венсгво (5), (6): 

t-8 1 

Id •sh&H* 
$ 

-1 t+5 

I У КхЬРтчСх) I 
J (X-t)« * X < 

4-5 ' 

s 
^ 2 ^ t.\ (лЦт-ъ. „ N dx 

IV p-.<x), i . y i r w y dx 
K=0 

- 8 -



Из этих неравенств сразу получаем утверждение леммы в 
случае а). 

б) 5 * 1 - t . Представим с и . (1) как сумму 

с ftadx V ta)dx . 
о (x-t)" о (x-t)m 

Получим,аналогично случаю а), 

lT3HHltt-wTS<alfltt-lfl$.56 > 

_J_IJ 
ои-0! | О 

t-e 

г t(X)- \>т-№ 
( t - t ) m 

4 л<га-о 

dx 

<m-o, 

X - t dx 

0 

К fed» a-LT \£Щ[ dx 

f* 1Гffll i t " 4 0 doc 1 
= £ - X! I J (x-t)m-*| • 

Лемма полностью доказана. 
Отметим, что лемма 1 является, в определенном смы­

сле, обобщением известных оценок для сингулярных интегра­
лов, понимаемых в смысле главного значения (см. , напр, , 
гл. Ш Г41). 



Из работы L^-Q легко выводится следующая 
Лемма 2 . Пусть на отрезке ЕН,1] задана произвольная 

сетка узлов 

' - < « Х в < Х 1 < . . . < Х 1 М < Х ц < 1 . 
Тогда найдутся такая точка и отрезки О j • 
"rej-i,6j]t0j-0j-|"ji+7,j»l,n, что 

О<Х-£<-^' ,Хб(0н >вр.]-ГДГ, у (7) 

п> 6 • 

Как уже отмечалось выше, при обосновании основных р е ­
зультатов работы широко используются методы сплайн-функций 
(см. , напр. , Ц22, 2 3 . 2 4 J ), в частности., следующая лемма 

Лемма 3 . Для любой функции ^ W п^До^в] существуе 
полиномиальный сплайн 0%+| (X) степени Т + 1 и дефекта 1, 
удовлетворяющий условиям: 

S^<c>-f<i>(c), J-ОЛ ,с-а,Ь, (8) 

ISSw-f^kCjac-crVb-cD.J-O^.c-a,!, <э) 

5 г + < €\^ г Н 3 [а .Ь] , <ю> 

где С0(8) — С2СО(5) t 0 < 5 ^ Ь—Ct , а постоянные С̂  и С2 не 
зависят от функции f(X) и отрезка [&,&] . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Полиномиальный сплайн сте­
пени t + i дефекта 1 на отрезке Г&»&] с равноотстоящими 
узлами можно записать в виде 

Х+ * { х при Х*0 ; 0 при х<0} . 
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Из условия (8) при C=Ct легко находятся коэффициен­
ты сЦ, : di«fco(a)/l! , 1»0,г. 

Для определения p*v из этого же условия, но при Сш%ь 
получим систему 

i«0 % e f h (11) 

Определитель этой системы с точностью до постоянного множи­
теля совпадает с определителем Вандермонда и поэтому отличен 
от нуля. Следовательно, система (11) имеет единственное ре­
шение % 

а ^ !̂ (Ь)-£^к)(а)(̂ й)к'У(к-4)1 А . _ 
k=<L *Ч|-а)"Ч Ач,1-о.г. 

где Ay - величины, зависящие только от i , j ,V 
Воспользовавшись формулой Тейлора с остаточным членом 

в форме Лагранжа, легко получим при 1 = 0,1-1 '. 

Отсюда сразу следуют неравенства 

\ цЦ~;1-а) i = 5 T r ( 1 2 ) 

где постоянные u i зависят только от I и t . 
Применив формулу конечных приращений Лагранжа и ус ­

ловие (8) , получим 

И^(х)-$Ф(х)|$ИЛ)(в)-$^(в)||ЗС-сГ^, (13) 
где в лежит между X и С 



Далее, для Х € [ й , & ] имеем 

m*)-$>)i= 
- | f WW-A»-(i+0|£ M«-*"l w ) j « 

<|fwW-fw(c>| + 

+ |fw(c)-fw(ab(i+0!XPi(a:^-iW)
+N 

г I I 
«10(1х-с|)+(г+0!Dfcl (c-a-i^f) -(x-a-i-£\ к 

г 
«со(1х-с|)+(гН)!|х-с|]Г N * 

t 

<й)(1х-с1Жг+0! * ^ } l x - c l 2 I Bi«Cf«(|x-cl). 
IsO 

В последнем неравенстве использована выпуклость вверх моду­
ля непрерывности 60(6) . Учитывая ( 1 3 ) , получаем ( 9 ) . 

Наконец, для произвольных Х'.Х^бСс^в] имеем 

Юх*>-$™(х->|« 

«(i+ONx'-x^^lii^CaCodx'-xM). 
Лемма доказана. 
Следствие 1 . При 0 < j € 1 справедливо нера -

венство 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что 

Из условия (8) и формулы конечных приращений легко полу­
чаем, что 

Далее, для хб[(М] , учитывая ( 1 2 ) , имеем 

|Ax)-S>)|« 

< a(f w;i-a)+h+i)!(x-a) ц (^'"а ) £ B(« 

Следствие 2 . Пусть f ^ W Н©["М1 и 

Нвх0<х1<.. .<хн н<х | | =1 
- произвольная сетка узлов на отрезке . Положим 

i(X)*$w(X) , Х€[Х^Х„] , K«!^i, 

где 5 «!+<(£) . — сплайн из леммы 3 для функции f(X) на 
отрезке [ Х К - , , Х К ] . Тогда 3 « > Х / г Н а Й , 1 ] » Г ц е 

5>(6) т.а+2С,)«0(в), 0<д$2 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для произвольных Х , Х , 
X^X'X'eCXj.^jJjX'ffX. Xlc учетом (8) сразу же получим 

la^x^-a^xoKla^^-^xpi+if^p-f^^i+i^VxiVgWcx')!^ 
*СаЮ(Х"- Xj.,")* W(Xj 4 - X^+CjWCXi-xO^ (1+2Са) wCX*- X1). 
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В теории сплайнов широко используются т. н. В-сплайны 
(см. , напр. , [_22 - 2 4 J ), обладающие рядом замечательных 
свойств. Некоторые из таких свойств приводятся в следующей 
лемме. 

Лемма 4 . Для целого неотрицательного t на отрезке 
[<Х,&] существует В-сплайн В -̂ц (х) степени Ъ+1 де­

фекта 1, удовлетворяющий условиям 

В£>=В£(б>=(М=бд, (14) 
Вг+1(х)>0, хе(а,6), (15) 

Вг+<€^гН„[а,Ь], (16) 

7) 

iBt+/x)dx = 3e2(i)a)(b|)(^|') . (is) 
а 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Хорошо известно [ 2 2 , 24] , 
что В-сплайн, удовлетворяющий условиям ( 1 4 ) - ( 1 5 ) , можно 
записать в виде 

где А - подлежащая определению положительная постоянная. 
С этой целью нам придется отметить некоторые свойства Bt+|(X). 

Обозначим R-л . 
x i s a + l T + T ' t S B ° , t + 2 -

Заметим, что 

(19 ) Tf-rfc* - i H ) Cw 

~ c-o^ci, - l f i"0(;?rc"8 •i=T^- (2o) 
0 - 14 -£ 



Действительно, 

Получили тождество 

Положив Х в 1 , получим ( 1 9 ) . Дифференцируя по X 
и полагая опять Х«Н , получаем ( 2 0 ) . Отметим, что 
из ( 1 9 ) и (20 ) сразу же следуют равенства 

1н>'с„=оГнУ;с1„=°- (21, 
Докажем теперь, опираясь на ( 1 9 ) - ( 2 1 ) , три основ­

ных свойства кусочно-линейной функции ог4>|(Х). 

где 1|Ь]1 - целая часть |Ь*0* 
Действительно, используя ( 2 1 ) , получим 

-А^2Ь»*-пх-»'Ч.= 

•A Si ±a-j)(-oM'-jC-(-olC,W. 
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Принимая во внимание равенства (19)-(20), получаем 

Л t+2 \ г+2 г+4 } 

Опять, используя (19)-(2 0), находим 

.2 /l-ttxt^X-QtCwL Л tt+OH)'( = A Im") T+2 [(2«'+^ 1+2 

<ЮИН>1СЙ1- . i#l-ux ,(hrf(c{a)> 

M)ici:; 

- 2 
>КЧ)*Ст1_Agffe-u\ а-И)(Сгм) ( T „ . . v n 

"г?Г—aJ"A U+2J (t+2)*U+0 «t*2w>0. 

Теперь, учитывая кусочную линейность u w ( X ) 
и свойства 1 - Ш, легко получаем 
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=|x^-x'l^lC<x,,)-Ov;>l= 

^x'-x'IAClx'-x-K-liT.o-I^l: 

|С,(х')-С(*")1^АС . 

Ix'-x'ls-^r . x>'«ta,l] , e-f^-J. 
Из этих неравенств и свойств выпуклого вверх модуля непре­
рывности 00(6) следует, что при 

будет выполняться ( 1 6 ) . 
Докажем ( 1 7 ) . В силу свойств 1-Ш достаточно пока -

зать, что 

при %>i (при Х»0 — (17 ) очевидно). Имеем 

с(¥)ч£«-^(*?-1*|)'-

Для вычисления суммы воспользуемся следующим тож-
\п\лг деством: -АЛ 

1=0 
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Предположим, для определенности, что % - четное. Тогда, 
разбивая сумму на две части и меняя порядок суммирования , 
получаем 

£^<»',м+»^>+нЛ£1-(*-4Г. 

1+2 
Продифференцировав по X , имеем X#0 , ( J=—«— 

i*0 

Умножим обе части этого тождества на X и снова продиффе­
ренцируем. Продолжив этот процесс X раз и положив Хш\9 
получим 

I H ) 1 C L ( г + 2 -20 1 =о ,б^ , 
и, следовательно, °х-М \ 2 х = ^ • 

При нечетном X доказательство проводится аналогично. 
Заметим, что 

гИал_ д_ v,_,,; ri с l-o \"',.__.,Л". 

где постоянная ХД?) зависит лишь от 1 
Вычислим, наконец, интеграл 

S 

А * ^ :.SZH)t;2(x-a-ib|);+,dx = 
а (жо 

- 1 8 -



Х+4 

1+1 

(t+1)! &*)' ' ^ § H « > W 
Дифференцируя тождество 

2-Н)С1+9х «(ж-О - И ) 
1*0 * 

по X и умножая обе части после этого на X , получим 

L H)XV„(l+2-t)X ,+8H • (%+2XX-i)Ua + (t+2)(X-1)W 

НО 
Повторяя описанный процесс (t+2) -раза и полагая 
получаем 

1И) 1 С' (i+2-i) = И ) ! 
1*0 

Отсюда следует, что равенство (18 ) выполняется с 

*.ю-1/с£.«-рН. 
Лемма полностью доказана. 

Для доказательства следующей леммы нам понадобятся 
некоторые свойства интерполяционных многочленов Лагранжа 
(см. , напр. , L^5J ). 

Пусть на отрезке [С,&] задана равномерная сетка 

; d -C z t = B t + l x + t • 1 = ° Д + ^ ( 2 2 ) 

а функция <P*W H©LCtdj . Построим многочлен Лагранжа 
по узлам {н^} *. ^ 

Ц+1(г)=|;(р(г1)1г+<д(н), 
где ia0 

ш 2 - 2 
W 2 ) = £ l zpfK . i-o.x+< 

к«0,к*1 
- 1 9 -



В теории интерполирования хорошо известны Г 2 5 j следующие 
соотношения: 

^ L ( v ) I / 2 \ \ 
2€[C,d] i » 0 

t+1 i , г-н 

Z J U I -J-U-K) J ,*-0ДИ. A t+1v=sup it. . _ 
« H O i*o l 4*o t+1 

Заметим, что числа А%+< у чи j\ . i+| fv называются по­
стоянными Лебега и совпадают с нормами соответствующих 
интерполяционных операторов, а величина Avu.v зависит 
только от V и 1 . I ' v t г 1 

Далее, интересно отметить, что L ^ ^ W HjjlCjdJ , 
где й(б)»(г+1)(0(в) ,0^6<<1-С. 

Действительно, для произвольных Z,Z ^ LC,u] 
имеем 

|Ц>'>-Ц>')1 = 

= (t+l)!lz ,-zMC<p(2 i)/n (ii-2«) -

= ( X + i ) ! | Z , - Z - | | « P ( 2 0 , . . . , 2 t + 1 ) | = 

= ( t iQUi ' a l l < ( , ( z ' » -zO-4 > (Z4 , - ,2 W ) 
d-c 

= ( t + 0W l l^> ( e i )~H , WM$ ( x + i ) JfcFU J ( , 6«" e«l>-

- 20 -



Здесь ЧЧ2о,...,2к) - разделенная разность функции <р(2) К -го 
порядка, а в4,ва^ Е^»^1 . Но 

^ f 1 (0(16,-6,1)scodi'-z'l), iere2W|z'-z-|, 
(d)(6) не убывает ), 

( СО выпукла вверх). 
Качество приближения многочленом LX«M(2) функции 

ЦК*) характеризуется следующими неравенствами: 

ИчньЦСгМюаг-И), (23) 

|<РСЖ)- LtT,(Z)l * fc+2)' 2- IKd-C)"1"1 (O(d-C), (24) 

^(Z)"Li+1(Z)|<(t+2Xd-C) t'VC0(d-C),V = Vt^>H, (25) 
где Z - ближайший к точке Z узел сетки ( 2 2 ) . 

Действительно, (23 ) сразу следует из только 
что доказанного соотношения Ц € H(p)[C,cL] и условий ин­
терполяции. Заметим далее, что разность ф(2)-|_^.ц(2) 
имеет 1+2 нуля на [СД] , следовательно, в силу 
теоремы Рол ля, разность ipCv>C2) — Lx*i ^2^ имеет T+2-V 
нуля при V*H,T . Используя этот факт, получаем при 

l<P(2)-Lt+1(*)h 

= | ф ( 2 ) - Ц ^ г ) - < р ( 1 ) + ^ 

<(x+2)l2-zl(d~c) tHco(d-c) 

|<Р(У)(2)~ L(v
t
}
+i («1< (x+2)(d-c)x~vco(d-c) t v - Т ^ . 

- 21 -



Возьмем произвольное натуральное N^VM, NeP(T+0+t, 
0*1<Т и введем на отрезке [&,&] сетку узлов 

&ВХ#<Х,<... <X N « |<X N *Ь9 
определяемую равенствами 

x t t ^ i ° x ( w ) j ^ X t w ) < y r X < W ) J .i-**?.J-«S=*. (26) 
Хи-Х(умХР-4> х(гя)(рнН1 = х(гн)(ри) + 1 г+t+l ' v«0,t+t+1, 

a 3C(x+i>j , j s1,P~1 , - произвольные, удовлетворяю­
щие условию 

р X(W)U*0-X(W>J p j e f p T j (.27) 

где П.Рг - некоторые постоянные, не зависящие от N. 
Обозначим, для удобства, 

*j = x«+«j , j«o^ , гР+, «6. 
Лемма 5 . Для любой функции #(W Hu>[&,6] 

на сетке (26 ) существует полиномиальный сплайн. StJCf ̂ х ) ^ м00 
степени Х + 1 дефекта 1, удовлетворяющий условиям: 

\N<*i> = , f < x i M e P ; (28) 

|S0jH(i)-f(x)U2wC|x-xl),T=0 ; (29) 

|5г#м(х)-|(х)НСз1х-х|(г^г^)гмш(г4+г^)( (зо) 
15^Чх)^ (%)1<С,(^г^(о(^гу,у=й,х€[^^,^^, 

• 1^1 \. ( 3 1 ) 

_ ^ W ' H s k * ] , 
где X-kIi,sO,N, - узлы ( 2 6 ) , X - ближайший к X узел 
сетки, 6(fi)eC^(O(6),04^b-a , aC^Ci , -
постоянные, не зависящие от j ; N и функции | (Х) . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . На каждом из отрезков 
U j , * i * i ] , i e 5 ^ . t x H - x - b t l опя ФУНКЦИИ fsNJTHJa,*] 
по узлам (26 ) построим интерполяционный многочлен Лагран-
жа степени Т+{ : 

Цм j ( x ) - L f &*«* i>Wi t t> , 4-о.р-

Х«М 

где 

Х*1 
Р ( ^ — Г~1 Х-ХонцЧк • п 

x*s X - X w - t - i + к 

фундаментальные полиномы. 
Положим 

Vt*" = 4 

L I4l,j GO , X € tX(l*1)j .X(X+1)j4l J * 

$x+gGO »X€txaH)j+x*x(x*o(^i)J.js°<H; 

где Sx-Mj(X) - сплайн степени VH дефекта 1, 
определяемый равенствами 
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W) , i (v) 

имеет вид 
На отрезке LX(t*0J4X,X(X*1XjM>-' сплайн O l +g(X) 
" вид 

г 
St+g(X)=i;oli(l-I(t+1)j+t)i + 

T ^ I 4 V X x(i*Oj+i~ l xTi /+ » 

где < I «> OC^^Lx+gCX^^, l»0,t, 
а для определения P*t получим систему уравнений вида 
(см. доказательство леммы 3) 

= l (K> (» ^ Г1 U ) ft .(gj*i-»cw)j+tV~* F -

Как и в лемме 3 , эта система имеет единственхь.е решение 

,У»К Lt»U VX(t»4) 

24 -



Далее, используя формулу Тейлора, получаем 

- I ( к ) Г* \ I ( г> (п\ ^ * < ~ fctt+oJ+t)*** 
~Lx*g j*< L ™ . r ; (г -Ю! 

G6(x<x+i>j+t,W-

Отсюда сразу следует, что 

I'M' 

1"0 , . „ . 00 
/ ^ f ILw.j4<Uj4i)-La*i , j (^i) l , 

, I L i H j W ) - L w . j w w e i + t ) | (г-Ю! 11д \<, 

c + [ ll_S?.j+i(<*)-f"<g*)l+lf "(£*)-L&(tin)! , 
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<l>+2) РГи)(Ра(г^-у)^(^-^)(г+1)1 

+ ТмоГ г^-ij }',А*и< 

Заметим, что в этих неравенствах использованы соотношения 
( 2 3 ) - ( 2 5 ) и условие ( 2 7 ) , а константы G^ не зависят 
о т J , N и функции ^ 

Далее, следуя полностью доказательству леммы 3 , по­
лучаем, что при £*t3C(fcn)i+t / ^4+^ • 

l ^ j W - L ^ j C f t k ^ f c - X e K ^ r W f r - l , , , ^ (32) 

bjg<*>-5^^)Ha)aa)(lx'.x»l);x;xV[xmoj+t>^+1 ] , (зз) 

где 3)i и «D2 " постоянные, не зависящие от j , N и ^ . 
Вернемся теперь к утверждениям леммы. Равенство 

(28 ) очевидным образом следует из построения сплайна 
Sh in ty*) • «Роме т о г о $г,н €ССгЧ<1,1]. 

Далее, для произвольных Х'^Х** [ft,t] могут быть 
следующие возможности: 

а) X' ,X«€t^X ( w ) j + % ] : 

i5C^x '>- \>^le ILug(xO-L^4(x")k(t+n(0(|X'-x' ' | ) ; 

б) x',x"€[x ( U Oj+ X i^ t <]: 

15г>х')-$^(х^|=|^(х')-$г^(х-)|«а)а(о(|х'--х«|); 
- 26 -



^ а ' ^ . ^ . х Ч ^ ч , ] : 

ISXWH^-S^CX-)N15^(X')-S^(WI+ 

+lS^(^-S^(l"^2^+i+^)w(U'-x«0; 

a) X'eCtj,^,] , x'€[{Kt i^K+8] , K>j : 

*ifwtt„,)-C,wcjBI)i+iC<w-C«(It">i< 

«(l+8ft*j)+2htt+a,»<o(ix'-i"o. 

Следовательно, ( 31 ) доказано. 
Пусть X€[(i , l ] , а X - ближайший к t узел 

сетки ( 2 6 ) . Тогда (29) непосредственно следует из ( 2 3 ) . 
При X * \ имеем 

ISti„(x)-f(x)| = 

=|StiN(x)-f(x)-StM(*)+f(x)|»|x-S||S;i,(9)-f'(e)|, 
- 27 -



где б лежит между X и X . Используя определение 
сплайна $ г # м(х) и неравенства ( 2 4 ) , ( 2 5 ) и ( 3 2 ) , убеж­
даемся в справедливости ( 3 0 ) . 

Лемма доказана. 
Следствие. Справедливо неравенство 

»4- (f^W]^.^llc[a,»] . 
где постоянная С^У не зависит от N и f . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Х£Г&,И . Могут 
быть две ситуации: 

A. *«[*j.*cwy+»3. <Г°.р-<. *€СгР.хн]. 
Тогда утверждение следствия следует из свойств многочленов 
Лагранжа. 

Б. X€[l ( w ) J 4 t | l j + <] J-MH". 
В этом случае имеем 

<Z-Ki(a.4rx(tt0.+t) •ZJfcKV'WO (-Щ-). (34 
Но (см. доказательство леммы) 

|e(il=irlLt+g(l(t+oj+t)N 

•IM< 

'* ^ML£u+«(Wl+ILffj(Wl . 

, 1 lU3j«>MLBj(»tw*Ol)u u + (t-K)! * i + , -x ( t + 1 ) i + t J " 4 * ' * 
- 28 -



W-K 

Х \ Л г 4 J l f 1С[аЛ](г+о —ау*!-' '*£*** 

где HJ, не зависят от j,M и 4 . Подставляя эти не­
равенства в ( 3 4 ) , получим утверждение следствия и в этом 
случае. 

Замечание. Мы считали N - рСХ+0 + 1 , р*1 ,0$Ь^Т, 
и оставшиеся I узлов расположили у точки К , но 
ничто не мешает взять их у точки & , лишь бы выполня­
лось условие ( 2 7 ) . В этом случае все построения проводят­
ся совершенно аналогично, а свойства построенного сплайна 
сохраняются. 

Далее, мы построили сплайн, интерполирующий заданную 
функцию, хотя нам в дальнейшем это свойство и не понадобит­
ся: основную роль играют для нас свойства ( 2 9 ) - ( 3 0 ) и за -
висимость сплайна только от значения функции ^ в узлах 
сетки. Поэтому можно провести более "изящное" построение , 
получая сплайн необходимой гладкости из следующих соотноше­
ний: 

Чис?;*> 

где, 5t+t i Cx) - сплайн степени \+\ дефекта 1, опре­
деляемый равенствами 

- 2 9 -



Построения в этом случае проводятся аналогично, а свойства 
( 2 9 ) - ( 3 1 ) сохраняются. 

§ 3 . Оптимизация квадратурных формул для 
сингулярных интегралов с подвижной особенностью 

В этом параграфе мы решаем задачу 1 из § 2 . 
Введем на отрезке ["1,1 J равномерную сетку узлов 

1 ^ - 1 + 21/N, i»0jfT (35) 
Заметим, что она удовлетворяет условию ( 2 7 ) с посто­

янными P i a P a
e 1 . 

Для функции »f € № г + В М Н и К 1 ] 
построим, опираясь на 

лемму 5 , на сетке ( 3 5 ) сплайн S^+m-i N^f» 3^-
Рассмотрим квадратурную формулу вида ( 2 ) 

, 5(m,f,t)= , , 
-IileS»afl*c*R("i.f.tIxll/..o)-

-Zl!eOl(t)fCBi)+R(in,f,tfXMlAll>0),-*<*<«. 
где вектор Ацв{0-£Й)} определяется интегрированием сплайна 
5x+nM,N Ц'Я) » а координаты XR задаются равенствами 
( 3 5 ) . Погрешность квадратурной формулы ( 3 6 ) характеризует 
следующая теорема. 

Теорема 1 . Справедливы неравенства 

sup IR(i,f,t,xN,AN,o)U<F1OM | 
t€H,l] 

5up Rto.f.tA.A^OMfF.tttt)^, m»2, 
t«IH+*.'-£] 

где Г| и F2 - постоянные, 'не зависящие от N и функ -
ши fcW^-'Hu. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся леммой 1 . 
Для 5 * ( 0 , - | ] и t *H,0 имеем 

|RCm.f,t,XH,AN,0>»=l5<m,f-Sx+m_^N,t>^ 

8 
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о 

-М 
W(f (ИМ) CC«-I) 

" M 1*00 

dx + 

|f°°(t)-5%iHaH(t)l 
K«0 

mifl(t+e,0 
d i 

1«-«.-о(1-«и"" 
Оценим последовательно все слагаемые в правой части, и с ­
пользуя свойства сходимости сплайна 0xtm-1,N(f)%) 1 
доказанные в лемме 5 . Имеем 

«a i N- w m - , - , 0 to(£) _ к . 0 > г + т н ,хв[-1,0. ( 3 7 ) 

^ 

«СГ^ЗЙй.,,;»)* 
ф,ы(х) . г=0 

e^N'*"0*)^) , гя,о«х<2, 
(38) 

где постоянные не зависят от 
Положим теперь S-f /N и рассмотрим сначала случай ГП^2. 

При t * H + i / N , 1 - 1 / N ] получаем 

rain(t*6,0 , t*8 с dx __ г dx 
J<M ,o « ^ "Л *Г«С5 ~ 

={м К-Ш+1 

К-ГП41 
т-к 

нечетное 

четное 

Следовательно, 

к*о 
К! 

min(t+6,1) 

Imax(t-e.-i) 
(X-t)m"K 

«a5N'Vl/N), 
а постоянная <D3 не зависит от N и f (X) . Учитывая 
это неравенство, соотношение ( 3 7 ) при К - 0 , неравенство 

3 1 



(38) и свойство (3) модуля непрерывности СО (в) , получим 
утверждение теоремы при Ш*2. 

При т»1 имеем для 16[-VM/Nt1H/H] 

г dx = 0 . 
max(t-*,-1> 

Пусть t ^ [ i - f e , l ) (случай t€( -1 f - '+f l l 
рассматривается аналогично). Получим, учитывая, что 

dx 
x-t 

t-vn 

JbtW(i-t),t-0; 
|fri(l-t)N|- \ 

Ho (1-t)|en(i-t)NU </eN , 
а Iftia-ONltta-txctWO/Hi^cCH/MH) 
(свойство (4) модуля непрерывности (0(6) ). Учитывая 
эти соотношения, неравенства ( 3 7 ) - ( 3 8 ) и свойство ( 3 ) , 
убеждаемся в справедливости теоремы при ГП = 1. 

Из доказательства теоремы 1 можно заметить, что 
остаток квадратурной формулы (36 ) при ГО>2 стремится 
к бесконечности при t - ^ * f и фиксированном N . Это 
объясняется тем, что эта формула использует только значе­
ния плотности f(X) в узлах. Указанного недостатка лишена 
следующая квадратурная формула:, 

SCm.f,t) = 

= if^+K(m^MNlAN.t+m-0= (39> 

ixQ j«0 

- 32 -



где координаты вектора XR вычисляются по формуле ( 3 5 ) , 
а матрица коэффициентов AN

ei^yCt)} определяется интегри­
рованием сплайна (jfX) , построенного следующим образом: 

где S x 4 i n ^ " с п л а й н и з леммы 3 для функции f € 
€ W t + n M H w [ - U 3 на отрезке L* iH . x i J . 

Теорема 2. Для остаточного члена квадратурной формул А 
(39) справедлива оценка 

sup lR(m,tt,XN,AM,t+m-0|* 
t«[-U] 

где постоянная Fj не зависит от N. и функции >|(Х) 
a Iljbli - целая часть числа (Ь > 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и в теореме 1 вос­
пользуемся леммой 1. Пусть 8* (0,1/2] и t^(-1,1) 
тогда 

1Н(М.*,Хи.А..г*Яи)|-|^1§^г<1»| (40) 

<2Ц-Я1сК1] •$¥=- + 

U>(f fm-i)_Q (m-l) 9vra"";X) 
(m-D! 

dx + 

^ . |fw(t)-9w(t)l 
K*0 

K! 

mw(t+6,l) 

max(t-6,-0 

dx 
(X-t)1™ 

Качество аппроксимации функции f(X) и ее производ­
ных сплайном Q(X) оценивается следующими неравенствами : 

|f(,0(x)-9c'0(x)UC,(o(lx-xi|)|x-xil t+m-J-к 

- 33 -
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где Х̂  - ближайший к точке X узел сетки ( 3 5 ) . Кроме 
того, J€W t * i l * l H a H # l ] (см. следствие 2 ) , a ttOB-a+ftC^ttCO, 
откуда 

tt(f ( ,+m" ,>-8rt+m'°;x)<a(HC»)w(x) i x6to.2]. (42) 
Положим 6S1/N И оценим последовательно все слагае­

мые в правой части ( 4 0 ) . Первые два оцениваются как при 
доказательстве теоремы 1, только с использованием ( 4 1 ) и 
( 4 2 ) и свойства (3) модуля непрерывности <*>(8) при Х*0. 

При t ^ [-fM/NJ-t/N] сумма в правой части 
(40 ) оценивается аналогично доказательству теоремы 1 . Ос­
тается оценить эту сумму при t*[H/N,1) (случай t€ 
€(-1 lH+i/N] рассматривается аналогично). Имеем 

dx 
min(t*<M) 

mx(t-s,-i) t-V* 
0 (t-tt"-* 

= < 

In (HON , K=m-1, 

(1-t) ~H/N) 
K-m+1 K<m-l 

Далее, учитывая, что < J W ( 0 - f (0,К*ОД+т-1 , получаем 

If («т-9ск>ш|ч<(юп-км(Г"0-9(и"п;1-*). к -o iR . 
Следовательно, 

|fwCt)-9t,0Ct)|-
lmax(;-e,-0 

<«* 
|&iU-t)Nlw(f(,""n-g(,M);i-t), к-ган, 

т - к + 1 (^Г^гТ K~'+i ц(^-а^н0.к<т-4 
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Замечая, что , используя (41) при *&>1 , 
(42 ) и (4) при Т«0 , сразу получаем утверждение тео 
ремы. 

Оптимальность по порядку квадратурных формул (36 ) и 
(39 ) устанавливает следующая теорема 

Теорема 3 . Справедливо неравенство 

Ч М w^-'HJ-i.i] Д-1* А-. 1- F U N ) > 

где Г р| - произвольный вектор, а постоянная Ц 
зависит от N 

Д о к а з a i е л ь с т в о . Возьмем на i 1,1 J 
произвольную сетку узлов 

- U l e < I 1 < . . . < X M . , < X H « i . 
В силу яеммы 2 найдутся такая точка с * t"1,1J 
отрезки ДJ • [8 j H , 9 j ] , 0j ~8j-i - 1/CN+O , j»ТД\ , что 

Очевидно, можно считать, что 
Построим функцию f(x) следующим образом: 

к * 

и 

f(X) = 
| 0 . t i A j . H T i , 

где Ьх4щ W - сплайн из леммы 4 на отрезке u j . 
Очевидно, что 

Теперь для произвольных I N и А |̂  имеем 

StAp IR(^,t,XN ,AN ,rN)l-
t«H*A.1-Al _ 35 -



= sup lS(m«ttl»S(m« О. 
tK-1+VN,1-1/Ml 

Ho 

=2- i WtT *2- ПГ~/ J f(I)dx = 
_ зеа(ичч-о / t \ \j_ 

jjm wV(N+fl(l+m*0/(t+a+<y»" (N+1)1»' 

Теорема доказана. 

§ 4 . Оптимизация квадратурных формул для 
сингулярных интегралов с неподвижной особенностью 

В этом параграфе дается решение задачи 2 из § 2 для 
Пд1 l,1J , гочнее, определяется порядок вели­

чины 

для произвольного вектора Гц и строится квадратурная 
формула, оптимальная по порядку в точке t 

Пусть t € M / 0 - фиксированная точка. Положим 

где N , , N , И - целые. С = " " * " , a R,РаСР,<Р»> 
заранее выбранные постоянные, не зависящие от N^Na 
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Введем на 

Ни] 
сетку узлов вида ( 26 ) 

^-t-Cl+tnCN^/N,)0, | « М * . 
(43) 

* M i t - t + (1~t)Cj/N,f , i-0.1l,. 

Легко проверяется выполнение условия ( 2 7 ) : 

minCre,p;*H ̂ ^ «•oxto'.O.j-WH.-i. 

Для функции f * W H^L t,1] построим сплайн 

3<Х>«$г+т_1/М(Х),Х€[-1,1]. 
где Ox+m-i N ^Х) - сплайн из леммы 5 на сетке ( 4 3 ) . 
Рассмотрим на классе WU I MHd["1,t] квадратурную формулу 

S(m,f/t) = 
= 5 ttR^ + R(tn,f,t,XH^M,0)= (44) 

где вектор А^^А^Л)} определяется интегрированием 
сплайна QttO , а координаты Х^ задаются формулой 
(43). 

Теорема 4. Для остатка квадратурной формулы (44) 
справедлива оценка 

IRCm,f,t,XN,AH.0)UF$N-(WBH+*), 
где постоянная F$ не зависит от N и функции f(X)6 
sw^-'Hj-u]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для остатка формулы 
(44) справедливо очевидное неравенство 
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IR(m,f.t,X>lAll,0)U2L • i tt-t)- **! 
i=o 

\ fW-9(x) 4 ^ r f(»)-9(a 
J (I-t)m a x Г ^ • J (x-t)m 

4-« ' J"*!** ' *4 
dx 

Но, с учетом леммы 5, для X^l^i.^iti] имеем 

|f(x)-g(x)K 
т-ип-а-»* [С5|х-х1(^-?р ,i+m-i>o 

Здесь X - ближайший к. точке X узел сетки ( 4 3 ) . 
Учитывая эти неравенства,, получаем 

N,-2 N,-2 «i*i, V ^ f(x)-8(x), Lv"" С Ifw-awfe, 
/ . j (x-t>"» d x K / . A (t-x)«« * 

j»0 *= 

N«-J 
• ' ,4~ ,r /v ^ ,t*m+«t, -m 

4 u 

3 8 



t 4 j N*" 1 / . . xW-»(t+mt*> 
,x+m+* 

em 

vX+* !j£j /̂ :»вш 

<a)1(l+t) N2 <fl2N 

где постоянные o0j, J)2 не зависят от N и f̂(X). 
Вторая сумма оценивается совершенно аналогично. Ис­

пользуя лемму 1, оценим теперь интеграл 

г**1 f(x)-9(x) 
) (x-t)w а х 

Положим 

6=min((l+t)/Nt,(1-t)/N')/2 , e=max((1+t)/Nf ,U-t)/N?). 
Имеем 

ч " «Х)-8(») . 1 и 3 (x-t)" d* 
'4-1 
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8tm'"-,x) 2 ft)f'"-8w 

t+8 

dx + 

K*0 

aa tfw(t)'8CK)(t)l Г dx 
0 (x-ty |йн& 

Опять, используя лемму 5, получаем 

|T
tK4t)-9wa)kc3ex к-ОД+пИ, 

где постоянная в05 не зависит от N и ^(Х) . Следо­
вательно, 

<с, et+*fri(e/$),m=i 

et*m-«w (e«-m_ е «-«) / ( т - 0 > т>Л 
>•< 

3t>* 
N a+m+* 

<a)3{67flt при l = 0 ; £ t + d / 2 при гИ}ч< 

,-(т*ы) <a»s(N~c "P" %=0;N -a+m+d) при гъ\) 
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и, наконец, 

* • Ах 

О т-к нечетное, 
2 3 £ m-KM ^ ^ N ,Ш-П- четное. 

Теорема полностью доказана. 
Оптимальность по порядку в точке t квадратурной 

формулы (44) устанавливает следующая 
Теорема 5. Справедлива оценка 

VM (т^ г + т нНы [ -1,1] , t , U > F6N"Cx+m",l**>
J 

где IN -» произвольный вектор, а постоянная г б не 
зависит от N 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем произвольный 
вектор узлов Х^-{Х;}в t •1^X l<l1<...<XN.j <X N *1 . 
Разобьем отрезок ["1,1] на 2(N+Q равных по длине от­
резков [•i+(i-0/(N+0,-1+i/(N+1)] , i = 1,2(N+1), 
Очевидно, что количество отрезков, внутренности которых не 
содержат точек X^i^O^N, не менее N+1 . Левее 
или правее точки t их лежит не менее (N+0/2 . Р а с ­
смотрим, для определенности, случай, когда они расположе­
ны правее (другая ситуация рассматривается аналогично). 
Обозначим эти отрезки через As # j*1,n , n>(N+0/2. 
Положим 

где Вх+щ^1) - сплайн из леммы 4 на отрезке А; 
<0(6>«6* . Очевидно, | € W t * * , H * M . l 3 и 

R4f,t ,XN (AK ,rN) = S(m,f,t) 
для произвольных ft ц и I щ 
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Но 

Теорема доказана. 
Заметим, что теорему 5 можно было бы не доказывать -

ее утверждение следует из соответствующих результатов по 
оптимизации методов вычисления регулярных интегралов. Мы 
привели доказательство лишь для иллюстрации применения пред­
ложенной методики исследований. 

§ 5 . Некоторые замечания и дополнения 

В заключение работы приведем ряд полезных, на наш 
взгляд, замечаний и дополнений к результатам предыдущих 
параграфов по оптимизации квадратурных формул для с. и. 

1. Как уже отмечалось выше, при оптимизации по по -• 
рядку точности требование о выпуклости вверх модуля непре­
рывности не ограничивает общности рассуждений, однако уже 
при асимптотической оптимизации это утверждение не имеет 
места, и игнорирование этого факта неизбежно приводит к 
ошибкам. 

2 . Результаты, аналогичные теоремам 1-5, имеют ме­
сто и для сингулярного интеграла 

3 0 w ) = ±\й%т ^q»(o)do , meIN, ( 4 5 ) 

с плотностью 
понимаемого в смысле главного значения по Коши при Ml»i 
и в смысле конечной части по Адамару при ГП*2 . Здесь, 
кроме периодичности, существенную помощь оказывает также 
формула 

И . % 
S Cfem ^ <pC6)d6 = 5 CtQm-|- <P($-6)d6 , ( 4 6 ) 
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не имеющая места в непериодическом случае. Однако в квад­
ратурных формулах с кратными узлами для с. и. ( 4 5 ) возни­
кают другие трудности, обусловленные известными трудностя­
ми кратного периодического (в первую очередь, тригономет -
рического) интерполирования. 

3 . Предложенный выше метод оптимизации квадратурных 
формул для с и . ( 1 ) успешно применим также к оптимизации 
квадратурных формул для слабо сингулярных интегралов вида 

S.J-S ^ 1 У fw>fr,t€[o,fltf«C[o.fl, (47) 

W-£5fo4*¥nC*¥ft<w**- (48) 

= ж ! tnm|sinfHctgfftft-mdo , 9€С2Я , 
-я 

где tn+i€lN t 0*У<1 , понимаемых как обычные н е ­
собственные интегралы. Более того, здесь , в отличие от 
с. и. ( 1 ) и ( 4 5 ) , не возникает никаких принципиальных труд­
ностей, а возникающие трудности носят лишь легко преодоли -
мый вычислительный характер. При этом, независимо от по -
ложения особых точек t и S , в полной мере сохраняется 
утверждение замечания, приведенного в конце § 4 , что оказы­
вает существенную помощь при получении оценок снизу. Что 
касается оценок сверху, то они устанавливаются хорошо и з ­
вестными способами (см. , напр. , L ^ e j , а также Jj4 J ) . 

Для иллюстрации остановимся на двух простых результа­
тах. 

Интегралу ( 4 7 ) поставим в соответствие квадратурную 
формулу N а 

SoOf;t) = Z Е а ^ ш ^ Ч н tN(f -ft)f 
(49) 

М «|»0 

где )t-J - произвольная сетка узлов из [0,1] t { й ц Ш } 
произвольная система функций из С [0,1] t ^j|Cf;t) 
остаточный член, а {о$} - данная система целых неотри­
цательных чисел. Здесь оптимальная оценка погрешности на 
классе функций определяется по формуле 

V-CR-inf sup max li„(?;t)l 
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Теорема 6 . Пусть F e W % H w [ Q , l ] . г « е 

X+16W, О*0г<1 , а<Лв(00О, 0^6^ 1 , - про -
извольный модуль непрерывности. Тогда 

T H ( F ) X * W ( " M ) , m+i«W.0«i<i, 

и оптимальной по порядку является квадратурная формула 

$o(f;t)=Se(PHf;t)+t*(f;t),0*U1, 
где rn^jt) - интерполяционный многочлен Лагранжа функ­
ции f(t) по узлам t K = t* «COS*^—^ , K«i,N. 

Далее, интегралу (48) поставим в соответствие квадра­
турную формулу с простыми узлами: 

N 

•D,(«ftS)-ZX®<pU„)+RH(«p:s),9«C», ( 5 0 ) 

где {Зк} - произвольная система попарно неэквивалентных 
узлов, {AK(S)} - произвольная система функций из Can 9 
a R||C<pi*S) - остаточный член. Здесь оптимальная оценка 
погрешности класса квадратурных формул (50 ) на классе 

Г^Сзя определяется по формуле 

V„(F) = inf sup maxlRM(4>;s)l. 

Теорема 7. Пусть F = WXHW[0,5&] , где 
T+t€W , а (Л = (0(8)/ 0*б$Л t - произвольный модуль 

непрерывности. Тогда 

и оптимальной по порядку является квадратурная формула 

a.<¥;s)«VL,,i>;s)+ №**), 
где Ln0pjS) - тригонометрический интерполяционный поли -
ном Лагранжа степени R*lN/2l по узлам S^ S S K = 
5S2K^/N + O)/N#0<C0^, K«1,N , не содержащий члена с 
bUlCnS+w) при Нв2п. 
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4 . Интересной представляется задача асимптотическое оп­
тимизации квадратурных формул для с. и. (1) и ( 4 5 ) . Попытка 
решить ее при IT!S1 и частных случаях задания класса плот­
ностей F предпринята И. В. Бойковым (см. ,напр. , [ 2 7 , 2 8 J ) , 
но, к сожалению, эта попытка явно неудачная, т. к. его ре -
зультаты в этой области являются ошибочными (см. , напр. , в 
[ 2 , 9 - 1 1 , 2 9 - 3 1 ] ). Это привело также к ошибочности ут­
верждения И. В. Бойкова [ 2 8 ] об асимптотически оптимальном 
приближенном методе решения характеристического сингулярно­
го интегрального уравнения на единичной окружности (см. , напр. 
[ 1 0 , 2 9 ] ). 

В связи со сказанным следует отметить, что первый ре­
зультат по асимптотической оптимизации квадратурных формул 
для с. и. (1) при ГП*1 получен в недавней работе Р. Н. Ша-
рипова [ э ] . Окончательные результаты при решении более 
частных задач получены Л. А. Онеговым [ 2 9 , 30 , 3 2 ] , кроме 
того, в работе [ 2 9 ] , наряду с др!угими результатами, ука­
зан также способ исправления ряда наиболее распространенных 
ошибок И. В. Бойкова (см. , напр. , в [ 2 8 ] ) по оптимизации 
квадратурных формул для сингулярных интегралов. 
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