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ОСОБЫЙ СЛУЧАЙ ОЦЕНКИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ СУММ 
С ПРОСТЫМИ ЧИСЛАМИ 

Дано улучшение оценок статьи (а) для сумм вида 

в случае, когда общее наименьшее кратное знаменателей рациональных 
приближений к коэффициентам Ап,. . . , Аг не превосходит Pv , где v = пт1. 

О б о з н а ч е н и я , с — положительное постоянное, г — произвольно ма­
лое положительное постоянное, 6 — число с условием | 6 | < ^ 1 . 

А<^В при положительном В обозначает, что | ^ 4 | < ; d 5 . 
р — переменное, пробегающее простые числа. 
тг (х) — число простых чисел, не превосходящих х. 
к — целое положительное. 
Р — целое, Р ; > с 0 , где с0 достаточно велико. 
п — целое постоянное, п ^> 12, v = тг"1, АП9 . . . , Ах — вещественные, 

/ (х) — Апхп + . . . + Ахх. Пользуясь в дальнейшем приближениями к чис­
лам Ап, . . . , Ах посредством несократимых дробей 

с положительными qn, . . . , qlt будем обозначать общее наименьшее крат­
ное чисел qni . . . ,q± буквою Q. 

В работе (х) была дана общая теорема об оценке сумм вида 

V 2nikf(p) 

V<P 

Однако Ё случае Q^PV эта теорема дает грубые результаты. Здесь мы 
выводим новую теорему, дающую в указанном случае результаты при­
близительно того же типа, какие получаются в аналогичном случае из 
теоремы 1,а указанной работы для сумм вида 

2 *-2nikf(x) 

где х пробегает числа натурального ряда. 
ЛЕММА 1 (van der Corput). Пусть М и Мг —целые, М < ' Мг и в 

интервале М <С х <С Мх задана дважды дифференцируемая вещественная 
функция fix) с условиями 

О < / ' ( * ) < 0,5, / * ( я ) > 0 . 
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Тогда, беря одновременно знаки -\-гили же знаки —, имеем: 

2 e±'niKX) = \ e±2Kimdx + 20. 
х=М М 

ЛЕММА 2 [лемма 2 работы^)]. Пусть 0 < а < р < 1 , 

/ = \ е2™ф(х) dz, о (х) = ипхп + . . . + игх, 
а 

где иПу. . , , Й!—вещественные и и0 обозначает наибольшее из чисел 
| ип | , . . . , ] % j . Тогда имеем: 

| / | < m a x ( l , 1 8 B ^ V ) . 

ЛЕММА 3. Яг/сть 6 > 2 , 0 < а < 6 , 0<?<]/"б7.-(т), д) = 1 , ' O < T J < ^ . 
Тогда имеем: 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Лемма тривиальна. 
ЛЕММА 4. Пусть Ь^>2 и I — целое положительное. Тогда имеем: 

0<Г5<Ь 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Эта лемма есть частный случай леммы 17 гл. I 
книги (2). 

ЛЕММА 5 (Loo — Keng Hua). Пусть Ап, . . . , Аг — рациональные несо­
кратимые дроби с положительными знаменателями, имеюгцими общим 
наименьшим кратным число Q. Тогда имеем: 

Q 

ЛЕММА 6. Пусть 

/TW \ кВп^П1 — уП) „ , , kB1{v1—v) Ф (т], г?!, г;) = ^ + • • • Н ^ ^ ' 

(Bn,...,B1,Q) = l, 

причем vx и v пробегают системы наименьших неотрицательных вычетов 
л о модулю Q, взаимно простых с Q. Тогда имеем: 

I Q - i 
\ ^ Х м V 2тггФ(т),-и1, v) <LQz-"^{k,Q)\ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательства этой леммы мы не приводим; 
оно является повторением вывода оценки суммы G в доказательстве лем­
мы 12 работы (1). 

ЛЕММА 7. Пусть при каждом s, взятом из ряда п, . . . , 1, имеет мес­
то свое равенство вида 

А*= -^Г +—7» (as,qs) = l, 0 < ? s , ! o s | < P v , 
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причем Q<^PV. Пусть, далее, k^PSv и t обозначает, положительное 
число, взаимно простое с Q. Пусть, наконец, 

у х 

где х и у пробегают возрастающие последовательности целых положи­
тельных чисел, взаимно простых с Q, и суммирование распространяется 
на область 

c>p>>**-4-i<y<c'>p>'*t\ (1) 

О < t2yx < Р, 
где с<^18 . Тогда имеем: 

£<~(inP)2<?-°'5v+e(u,<?)v. 

В случае, когда по меньшей мере для одного s = s' выполняется нера­
венство | 8S/1 ^> 1, имеем также: 

S < - ^ (In Pf Q-^+i | ge/ |-o,6ve 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно рассматривать лишь случай t^Pvi 
так как в противном случае лемма тривиальна. Интервал (1) можно под­
разделить на <С1пР интервалов вида 

cY<:y^Y, 0 , 2 5 < c < 0 , 5 . (2) 

Часть S' суммы б1, отвечающую интервалу (2), можно представить в виде: 

zmkf(t*xy) 
Y \У)С 

( K x < X cY<y<Yx 

s'= S 2 *(y)e~ 

x = i 4 - > Y*=min{-£r>7)-
Далее, находим: 

0<oc<X сУ<у 1 <У л ; с У < у < У х 

F (ж, г/i, у) = A/ (г2згд) — kf (t2xy)> 

где, в указанных границах, х пробегает уже все целые числа. Меняя 
порядок суммирования, находим: 

сУ<1/г<У СУ<7/<У 

Л1 — V PtniF(x,yltv) 
°УиУ — ZJ 6 > 

. ( Р Р \ 

х± = m m — 5 — , — 2 — . 

При 0 < ^ < ^ ( ) , ((?> 7i) = 1 рассмотрим сумму 
о V Л27ггР((3?+71,уи1/) 

0 < Q S + T ) < * I 
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Здесь имеем: 
Р«# + -Ц,У1,У) = Ф + Ь®, 

Ф = Ф(т), Уъ У) = - ^ - « « Ч У ! - У)Ч" + • • • + ^~(У1- У)Ч 

4 9 = ^ ^ " ^ (g6 + 4 r+- - -+^ ( !? - y ) (g6 + 4) = -(ЗН-ч)-
Легко найдем, что | // (6) | < 0,5. Кроме того, интервал — ^(Г1 < £ < 
^ (#i— rq) Q можно разбить на не более чем 2п—2 интервала, в каж­
дом из которых )/ (с) монотонна и не обращается в нуль внутри интер­
вала. Поэтому (лемма 1) 

5Ч = е2™ф [ e27tix <*> dS + О (1) = -~- 11е*™ф + О (1), 

1 

о 

где v1 11 v — наименьшие неотрицательные вычеты чисел у1 и у по моду­
лю (?. 

Отсюда находим: 

s'*<%- 2 2 ^yi)4y)(\u\\vVuV\+-^). (3) 
сУ<1/ 1 <7 с У < у < Г 

Замечая, что | £ У | ^ 1 , из неравенства (3) выводим: 

* , J < ^ 2 2 (1^1+ -£•)#.,..» 

Hv„v= 2 2 тЫт(*/)> 
сУ<Ух<У с Г < у < Г 

iyi=t?i(mod Q) y=v(mod Q) 

откуда, применяя лемму 3 и затем лемму 6, находим: 

#»,,<c-^(ini>)2, 

^'2< ̂ ~ (ь ̂ )2 2 2 (l F*.» I + -х-) < r r ( I n р ) 2 ^ ^ <*» ?>v-
vx v 

Отсюда тривиально выводим первое утверждение нашей леммы. 
Теперь рассмотрим случай, когда по меньшей мере для одного зна­

чения s = s' выполняется неравенство | 8 g / | ^ l . Здесь для модуля коэф­
фициента при Xs' функции a(xiz) имеем неравенство: 

^ * | 8 . / l i » i - ! / | 
>> v 
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Следовательно, полагая N = Yk 1]os/| \ будем иметь: 
U<^mm(l,N*\yi-yD 

(при yi = y имеем £/<С1). Из (3) следует: 

Wvt,r,= 2 2 x(2/ l)x(2/)(!F t,1,B |min(l,iVv!2/1-2/rV) + - x ) -
сУ<Ш<У сУ<-у<У 

y i S t ^ m o d Q) i /=u(mod Q) 

Сначала оценим часть W (yi) суммы WJ
VliV, отвечающую данному уг. Сум­

ма слагаемых суммы W (уг) с условием \уг — у | <; N будет (лемма 3) 

< - Ы (| ^.„ [ + -J-) (~ In /> + УТ). 
При целом г с условием 0,5 N<C2r <^Y сумма слагаемых суммы W{уг) 
€ условием 2Г <1\уг — у | <^ 2 r + 1 будет 

<С "с Ы (| VVl,v | iVv2-" + •£) (-J In P + VY 
Поэтому 

W Ы <С ~ In Р (| ^ | A-v | 8., |~v + - f - ) х (г/0, 

W»„« <С "Р- (In Р)2 (| 7 ^ | /Tv 18,, Г + -J-j , 
откуда, применяя лемму 6, находим: 

S" < ^§^- (ft-* , 8„ Г 2 21 ̂  [ + ? ) <С 
< X 2 F 2 (In P)2A_V|8S, |-V(TV+6 (A, <?)\ 

6" <C7-g- (In .P)2 j Ss, Г0'5 ̂ -O.Sv + e. 
ЛЕММА 8. Пусть при каждом s, взятом из ряда п, . , . , 1, имеет 

место свое равенство вида 

4» = V - + - | r . (««.?.) = !• °<<?e, | 8 , | < P V , 

причем Q^P1. Пусть, далее, 
Р°™ < Л / < Р , 2 М < М ' < 4 М , ft<P3v\ 

«7= 2 2 2тгг/с/(йги) 

М<гу<М / 

d w < P 

где d пробегает возрастающую последовательность положительных чисел, 
взаимно простых с Q, a w пробегает числа натурального ряда, взаимно 
простые с Q. Тогда имеем: 
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В случае, когда по меньшей мере для одного s = s' выполняется неравен­
ство | 8S/1 ̂ > 1, имеем также: 

U<^P\bs,rvQ-v+z\nP. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . На первом утверждении этой леммы мы останав­
ливаться не будем, так как оно является непосредственным следствием 
леммы 13 работы (1). Докажем второе утверждение. 

Имеем: 

M<tz<№ 
dtz<P 

При t > .P3v2 имеем Sdit <C MJP~3v\ Рассмотрим случай t < P 3 v \ 
Находим: 

s d t t = 2 ****** <**>, 
Nx<z<N2 

N1 = Mr\ N2 == min ( M T \ AT1*"1). 

Пусть 0 ^ 7 ] < ^ ( ? , (^»7i) = l* Рассмотрим сумму 

^ _ ^ e2nift/(dt(Q5+>l))e 

Здесь имеем: 
kf{dt(Qb + ri)) = (l> + \(S), 

ф = Ф («) = -^L. rfn p r j n ^ + _^£l Л -

x (5) = " ^ *d"*n ( ^ + 4)" + • • • + T" Ad ' -(?S + 4) = ° ( ^ + '1). 

Но легко найдем, что 
I *'(6) К 0,5. 

Кроме того, интервал (N± — 7j) (? -1<; 5 -< (iV2 — Ti) <?-1 можно разбить 
на не более чем 2тг — 2 интервала, в каждом из которых X'(£) монотон­
на и не обращается в нуль внутри интервала. Поэтому (лемма 1) 

(N2—n)QTl 

£ „ = е2тггф(т)) jj е 2тггл (? )^ _|_ (9 ( 1 ) = 

(JYi-'чХГ1 

1 

2 

Q - i l 

Sd,t = S б2^Ф(»)^- J e*zia(N2z)dZ + О ((?). 
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Ио, согласно леммам 2 и 5, отсюда получим: 

StU < С - g - ? 1 - V + * V min (1, РсГЧГ'к-'. |8в ,р) + 

+ Q<€ Pd11 Ъ,, \-"Q-^>', U < Р | Ьа, p ^ - v + E In P. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть при каждом s, взятом из ряда п, . . . , 1 , имеет 
место свое равенство вида 

Л = ^ + ^ , (о., ?,) = !, 0 < ? „ . | 8 . | < i > \ 

причем Q <^ P\ k ̂  P 3 v . Тогда, полагая 

2uikf(p) 

Р<Р 

будем иметь: 

^2е-

В случае, когда по меньшей мере для одного s = s' выполняется неравенство 
| 8 S ' | ^ > 1 , имеем также: 

£ < С ^ 1 9 ( 1 п Ш Р > 2 | 8 8 , — 0,5\>nQ,bv-\~Z 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательства этой теоремы мы не приводим, 
так как оно отличается от доказательства леммы 16 работы (х) лишь 
тем, что вместо лемм 12 и 13 работы (х) здесь мы применяем леммы 7 
и 8 настоящей работы (взяв с = 18"1). 

ТЕОРЕМА 2. Пусть при каждом s, взятом из ряда п, . . . , 1, имеет 
место свое равенство вида 

Л8 - у + - ^ , (а89 q8) = 1, 0 < g„ | 8S | < i>\ 

гс/жчеж A;<P3v2 , (? < Я , Я = е ^ Г ^ . Тогда, полагая 

Р < Р 

5 < ^ Р (In Р)2 ^ ° ' 5 v 4 - £ (A, 0° ' 5 V . 

i i случае, когда по меньшей мере для одного значения s = sf выполняется 
неравенство |8S/1 ^ - 1 , имеем также: 

s<^p (in P)2 (r° ' 5 v + £ | з8/ |~°'5v
 + iW"1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть D обозначает произведение всех простых 
чисел, не превосходящих Я , не делящих Q, d пробегает делители числа 
D, г пробегает числа натурального ряда, взаимно простые с DQ, т про­
бегает числа натурального ряда, взаимно простые с Q. Имеем: 

2 е^т = 2 2 ji (d) e^ikj {dm). (4) 
r<CP dm<P 
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Пусть гх пробегает значения г, имеющие ровно х различных простых 
делителей и пусть 

Sx= 2 e2nikf{r*} . 
При х > 1 легко находим: 

S* = -L у V б2™*' ( r i ^- i } + -L V V e2rri/r/(r1rx_l) ___ 
r-i< У*Р" r x _ 1 < / p 

-T 2 2 a™—> +tf(i). (5) 
r x—1</ P 

Далее мы рассмотрим лишь сумму 

^° = 2 S е2"/(ррг 

Р<УР 
рр '<р 

где для простоты положено гг — р, гх_х = р'. Две другие суммы, стоя­
щие в правой части равенства (5), рассматриваются аналогично. Интер­
вал Н <^ р <J ]ЛР МОЖНО подразделить на <С* In JP интервалов вида 

#о < р < Л, 0,25 < /?0 < 0,5 R. (6) 

Часть ^ суммы *У0, отвечающую интервалу (6), можно представить в виде 

s' = 2 S e2Tri*/(pp,), 
0<.P ,<L1R0<P<H2 

Ьг = РЛ^1, i?2 = min (Я, Pp'"1). 

Далее находим: 

S'^L, 2 2 2 *""•. 
0<P"<Lx P0<P!<P2 Po<P<P2 

F = F (р", P l , р) = A/ (PlP") - kf (pp"), 

где р" пробегает уже все без исключения целые числа в указанных гра­
ницах и рх пробегает те же значения, что и р. Меняя порядок суммиро­

вания, отсюда находим: 

S' <С Li 2J 2J ^pi.p' 
R0<Px<RR0<P<R 

VI f P P \ 
^PX.P= 2 ^2niF> b = min(—, y j -

0<P"<L 

При О <;?}<<(?, ( ^ J 7 ] ) ^ ! рассмотрим сумму 

0<Q5+*)<X 
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Здесь имеем: 

^(<?5-м,р1,р) = ф + че), 

Ф = Ф(Ъ P l , р) = - ^ L ( p ? - p » ) Y j n + . . . + J2L (9l-p)rh 

I (5) =
 kK (9"~ рП) (ff + п)п + • • • + *Sl {pi

p- p) (?5 + q) = ° (<?с + vj) • 

Легко находим, что | X' (£) | <^ 0,5. Кроме того, [интервал —'^(? _ 1 <С£^ 
<; (L — tftQ'1 можно разбить на не более чем 2п — 2 интервала, в каж­
дом из которых >/ (с) монотонна и не обращается в нуль внутри интер­
вала. Поэтому (лемма 1) 

(L-7))Q-i 

^ = е^Ф Г е
2пШ)(К +0 (1) - -J- Ue*"i<s> + О (1), 

1 

С/ = Z7Pi Р = ^ e*™(Lz)dz, 
о 

^ = - £ ^ + 0(0. 
Q - 1 

F = VVltV = 2 е2™фО'^), 
7]=0 

где г^ и г; — наименьшие неотрицательные вычеты чисел рх и р по моду­
лю Q. Следовательно, 

s,2^_LU_ 2 ^ | FBl,„ | WVuV + О (L^Q), 
Q 

\ив 
Г й 0 < р < К R0<Z9<R 

9i=V!(mo6. Q) p=u(modQ) 

Замечая, что |C/" P l , P | ^ l , отсюда выводим (лемма 7): 

S' < PQ-*»™+* (k, <?)°'5V, S0 <C P In PQ-°'5"+B (к, <?)°'5V. 

Такие же оценки мы получим и для двух других сумм правой части 
равенства (5). Левая часть равенства (4) примет вид (х-^0,25 " | /1ILP): 

S = О (Р In P In In PQ-°*»+* (к, 0° '5 V) . 

Теперь рассмотрим случай, когда по меньшей мере для одного значе­
ния s = s' справедливо неравенство | 8S/1 ̂  1. Здесь для модуля коэффи­
циента при zs' функции a (Lz) имеем: 
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Поэтому (лемма 2) находим: 

| U9u9 | <С min (1, 1Гк-* | 88, |-v|Pl - р П . 

Пусть W^pi)— часть суммы WVltV, отвечающая данному значению рг. 
Сумма слагаемых суммы W (рх) с условием \рг — р | <С Q будет <С 1. При 
целом h с условием 0,5 Q <C 2h <^R сумма слагаемых суммы И/(р1) с ус­
ловием 2 /(<^ | рх — р ' ̂  2 l + 1 будет 

Поэтому 

W (рО <€ 1 + A Jrv |3,, Г . ^ , г <С ^ &~v I 8.' Г + | - , 

б"2 <С ( J - АГ | 8„ Г + - ^ r ) min ($»-+• (к, Q)\ Qs) < • 

<С ^ - v | v | -^" v +« (к, QY+^-, 

S'<cPQ~°'S4+t 18«' Г0,57 + РЯ""1,5, 
£0 <C P In /><r°'8V+e | os, j-°-8v + i> In РЯ - 1 '8 . 

Левая часть равенства (4) примет вид: 

S + О (Р In P In In PQ-°^+'-) 8e, j-o-w + p in p i n in />// -1 '5). 

Далее, оценим сумму <S"' слагаемых правой части равенства (4) с ус­
ловием 

Если х — число различных простых делителей числа d, удовлетворяющего 
этому условию, то имеем: 

Я т v. г>о,25 1 /- ТА" * 1п^> 

> Р , x > J | r l / l n i D , x ( d ) > 2 1 6 

Интервал Р0'25 <^d<^P можно подразделить на < In P интервалов вида 

d' < d < d", 2d' < сГ < 4d\ (7) 

Часть суммы S", отвечающая интервалу (7), будет (лемма 4) 

Следовательно, 

d 9 l»5^1nP ol,5|/"lnP 
d'<d<d" z z 

P (In P)24 P 
S'r<^ ц / Ш Р ^ T T 

Наконец, оценим сумму £'" оставшихся слагаемых правой части равен­
ства (4). Достаточно рассматривать лишь значения т с условием Р0,75 <^т. 
Интервал Р°'7Б<^т^Р можно подразделить на <̂С In P интервалов вида 

М<т^М\ Р ° ' 7 5 < М < Р , 2 М < М ' < 4 М . (8) 
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Часть U (М) суммы 5 ' V отвечающая интервалу (8), с условием, что рас­
сматриваются только значения d с [i(d)=A, или только значения 
d с \i(d,) = — 1, по умножении на [л (d) будет иметь вид: 

U — У e2r.ikf(dm)t 

M<m<M' 
dm*CP 

Применяя лемму 8, получим: 

S" <^Р In PQ-y+* (к, Q) \ 

а в случае, когда по меньшей мере для одного s = s' выполняется нера­
венство | 8S/1 ̂ > 1, получим также: 

U<^PlnPQ~^z\^\-\ 

Sm<^P (In P)lQ~v+z | 8 в / | " " \ 

З а м е ч а н и е 1. Теоремы 1 и 2 этой работы представляют собой 
не что иное, как усовершенствование оценки теоремы 2 работы (*) для 
точек первого класса указанной теоремы. Следует, далее, отметить, что 
теорему 2 достаточно применять лишь в случае | os, | < ; Н (когда теорема 1 
недостаточно точна), причем в указанном случае слагаемое РН'1, стоя­
щее в правой части неравенства для S, можно отбросить. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть при каждом s, взятом из ряда п, . . . , 1, имеет 
место свое равенство вида 

Л = = "5Г + ^ " ' К'?.) = !. о<?.- \*'\<Р"> 

причем Q <^ Pv. Тогда при любом а, удовлетворяющем условию О <С s <; 1, 
для числа Т (а) дробей вида 

{/00 Ь Р<Р, 
с условием 0 <; {/ (р)} < з будем иметь: 

Г(а) = а т г ( Р ) + 0 ( Д ) 

{О — постоянное, не зависит от а), где, полагая 

Н = eViKF, 
можно брать 

A = P(lnPfQ~°'5v+z в случае Q < # , 

а — re Ц ' в противном случае. 
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Если же по меньшей мере для одного s = s' выполняется неравенства 
| os/1 ̂  1, то можно брать также 

Д = р (In Р)3 Q-°'5v+£ | 8S, p
0 ' 5 v в случае Q < Я , 18S, | < Я , 

A = = P e 2 0 ( l i l l n P ) ^ - 0 , 5 v + e | 8 s / ) - 0 , 5 v q npomumoM с л у ш # 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательство этой теоремы аналогично дока­
зательству теоремы 2,а работы (*). 

З а м е ч а н и е 2. Следует отметить, что мой метод в соединении с некото­
рыми элементами метода V. Brun'a позволяет значительно улучшить оценки 
теорем 1 и 2 (следовательно, и теоремы 3) в случае Q < ^ # . Однако на 
этом случае я останавливаться не буду; хорошие (даже несколько более 
точные) оценки здесь можно получить уже и без помощи моего метода, 
пользуясь известными результатами теории распределения простых чисел 
в арифметических прогрессиях. 

Поступило 
20. IX. 1957 
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