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КОМБИНАТОРНЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

В. Ф. Колчин, В. П. Чистяков 

ВВЕДЕНИЕ 

Комбинаторные задачи и методы занимают значительное 
место в исследованиях по теории вероятностей. Среди много­
численных работ в этой области можно выделить несколько 
направлений: комбинаторные задачи в теории случайных 
процессов, задачи, связанные со случайными отображения­
ми и случайными графами, задачи размещения частиц по 
ячейкам. 

В последнее десятилетие заметные усилия были направ­
лены на изучение задач о случайном размещении частиц по 
ячейкам. Пусть п дробинок независимо друг от друга броса­
ют в N ящиков. Как распределена случайная величина 
|1о(п, N), равная числу пустых ящиков? Этой «классической 
задаче о дробинках» можно дать несколько наглядных ин­
терпретаций. Например, при случайном отображении мно­
жества из п точек в себя каждая из п точек случайно пере­
ходит в одну из этих п точек. Этому отображению соответ­
ствует случайный граф с п вершинами, каждая из которых 
случайным образом соединяется дугой с одной из вершин. 
Величина [Хо(п, п) в этом случае является числом вершин-ну­
левой кратности (не имеющих ни одного прообраза). Извест­
ны и другие формулировки этой и близких ей задач: задача 
_о днях рождения [96, 120, 124, 130, 132], задача о коллекцио­
нировании [68, 72, 84, 142, 143] и другие. Мы будем исполь­
зовать терминологию статистической физики и говорить 
о размещении частиц по ячейкам. 

Внимание к задачам о размещении частиц является отра­
жением общего повышения интереса к комбинаторным зада­
чам, который вызван, с одной стороны, возросшими перечис-
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лительными возможностями вычислительных машин, а с дру­
гой стороны, — развитием методов асимптотического анали­
за. В задачах о размещении частиц нашли применение поч­
ти все основные асимптотические методы теории вероят­
ностей. 

Величина [i0(n, N), может быть представлена в виде сум­
мы индикаторов, связанных с ячейками: 

м«.;ло--и,+...+&„, (п 
где li — 1, если ячейка с номером I пуста, и gi == 0 в осталь­
ных случаях, 1 = 1, ..., N. Однако при исследовании предель­
ного поведения суммы (1) при п, JV{to}oo хорошо развитая 
теория суммирования независимых слагаемых неприменима 
в силу зависимости случайных величин %\, ..., \N. При иссле­
довании предельных распределений в задачах о'размещении 
частиц используются различные методы, метод перевала 
[33, 34, 44—47, 53, 56], метод моментов [52, 111, 112, 135, 
150], суммирование независимых случайных величин [138], 
суммирование зависимых случайных величин [52, 141], све­
дение, к условным распределениям независимых случайных 
величин [35, 36, 96, 145]. 

Прикладная важность задал о размещении частиц под­
тверждается работами, в которых описываются применения 
этих моделей в статистической физике [90], вычислительной 
технике [16, 92], теории автоматов [59], в математической 
статистике [13, 15, 51, 61], астрономии, биологии [116, 119], 
а также тем фактом, что эти задачи не.раз переоткрывались 
различными авторами в теоретических [136] и особенно 
в прикладных исследованиях [16,92]. 

Разнообразие и сложность используемых методов с одно­
временной простотой и наглядностью формулировок делают 
задачи 6 размещении частиц хорошими объектами для де­
монстрации асимптотических методов теории вероятностей 
в преподавательской практике. 

В этом обзоре мы. будем касаться главным образом тео­
ретических работ, относящихся к задачам о размещении час­
тиц и к случайным отображениям конечных множеств. Пер­
вая глава содержит обзор работ по классической схеме раз­
мещения частиц, вторая посвящена различным обобщениям 
этой схемы. Третья глава охватывает работы по случайным 
отображениям конечных множеств. К задачам размещения 
частиц примыкают и некоторые вопросы общей теории слу­
чайных графов. Мы не включили в обзор эти работы, по­
скольку теория случайных графов заслуживает подробного 
самостоятельного изложения. Мы также не рассматриваем 
большой класс комбинаторных задач, связанных со случай­
ными процессами, которые в значительной мере отображены 
в монографии Л. Такача [58]. 
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Глава I 

КЛАССИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА О РАЗМЕЩЕНИИ 

§ 1. ПРОИЗВОДЯЩИЕ ФУНКЦИИ И МОМЕНТЫ 

Пусть п частиц независимо друг от друга размещаются 
по N ячейкам так, что для каждой частицы вероятность по­
пасть..в, i'-ую ячейку равна ai, i== l, 2 N. Такую схему 
размещения частиц по ячейкам мы будем называть полино­
миальной. Полиномиальную схему размещения в случае 

a1 = a2 = • . . .=-= #лг--="— 

будем называть равновероятной. Обозначим '•..(/г, а1,..., aN) 
и nr(n, АО число ячеек, содержащих ровно по г частиц, 
в полиномиальной и равновероятной схемах. Иногда мы будем 
эти величины обозначать просто цг. Значения тт случайных 
величин |хг связаны соотношениями 

-=о Ч г=о 
Точные формулы совместных распределений , любого набора 
I*,-,,..., prs при больших п, N довольно сложны. Даже в рав­
новероятной схеме, чтобы получить совместные распределения 
при s<iti, приходится суммировать вероятности] 

/; P { . v - M r , r = 0, 1,..., я} = „ Щп[ ' , (1.2) 

к - = о 
где тг удовлетворяют (1.1). Нетрудно показать, что 

Р{Н{п, //) = A}-=C.v(l-4-)"P{ix-(«, A/~k) = 0}, 
где 

р{Н(п, -v)-=0}-S(-i)^(i-4)'1- <°) 
Точные формулы для распределений числа пустых ячеек {mu}o 
(или для числа занятых N—ц,0), а также для других вели­
чин, связанных с полиномиальным размещением, приводи­
лись во многих работах (см., например, [53, 68, 84, 114]). 
Во многих приложениях используются распределения вели­
чин. у* ПРИ больших п, N. В связи с этим представляет инте­
рес получение предельных распределений' при n, N{to} oo. Ис­
следование предельных распределений облегчается наличием 
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достаточно простых выражений для производящих функций, 
связанных с распределениями |хг. 

Положим л. ,: 
®r,.. .r J(2 :) x i i . - . i x j , aii.-ч •#дг),.—! 

oo 

= ^~-г"Мх^Лп'а' аи) . . . Л("•"'•••••""), 
. • " = 0 

В работе Б. A. Севастьянова и В. П. Чистякова [S3] получена 
формула 

^ r i . . . r s ( ^ y - Я . , ! . . . ! x j , a l > . . . , Uff) = 

^YlU^ + i^f-ix,-1)1 (1.4) 
ft=lL '= - . 

Отсюда при s=i.l и rj=-r находим 

З-д-^Ж^-С"'*' ^)-вП[в^в* + --^-—-(АГ-Ц]. (1.5) 

а в равновероятной схеме 

i^M^w-fo + JOix-i))".- U.6) 
Пг-0 

Формулу (1.4) можно использовать для получения' вероятно­
стных производящих функций-в виде" контурного интеграла. 
Например, из (1.5) находим, что 

Асимптотическое поведение (1.7) МОЖНО исследовать методом 
перевала. Из равенства (1.<3), положив г -=0и x-=0, нетруд­
но получить (1.3). Дифференцируя (1.4) по переменным 
JCJ, x2,..., xs в точке х1 = х2 = ...~xs—\, нетрудно" полу­
чить формулы моментов 

/W|ir«2CjeJ(1-a#)'w, 
А = 1 

М*г (рг - 1) = 2 (Г|).(я--2г)1 й*а ' V ~а»~ а^"~2Г\ (L8> 

Л-~№ = 2 г М ( в - ? г . , 0 | «ДО О - а* - « / ) я 1 г - - . 
к Ф 1 . • • • 



В частности, для р-0 
N 

-%о=2(1 -«*)". м^= 3*0--»..-•••--«<*)". (1-9) 
. k=l lt...ik 

где знаком 2 обозначено суммирование по всем наборам: 
(ilt ig,.'.., ik), у которых координаты различны, я 

Х№ — х {х — 1). . . (x — к + 1). 
1 П 

Если п, iV->'oo, «!-=. . . -=а„ = у и а—--— < а 1 < о о , то' 
- H | - r ~ - V j 5 , COV([xr, ( i ,)~Afa.. , , (1.10> где 

---•—е-, «„.-^.[l — ^— &-(«-/•)-] , 

^--Л^Н--^^],г^. (U1> 

Асимптотические формулы (1.10) получены Б. А. Севастьяно­
вым и B. П. Чистяковым в работе [53]. B этой же работе 
показано, что определитель матрицы I.-V.-J, /»/=--••••» s,. 
положителен при любом а > 0 . Асимптотические формулы 
в полиномиальной схеме для (1.8) получены при /г, N—*oo. 
в предположении, что . . | 

0 < A r a f t { l e } C < o o ' , —- = a e [ a 0 . »!]> 0 < % < < - 1 < o o , 

в работе В. П. Чистякова [62], И. И. Викторовой и В. П. Чи­
стякова [14]. 

§ 2. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ ЧИСЛА 
ПУСТЫХ ЯЧЕЕК В РАВНОВЕРОЯТНОЙ СХЕМЕ 

В этом и следующем параграфах мы будем предполагать, 
что п, N-*oo я а1==а2 = .. .= aN==-jr . Если для Мр0, 
и Dp0 существуют конечные или бесконечные пределы, то. 
в зависимости от соотношения между п, N возможны еле-
„дующие случаи: 

1) Ж ц о - Х , Д*0-->Х, 2) MH-о- оо, £р.0~*оо, 
3) M[A0->оо, Дх0—*Х. 

Заметим, что случай Мр0—»Х, D\J,0—»ОО невозможен в силу 
неравенства Мр0 >• Dp0. Кроме того, из условия М\>-0—• X 
следует, что А-0 ->Х. Можно явно указать связь между п\ N 
в этих случаях. Приведем все предельные распределения для 



••i0. Связь между n, N укажем явно. Справедливы следующие \ 
утверждения. При п, N—><х> 

1) P{^-(N-n) = k}~^^~e-\ если^-Х; (1.12) \\ 

— с о • 

•едлк выполнено хотя_бы одно из условий -— —• со,—• eN —> 0; 

3) ^ 0 = A } - . - i r \ .(1,14) 

-если • -— log iV-* log A. 
•Соотношение (1.14) легко доказывается методом моментов; 
(1.12) было установлено Бекешши [74]. Асимптотическая нор­
мальность [А0 в предположении 0 •< сх -< ----- -< с% < ,оо была 
доказана методом моментов Вейссом [150]; в этом же предпо­
ложении утверждение об асимптотической нормальности t-.0 
..следует из более общей теоремы, полученной Б. A. Севастья­
новым и В. П. Чистяковым [53] методом перевала. Реньи [138] 
дал три доказательства асимптотической нормальности i~.0. Эти 
доказательства проводятся соответственно в предположениях: 

1) ------>оо, •— < с < о о , . , 

2) 0.<c1{le}-J.-<.ca<oo, | 

и, таким образом, полностью исчерпывают допустимую область 
.изменения n/N в (Г 13). В предположениях--— ---> oo и*----- e-v —> 0 
другое доказательство было дано Бекешши [73]. 

Будем теперь рассматривать {mu}0 (/г., iV) как случайную функ­
цию (-o(ft), зависящую от параметра п. В работе Б. А. Се­
вастьянова [49] показано, что случайная функция (-0(д) при 
соответствующей нормировке и соответствующем изменении 
параметра сходится к пуассоновскому процессу или к ста­
ционарному гауссовскому. Пусть п, N~>оо так, что вели-
чины •—*—-' ограничены. Величину 0 принимаем за новый вре­
менной параметр. В этих условиях конечномерные распреде-
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ления процесса ц0 (п) — (N — п) сходятся к конечномерным 
распределениям пуассоновского процесса ij(0) с Mi)(0) —0. 

Если «., N—>oo так, что log----- ограничен, то за новый 
временной параметр принимается 8 =- - - . Доказано, что ко­
нечномерные распределения процесса Г(6)= -̂ w"~_ ^ • 
сходятся к конечномерным распределениям гауссовского 
марковского процесса i] (9) с корреляционной функцией 
•е--'(1—• (1 -|- 6)е-°), е '>0 . Процесс i.(0) определён в точках 
видаб——-. Доопределим его в промежутках между этими 
точками линейно. Тогда распределение £"(-.(6)) сходится к рас­
пределению 5* (11(9)), где g— непрерывный функционал на 
пространстве непрерывных функций. 

Пусть теперь п., N —> оо так, что величина -—— log N 
ограничена. Введём новое время "0 с помощью равенства 
-тг — log N — — log 9. В этом случае конечномерные распре­
деления процесса {i0 (п) сходятся к конечномерным распреде­
лениям пуассоновского процесса. Приведённые здесь резуль­
таты Б. А. Севастьянова в случае сходимости к гауссовскому 
процессу распространены Ю. В. Болотниковым [8] на случаи, 

1 — 2 

когда —- -> со, г— eN -+ 0 и когда —-•--» оо, —• -> сю. 

§ 3. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ рг 
В РАВНОВЕРОЯТНОЙ СХЕМЕ 

Результаты, приведённые в § 2 для \х0 ((1.12) —- (1.14)), 
переносились многими авторами на р.г с г > 0 ; Эрдёш и Реньи 
|100] показали, что при я, N-*oo и -— = aN + log N + 
+ г log log N \ан —• a) случайная величина pr (n, N) распре­
делена в пределе по закону Пуассона с параметром •Х = — е-<*. 
Сходимость к распределению Пуассона при nr/Nr+l —* const 
доказана . в работе [33]. Асимптотическая нормальность |л.г 
была доказана Бекешши [74]. Используя методы Вейсса [150], 
Харрис и Парк [112] показали, что при—-—•a, n,N—>oo 
моменты случайной величины ((л.г —- M^r)lYD\xr сходятся к мо­
ментам нормального распределения. Получен ряд результатов, 
•относящихся к многомерным распределениям. В работе Кастоль-
ди [83] аппроксимируется совместное распределениецт,(/г, Щ,,.. 
.... ^ ( д . N). 
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Б. А. Севастьянов и В. П. Чистяков [53] получили сле­
дующий результат. При /г, N —• оо и 0<a-{le}--{le}ai<<--<> 
равномерно по |и г | -<с<оо и —— <5 [ao. arJ имеет место ра­
венство 

-°{Мл. -V)----^,..., \irs(n, N) = ks} = 
• s . 

exp(—-jf S B4aiaj) 

где и; —• - ' - — • , pr, определены формулами "(1.11}, 
В У N '* 

.в2 — определитель матрицы |о,.Г | | , 5 /а, — алгебраические до­
полнения элементов о,.- . Определители В2, Ви вычислены 
в ЯВНОМ виде. 

Результаты Б. A. Севастьянова [49] о сходимости к слу­
чайным процессам Ю. В. Болотников [7] перенёс на (лг(л, N\ 
с произвольным г^>0. 

Наиболее полные результаты в исследовании ̂ одномерных 
распределений {mu}r (и, N) получил В. Ф. Колчин [33, 34]. 
Положим 

« — ТЕГ» х-~jV/'r» xoo=-^o — -V + n, Xi0 = 
n — > i 

•4l = Xio jf 
Х-*<Г П1г(х)-=П(ХГ, x); П(А, x)=- x | 

2 
i _!!£. 

n 2 r ( x ) — — • e 2, 

x > 0 ; П(Х, x) — 0, 

• X , 
/ 2 n / -

где у"г, a,r определены (1.11). 
Асимптотическое поведение распределений [л ..(/•>• 2) при 

п, N-+OQ можно представить следующей таблицей: 

Характер 
изменения 

а 

Предельные 
распреде­
ления 

а—> оо 
N=0(a) 

Xr{to}0 

H i , 

а—>- оо 
<--=о (JV) 
Хг огра­
ничено 

п,г 

a ->- оо 
Хг->- оо 

п№л»' 

Хг--> оо 

п.--

- - > 0 
Хг--> со 

"•ir> .наг 

а->0 
Хг огра­
ничено 

п„ 
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.Эта таблица описывает и поведение [х0 и щ при а А 0, если 
в ней положить г = О или г == 1. При п, N{to}oo и a{to}0 рас­
пределение случайной величины |х0— N + n сближается с рас­
пределением Пуассона П(Хоо> x); если, кроме того, X0o->-{infty}, 
то распределение {mu}0 сближается с нормальным распределе­
нием n2o(x). Особый случай составляет поведение распреде­
ления случайной величины {mu}i при ft, N—>-oo и a{to}0. При 
А,1о == о (п'ь) распределение асимптотически сосредоточено 

в точках п — 2k, k== 0, 1 -у- , и 

Р {(, - п - 2k} = П (\l0, k\ (1 + о (1)); 
при /г =. о(^0) распределение сосредоточено в точках k.=-0,... 
..., /г и 

Р{(х1- / г — 2^} — 4-П(Х10, k)(l + 0( l)) , 

я { ^ — « Ч - ^ - 1 } - 4 - п ( х - - > •*)(-• + <>(-))• 
При Яю, имеющих порядок /г'/-, происходит переход распреде­
ления с одного носителя на другой. Исследование этого пе­
рехода проведено в работе [34]. В каждой области измене­
ния параметра а получены локальные теоремы и явно выпи­
сано несколько первых остаточных членов. Эти результаты . 
позволили исследовать поведение расстояния по вариации 
между распределением {mu}y и предельными. В результате мож­
но указать ближайшее к jj,r предельное распределение. Обо­
значим pir расстояние по вариации между распределением цг 
и распределением Пг>. В [33] доказано, что при г = 0, 2, 3,... 

SUp VS\\Vi$lT = 
0<a<oo I 

= ( ^ ) 1 / ^ l o g « + (3r+1)10g1ogftp(l + o(T-5 |—)) 

И ДЛЯ Г — . 1 -
sup minpu=-

( 2 \ 1 /3 

Щ (log ft + 4log log «)«/»(i + О ( - 1 - ) ) , 

где с. = У2(ке)~ т , с2 - (3 / 2 - ) - 1 (1 + 4е~ ~ ) .. 
П. Ф. Беляевым [5] изучаются предельные при п, N-.>-оо 
многомерные распределения чисел s-цепочек (последователь­
ностей из s исходов). 
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§ 4. ЗАДАЧИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО ЗАПОЛНЕНИЯ 
В РАВНОВЕРОЯТНОЙ СХЕМЕ 

В этом параграфе мы будем, считать, что в равновероят­
ной схеме испытания проводятся до тех пор, пока не насту­
пит то. или иное событие, связанное с заполнением ячеек. 
Тогда число испытаний будет случайной величиной. Обозна­
чим Vm(N, k) число испытаний, после которых впервые k яче­
ек будут содержать не менее т частиц каждая. Справедливы 
следующие результаты. 

Если от — const, а величины N, k—»oo так, что N---£•< 
< С < о о , то -
Р { т - - 1 - log N - (т - 1) log'log N - log (----J-T-T<x}----

^%~{е-хУе-'-х+о(1), (1.15) 
r=o • 

при этом 
Mvm (N, N) — N (loglN + (m - 1) log log Л/ + 

+ 1±*тётГ*°Ш*)- (1.16) 
; W.W-»($ + o(%gg!F)). (1.17) 
где т — константа Эйлера. 

.Если m —const, а величины N, .•%'•--> оо так,'что X -—-—-— 
-= const < 1, то случайная величина vm (iV, k) асимптотически 
нормальна с параметрами 

. Dvm-iV[X(l — X)(^(X))2-«m(X)]+;o(l), 
где «m(X) - положительный корень уравнения 

1 - 2 7 r e ~ M = x- 0 < J C < 1 . (1.18) 
r = 0 ' ' • 

при х-~Х. 
Соотношение (1.15) в случае k = N было доказано в ра­

боте Эрдёша и Реньи [100], а в общем случае — Бекешши [75]. 
Формула (1.16) получена в работах [82, 100, 134], при этом 
константа ~,— iog(m — 1)! была вычислена впервые в [100], 
а остаточный член —в [82]. Формула для дисперсии (1.17) 
получена в [82]. Второе утверждение доказано в [75]. При­

ведённые выше результаты обобщают результаты Бартона 
'и Дейвид [71], относящиеся к равновероятной схеме. Иссле-
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дования асимптотического поведения величины vw (TV, к) в об­
ластях k/N-*0 и k/N-*l, N—k~*oo, а такж;е в случае, 
когда N—»оо и т-*со, было проведено в работе Г. Й. Ив­
ченко [24]. В результате получена полная картина асимптоти­
ческого поведения случайной величины vm (А/, &) ДЛЯ всего 
спектра значений k, 1<.-г<Л", при любом конечном т > 2 , 
а также найдены её предельные распределения, когда т -»оо.> 

но j o " >
A r <C<oo, в каждом из следующих случаев: k — 

-= const, N — k = const, ---- •=• const << 1. Полное исследование 
всех предельных распределений величины vm(N,.k) при т= 1 
проведено в работе [72] (см. также [26]). Для исследования 
распределений vm (N, k) используется соотношение 

Pfrm (N, k)<n} = P {^-j (п, Щ < TV ~ k}, . 
где. £т(и, Л̂ ) = |х0(/г, iV) + M n . A0 + ... + p.m(«. Л/). Асим­
птотическое поведение %щ достаточно полно изучено в [23].. 
Предельное поведение vm(TV", 1) при TV-—const,и т~*oo рас­
сматривалось в [153]. 

, § 5. ПОРЯДКОВЫЕ СТАТИСТИКИ 
В РАВНОВЕРОЯТНОЙ СХЕМЕ 

Обозначим f\t число появлений г-го исхода в п независи.. 
мых испытаниях с N исходами. Располагая т)-,..., f\N в не­
убывающем порядке, построим вариационный ряд •.,(!•,..., t]iN)-
Характер предельных распределений членов вариационного 
ряда при п, N—• oo зависит от поведения параметра n/N log N. 
Если jy-ogx- —>0 при я, /V—>оо, то распределение каждого 
члена ряда асимптотически сосредоточено в одной или двух 
точках. С ростом параметра -N " N предельные распределе­
ния всё больше и больше расплываются. Если •.,. N • —> х ^ > О, 
то. предельными, для --.(.v-m+i, при любом фиксированном 
т = 1, 2,...', служат распределения, сосредоточенные на всех 
целых неотрицательных точках, разброс этого распределения 
растёт с ростом х. Аналогично ведут себя члены вариацион­
ного ряда Ц(т) при любом фиксированном т= Л, 2,.,.. Крити­
ческим для них является значение х — 1. Если д.. • „ •—> х,-
то при х •< 1 распределения сосредоточены в одной'или двух 
точках, а при x > 1 —на всех, целых точках. Если тТТоеТТ" "*" 
—>х<оо, то предельные распределения „остальных" члеиой 
вариационного ряда сосредоточены в одной или двух точках,. 

15 



При j - - - j - t o o при соответствующей центрировке и нор­
мировке крайние члены вариационного ряда имеют в пределе 
•распределение, обладающее плотностью. 

Приведём формулировки теорем о предельном поведении 
максимального члена щму Обозначим а = —--,i/?A = a*e--7k!, 
k = 0, 1,.... Если п, N—oo, | Л —>0 и г —г (п., N) вы-
•браио так, что г^>а и Npr-^^, где X — положительная 
постоянная, то 

-? {ЧМ = г - 1 } - - * - * +о(1), 
Я { з д = г} = 1 - г Ч о ( 1 ) . (1-19) 

.Если п, N-*oo, j - " —->x, г —r(n, ту") выбрано так, что 
г > 1 И Npr~>-Х, где X и x — положительные постоянные, то 

•/){<nw<r + *} = exp{-XT*+i(l-T)--}, (1.20) 
тде 7 - корень уравнения т + х (log 7 — т + 1). = 0 в интер­
вале 0<л<-..-' 

Если /г, TV, •-—— — оо, то 

Я • 
j -r,{7V)~ a _ сей Q(l0g N — -— log logATj / j a ) > 

T / Z E Z ~ ° + 

I ' К 21ogAT 

+ —1og4«<z)-->e-«-*) (1.21) 

ятде к (щ>) — функция в интервале 0 < д а < о о , задаваемая 
уравнением 

— и + (1 + a) log (1 + И)[="W.< 
Утверждения (1.19) и (1.20) доказаны И. И. Викторовой 

и Б. A. Севастьяновым [12], сходимость распределения -ц^щ 
к двойному экспоненциальному распределению установлена 
'И. И. Викторовой [11], там же описано поведение других 
крайних членов вариационного ряда в случае, когда . " • —>оо. 
Подробное исследование всех членов вариационного ряда 

a в случае, когда ——- стремится к некоторой постоянной, 
проведено Г. И. Ивченко [23]. Исследование вариационного 
ряда ~.(i),..., --"(.v) в этих работах сводится к изучению асим­
птотического поведения случайных величин \т (п, N) = 
= р0(п, N) + . . . + f~m(n, -V) в равновероятной схеме разме­
щения частиц по ячейкам, поскольку, например, Р {,(лг> < ш) •=. 
-= Р {%т (и, N) = N}. Другой подход , к изучению крайних 
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членов вариационного ряда использован В. Ф. Колчиным 
в. статье [36]. Пусть £1, %,..., ^ — независимые одинаково 
распределённые случайные величины, имеющие распределение 
Пуассона с параметром а, и ..("),..., ^ — независимые случай­
ные величины, для которых 

Р {.-(-) = £} — Pj;-—-kill-<r}, i - 1 , . . . , N; £----0, I,..., r. 

Используя связь полиномиального распределения с условным 
распределением пуассоновских величин с фиксированной сум­
мой, легко находим, что 

рЫю<г}=(Р{51 <г»* ';;;:;; . {;_Д )
| . <и2) 

Отношение вероятностей в правой части (1.22)', как пока­
зано в [36], стремится к единице и, следовательно, распре­
деление максимума в равновероятной .схеме, как и следовало 
ожидать, асимптотически совпадает с распределением мак­
симума N независимых случайных величин gi, ..., •=--, имею­
щих распределение Пуассона с параметром а. Это соображе­
ние дает возможность единообразно получить предельные 
теоремы для крайних членов вариационного ряда, изучая 
квантили распределения Пуассона c растущим параметром. 

§ 6. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ В ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ СХЕМЕ 

В этом параграфе мы часто будем предполагать, что при 
п, N{to}oo выполнено условие 

N a A < C < o o , £ = 1 , 2 , . . . , АЛ (1.23) 
Результаты, сформулированные в § 2 (соотношения (Г 12) — 
(1.14)), переносятся на полиномиальные размещения. Кроме 
того, для цо в полиномиальной схеме возникают новые пре­
дельные распределения. Если п, N{to}oo, выполнено условие 
<1.23) и 

N 

I T 2 а* ~~* ^ ~ COI-SI' 
то 

Jim P{^0 — (N~it) = k} = ^-е-*. (1.24) 

Если выполнено условие (1.23)' и 0 •< а0 •< •— {le} а1 < сх», то 

H f f i p f ^ ^ U l ^ f й " ^ в . (1.25) 
п, лг-о-сс { У-Dfv J / 2 1 . J^ 

Если п, N—юо, a1-{le}a2{le} ...<^aN и 
2 Заказ №382 -•* 



N 

- H h = 2 0 - ^ N ' » . ( - - « - ) " - Т * . 0 < T A < 1 , (1.26) 

где т, ih — некоторые постоянные, то 

Мхн_>е-х(.--!) П ( 1 - Т й + Tftx), Х = да-2Т*>0. (1.27) 

Утверждения (1.24) и (1.25) доказаны В. П. Чистяковым [62, 63] * 
Утверждение (1.27) доказано В. П. Чистяковым в [63] в пред" 
положении, что выполнено (1.26) и"лчто -——*0. Б. А. Сева­
стьянов [52] доказал (1.27) при 1 = т без предположе­
ния ~ —> 0. ЭТО утверждение при X =• т является следствием 
более общей теоремы Б. A. Севастьянова, полученной мето­
дом моментов. Методом моментов (1.27) доказывается и в общем 
случае. Холст [118] распространил (1.25) на более широкую об­
ласть изменения П/N.OH показал, что условие -^->«0 можно 
заменить на —.—> Ои ••--=-—>оо. При более сильных, чем (1.23), 
ограничениях на аи утверждение (1.25) было сформулировано 
Китабатакэ [123]. 

И. И. Викторова и B. П. Чистяков [14] доказали сходи­
мость совместного распределения 

1У,--И|~Г, v-ra — Mv-rs 
YW ум . <L28> 

при N —»оо в предположении, что ------ 6 [а0, а-J и выполне­
но (1.23), к нормальному распределению. Если условие (1.23) 
заменить на 

^ТГТГ' k = 1 ^.1*Г[</С<оо, 
N- Г - } (1-29) 

*fv-=4_(W-ftJ>o, N 
Л = 1 

то для (1.28) справедлива локальная теорема. Локальная 
теорема сформулирована в [13]. Полное доказательство при­
водится в кандидатской диссертации И. И. Викторовой «Кри­
терий «пустых ящиков» и его обобщения». 

Теоремы о СХОДИМОСТИ к случайным процессам функций 
fxo(n) в полиномиальной схеме получены Ю. В. Болотнико­
вым [9]. Задачи, связанные с последовательным заполнением 
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Б полиномиальной схеме, рассматривались в работах [67, 82, 
118,147]. 

Рассмотрим при iV->oo предельное поведение величины 
vi(N, k), введенной в § 4. Мы будем предполагать, что вы­
полнено условие (1.23) .• Если 

N 

—-2а?-^<оо , (1.30)' 

то распределение величины v1 (Ту", k) — k сходится к распреде­
лению Пуассона с параметром X. Заметим, что (1.30) эквива-
лентно условию lim ------<оо. Эти условия сходимости к за-

N -*• °° 

кону-Пуассона, а также достаточные условия асимптотической 
нормальности v1 (N,'k) в предположении lim -—<1 получены 
Холстом [118]. При более сильных предположениях на ak 

-чем (1.23), Брайтон [82] получил асимптотические формулы. 
для Mvra(7V, АО и Dvm(N,N). • . 

§ 7. ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИИ ОТ -Li,, 
СТАТИСТИЧЕСКИЕ КРИТЕРИИ И НЕКОТОРЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 

Для проверки статистической гипотезы Нй о л-ом, что вы­
борка, состоящая'из независимых наблюдений x-, x2,... ,л.,. 
взята из непрерывного распределения F(x), применяется так: 
называемый критерий „пустых ящиков" (см., например, [51]).. 
Он состоит в следующем. Точки zQ= — о о 0 1 < , . . . < . z N - i < ^ 
<izN -=оо выбираются так, что F (zk) —• F (гй_1) = •-----, k = 
— 1,..., N. Критерий строится на основе статистики ц0, равной 
числу интервалов (,,sA_1, zk), в которые не попало ни одного 
наблюдения. ЯСНО, ЧТО t-.0(«, N) является числом пустых ячеек 
(или ящиков) в задаче о размещении. Если ^0 -=< С, то гипо 
теза Hti принимается, а если ц в >С 1 то H- отвергается. Кон 
стаита С определяется заданием ошибки 1-го рода. При кон­
курирующей гипотезе вероятности попадания в интервалы 
уже могут быть разными. Воспользовавшись результатами 
(1.13) и (1.25), можно вычислить ошибки 1-го и 2-го рода 
критерия пустых ящиков при больших n, N. При небольших 
/г, N (2{le}N{le}10, 6{le}n-'{le}50) Крорго и Гутман [87] для 
ошибки 1-го рода 0,01 и 0,05 составили таблицу значений С, 
Используя точную формулу распределения вероятностей 
(x0(n, N). В работах [86, 87, 152] изучается двухвыборочный 
критерий пустых ящиков,.'заключающийся в следующем. Наб­
людения первой выборки образуют разбиение 'числовой пря-
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мой на ячейки. Далее находится число ячеек, не содержащих 
наблюдений второй выборки. По числу пустых ячеек решает­
ся, считать обе выборки распределенными по одному и тому 
же закону или нет. v 

Естественные обобщения обычного критерия пустых ящи­
ков получаются, если наряду со статистикой \х0 использовать 
набор статистик \хг, г —0, 1, . . . . Пусть при гипотезе / / - веро­
ятности a.—.—--, k = l,...,.Л/, а при гипотезе Нх вероятно­
сти ак удовлетворяют (1.29). В работе И. И. Викторовой 
и В. П. Чистякова [13] показано, что оптимальный критерий, 
различающий Н0 и Нх по набору статистик р,0, 1*1, . . . ,[*, , при 
больших п, N определяется линейной статистикой c0ri-0 + ... 
... + спрг; найдены коэффициенты скг статистики оптимального 
критерия и вычислены ошибки 1-го и 2-го рода. 

Исследование статистических критериев и некоторые другие , 
задачи приводят к изучению линейных функций от |xr. Г. И. Ив­
ченко [23] изучал суммы \т — [-t0 + t- i+ ••• + t-m в равноверо­
ятной схеме. Харрис и Парк [111] изучали величину 

- = 0 . ' ' 

в равновероятной схеме. Выбирая специальным образом • isur, 
можно получить статистики критерия пустых ящиков [А0, отно-

. шения наибольшего правдоподобия 
N п 

*• = 2 n,,lognk —n.log •—— 2 (r.logr)ib r—alog-^-

и 

-v (» -2-Y' 
Y2 _ V \ k ~ N ) _ N • -
Л — 2J. ~~~. n Zir2^r — n. 

й=1 •—• Г=0. 

Здесь %-— числа наблюдений в k-я ячейке. В работе [111] 
найдены асимптотические формулы для MW, DW и- получены 
достаточные условия асимптотической нормальности W. Ве­
личины wr, входящие в % и %2, удовлетворяют этим условиям. 
Предельные распределения статистики %г в полиномиальной 
схеме при .V{to}oo исследуются С. X. Туманяном [60, 61] 
и Ю. И. Медведевым [41]. Локальная нормальная теорема 
для сумм квадратов частот при N-^-oo получена в работе 
В. Ф.. Кол'чина [38]. Различные приложения задач о размеще­
нии указываются Холстом в [119] и в работах [64, 88, 
92, 116]. 
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§ 8. НЕКОТОРЫЕ ДРУГИЕ ЗАДАЧИ 

1. Группы ячеек. Пусть в равновероятной схеме ЛГ ячеек 
разбиты на s групп и .Vi — число ячеек в i-й группе. Обозна­
чим цог число пустых ячеек в i-й группе, Г. И. Ивченко 
и Ю. И. Медведев [25] изучают предельное поведение век­
тора (^оь ..., |u,'os) в двух случаях: 

п , N п , 
-м=[о%1Г' - - / = const. 

Число частиц, которое надо бросить, чтобы заполнилась 
хотя бы одна из групп ячеек, изучается в [70]. 

2. Частицы нескольких типов. T. Ю. Попова [42J рас 
сматривала следующую схему. Пусть в N ячееК независимо 
бросают пх частиц 1-го типа, п2 частиц 2-го типа. Частица 
k-vo типа попадает в i-yio ячейку с вероятностью af. k=-=,l. 2; 
i~\,...,N. Обозначим ^ (Л*) = Kft) число ячеек, не содер­
жащих частиц k-го типа, а ^3 )(я1+ га2) = ^— число ячеек, не 
содержащих частиц 1-го и 2-го типов. Рассматривается предель­
ное поведение вектора (nj,1), ^ \ ^)) ПРИ nv Я г , - ^ - " 0 0 

и Natf* < С < ОО. 
3. Суммы, связанные с размещениями. Рассматривается 

полиномиальная схема с ./V ячейками и числом испытаний п. 
Ячейке с номером k приписывается число 8ft (k —1,..., N). 
Обозначим \ сумму Ьк, соответствующих ячейкам, в которых 
содержится не больше г частиц. При bl = ... = bN=\, r=-= О 
имеем ~]„ = (10. Холст [117] доказал асимптотическую нормаль­
ность вектора 

когда N, щ, ..., nd{to}oo. В частном случае г == 0 эту задачу 
рассматривал Розен [142]. Бэтой работе он использовал свои 
результаты о суммах зависимых величин [141]. В [143] со­
держатся результаты, относящиеся к «последовательному за­
полнению» в задачах с суммами tin. 

4. Оценки параметров в задачах о размещении. В [94] для 
равновероятной схемы получена оценка максимального прав­
доподобия для числа ячеек. Еще одна задача, связанная с 
оценкой параметра, рассматривается в [81]. 

5. Бесконечное число-ячеек. В [89, 121] рассматривается сле­
дующая схема: п частиц размещаются независимо ,друг 
от друга в ячейки с номерами i— 1, 2,' .... Вероятность 
попадания в t'-yio ячейку равна pi. Изучается при n{to}oo 
число занятых,ячеек и число ячеек, имеющих четное число 
частиц. 
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Глава II ] 

ОБОБЩЕНИЕ СХЕМ РАЗМЕЩЕНИЯ ., \ 

§ 1. СХЕМА РАЗМЕЩЕНИЯ ЧАСТИЦ КОМПЛЕКТАМИ 

Пусть в N ячеек бросают независимо п' комплектов ча­
стиц, по 5 частиц в каждом. Частицы каждого комплекта раз­
мещаются в ячейках по одной, причем все возможные разме­
щения считаются равновероятными. \ Пусть и = n's — общее 
число частиц. Обозначим p'r(n, N) число ячеек, в которых 
оказалось после описанного выше испытания ровно г частиц! 
Очевидно, что при s=— 1 величина р'г\п, Щ совпадает с соот­
ветствующей величиной (А, (п, N) в равновероятной схеме 
(см. гл. 1, § 7). В работе Б. А. Севастьянова [48] показано, 
что все интегральные предельные-распределения при п, Аг—>oo, 
5 == const для величины [АГ (/г, N) совпадают с предельными 
распределениями [ъ'г(п, N} и, следовательно, все интегральные 
теоремы для ц, {я, N), упомянутые в § 3 гл. 1, переносятся 
на \л'г(п, N). Это утверждение сохраняется и в том случае, 
когда числа, частиц st в разных комплектах разные, но st < 
- < s < c o . Бекешши [76] получил асимптотические формулы 
для Mp'0(/i, N),• Цх'0(п, N). В этой же работе доказывается 
сходимость £J.Q (/г, N) к закону Пуассона. Задачи последова­
тельного заполнения рассматривались Бекешши [77], Г. И. Ив­
ченко и Ю. И. Медведевым [26]. Обозначим vm(A/, k, s) число 
брошенных комплектов, после которого впервые k ячеек будет 
содержать не менее т частиц. Очевидно, что при s = 1 вели­
чина vm (N, k, \) совпадает с величиной vm(N, /г), введенной 
в § 4 гл. 1. Бекешши [77] получил асимптотические формулы 
для Mvx(N, N, s), Dv1(N, N, s) при N-*oo, s — const. 
Г. И. Ивченко и Ю. И. Медведев [26] получили все предель­
ные распределения при N—>оо для Vj(/V, k, s), а также асимп­
тотические формулы для MVj (N, k, s}, Z)v, (./y", k, s), которые 
при k = N являются более точными, чем соответствующие 
формулы в [77]. 

§ 2. СЛУЧАЙНЫЕ МАТРИЦЫ 

Случайное расположение единиц в матрице размером 
/г X «.изучается в работе Г. В. Балакина [L]. Задается чис­
ло единиц N = [n\ogexn], случайно расставленных в клетках 
матрицы М. При п-*-оо рассматривается вероятность 
Р(п, х, k, I) того, что матрица М имеет ровно £ незанятых 
единицами строк и / столбцов, и вероятность Ри (п, х) того, 
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что в матрице М содержится п—k максимально возможных 
единиц в независимых позициях (т. e. в разных строках и 
столбцах). Вероятность -Po(n, x) при фиксированном х была 
получ-ена в [101]. 

Рассмотрим матрицу A = ||aii|| с п строками и N столб­
цами. Пусть ац— независимые случайные величины, прини­
мающие значения из поля GF(q), содержащего q элементов, 
с вероятностями 

P(atJ = Q)~l-qN, -P(a„ = a ) = ^ . . . 
a^Q, a^QF(q). • (2.1) 

При q — 2 в предположении, что вероятности Р (аи = 1) удов* 
летворяют неравенствам 

(log-V^ni р( _ n < M (iog-V)1+e 

в работах И. Н. Коваленко [28], М. В. Козлова [31] найдено 
асимптотическое поведение вероятности того, что матрица А 
имеет максимально возможный' ранг. В [30] И. Н. Ковален­
ко при более жестком условии б {le} P (aij = 1) {le} 1 — б 
(б == const) нашел распределение ранга матрицы А над по­
лем G-F(2). Г. В. Балакиным [2] для поля GP(q) рассмотрен 
случай 

- ^=^Р^-\ (2.2) 
где х — фиксированное число. Позднее для поля OF (2) 
И. Н. Коваленко [29] получил обобщение некоторых резуль­
татов Г. В. Балакина, заменив в (2.1) и (2.2) х на хи, где 
}хи | < Т =(const, а также заменив предположение «—=----- —= 
= const предположением об ограниченности величин aw = 
=-•—• В работе М. В. Козлова [32] изучается случайная вели­
чина С, которая является наибольшим целым числом таким, 
что любые С столбцов матрицы ||а^|| линейно независимы как 
элементы векторного пространства над OF (2). 

В [98] рассматривается случайная матрица с п' строка­
ми и N столбцами. Строки матрицы независимо друг от дру­
га заполняются нулями и единицами. В г-й строке разме­
щается si единиц. Все возможные размещения считаются 
равновероятными. Пусть Np — число столбцов с заданным 
расположением г единиц. При Si==s сумма Np по всем рас­
положениям р равна величине \xfr(snr, N), введенной в § 1 
гл. 2. В [98] при N-.>-{infty} и различных предположениях о по­
ведении si -— si(N) получены для Np предельные распределе­
ния (нормальное, пуассоновск-ое, биномиальное). 
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§ 3. РАВНОВЕРОЯТНОЕ РАЗМЕЩЕНИЕ 
СО СЛУЧАЙНЫМ ЧИСЛОМ ЧАСТИЦ 

Будем предполагать, что частицы размещаются по N ячей­
кам согласно равновероятной схеме и что общее число'частиц 
является случайной величиной v. Случайная величина -v не 
зависит от расположения частиц в ячейках. Обозначим рчг 
число ячеек, содержащих ровно г частиц. Такая схема раз­
мещения рассматривается в работе Г. И. Ивченко, Ю. И.Мед­
ведева, Б. A. Севастьянова [27]. В этой работе получены еле--
дующие теоремы: 

1) Если при JV-—..-0O функция распределения величи­
ны v/N слабо сходится к ^(x) , то распределение вероятно­
стей величины \kr/N слабо сходится к распределению вели­
чины 

где P.{Z<x} = W(x). - • 
2) Если при N —> оо случайная величина v асимптотически 

нормальна с параметрами («..V, cl/iV), то |лг асимптотически 
нормальна с параметрами (atN,Q^N), где a1 и о1 в явном 
виде выражены через a и о. 

3) Если при N-+co [распределение случайной величины 
"_/уг-1 слабо сходится к l ( x ) , то при г > 2 

UmP{v,r = k} = \^e-*d4(x). 

4) Если при N -* оо 

то 

lim Р{р. = k} = \ v F' .. J ехр {~-е-*/г!}dW(x). 

\ § 4. МАРКОВСКИЕ РАЗМЕЩЕНИЯ 

Рассмотрим простую однородную цепь Маркова с N 
состояниями. Обозначим |А0(я) число состояний, не появив­
шихся после п испытаний. П. Ф. Беляев [3] доказал следую­
щую теорему: Если вероятности перехода аи при п, N->oo 
удовлетворяют соотношению 

аи=1г{1 + ЩЖ)'> '"• j-=l.....-V, K,-|<Gi, 
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и 
-—-logJV-logX, 1Х|<Са<оо, 

то 

где 

Hm \P{H(n)=*m}-^-e-i 
n,N-

N \ N 

= 0, 

В [4] П. Ф. Беляев обобщил этот результат на случай 
s-сложных цепей Маркова. РОЛЬ ячеек в этой схеме играют 
s-цепочки (последовательности из s номеров состояний). 
Предполагается, что вероятности перехода удовлетворяют со­
отношению 

\PV\J» •••> JJ^TT^ + '^ioglj' 1))> И Л Л . 0 1 < С < О О . 
Время между последовательными реализациями данной s-це-
ПОЧКИ в, простой цепи Маркова изучается в [22]. В. Ф. Кол-
чин и В. П. Чистяков [40] рассмотрели следующую схему 
размещения п частиц по N ячейкам. Ячейки разбиты на 
s групп. Выбор группы определяется цепью Маркова, а внут­
ри группы частицы размещаются по равновероятной схеме. 
При s == const и п, N{to}{infty} доказана асимптотическая нор­
мальность величины м-о («•) - При s == 2 получен ряд новых. 
предельных распределений, которых не было в полиномиаль­
ной схеме. Несомненный интерес представляло бы доказа­
тельство асимптотической нормальности \хо(п) в марковской 
модели размещения частиц при достаточно общих условиях. 

В работе П. Ф. Беляева [6] рассматриваются некоторые-
вопросы, связанные с анализом распределения статистики 
наиболее мощного критерия для двух простых гипотез в 
сложной однородной цепи Маркова с большим числом со­
стояний. Предполагается, что параметры цепи близки к па­
раметрам равновероятной схемы. 

Глава III 

СЛУЧАЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 
КОНЕЧНЫХ МНОЖЕСТВ 

Пусть X=={A;i, ..., xn}-конечное множество и Г —одно­
значное отображение X в себя. Отображение %, 'можно пред­
ставить ориентированным графом От, вершинами которого 
являются элементы множества X, и вершина xi графа' GT 
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([•соединена дугой с вершиной xj, если 7xi=xj. Каждая ком­
понента графа GT содержит ровно один цикл; если в G r 
^убрать все дуга, которые соединяют вершины, входящие 

в циклы, то останется граф, все -компоненты которого пред­
ставляют собой деревья. 

Пусть R — некоторый комплекс ограничений на характер 
•отображений Г, 351., (R) — множество всех отображений X 
в себя, удовлетворяющих ограничениям R, Mn (R) — число 
отображений в Шп (R]. При изучении класса отображений Шп (R) 
часто задают равномерное распределение вероятностей на этом 

• классе, приписывая каждому отображению Т £'3Rn(R) вероят-

•ность „ ,»,, и рассматривают свойства случайного отображе­
ния Т,- выбираемого из ЭК-ДА,] в соответствии с этим распре­
делением. При этом, случайному отображению Т соответствует 
случайный граф Ог. Строение графа От достаточно полно 
характеризуется наборами чисел (I;.."5} и {X(

ft
n)}, где ^Л'—число 

компонент объема j , содержащих цикл объема i, а У-у—число 
деревьев объема k. Эти случайные величины и выражаемые 
-через них основные .характеристики случайного графа От 
такие, как число компонент £<">, объемы этих компонент, число 
точек -W, лежащих на циклах, и другие, достаточно хорошо 
изучены для различных классов случайных отображений. Ясно, 
•что нахождение распределений вероятностей, например, слу­
чайных величин if} равносильно отысканию чисел Mn\{ktJ}, R). 
и Mn(R), где Мп({ки}, R) — число отображений, X в себя, 
для которых ?у*= ku, i, /=--= 1, . . . , п. Поэтому несмотря 
на.вероятностную терминологию, при равномерном распреде­
лении эта задача по существу является перечислительной за­
дачей комбинаторного анализа и вероятностный подход обес­
печивает лишь удобную форму изложения и помогает приме­
нить хорошо развитые в теории вероятностей методы асимпто­
тического исследования. 

§ 1. КЛАСС ВСЕХ ОТОБРАЖЕНИЙ 

Наиболее естественным классом случайных отображений 
является класс -К,- всех однозначных отображении X в себя, 
в котором каждому из пп отображений приписана одинако­
вая вероятность. Ясно, что равномерное распределение веро­
ятностей на классе ЯЛ-г можно реализовать с помощью слу­
чайного выбора образа каждой из точек множества X. Если 
выбор образов х\, ..., хп производится независимо и образом 
каждой точки с равной вероятностью может быть любая из 
точек.xi хп, то каждое из отображений Т •£ З-Rn появится 
при таком построении с одинаковой вероятностью. Такое по-
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строение случайного отображения можно рассматривать как 
схему размещения п частиц (роль которых играют п дуг, ис­
ходящих из вершин Хь ..., xn) в я ячеек- (их роль играют 
вершины xi, -.., хп, в которые каждая из п дуг входит с оди­
наковой вероятностью). Поэтому свойства некоторых харак­
теристик случайного отображения Т £ ^И можно исследо­
вать, опираясь на результаты задачи о размещении частиц 
по ячейкам. Одним из таких свойств является кратность вер­
шины— число дуг, входящих в'эту вершину в графе G--, или 
число прообразов этой вершины при отображении Т. Распре­
деление числа вершин {mu}r (п) кратности г в случайном отобра­
жении Т <-_ -<Ип совпадает с распределением числа ящиков 
И'~(/г, п), содержащих ровно г частиц в равновероятной схеме 
размещения частиц по ячейкам. Прямое сведение к задаче 
о размещении частиц позволяет перенести результаты, касаю­
щиеся вариационного ряда, в равновероятной полиномиаль­
ной схеме, на вариационный ряд кратностей вершин гра­
фа GT. Более сложным является исследование случайных • 
величин типа f̂j и Х^5 которые в отличие от кратностей вер- , 
ШИН представляют собой нелокальные характеристики гра­
фа Gr. В [139] получены производящие функции для чисел 
всех отображений, чисел отображений с заданным числом 
компонент, чисел неразлбжимых отображений (с одной ком­
понентой) и чисел отображений с заданным числом точек, ле­
жащих на циклах. Хотя эти производящие функции дают воз­
можность получить точные выражения для соответствующих 
чисел, наибольший интерес представляют проводимые с их, 
помощью асимптотические исследования. Приведем основные 
результаты. 

Число циклов .;(") случайного отображения Т € Шп асимпто -
тически нормально со средним —-(log 2л. + С)-|- о (1), где С= 

•—0,577...— постоянная Эйлера, и дисперсией ----1og/i+0(l). 

Число циклов }[п) фиксированной- длимы г при п —> оо имеет 
1 

в пределе распределения Пуассона с параметром —. Эти ре­
зультаты следуют из того, что в случайном отображении Т £ЭЛ„ 

рШ")-=/}-= г , ( п~1 ) ! 
г ; . п1(п~1)\' 

где М") — число деревьев или число вершин, входящих в циклы, 
и. случайная величина Х(п) при л —> оо имеет в пределе распре-

л-у 
деление с плотностью хе - . Этот результат получен в [110]. 
Приведенное выше выражение для JWg(n) указано в [126]. 
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Обзор результатов о случайных отображениях конечных мно­
жеств приведен в статье В. Е. Степанова [56]. В этой статье-
среди ряда других результатов о случайных отображениях 
содержится исследование длины максимального цикла в слу­
чайном отображении Т б-Ctn, а также изучены основные ха­
рактеристики случайных деревьев графа Gr-

§ 2. КЛАССЫ ОТОБРАЖЕНИЙ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ 

В ряде работ были рассмотрены случайные отображения 
Т £ ЗИ,, (./?), где а качестве Д выступали различные естественные 
ограничения на характер деревьев графа От. Для таких 
классов отображений В. Е. Степановым [56] предложен единый 
подход для получения производящих функций случайных вели­
чин tif и 4Л)- Эти производящие функции выражаются через. 
производящую функцию 

где Rn — число корневых деревьев с п вершинами, удовлет-

воряющихь'Ограничениям Д. 
Случайные отображения ограниченной кратности изучены 

в статье A. A. Грушо [21]. В этом случае ограничения R на­
лагаются на число дуг, входящих в каждую из вершин гра­
фа GT, изучается класс отображений, в котором каждая вер­
шина От имеет кратность, не превосходящую t. Показано,, 
что число цг(n) точек кратности г в случайном отображении 
из этого класса асимптотически нормально, число Я1» точек., 
лежащих на циклах, и число Хф деревьев объема к при со­
ответствующей нормировке имеют в пределе распределение 

_ — 
с плотностью xq 2 • Назовем порядком вершины длину 
цикла той компоненты GT, в которой лежит данная вершина. 
В статье изучено предельное поведение числа вершин фикси­
рованного порядка, а также ряда других величин, связанных 
с порядком. Отметим, что ограничения на кратность при 
t ^ 2 не влияют на предельное поведение числа £(") компо­
нент графа GT, как и при отсутствии ограничений величина 
£(п- асимптотически нормальна с параметрами 

(—•logn, - у log л). 
Случайные отображения c ограничениями на длины циклов. 

и высоту изучены в серии статей В. Н. Сачковьш. Высотой 
вершины х в графе От называется наименьшее m такое, что 
Ттх принадлежит циклу. В статье [47] изучаются случайные 
отображения из класса 3Jlj] всех отображений, каждая из вер* 
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шин которых имеет высоту, не превосходящую /г. Получено 
асимптотическое выражение для числа всех отображений 
класса -Яя. Показано, что вектор (!i0, £-,...,.,-,_-), где \г — чис­
ло вершин, имеющих высоту г, асимптотически нормален. 
Число компонент ^га) случайного отображения из этого класса 
-асимптотически нормально, а число l[n) циклов длины г имеет 
в пределе распределение' Пуассона с параметром —. 

В [45] рассмотрен класс ЗК„ (Л) всех отображений Т, для 
которых Т^^ — Т11. Для отображения T^^n(h) [граф От 
состоит из циклов единичной длины с присоединенными к ним 

| деревьями, вершины которых имеют высоты, не превосходя­
щие А; вершины, лежащие на циклах, являются [неподвиж­
ными точками отображения'Т. Показано, что-в':случайном 

} отображении Т £ -tft„ (fi) число 6-я> компонент (или число непод­
вижных точек) асимптотически нормально. Случай h = 1 был 

I рассмотрен ранее в [44]. 
| Класс отображений с наиболее общими ограничениями на 
} длины циклов и высоты вершин рассмотрен В. Н. Сачковым 
| в статье [46]. В этой статье приведен общий метод получе-
I лия производящих функций чисел отображений с ограниче-
| ниями на циклы, из которых единообразно получаются извё-
; стные: результаты для чисел отображений с k точками, лежа-
i щими на цикле [137, 139], для чисел отображении с / ком-

, лонентами [139], чисел отображений с k циклическими эле-
| ментами, в которых ни один элемент не переходит в себя. 

Подробно изучается класс всех отображений, циклы кото­
рых не превосходят s, а высоты не превосходят h. Получено 

j .асимптотическое выражение числа таких .отображений. Для 
} случайного отображения из этого класса изучено асимптоти-
j ческое поведение числа Wn) точек, лежащих на циклах, и с по-

•М01Щ>ю результатов о величинах М") показано, что число цик-
.лов |<п) асимптотически нормально. 

§ 3. СЛУЧАЙНЫЕ ПОДСТАНОВКИ 

Наиболее полно исследован класс Sn. взаимно однознач­
ных отображений или класс случайных подстановок. Произ­
водящая функция чисел Mn({ki}) подстановок, имеющих ров-
яо ki циклов Длины V, получена В. Л; Гончаровым [19, 20] 
и равна 

2 ^ ^ . ^ П "?'-«р _ .^.. (3.1) 

Приведем основные результаты асимптотического исследова­
ния величин, связанных с цикловой, структурой случайной 
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.подстановки, которые получены с помощью производящей: 
функции (3.1). Число l1» циклов случайной подстановки сте­
пени п при n{to}oo асимптотически нормально с параметрами 
(logn, logn), при этом 

.М5-я>.— logw + C + o(l) , 
где С — постоянная Эйлера. Заметим, что этот результат 
использовался в исследованиях различных классов отображений 
для доказательства асимптотической нормальности числа ком­
понент случайного отображения при известном поведении рас­
пределения числа Х(»> точек, лежащих на циклах. Обозначим 
•4Я> — число циклов длины г в случайной подстановке степе­
ни я . При фиксированных iv...,im случайные величины Hi?5,... 
. . . , %\п) асимптотически независимы и распределены по закону 

Пуассона с параметрами -— -—. Эти результаты полу-
чены В. Л. Гончаровым в статьях [19, 20]. Там же найдено 
предельное, распределение максимального члена вариацион­
ного ряда, составленного из длин ' циклов случайной под­
становки. 

Несмотря на то, что цикловая структура случайной под­
становки была, по существу, исчерпывающе . изучена 
В. Л. Гончаровым, эта тематика продолжала привлекать 
внимание исследователей. Красивый подход к изучению клас­
са случайных подстановок реализован в статье Шепп*а 
и Ллойда .[144]. Пусть | i , ..., £n—независимые случайные 
величины, распределенные по закону Пуассона, и 

Mt-=-7T, 
где • г — некоторый параметр. Тогда 

• P{t\n) = k„ i = l , . . . , A } = / > { s i = Ail 

1=1,..., п 
it 

2 «*=--»}. 
Используя эту связь случайных величин (£,[п),..., Л.-,"')., описы­
вающих цикловую структуру случайной подстановки, с неза­
висимыми случайными величинами (I;-, .•..,!-.,), авторы изучают 
предельное поведение крайних членов вариационного ряда, 
составленного из длин циклов случайной подстановки. Для 
распределений этих случайных величин, а также для момен­
тов любого порядка получены асимптотические выражения 
при п —> оо. Для — МУ.„, где х„ — длина максимального цикла, 
получено значение 0,6243... (см. также [106]). 
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Идеи работы [144] развиваются и обобщаются в статье-
[66]. Другой подход к изучению предельного поведения мак­
симального члена вариационного ряда кп содержится в ста­
тье В. Е. Степанова [56]. Предельные распределения чле­
нов вариационного ряда изучались В. Ф. Колчиным [37],. 
подробнее подход, применяемый в этой работе, излагается 
в следующем параграфе. 

Новый подход к изучению асимптотических свойств мно­
жества взаимнооднозначных отображений Sn с равномерным 
распределением предложен в статье A. M. В ершика 
и A. A. Шмидта [10]. Основное отличие этого подхода от 
всех предшествующих состоит в том, что удается указать 
пространство элементарных событий, на котором вероятност­
ные меры, индуцируемые равномерным распределением на 
Sn, слабо сходятся к предельному распределению. Таким об­
разом, предельные распределения различных характеристик 
случайной подстановки оказывается возможным вычислять 
с помощью этого предельного распределения. Опишем одно 
из приведенных в статье построений- Обозначим xi(r) отно­
сительную длину t-ro по величине (в порядке убывания) цик­
ла случайной подстановки Т. Отображение {xi(jT), ..., хп(Т),. 
0, 0,...} множества Sn с равномерным распределением в мно­
жество Г всех последовательностей {xi} с неотрицательными 
невозрастающими элементами, сумма которых равна единице, 
порождает на Г вероятностное распределение vn. Основной 
результат состоит в том, что на Г существует распределение 
верятностей л\ являющееся слабым пределом для vn, что по­
зволяет получить многие известные результаты о предельных 
распределениях различных характеристик случайных подста­
новок. 

Большой интерес представляет изучение групповых 
свойств случайной подстановки Т как элемента симметриче­
ской группы Sn- Исследования в этой области имеют менее 
законченный характер по сравнению с изложенными выше 
результатами, относящимися, по существу, к поведению эле­
ментов множества X = {хи .... хп} при случайном отображе­
нии. Наиболее характерными в этой области являются ис­
следования порядка Оп(Т) случайной подстановки Т степе­
ни п. Порядок подстановки Т равен общему наименьшему 
кратному длин циклов этой подстановки. В связи с изучением 
порядка Эрдёш И Туран в статье [102] рассмотрели предель­
ное поведение числа k(T) циклов различной ДЛИНЫ в случай­
ной подстановке. В [104] этими же авторами показано, что 

1imP 
log On(T)-~ log' n 

V\ < x 
• l o g ' я /ss M du. 
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.-Локальные теоремы о числе fp{n) подстановок T£Sn, имею­
щих простой порядок р, приведены в статьях [85, 131]. От­
метим, что для максимального порядка О (п) =- max 0„ (Г) 

res„ 
•справедливо соотношение 

1 im——=-• = 1. 
Л~>с- У n l o g П 

Другое доказательство асимптотической нормальности 
log On (Т) содержится в [78]. Подход, предложенный в ста­
тье [10], также позволяет получить этот результат. 

Обозначим Рп вероятность того, что группа, порожден­
ная двумя случайными подстановками из Sn, совпадает с 
•Sn. Диксон [93] доказал, что Pn{to}0,75 при n{to}oo. 

Аналогичные вопросы для элементов симметрической по­
лугруппы всех преобразований X в себя обсуждаются в [91]. 
Некоторые вопросы, связанные с групповыми свойствами слу­
чайных элементов симметрической группы, обсуждаются в 
-статьях [10, 46] и для элементов симметрической полугруп­
пы—в статьях [44, 45, 46, 109, 113].. 

Значительные трудности возникают при попытке рас­
смотреть классы отображений с распределениями, отличными 
от равномерного. Отметим в этом направлении статью 
В. Е. Степанова [57], где изучаются случайные отображе­
ния, в которых одна из вершин отличается от остальных и яв­
ляется притягивающим центром: образы точек xi, i == 1, ...,n, 
при случайном отображении Т множества Х= (x1, ..., хп) 
в себя выбираются в соответствии с распределением 

Р {Г* —.xj— ———f, P {Tx\ — Xj} = £———, 
у — 1, . . . , д - 1 , А > 1 . 

Изучаются различные характеристики случайного отображе­
ния из этого класса. Например, если п—>со и —----=—•схэ, 

у п 
то вероятность неразложимости Т равна - х (1 +о(1)). 

§ 4. ЕЩЕ ОДНО ОБОБЩЕНИЕ ЗАДАЧИ О РАЗМЕЩЕНИИ ЧАСТИЦ 
И СЛУЧАЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 

Если в схеме размещения частиц по ячейкам не требо­
вать, чтобы заполнения ячеек могли быть получены путем по­
следовательного размещения частиц с простыми вероятност­
ными связями между последовательными размещениями, то 
естественно назвать1 обобщенной схемой размещения п частиц 
по N ячейкам любой набор N целочисленных неотрицатель­
ных случайных величин г\\, ..., r\N таких, что тц+...+1-^ = п, 
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и интерпретировать r\i как число частиц в ячейке с номе-, 
ром г. В равновероятной схеме размещения частиц 

р ^ — ^, i = i , ...,^}——-£——^, (з>2) 

£1 + . . . -j- kN ==П, 
и случайные величины цг(п, N), обычно изучаемые в этой 
схеме, в пределе имеют либо распределение Пуассона, либо 
нормальное распределение. В обобщенной схеме интересно 
было бы выяснить, от каких свойств совместного распределе­
ния величин т|1, ..., r\N зависят асимптотические свойства 
{mu}r(n, N). В статье В. Ф. Колчина [35] с этой точки зрения 
рассмотрен случай, когда 

P{^ = kh i= - l , , .„JV} = P f t - - V ' - l . - -VI 5- + 
+ . . . + ^ = » } . . . (3-3) 

где |i, ..., |jv — независимые одинаково распределённые цело­
численные неотрицательные случайные величины. Если в ка­
честве их общего распределения взять закон Пуассона, то 
распределение (3.3) совпадает с" полиномиальным распреде­
лением (3.2) и мы получаем равновероятную схему размеще­
ния частиц по ячейкам. В классе обобщенных задач разме­
щения с распределением (3.3) 

р{^ г(«,Л0 = л} = 

где Pr = P{^==r}, a P {!=(-> = £} = Я {^- - - -k l^-} и 
Ь\г), •••>%$ независимы и одинаково распределены. Таким 
образом, изучение случайных величин (xr(n, N) сводится к по­
лучению локальных теорем для сумм независимых целочис­
ленных величин в схеме серий. ЭТОТ подход реализован в ста­
тье [35] для обобщенной и обычной равновероятной схем 
размещения частиц по ячейкам. 

Представление (3.3) полиномиального распределения в ви­
де условного распределения независимых пуассоновеких ве­
личин с фиксированной суммой использовано в [96] для из­
учения обратных задач размещения частиц, в [36] -—для из­
учения крайних членов вариационного ряда в равновероятной 
полиномиальной схеме, в [145]-—для изучения* статистики 
X2, а в [38] —для получения локальной предельной теоремы 
для статистики 

N 

в- полиномиальной схеме. 
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В связи с представлением полиномиального распределения: 
в виде условного распределения представляет интерес под­
ход, изложенный в статье Стека [145]. В этой статье изуча­
ются общие условия сходимости условных распределений' 
случайных величин | п при фиксированных значениях слу­
чайных величин т)„ в случае, когда совместное распределе­
ние ••(in, tin) слабо сходится к предельному. Упомянутые 
выше результаты о предельном поведении статистики %2 в по­
линомиальной схеме, когда п, JV{to}{infty}, являются следствием 
общей теории, развитой в этой статье. В связи с задачей о-
сходимости условных распределений, упомянем статьи 
И. И. Гихмана [17, 18], Дуосса и Карлина [97] и цикл ста­
тей Лиггетта [127, 128, 129], в которых изучается сходимость 
условных распределений последовательных сумм независимых 
случайных величин. 

В статье В. Ф. Колчииа [37] рассмотрен класс обобщен­
ных схем размещения частиц по ячейкам со случайным чис­
лом ячеек. В этот класс включаются некоторые задачи о слу­
чайных отображениях: роль ячеек играют компоненты гра­
фа GT случайного отображения Т, роль частиц — вершины 
этого графа. 

Рассмотрим случайное отображение Т <c.2Hn(i->), где огра­
ничения R таковы, что они выполняются для всего графа Gr,. 
если они выполняются для каждой его компоненты. Заме­
тим, что ограничения R, налагаемые на структуру графа GT 
в статьях [21, 44—-47, 56], обладают этим свойством: их вы- N 

полнение достаточно проверить для каждой компоненты гра­
фа Gr. Обозначим /n(jR) число связных графов с п вершина­
ми, обладающих свойством R, Тогда 

r = l • / • ) *<-• 

где t-i'/1) — чисдо компонент с г вершинами и целые неотрща-
п 

тельные А-, . . . , kn таковы, что ]£ гkf = п. Рассмотрим обоб-
I r = 1 •• . ' 

•щенную схему размещения частиц со случайным числом v„ 
ячеек, в которой 51, ...,tN ИЗ (3.3) независимы и одинаково. 
-распределены, 

со 

-4 (-*•) — X П| ' х~ паРаметР. 0 < x < l , и 
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Тогда совместное распределение случайных величин 
1-1 (n. v.,), . . . , \ьп(п, УП) в этой схеме совпадает с совместным 
распределением (3.4) случайных величин ц1,"), . . . , [j-M; при этом 
vn есть число компонент случайного отображения Т £9ЯЛ(/?). 
Этот подход проведе н в [37] при исследовании цикловой 

• структуры подстановок. Получена локальная теорема для 
числа циклов и показано, что средние члены вариационного 
ряда длин циклов имеют логарифмически нормальное распре­
деление; В этом случае в представлении (3.5) и (3.6) Mfl(I^) = n\, 
А{х) = — log(l—- .x) и случайные величины 51, •••,\N в (3.3) 
имеют распределение логарифмического ряда. Другие классы 
случайных отображений также допускают представления с ПО­
МОЩЬЮ ЭТОЙ схемы, так для класса 5Щ„ всех однозначных 

• СО 

отображений [91, 110,122] Мп(Д) .= л* и А{х) = 1og£-—j—. 

§ 5. СЛУЧАЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ И РАЗБИЕНИЯ 
КОНЕЧНЫХ МНОЖЕСТВ 

i . . , • 

Рассмотрим класс S„ взаимно однозначных отображений 
множества X----{1,2, . ...,л} на себя. Если каждый элемент 
множества X обладает ровно одним из г признаков, то X 
естественным образом разбивается на г множеств. 

X----X1UX2U.{cdot}.UXr, (3.7) 
где X^Xj^Q для всех 1ф]. Случайным R{xb ...,хг)-, 
разбиением назовем разбиение, с равными вероятностями выби--! 
раемое из класса А(хх, ...,хг) всех разбиений (3.7), в ко-, 
торых мощность Xt равна x'L-, i — \,...,f. Случайным 
Т (zv ..., .гт)-отображением назовем отображение, с равными 
вероятностями выбираемое из класса Т(21, ...,zm) взаимно­
однозначных отображений X на себя, циклы которых имеют 
длины г 1 < г - < - . . < г т . Для случайного Т (zv .:., zm)~ 
отображения Т и случайного JR (хи ..., .дсг)-разбиения X — 
= Xi U X21J • • • U Xг ПОЛОЖИМ 

^ = ^(rX /nX ,) , 
где N(А)~ число элементов множества А. Матрицу Е — ||5J|, 

, i, / = 1, . . . , г, назовем случайной (Т (zv ..., zm), R [xv ... 
. . . , лг))-матрицей. Обозначим /f=- | |k / 7 | матрицу c неотри-

' цательными целыми элементами kUt удовлетворяющими усдо-
т т 

виям Yi kussaXu' S ^ = -*> • 
7=1 1=1 

В статье Б. А. Севастьянова [50] найден закон распреде­
ления случайной (Т (г-, . . . , zm}, Д (xj, . . . , д;..))-матрицьк, 

3* 35 



в частности, показано, что закон распределения случайной 
(Т(й), R(xi> ••'•' ^г))-матрицы выражается следующей фор­
мулой: 

г 

n*i-(--i-->i 
р { Е-К}—-±-1 - -Д., (3.8) 

(л-1)1 П кЧ{ 

где Д.— определитель матрицы \\xibu — ku\\, i, /=--1, . . , , r — 1 ; 
80- = О при /=?--/ и 5..-----1. В статье приведены также1 выра­
жения для факториальных моментов случайных величин %и. 
В этой статье отмечено интересное свойство распределения 
случайной (Т (zv . . . , zm), R (x1,-..., хг))-матрицы. Для любых 
отображения Т* £ T (zv ..., zm) и разбиения R*£R [хх, .. •, xr) 

P{ST=K} = P{S = K\T = T*}=~P{E = K\R*=> R*}. 
Взяв в качестве Т* подстановку 

I 1 2...Л — 1 п\ • 
• Г * = = \ 2 З . . . / i 1 / • 

замечаем, что распределение (3.8) случайной матрицы S свя­
зано со случайным размещением г групп элементов Xi Хг 
в п равноотстоящих точках окружности, величина gii равна 
числу элементов множества Xi, за которыми при движении 
по окружности в фиксированном направлении расположены 
элементы из Xj. Серии элементов одного типа при случайном 
размещении на окружности изучались в [69]. Случайные ве­
личины типа gij при расположении элементов двух типов 
в целых точках отрезка прямой рассматривались в статьях 
[146] и [148]; формула для распределения S при располо­
жении п элементов г типов в целых точках отрезка прямой 
приводилась в [151]. В статье Н. В. Смирнова, О. В. Сарма-
нова и В. К. Захарова • [55] приведено доказательство этой 
формулы. Число цепочек длины n, составленных из элемен­
тов г типов с kij элементами типа /, следующими за элемен­
тами типа £, использовано в этой работе для доказательства 
локальной предельной теоремы для чисел переходов в цепи 
Маркова с г состояниями. 

В [43] О. В. Сарманов чи В. К. Захаров, опираясь на ре­
зультаты работы [55], указали решение задачи Н. В. Смир­
нова о числе Mn)(xi, ..., Хг) способов расположения элемен­
тов множеств Xi, ..., Хг в цепочку, при которых gii = О, 
i"= 1,-..., г. Эта задача рассматривалась в ряде последующих 
36 



работ. В [65, 79, 99] рассматриваются частные случаи зада­
чи Н. B. Смирнова, в [125] найдено выражение для произво­
дящей функции 

2 M<"Чx1^••• ,^^^••^ = t1 fFJ( 1 -S Г ^){cdot} 
{x,,...,xr} i = i I t=i 

Формула (3.8) для распределения случайной матрицы S 
используется в некоторых задачах математической статисти­
ки [15, 50, 146, 148]. Рассмотрим одну из таких задач. Пусть 
а\, ..., an и Ъ\, ..., Ьп'—числовые последовательности и 

/ • 1 2 . . . Й 
Т ~ \ *ih---tn 

— случайная подстановка со значениями из множества Sn 
подстановок степени п. Некоторые задачи теории ранговых 
критериев [15] приводят к изучению случайной величины 

••.-.,•--• _ aibti. 

Первые результаты об асимптотической нормальности 
статистики Tjn в случае, когда Т с равными вероятностями 
выбирается из множества всех подстановок степени п, полу­
чены методом моментов Вальдом и Больфовицем [149]. 
Ослабление условий Вальда и Вольфовица и некоторые об­
общения приведены в статьях [95, 105, 115] .Доказательства 
асимптотической нормальности г\п в этих работах опирались 
на метод моментов и использовали излишне сильные предпо­
ложения относительно последовательностей аи ..., ап и Ь\, ..., 
Ьп. В работе Мотоо [133] для асимптотической нормально­
сти т]п получено условие типа Линдеберга. Гаек [15, 107] 
показал, что это условие типа Линдеберга: 

— X ^Ь~~*^ ДЛЯ ЛЮ6ОГО х.>0> 

где. 

4J 

8 ; / | > . 

(4 
a — 

{a-i-

•2j(ai — 
fci 

•a)(bj~ 

s ) 2 _ 
i=l 

, ~b = 

-b) 

(bt 

n 

-wf 
(3.9) 
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является необходимым и достаточным условием асимптоти­
ческой нормальности tin, когда при n{to}oo выполнены усло­
вия бесконечной малости слагаемых 

max (а.» — я)2 max (bi—b)2 

" ' " • ' " * * ( 3 . 1 0 ) 

i= l - l=\ , 
Метод доказательства основан на аппроксимации ч\п спе­

циальной суммой независимых случайных величин. В [39] 
предложен подход к изучению асимптотического поведения 
Ti„, опирающийся на точное распределение случайной мат­
рицы S. Для асимптотической нормальности т]п получены до­
статочные условия типа Ляпунова. 

Несмотря на то, что полученное Гаеком условие (3.9) 
является необходимым и достаточным для асимптотической 
нормальности т].-,, изучение статистик типа т)п нельзя считать 
законченным, так как условие типа Линдеберга является не­
обходимым лишь при выполнении условий (3.10) бесконеч­
ной малости слагаемых. Кроме того, представляют интерес 
условия асимптотической нормальности в случаях, когда под­
становка Т выбирается из некоторых подклассов Sn- Подход, 
•предложенный в статье [39], позволяет, опираясь на резуль­
таты Б. 4A. Севастьянова [60] о распределении случайной 
(Т(п), R(xu ..., хт))-матрицы, установить условие асимптоти­
ческой нормальности х\п в случае, когда Т с равными вероят­
ностями-выбирается из класса подстановок, имеющих ровно 
один цикл. 

Заметим, что в случае, когда ах — . . . — ак=\,- aft+./= 
п к 

•— . . . — а, — 0, случайная величина т\п = 2J afitt — 2J -'•*/ е с т ь 

, i=i i=i 
сумма элементов выборки без возвращения объема k из гене 
ральной совокупности (Ьх,..., Ьп). Исследования ЭТОЙ суммы 
проводились^в статьях, посвященных выборкам из конечных 
популяций [108,140]. 
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