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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 
1994 МАТЕМАТИКА № 8 (387) 

УДК 517.546 
И.Р. НЕЖМЕТДИНОВ 

УСТОЙЧИВОСТЬ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ СВОЙСТВ СВЕРТОК 
ОДНОЛИСТНЫХ ФУНКЦИЙ В НЕКОТОРЫХ ОКРЕСТНОСТЯХ 

1. Введение 
ее , 

Пусть 81 - класс функций вида f(z)"z+ У a z , регулярных в единичном круге Е * {z: 
*=2 

\z\ <1}, a S, S* и S - подклассы 21, состоящие из однолистных, звездообразных и выпуклых 
функций соответственно (см., напр., [1], с.6). В статье [2] получены следующие доста­
точные условия принадлежности функций /е21 классам 5° и 5*: 

£ * | о . | < 1 => / e S * . (1) 
* = 2 

£ к2\а,\ « 1 -» /eS°. (2) 
* = 2 • * 

С.Рушевейх [3] определил д-окрестность для функции /е21 следующим образом: 

NAf) - ig(z) « z + £ ft,z*e2l: p(f,g) - £ fc I a. -ft, | « j j , 

интерпретировав условие (1) как включение N (е) с 5* с S, где e(z) s z. Вместе с тем, в 
[3] отмечено, что включение N^(e) с 5° не выполняется ни при каком <5>0. Т.Шейл-Смолл и 
Е.Сильвия [4] ввели более общее понятие Т-в-окрестности 

TNs{f) - {*<*)««: pT(f,g)- £ T j t ^ - f t J « д}, 

где Г-{Г,}" , - некоторая последовательность положительных чисел. Отсюда при Тк
жк, &>2, 

получаем TN.(f) - Nd(f). Заметим, что при Тк - к2, к*2, условие (2) записывается как 
TN.(e)cS°, т.е. точка е может оказаться внутренней для класса S в зависимости от выбо­
ра последовательности Г. 

Рассмотрим две свертки 
(f»g)(z)- z+ia.b,z\ (3) 

* = 2 * * 

(/®</)(z) - z + £ (a,b./k)zk, (4) 
*=2 * * 

определенные на классе 21. Если ЯЛ,9?с21, то через 5Ш*9? (9Л®9?) обозначим множество всех функ­

ций вида f*g (f»g), где /еЗЛ, деУ1. Известно, напр., что S°*S°c5° (или, что равносильно, 

S*®S*cS*) (см. [5]). Предположим, что имеет место включение 2R*9ic<p, где ^с21. Тогда если 

существует <5>0 такое, что TNd(4Dl)*TNа(9?)с<р, то свертку (3) назовем Г-^-устойчивой на па­

ре классов (TO,9J). Здесь 2W.(5W)- U TNAf) является Г-«5-окрестностью класса 9Л. 
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В данной статье будут установлены необходимые и достаточные условия Т-^-устойчиво-
сти сверток (3) и (4) в виде ограничений на последовательность Г для всех случаев, ког­
да справедливо включение ЯЛ*9?с^ (SDteSJc^J), где ЯЛ, 9J, ty - какие-либо из подклассов {е}, S , 
S*, ,5'. Получены также уравнения или оценки для постоянных устойчивости, определяемых как 

<5Т(2П»91,$) - sup{<5: 7We(9»)»lWj(K)c$}, (5) 
6Т(Ш%У) - sup{<5: Г#а(ЯЛ)®Т#,Ш)с$}. (6) 

В дальнейшем, если это не оговорено особо, под 9Л или ty подразумевается любой из 
00 -

клаа:ов S* или 5. Через if (z) обозначим функцию z+ У kmz е Я, где m - целое число. Из-

вестио, что J!i:0(z)=z(l-z)"1e50, a X'1(z)-z(l-z)"2eS*cS. 

2. Основные результаты 

ТЕОРЕМА 1. Свертка (3) является: 
a) T-S0-устойчивой на ({e},{e})*=*T~k

l=0(k~l), fc—*» (кроме того, <5T({e}*{e},S°) -
-Ы{Гк* - 1 : ib*2}); 

b) Г-^Р-устойчивой на ({е},{е})Ф=ФГ-1 - 0 (* - 1 / 2 ) , *->со (при этом (5Т({е}*{е},^) * 
-Ы{ГА*"1/2: fc*2}); 

c) T-S0-устойчивой на (S0,{e})t=*Tk
l-O(k~2), Л—>» (величина e*dT(S°*{e},S°) опре­

деляется как единственный неотрицательный корень уравнения джШ{Т,к~ (Т,+<5)~ : к*2}); 
d) Г-^-устойчивой на (S°,{e}) «^Г"1 - 0(fe_1), fc—>» (точное значение постоянной 

5=af(5°*{e},<p) находится из уравнения д-Ы^к'Нт^дУ1: fc*2}); 
e) T-S0-устойчивой на (2J},{e})«=>T^1=0(fc~3), fc—»eo (при этом <5»<5T(3JJ*{e},S°) являет­

ся единственным неотрицательным корнем уравнения d=inf{T.k~ (kTk+d)~ : А»2}); 
f) Т-^-устойчивой на (ЯЛ,{е})ф=»Г~ • 0(к~ ), fc—>« (более того, величина д -

=(5Т(2П*{е},^) определяется из равенства <5=inf{T2Af Чм^+дГ 1 : fc*2}); 
g) T-ty-устойчивой на (S°,S<))^T'k

l'0(k-1), *-*». ДЛЯ точного значения 
справедливы оценки 

inf{T2Af Чгг^+ЗГ1: fc*2} * 45 « in f f r j j r^ r^+a) - 1 : fc*2, к четно]. (7) 
Заметим, что ни для какой последовательности Г свертка (3) не является T-S0-устой­

чивой на (S°,S°). Действительно, положим f(z)-g(z)~K0(z)+dT~k
lzkeTNe(S°), где д>0 и к*2. 

Тогда к-к коэффициент в разложении f*g будет больше 1, и поэтому /*<? £ 5° (см. [6], 
с.204). 

ТЕОРЕМА 2. Свертка (А) является: 

a) T-S^-устойчивой на ({е},{е}) <=»T^5=0(fc"!/2), fc—>оо (кроме того, i3T({e}®{e},50)-

- т ! { Г ^ ' 1 / 2 : **2}); 

b) T-ty-устойчивой на ({е},{е}) <=>Г^ = 0(1), к—>оо (при этом 5Т({е}®{е},^) -

«inlf{TA: Jb>2}); 
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c) T-S°-устойчивой на (S° ,{e}) <=* Т^ • Oik'1), *-><» (постоянная <3-<3T(S°e{e},50) 
определяется как единственный неотрицательный корень уравнения 

д - Ш{Т2
кк-\тк+дУ1: к>2}); 

d) Т-^-устойчивой на (S°,{e}) «^Т"1 - 0(1), *:—»<» (точное значение постоянной д-
=(5T(S°®{e},<P) находится из уравнения д-Ш{Т2

к(Тк+д)'1: к*2}); 
e) T-S0-устойчивой на Ш,{е}) ^Т~к'0(к~2), *-»<» (и/>и этом d-dT(W®{e},S°) являет­

ся единственным неотрицательным корнем уравнения д-Ш{Т2к~1(кТ,+5)-1: Л*2}); 
f) Г-<р-устойчивом на (ЯП,{е})<->Т~1-0(*~1), *-*» (величина д«<5Т(9Л®{е},^) определя­

ется из равенства d"\nf{T к(кТ к+д)~1: к*7) ); 
g) T-S**-устойчивой на (S°,S°)«=»Tj1 - 0(Aj-i), А:—*» (для точного значения 8 -

-<5 (5°®S ,S°) справедливы оценки 
Ы{Т2

кк-1(2Тк+бУ1: k*2} * Ад * inf{r*Af Чгг^+дГ1: fc*2, fc четно}); 
h) T-ty-устойчивой на (S°,S°) «=» Г^-ОЦ) , *-*» (при этом для <5-<5T(S°®S°,<p) 

т!{Г^2ГА+<5)-1: fc>2} < 25 * inf^ t tT^+dT 1 : **2, Jfe четно}); 
i) T-^-устойчивой на (S*,S°) <=> Г^-ООЬ-1), Jfe—>«. Если 5-«5T(5*eS0,^), т о выполня­

ются неравенства: 
inf{T2

k[(k+l)Tk+dVl: Jfc*2} * 4<5 < тГ{Г^[(к+1)ГА+<5]-1: Jb*2, ib четно}. 
Хотя имеют место- включения S*®S°cS° и S*®S*cS*, однако не существует такой после­

довательности Г, для которой свертка (4) является, напр., Г-^-устойчивой на (S*, S*). 
Достаточно рассмотреть функции l(z)=g(z)~K](z)+dT~^zkeTNi(S*) такие, что k-Pi коэффици­

ент разложения f®g ле-удовлётворяет условию Бибербаха (см. [7]). 
Исследуем также устойчивость геометрических свойств функции / при интегральном 

преобразовании 
— Q[f](z) = Г (f(t)/t)dt, zeE. (8) 

Пусть Q[2H] - образ подкласса ЯЛ при отображении Q. Известно, напр., что Q[5*]=S', однако 
Q[S]£S (см. [1], с.47-48). При выполнении включения ОДЯТС]с̂  можно определить постоянную 

устойчивости 
<5T(Q[5m],<P) = sup{<5: Q[TNdW)]cy}. (9) 

Оператор (8) будем называть Т-^р-устойчивым на классе 2Л, если <5T(Q[TO],^)>0. 

ТЕОРЕМА 3. Интегральный оператор (8) является: 

a) T-S0-устойчивым на {е}«=>Г^х - 0(k~l), k - » » (при этом ST(Q[{e}],S°) -

~Ы{Ткк-1: к*2}); 

b) Т-^-устойчивым на {е}«=>Г^-0(1), к-*» (кроме того, dT(Q[{e}],^)-inf{Tk: k*2} ); 

c) T-S9-устойчивым на S°<=*T~k
l - 0(k~1), k —> » (постоянная устойчивости д* 

-д (Q[S°],S°) удовлетворяет неравенствам 
inf{rjfcJb"1: Jfe>2} < 4<5 * inffT^fc"1: k*2, k четное} ); 
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d) T-^-устойчивым на 5 °«=ФГ^ 1 *0(1 ) , к—>оо (для величины d=dT(Q[S<i],ty) выполняются 
соотношения \nf{Tk: fc»2} < 2д < inffT^: fc>2, А; четно}); 

e) Т-^-устойчивым на 5*«=ФГ~ • 0(1), к—>оо (при этой для (5 = (5T(Q[S*],^3) имеем 
Ш{Тк: к*2) * 4(5 < inffT^: ft>2, fc четно).) 

Заметим, что постоянная устойчивости д (Q[S*\,S ) равна нулю независимо от выбора 
последовательности Т. 

3. Доказательства теорем 1-3 

Нам понадобятся следующие вспомогательные утверждения. 
ЛЕММА 1. Для любого натурального к>2 имеем (см., напр., [8]): 

z+czkeS° <=» |c|<l/jfc2, 
z+czkey Ф=» |c|«l/Jfc. 

ЛЕММА 2. Следуя [3], обозначим через S класс всех функций вида h(z)=z+ £ с z , 
* = 2 * 

где ck=(k+ia)/(l+ia), adR, Если для всех heS и для всех zeE имеем (f*h)(z)/z*0, то 
/е5*. Заметим, что \ck\*k при fc=2,3,... 

ЛЕММА 3. Пусть /eS°. Тогда справедливы следующие оценки: 
\(f*h)(z)/z\ * 1/4, (10) 
HfrhHz)/z\ * 1/2, (11) 

где heS* и zeE. 
Лемма 2 и неравенство (10) леммы 3 представляют собой результаты из статьи [3]. 

Докажем оценку (11). Известно [3], что для произвольных /eS , /ieS* функция f*h принад­
лежит классу К почти выпуклых функций (см. [1], с. 11). Поскольку f®h=Q[f*h] и Q[K]cK 
(см. [9]), то feheKcS. В силу однолистности /®Л неравенство | (/®Л)' (z) \ = | (f*h)(z)/z\> 
*(1+ | г | ) , полученное в [3], можно проинтегрировать по прообразу отрезка, соединяющего 
начало с ближайшей к нему точкой на (/®А)(С ), где С - окружность | z | = r < l . Таким об­
разом, 

|(/«А)(г)| - \(*d(f9h)(t) = \Z\(f*h)(t)/t\\dt\ > \Ta+p)-2dp, 
No - о J о 

откуда и следует (11). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1. Случай а). Пусть существует такое S > 0, что 

TNd(e)*TNd(e) с 5°. Тогда, полагая f(z)=g(z)=z+dT~k
lzk e TN$(e), k*2, имеем (f*g)(z)=z+ 

+<52r~VeS°. Отсюда в силу леммы 1 получим Г" *д~ к~ при любом к>2, что и требовалось. 

Точно так же убедимся, что при d>inf{Tkk~l: fc>2} включение TNs(e)*TNs(e) с S° не выпол­

няется. 

Пусть теперь Т~к
1~0(к~1), к—>ю. Это означает, что для некоторого М>0 справедлива 

эценка Т~к*Мк~х, где к*2,3,..., и, следовательно, d0*inf{Tkk~l: fc*2}>0. Предположим, что 

Э<<5<<30 и ftgeTNd(e). Поскольку z(f*g)' *zf *g, то нетрудно видеть, что для любых функций 

U 9-> /,)» 9о е " имеет место оценка 
\[z(f*g)'*h](z)/z\ > \(zf'0*g0*hKz)/z\ - \[zf'0*(g-g0)*h](z)/z\ -

- \lz(f' -f'0)*g0»h](z)/z\ - \[z(r~f'0)*(g-g0)*hUz)/z\. (12) 
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Положим f0-g9=e, откуда для всех heS* и zeE с учетом оценок из леммы 2 получим 

\[z(f*gy*h](z)/z\ * 1 - £ k\a.b.c,zk-l\ * 1-|а:| f Jfe21 a. *. |. (13) 

Так как <5«<50 и функция geTNe(e), то AT" 1 ^ - 1 и ГА|ЬА1<(5 для всех fc*2. Следовательно, 

1 Й 2 | а Д | « «5£fc2T-2r jaJ * « T ^ r j a J < 1, (14) 
л = 2 к = 2 А: —2 

т.к. feTNs(e). Из оценок (13) и (14) заключаем, что [z(f»g)' *h\{z)/z*Q при всех fceS*' и 
zeE. Отсюда, согласно лемме 2, имеем z(f*g)' eS*. Это означает, что f*geS°, т.е. условие 
Г" =0(fc" ), fc—>», является достаточным для Г~5°-устойчивости свертки (3) на ({е},{е}), 
причем 5T({e}*{e},50)=inf{rA*;"1: к»2). 

Случай Ь). Доказательство проводится почти так же, как и в предыдущем случае, 
только вместо (12) используется неравенство 

\(f*g*h)(z)/z\ * \(f0*g0*h)(z)/z\ - \[f0*(g-g0)*h](z)/z\ -
- l t( /- /0)*<70*ft]U)/z |•- \[(f-f0)Hg-g0)*h](z)/z\, heS*', zeE. (1,5) 

Случай с). Пусть свертка (3) Г-5°-устойчива на (5°,{е}). Тогда существует <5>0 та­
кое, что TN^S^TN^e) с 5°. Рассмотрим функции f(z) - Л^Ы+ат"1** е TNS(S0), g(z) ~ 
=z+dT~k

lzkeTNd(e), к*2. В силу сделанных предположений (f*g)(z)=z+ST'kl(l+dT~k
1)zk e S0, и 

из леммы 1 следует, что ЗГ"1 < дТ'^а+ЗТ'^) * А;"2, откуда Г"1 = 0(к~2), к —> да. Прецпо-' 
ложим теперь, что д > <5 , где д - единственный неотрицательный корень уравнения 8 = 
« inf{r,fc~ (Т +д)~ : к>2). Тогда в силу монотонности обеих частей этого уравнения по 5 
имеем ё>ЫЦТ2

кк~2(Тк+д)'1: к&1). Поэтому найдется А>2 такое, что 5>T2fc"2(T/,+i5)"1, и для 
выбранных функций / , g свертка f*g£S°. 

С другой стороны, пусть Г"1 = 0(к~2), к —* со, т.е. при некотором М>0 будем иметь 
Т~к*Мк~2 для всех к>2. Заметим, что тогда и Т~к*М, к»2. Предполагая, что /(z)eT/V.|(/()), 
g(z)eTNs(gQ), где/0(г)=2+ £ aQjtz e5 , а 0о=е, запишем (12) в следующем виде: 

\[z(f*g)'mh](z)/z\ > l-\izf'0»(g-e)*h](z)/z\ - \[z(f -f'0)*(g-e)*h](z)/z\ * 

*l-\z\ik[\%k\ + \ak-a0k\]\bkck\. (16) 
A - 1 

Используя оценки |aQfc|«1 (см. [6], c.204), i c j * * и la^-a^HdT"1 , где k>2, получим 

i * 11 %k i+1 «re«' 11 v* i * b2<1+<> i v • (17) 
к = 2 * = i 

Из оценок (16) и (17) нетрудно видеть, что при д<1/2М выражение [z(f»g)' *h](z)/z не 
обращается в нуль в круге Е, какова бы ни была функция ft e S* . Отсюда в силу леммы 2 
f*geS°, т.е. свертка (3) будет Г-5°-устойчивой на (5°,{е}). 

Пусть теперь 0<д*д , где д определено выше. Тогда имеем <5<inf{T2A;"2(r;fc+(5)"1: k»2} 
откуда д^Т2к~2(Тк+д)~1 при всех к*2. Поэтому к2(1+дТ~к

1)*д~1Тк, к*2, и так же, как и вы­

ше, получаем [z(f*g)' *h](z)/z*0, если только heS* , zeE. Следовательно, z(f*g)'eS*, а 

fmgeS , что и требовалось. 
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Случай d) аналогичен предыдущему, только вместо (12) следует применить оценку (15). 

Случай е). Доказательство здесь такое же, как и в случае с), только для примера 
берем вместо KAz) функцию KA.z)eS*cS, а для коэффициентов произвольной функции /0е9Л 
используется оценка Бибербаха |а |<fc, к*2 (см. [7]). 

Случай f) рассматривается аналогично случаю с) с учетом изменений, внесенных в 
предыдущие случаи. 

Случай g). Очевидно, что Т-^-устойчивость свертки (3) на (S°,S°) влечет за собой 
ее Г-*Р-устойчивость на (S°,{e}), откуда T"1=0(fc"1), к —»<». Более того, если существует 
<5>0 такое, что TN6(S°)*TNS(S°) с <р, то для функций f(z)~g(z)~KAz)+dT~k

lzk при любом А>2 
имеем (f*g)(z)"KAz)+(23T'kl+d2T'k2)zk е "=р. Тогда {J*gY (z)*0 в круге Е, и, в частности, 
(f*g)' (x) = l/(l-x)2+k(2dT~k

l+d2T~k
2)xk~l*0 на интервале -1<х<0. Отсюда при четных к*1 по­

лучаем верхнюю оценку для dT(S°*S ,*$). 
Обратно, пусть Т~к

1~0(к~1), к—»ео. Тогда найдется М>0 такое, что Т~к*Мк~1 при всех 
fc*2. Запишем (15) в предположении, что f0,g0eS°, a feTNg(f0) и geTNd(gQ), Отсюда 
следует 

\(f*g*h)(z)/z\ * \(f0*g0*h)(z)/z\ - | z | [ | | а л - а м | Ib^cJ + 

* = 2 л = 2 J 

Известно [5], что 5°*5° с S0, откуда и из леммы 3 получим \(f0*g0*h)(z)/z\ > 1/4, 
fteS*', zeE. С учетом оценок I ctQJfe | , \bQk\ < 1; \ак~аок\, \bk~bok\ ^дТ'^ и | c j < f c при 
к»2 запишем 

\(f*g*h)(z)/z\ * 1/4 - U | f; Л(1+<5/2ТЛ)[|аА-а0ЛI +1 I] * 

> 1/4- 8\гЫ${к(2Тк+д)Т-2: к>2), heS*', zeE. 
Нетрудно видеть, что в силу сделанных предположений при к>2 имеем к(2Тк+8)Т-2*М(2+к-1), 
и найдется такое <5>0, что (f*g*h)(z)/z*0 для всех f,geS°, heS* , zeE. Отсюда следует 
Т-^5-устойчивость свертки (3) на (S°,S°) при выполнении условия Т" =0(fc~ ), к—>оо. Нижняя 
оценка в (7) доказывается аналогично. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2. Прежде всего заметим.что 

(/®<7)(2) = Г l(f*g)(t)/t]dt = Q[f*g](z), 

а, как известно, Q[S ]=S , поэтому 

(/®(/)(2)eS0 ^ ( / » j ) ( z ) € S * . 

Таким образом, случаи а), с), е) и g) теоремы 2 непосредственно следуют из случаев Ь), 

d), f) и g) теоремы 1. Далее, для свертки (4) можно записать неравенство, аналогичное 

(15): 
\(f®g*h)(z)/z\ * |(/®<7*ft)(z)/z| - \lf0®(g-g0)*h](z)/z\ -

-\l(f~fQ)®90*h](z)/z\ - |[(/-/0)®(<r<70)*fc]U)/z|. (18) 
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Случай Ь). Поскольку /о"0о
же, то оценка (18) принимает вид \(f®g*h)(z)/z\ я» 1 -

- £ \akbkckk~1zk~l\. Предположим, что Т^-ОО), к—»», и возьмем д*Ш{Тк: к»2). Тогда 

для f,geTN3(e) имеем Тк|*А|*рт(д,е)<д*Тк, и |b t l< l при А*2. Отсюда £ l a ^ c ^ ' M « 

•в ее 
* Е 1в.|<«5" Г Г . |о, |<1, и в силу леммы 2 и оценки (18) заключаем, что f®geS*cS. 

к=г * *=2 * * 
Обратно, рассматривая функции f(z)-g(z)*z+3T~k

lzk, к>2, нетрудно убедиться в том, 
что при <5 > Ш{Тк: к*2) их свертка f®g неоднолистна, т.е. для ее Т-^$-устойчивости на 
({е)»{е}) необходимо выполнение условия Г^1-0(А"1), А:—»». Одновременно доказывается не­
улучшаемость найденной постоянной. 

Случай d). Из Г-ty-устойчивости свертки (4) на (5°,{е}) следует ее устойчивость на 
({е},{е}), откуда Г~ !-0(1), *->». Пример функций f(z)^K0(z)+ST~k

1zkeIWj(S0) и g(z)~z+ 
+dT~k

1zkeTNs(e) показывает, что при <5><50, где <5Q - корень уравнения 3 - inf{TJ|(rft+ :5)-1: 
к*2}, включение TNS(S°)®TNg(e)cS не имеет места. 

С другой стороны, пусть Т~к
1"0(1),к—>оо. Заменяя в неравенстве (15) первую «-свертку 

на ® и подставляя д0
ше, получим 

\(f»g*h)(z)/z\ * 1 - | z | l [|aQJfc| +1aft-a0JtI] I^c^A"11. (19) 

Отсюда в силу оценок |a0jbl*l C/0eS°), IcJ^fc и | a t - a 0 i | «oT"1, где к*2, следует 

| ( /ey*A)(z)/z | * \-\z\ l a + d r : 1 ) ! * , ! , fceS* , zeE. 
* = 2 • • " * 

Точно так же, как и в случае с) теоремы 1, теперь можно показать, что свертка (4) Г - ^ -

устойчива на (5°,{е}), причем значение <50, определенное выше, совпадает с постоянной 
устойчивости. 

Случай f) рассматривается аналогично предыдущему, только в неравенство (19) под­
ставляем оценку Бибербаха |aotl<A;, k*2 (см. [7]) и в качестве примера рассмотрим функ­
ции f(z)'Kl(z)+ST'klzkeTNd(4m), g(.z)'Z+dT~k

lzkeTNd(e). 
Случай h). Поскольку для / 0 , J 0 6 S ° имеем f0*g0<ES° [5], то в силу тождества f®g*h-

-f*gzh и (11) справедливо неравенство 
\(f®g*h)(z)/z\ > 1/2 - \Uf-f0)9g0»h](z)/z\ - \[foe(g-g0)*h](z)/z\ -

- 1[(/-/о>®(0-<7о>*Л](г)/2|, heS*', zeE. (20) 
С учетом оценок l a j . l b j < 1 (/0,?0eS°); \ak-a0k\,\bk-bQk\ «oT"1 и \ск\*к при к»2 
получим 

\[(f-f0)»90*h](z)/z\ < \z\ I \ak-a0k\ I V * * " 1 ' * К 1 £ К " 0 . ) * 1 ' ( 2 1 ) 

\[f(p(9-9<i)*h\{z)/z\ < \г\ | \Ьк-Ьок\, (22) 

\Kf-f0)^9-90>*h](z)/z\ < \z\l\ak-%k\\bk-bok\ * 

^ « |* | / 2 )Д г ;» [l«A-S»l+ !»,-*«! 1, <23) 
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Из неравенств (20)-(23) следует, что 

\(frg*hKz)/z\ * 1/2 - \г\ £ [1+3/(2Г4)] [ | а 4 -а м 1 + |Ь г Ь № 1] * 

* 1/2 - 6\z\s\xp{(2Tk+d)T~k
2: к*2]. 

Исходя из этой оценки, доказываем достаточность условия Г~ - 0(1), к—>оо, для Г - ^ - у с ­
тойчивости свертки (4) на (S°,S ). Необходимость этого условия следует так же, как и в 
случае d). Чтобы оценить постоянную устойчивости сверху, рассмотрим функции /(z)-jr(z)-
=JK:0(2)+ar^1z*6TN(}(S0). Тогда при любом четном к>2 имеем (}9дУ (-1)**1/2-дТ~к

г(2Тк+д). Это 
выражение должно быть неотрицательным, в противном случае производная (f®g)' обращается 
в нуль в некоторой точке аге(-1,0), и поэтому /®<7 неоднолистна в круге Е. Отсюда полу­
чаем искомую оценку. 

Случай i). Пусть /0eS*, a 0o
eS°- Тогда /о®0ое5° [5], и в неравенстве (20) постоян­

ную 1/2 следует заменить на 1/4. Поскольку теперь для коэффициентов / 0 справедлива лишь 
оценка |а |«fc, fc*2, то неравенства (22) и (23) запишутся в следующем виде: 

\U0®(g-g0)*h](z)/z\ * \z\ 1к\ьк-ьок\, 

\l(f-f0)®(g-g0)*h](z)/z\ < д\г\1 [(k+l)Tk]-l[\ak~aok\+k\bk-b0k\]. 

Отсюда и из оценки (21) получим 

\(frg*h)(z)/z\ > 1/4- \z\ lil+dUk+DT^Ua^aJ+klb^bJ] * 

> 1/4 - <5|z|sup{[(fc+l)iyt-<5]T;2: к*2}, fceS*', zeS. 
Из этого неравенства можно доказать достаточность условия Т-^-устойчивости и получить 
нижнюю оценку для постоянной 5r(5*®S°,,P). Верхняя оценка и необходимость условия обо­
сновываются, как и в предыдущем случае. 

Интегральное представление (8) с помощью сверток (3) и (4) можно представить как 
Q[f]=f*K_l'"f®K0- Теперь, используя вместо оценок (12) и (15) неравенства 

\{(Q[f]Y*h}(z)\ = \(f*h)(z)/z\ > | ( /0»ft)(z)/z| - l [ ( / - / 0 )*f t ] (z) /z | , 
\{Q[f]*h}(z)/z\ = | ( M ) ( z ) / z | * \(fQ®h)(z)/z\ - | [ ( / - / 0 )®/ i ] (z) /z | , 

где /isS* , zeU, доказываем теорему 3 по аналогии с теоремами 1 и 2. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Полагая Тк**к. к>2, из теорем 1-3 во всех рассмотренных случаях получа­
ем; точные значения постоянных устойчивости, найденные ранее в [10]. 
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