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1. Введение. В настоящей работе мы исследуем задачу Коши для нелокального
нелинейного параболического уравнения{︃

𝑢𝑡 + (−∆)𝛽/2(|𝑢|𝑝) = |𝑢|𝑞, 𝑥 ∈ R𝑁 , 𝑡 > 0,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑁 ,

(1)

где 𝑢0 ∈ 𝐿1
loc(R𝑁 ), 𝑁 > 1, 0 < 𝛽 < 2, 𝑝 > 0, 𝑞 > 1 и нелокальный оператор (−∆)𝛽/2

определен как
(−∆)𝛽/2𝑣(𝑥) := F−1(|𝜉|𝛽F (𝑣)(𝜉))(𝑥)

для любого 𝑣 ∈ 𝐷((−∆)𝛽/2) = 𝐻𝛽(R𝑁 ), где 𝐻𝛽(R𝑁 ) – однородное пространство
Соболева порядка 𝛽, определенное как

𝐻𝛽(R𝑁 ) = {𝑢 ∈ 𝐿2(R𝑁 ); (−∆)𝛽/2𝑢 ∈ 𝐿2(R𝑁 )} при 𝛽 /∈ N,

где F означает преобразование Фурье, F−1 – обратное преобразование Фурье, Γ –
гамма-функция Эйлера.

Для начала сформулируем

Определение 1. Пусть 𝑢0 ∈ 𝐿1
loc(R𝑁 ), 0 < 𝛽 < 2 и 𝑇 > 0. Будем называть 𝑢

слабым решением задачи (1), если 𝑢 ∈ 𝐿𝑝((0, 𝑇 ), 𝐿2𝑝(R𝑁 ))∩𝐿𝑞((0, 𝑇 ), 𝐿𝑞
loc(R𝑁 )) удов-
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летворяет уравнению∫︁
R𝑁

𝑢0(𝑥)𝜙(𝑥, 0) 𝑑𝑥+
∫︁ 𝑇

0

∫︁
R𝑁

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

=
∫︁ 𝑇

0

∫︁
R𝑁

|𝑢|𝑝(−∆)𝛽/2𝜙𝑑𝑥 𝑑𝑡−
∫︁ 𝑇

0

∫︁
R𝑁

𝑢𝜙𝑡(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡 (2)

для всех 𝜙 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ], 𝐻𝛽(R𝑁 )) ∩ 𝐶1([0, 𝑇 ], 𝐿∞(R𝑁 )) с компактным носителем, для
которых 𝜙( · , 𝑇 ) = 0.

Наши основные результаты следующие.

Теорема 1. Пусть 0 < 𝛽 < 2, 𝑝 > 0 и 𝑞 > 1. При 𝑢0 ∈ 𝐿1
loc(R𝑁 ), 𝑢0 > 0, если

𝑝 < 𝑞 6 𝑝+
𝛽

𝑁
,

то задача (1) не имеет нетривиальных глобальных слабых решений.

Теорема 2. Пусть 0 < 𝛽 < 2, 𝑝 > 0 и 𝑞 > 1. Для 𝑢0 ∈ 𝐿1
loc(R𝑁 ) предположим,

что существует константа 𝜀 > 0 такая, что для всех 0 < 𝛾 < 𝑁 начальная
функция удовлетворяет следующему условию:

𝑢0(𝑥) > 𝜀(1 + |𝑥|2)−𝛾/2.

Если
𝑝 < 𝑞 < 𝑝+

𝛽

𝛾
,

то задача (1) не имеет глобальных слабых решений.

Мы доказываем эти теоремы отсутствия, используя модификацию метода проб-
ных функций Чжана [1], Митидиери и Похожаева [2], [3], а также Кирана и др. [4]–[6];
он также применялся Барасом и Керснером [7] для исследования необходимых усло-
вий существования локальных решений. Однако представляется невозможным ис-
пользовать этот метод напрямую, так как он изначально был разработан для дру-
гих типов дифференциальных операторов, таких как целые степени лапласиана.
Но известно [8], что многие уравнения и неравенства, содержащие такие операто-
ры, имеют сравнительно малые множества решений. Например, гармоническими
функциями (решениями уравнения Лапласа) невозможно аппроксимировать произ-
вольную функцию, имеющую внутренние точки экстремума (отметим, что в одно-
мерном случае гармонические функции с необходимостью являются аффинными).
Эта малочисленность решений облегчает отыскание дополнительных нелинейных
слагаемых, исключающих существование каких-либо нетривиальных решений вооб-
ще.

Напротив, множества решений для задач с дифференциальными операторами не-
целого порядка обычно гораздо обширнее; иногда они даже локально плотны в про-
странстве 𝐶(R𝑛), как в случае 𝑠-гармонических функций (𝑢 таких, что (−∆)𝑠𝑢 = 0);
см. [9], [10] для случая 0 < 𝑠 < 1 и [8], [11] для 𝑠 > 1. Поэтому чтобы получить резуль-
таты об отсутствии решений в этой ситуации, требуется исключить существование
решений из этого более обширного множества. Таким образом, проблема отсут-
ствия решений в задачах с операторами нецелого порядка является более тонкой и
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требует существенной модификации известных методов. Насколько нам известно,
результаты такого рода до сих пор были получены только в немногих частных слу-
чаях, например, в [12] для систем эллиптических уравнений, содержащих дробные
степени лапласиана, и вторым и третьим авторами настоящей работы в [13]–[15] для
некоторых (преимущественно эллиптических) неравенств и их систем с такими же
операторами. Здесь мы переносим эти результаты на эволюционную задачу (1), не
охваченную предыдущими результатами.

Отметим, что для предельного случая 𝛽 → 2 теорема 1 доказана в [2; теоре-
ма 29.1], а утверждение теоремы 2 может быть получено аналогично.

На протяжении этой статьи положительные константы обозначаются буквой 𝐶 и
могут меняться от строки к строке.

Оставшаяся часть статьи состоит из двух пунктов и приложения. В п. 2 мы дока-
зываем теорему 1, а в п. 3 – теорему 2. В приложении мы приводим доказательство
неравенства Чжу, используемого в п. 2.

2. Доказательство теоремы 1. Доказательство проводится от противного.
Предположим, что 𝑢 – глобальное слабое решение (1); тогда при всех 𝑇 ≫ 1 имеем∫︁

R𝑁

𝑢0(𝑥)𝜙(𝑥, 0) 𝑑𝑥+
∫︁ 𝑇

0

∫︁
R𝑁

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

=
∫︁ 𝑇

0

∫︁
R𝑁

|𝑢|𝑝(−∆)𝛽/2𝜙𝑑𝑥 𝑑𝑡−
∫︁ 𝑇

0

∫︁
R𝑁

𝑢𝜙𝑡(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

для всех пробных функций 𝜙 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ], 𝐻𝛽(R𝑁 )) ∩ 𝐶1([0, 𝑇 ], 𝐿∞(R𝑁 )) таких, что
supp𝜙 компактен с 𝜙( · , 𝑇 ) = 0. Теперь возьмем

𝜙(𝑥, 𝑡) := 𝜙ℓ
1(𝑥)𝜙

𝜂
2(𝑡), с 𝜙1(𝑥) := Φ

(︂
|𝑥|
𝑇𝛼

)︂
, 𝜙2(𝑡) := Φ

(︂
𝑡

𝑇

)︂
,

где 𝛼 = (𝑞 − 𝑝)/(𝛽(𝑞 − 1)), ℓ, 𝜂 ≫ 1 и Φ – гладкая неотрицательная невозрастающая
функция такая, что

Φ(𝑟) =

⎧⎨⎩1 при 0 6 𝑟 6
1
2
,

0 при 𝑟 > 1.

Получим∫︁
Ω𝑇

𝑢0(𝑥)𝜙ℓ
1(𝑥) 𝑑𝑥+

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

=
∫︁ 𝑇

0

∫︁
R𝑁

|𝑢|𝑝𝜙𝜂
2(𝑡)(−∆)𝛽/2(𝜙ℓ

1(𝑥)) 𝑑𝑥 𝑑𝑡−
∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

𝑢𝜙ℓ
1(𝑥)

𝑑

𝑑𝑡
𝜙𝜂

2(𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡,

где
Ω𝑇 := {𝑥 ∈ R𝑁 ; |𝑥| 6 𝑇𝛼}. (3)

Используя неравенство Чжу (−∆)𝛽/2(𝜙ℓ
1) 6 ℓ𝜙ℓ−1

1 (−∆)𝛽/2(𝜙1) (см. приложение) и
то, что 𝑢0 > 0, будем иметь∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡 6 𝐶

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

|𝑢|𝑝𝜙𝜂
2(𝑡)𝜙ℓ−1

1 (𝑥)(−∆)𝛽/2(𝜙1(𝑥)) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

+ 𝐶

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

|𝑢|𝜙ℓ
1(𝑥)𝜙

𝜂−1
2 (𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑡
𝜙2(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥 𝑑𝑡
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6 𝐶

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

|𝑢|𝑝𝜙𝑝/𝑞𝜙−𝑝/𝑞𝜙𝜂
2(𝑡)𝜙ℓ−1

1 (𝑥)|(−∆)𝛽/2(𝜙1(𝑥))| 𝑑𝑥 𝑑𝑡

+ 𝐶

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

|𝑢|𝜙1/𝑞𝜙−1/𝑞𝜙ℓ
1(𝑥)𝜙

𝜂−1
2 (𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑡
𝜙2(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥 𝑑𝑡. (4)

Поэтому, применяя неравенство Юнга

𝑎𝑏 6
1
4
𝑎𝑞/𝑝 + 𝐶𝑏𝑞/(𝑞−𝑝) (5)

с {︃
𝑎 = |𝑢|𝑝𝜙𝑝/𝑞,

𝑏 = 𝐶𝜙−𝑝/𝑞𝜙𝜂
2(𝑡)𝜙ℓ−1

1 (𝑥)|(−∆)𝛽/2(𝜙1(𝑥))|
(6)

к первому интегралу в правой части (4) и следующее неравенство Юнга

𝑎𝑏 6
1
4
𝑎𝑞 + 𝐶𝑏̃︀𝑞, где ̃︀𝑞 =

𝑞

𝑞 − 1
, (7)

с ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎 = |𝑢|𝜙1/𝑞,

𝑏 = 𝐶𝜙−1/𝑞𝜙ℓ
1(𝑥)𝜙

𝜂−1
2 (𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑡
𝜙2(𝑡)

⃒⃒⃒⃒ (8)

ко второму интегралу в правой части (4), получим

1
2

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

6 𝐶

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

𝜙𝜂
2(𝑡)𝜙ℓ−𝑞/(𝑞−𝑝)

1 (𝑥)|(−∆)𝛽/2(𝜙1(𝑥))|𝑞/(𝑞−𝑝) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

+ 𝐶

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

𝜙ℓ
1(𝑥)𝜙

𝜂−̃︀𝑞
2 (𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑡
𝜙2(𝑡)

⃒⃒⃒⃒̃︀𝑞
𝑑𝑥 𝑑𝑡. (9)

На этом этапе, масштабируя переменные 𝑠 = 𝑇−1𝑡, 𝑦 = 𝑇−𝛼𝑥 в правой части (9),
приходим к выводу, что ∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡 6 𝐶𝑇−𝛿, (10)

где 𝛿 := 𝑞/(𝑞 − 1)−𝑁𝛼− 1. Далее, замечая, что

𝑞 6 𝑞* := 𝑝+
𝛽

𝑁
⇐⇒ 𝛿 > 0,

мы должны различать два случая.

Случай 1: 𝑞 < 𝑞* (т.е. 𝛿 > 0). Перейдя к пределу в (10) при 𝑇 →∞, получим

lim
𝑇→∞

∫︁ 𝑇

0

∫︁
|𝑥|6𝑇 𝛼

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡 = 0.
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Используя теорему Лебега об ограниченной сходимости и то, что 𝜙(𝑥, 𝑡) → 1 при
𝑇 →∞, мы делаем вывод, что∫︁ ∞

0

∫︁
R𝑁

|𝑢|𝑞(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡 = 0,

и в силу непрерывности 𝑢 по временной и пространственным переменным мы заклю-
чаем, что 𝑢 ≡ 0.

Случай 2: 𝑞 = 𝑞* (т.е. 𝛿 = 0). Применяя неравенство (10) с 𝑇 → ∞ и учитывая,
что 𝑞 = 𝑞*, имеем

𝑢 ∈ 𝐿𝑞((0,∞), 𝐿𝑞(R𝑁 )),

откуда следует

lim
𝑇→∞

∫︁ 𝑇

𝑇/2

∫︁
|𝑥|6(𝐵𝑇 )𝛼

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

= lim
𝑇→∞

∫︁ 𝑇

0

∫︁
|𝑥|6(𝐵𝑇 )𝛼

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡− lim
𝑇→∞

∫︁ 𝑇/2

0

∫︁
|𝑥|6(𝐵𝑇 )𝛼

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

=
∫︁ ∞

0

∫︁
R𝑁

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡−
∫︁ ∞

0

∫︁
R𝑁

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡 = 0. (11)

С другой стороны, повторяя те же вычисления, что выше, на этот раз с использо-
ванием 𝜙1(𝑥) := Φ(|𝑥|/(𝐵𝛼𝑇𝛼)), где 1 6 𝐵 < 𝑇 достаточно велико и при 𝑇 →∞ в то
же время не имеет места 𝐵 →∞, и применяя неравенство Гёльдера∫︁

𝑎𝑏 6

(︂∫︁
𝑎𝑞

)︂1/𝑞(︂∫︁
𝑏̃︀𝑞

)︂1/̃︀𝑞
с

⎧⎨⎩𝑎 = |𝑢|𝜙1/𝑞,

𝑏 = 𝜙−1/𝑞𝜙ℓ
1(𝑥)𝜙

𝜂−1
2 (𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑡
𝜙2(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
ко второму интегралу в правой части (4) вместо неравенства Юнга, приходим к∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝐵𝑇

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

6
1
4

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝐵𝑇

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

+ 𝐶

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝐵𝑇

𝜙𝜂
2(𝑡)𝜙ℓ−𝑞/(𝑞−𝑝)

1 (𝑥)|(−∆)𝛽/2(𝜙1(𝑥))|𝑞/(𝑞−𝑝) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

+ 𝐶

(︂∫︁ 𝑇

𝑇/2

∫︁
Ω𝐵𝑇

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡
)︂1/𝑞(︂∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝐵𝑇

𝜙ℓ
1(𝑥)𝜙

𝜂−̃︀𝑞
2 (𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑡
𝜙2(𝑡)

⃒⃒⃒⃒̃︀𝑞
𝑑𝑥 𝑑𝑡

)︂1/̃︀𝑞
,

где Ω𝐵𝑇 := {𝑥 ∈ R𝑁 ; |𝑥| 6 (𝐵𝑇 )𝛼}; поэтому∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝐵𝑇

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

6 𝐶

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝐵𝑇

𝜙𝜂
2(𝑡)𝜙ℓ−𝑞/(𝑞−𝑝)

1 (𝑥)|(−∆)𝛽/2(𝜙1(𝑥))|𝑞/(𝑞−𝑝) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

+ 𝐶

(︂∫︁ 𝑇

𝑇/2

∫︁
Ω𝐵𝑇

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡
)︂1/𝑞(︂∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝐵𝑇

𝜙ℓ
1(𝑥)𝜙

𝜂−̃︀𝑞
2 (𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑡
𝜙2(𝑡)

⃒⃒⃒⃒̃︀𝑞
𝑑𝑥 𝑑𝑡

)︂1/̃︀𝑞
.
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Используя следующее масштабирование: 𝑠 = 𝑇−1𝑡, 𝑦 = (𝑇𝐵)−𝛼𝑥 и учитывая, что
𝑞 = 𝑞*, мы легко можем сделать вывод, что∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝐵𝑇

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡 6 𝐶𝐵−1 + 𝐶(𝐵𝑁𝛼)1/̃︀𝑞(︂∫︁ 𝑇

𝑇/2

∫︁
Ω𝐵𝑇

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡
)︂1/𝑞

.

Поэтому, переходя к пределу при 𝑇 → ∞ и затем при 𝐵 → ∞, используя (11),
получим ∫︁ ∞

0

∫︁
R𝑁

|𝑢|𝑞(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡 = 0,

т.е. 𝑢 ≡ 0. Это завершает доказательство.

3. Доказательство теоремы 2. Доказательство также проводится от против-
ного теми же рассуждениями, что и в п. 2. Предположим, что 𝑢 – глобальное слабое
решение (1), тогда при 𝑇 ≫ 1 имеем∫︁

R𝑁

𝑢0(𝑥)𝜙(𝑥, 0) 𝑑𝑥+
∫︁ 𝑇

0

∫︁
R𝑁

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

=
∫︁ 𝑇

0

∫︁
R𝑁

|𝑢|𝑝(−∆)𝛽/2𝜙𝑑𝑥 𝑑𝑡−
∫︁ 𝑇

0

∫︁
R𝑁

𝑢𝜙𝑡(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡 (12)

для всех пробных функций 𝜙 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ], 𝐻𝛽(R𝑁 )) ∩ 𝐶1([0, 𝑇 ], 𝐿∞(R𝑁 )) таких, что
supp𝜙 компактен, с 𝜙( · , 𝑇 ) = 0.

Используя такие же пробные функции 𝜙(𝑥, 𝑡), что и выше, имеем∫︁
Ω𝑇

𝑢0(𝑥)𝜙ℓ
1(𝑥) 𝑑𝑥+

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

=
∫︁ 𝑇

0

∫︁
R𝑁

|𝑢|𝑝𝜙𝜂
2(𝑡)(−∆)𝛽/2(𝜙ℓ

1(𝑥)) 𝑑𝑥 𝑑𝑡−
∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

𝑢𝜙ℓ
1(𝑥)

𝑑

𝑑𝑡
𝜙𝜂

2(𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡,

где Ω𝑇 задана формулой (3). Используя неравенство Чжу

(−∆)𝛽/2(𝜙ℓ
1) 6 ℓ𝜙ℓ−1

1 (−∆)𝛽/2(𝜙1),

получим ∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡+
∫︁

Ω𝑇

𝑢0(𝑥)𝜙ℓ
1(𝑥) 𝑑𝑥

6 𝐶

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

|𝑢|𝑝𝜙𝜂
2(𝑡)𝜙ℓ−1

1 (𝑥)(−∆)𝛽/2(𝜙1(𝑥)) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

+ 𝐶

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

|𝑢|𝜙ℓ
1(𝑥)𝜙

𝜂−1
2 (𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑡
𝜙2(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥 𝑑𝑡

6 𝐶

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

|𝑢|𝑝𝜙𝑝/𝑞𝜙−𝑝/𝑞𝜙𝜂
2(𝑡)𝜙ℓ−1

1 (𝑥)|(−∆)𝛽/2(𝜙1(𝑥))| 𝑑𝑥 𝑑𝑡

+ 𝐶

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

|𝑢|𝜙1/𝑞𝜙−1/𝑞𝜙ℓ
1(𝑥)𝜙

𝜂−1
2 (𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑡
𝜙2(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥 𝑑𝑡. (13)
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Так как 𝑢0(𝑥) > 𝜀(1 + |𝑥|2)−𝛾/2, то∫︁
Ω𝑇

𝑢0(𝑥)𝜙ℓ
1(𝑥) 𝑑𝑥 >

∫︁
|𝑥|6𝑇 𝛼/2

𝑢0(𝑥) 𝑑𝑥 > 𝜀

∫︁
|𝑥|6𝑇 𝛼/2

(1 + |𝑥|2)−𝛾/2 𝑑𝑥 > 𝐶𝜀𝑇𝛼(𝑁−𝛾).

Поэтому, оценивая правую часть неравенства (13) в точности так же, как это было
сделано для правой части неравенства (4) (см. формулы (5)–(8)), получим

𝐶𝜀𝑇𝛼(𝑁−𝛾) +
1
2

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

|𝑢|𝑞𝜙(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

6 𝐶

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

𝜙𝜂
2(𝑡)𝜙ℓ−𝑞/(𝑞−𝑝)

1 (𝑥)|(−∆)𝛽/2(𝜙1(𝑥))|𝑞/(𝑞−𝑝) 𝑑𝑥 𝑑𝑡

+ 𝐶

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω𝑇

𝜙ℓ
1(𝑥)𝜙

𝜂−̃︀𝑞
2 (𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑡
𝜙2(𝑡)

⃒⃒⃒⃒̃︀𝑞
𝑑𝑥 𝑑𝑡. (14)

Вновь вводя масштабированные переменные 𝑠 = 𝑇−1𝑡, 𝑦 = 𝑇−𝛼𝑥 в правой части (14)
и учитывая неотрицательность второго слагаемого в левой части (14), мы делаем
вывод, что

𝐶𝜀𝑇𝛼(𝑁−𝛾) 6 𝐶1𝑇
−𝑞/(𝑞−1)+𝑁𝛼+1,

т.е.
𝜀 6 𝐶𝑇−𝛿* , (15)

где 𝛿* := 𝑞/(𝑞 − 1)−𝑁𝛼− 1 + 𝛼(𝑁 − 𝛾). Далее, замечая, что

𝑞 < 𝑞** := 𝑝+
𝛽

𝛾
⇐⇒ 𝛿* > 0,

и переходя к пределу в (15) при 𝑇 →∞, получаем противоречие.

Замечание 1. Применяя те же вычисления к соответствующему нелокальному
эллиптическому уравнению

(−∆)𝛽/2(|𝑢|𝑝) = |𝑢|𝑞, 𝑥 ∈ R𝑁 , (16)

где 𝑁 > 1, 0 < 𝛽 6 2, 𝑝 > 0, и 𝑞 > 1, мы можем получить следующий результат:
если

𝑝 < 𝑞 <
𝑁𝑝

(𝑁 − 𝛽)+
,

то задача (16) не имеет нетривиальных слабых решений.

Замечание 2. Используя пробную функцию из недавней работы [16], мы можем
получить аналогичный результат для следующего уравнения:{︃

𝑢𝑡 + (−∆)𝛽/2(|𝑢|𝑝−1𝑢) = |𝑢|𝑞, 𝑥 ∈ R𝑁 , 𝑡 > 0,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑁 ,

где 𝑝, 𝑞 > 1.
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Приложение. В этом приложении мы приводим доказательство неравенства
Чжу (см. [17; предложение 3.3]) для размерности 𝑁 > 1, где 𝛿 ∈ [0, 2] и 𝑞 > 1, для
всех неотрицательных распределений Шварца 𝜓 (в общем случае)

(−∆)𝛿/2𝜓𝑞 6 𝑞𝜓𝑞−1(−∆)𝛿/2𝜓.

Случаи 𝛿 = 0 и 𝛿 = 2 очевидны, как и 𝑞 = 1. Если 𝛿 ∈ (0, 2) и 𝑞 > 1, используя [18;
определение 3.2], будем иметь

(−∆)𝛿/2𝜓(𝑥) = −𝑐𝑁 (𝛿)
∫︁

R𝑁

𝜓(𝑥+ 𝑧)− 𝜓(𝑥)
|𝑧|𝑁+𝛿

𝑑𝑧 для всех 𝑥 ∈ R𝑁 ,

где 𝑐𝑁 (𝛿) = 2𝛿Γ((𝑁 + 𝛿)/2)/(𝜋𝑁/2Γ(1− 𝛿/2)). Тогда

(𝜓(𝑥))𝑞−1(−∆)𝛿/2𝜓(𝑥) = −𝑐𝑁 (𝛿)
∫︁

R𝑁

(𝜓(𝑥))𝑞−1𝜓(𝑥+ 𝑧)− (𝜓(𝑥))𝑞

|𝑧|𝑁+𝛿
𝑑𝑧.

По неравенству Юнга получим

(𝜓(𝑥))𝑞−1𝜓(𝑥+ 𝑧) 6
𝑞 − 1
𝑞

(𝜓(𝑥))𝑞 +
1
𝑞
(𝜓(𝑥+ 𝑧))𝑞.

Отсюда

(𝜓(𝑥))𝑞−1(−∆)𝛿/2𝜓(𝑥) >
−𝑐𝑁 (𝛿)

𝑞

∫︁
R𝑁

(𝜓(𝑥+ 𝑧))𝑞 − (𝜓(𝑥))𝑞

|𝑧|𝑁+𝛿
𝑑𝑧 =

1
𝑞
(−∆)𝛿/2(𝜓(𝑥))𝑞.
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