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ДВОЙСТВЕННОСТЬ ДЛЯ СКРЕЩЕННЫХ 
ПРОИЗВЕДЕНИЙ АЛГЕБР ФОН НЕЙМАНА 

Л. И. Штерн 
Успехи теории операторных алгебр, достигнутые в послед­

ние десятилетия, во многом связаны с изучением групп авто­
морфизмов алгебр фон Неймана, Одним из наиболее мощных 
средств изучения структуры и свойств этих групп является по­
строение и исследование скрещенных произведений алгебр фон 
Неймана на действующие на них локально компактные группы 
автоморфизмов. Будучи естественным — хотя и нетривиаль­
ным — обобщением конструкции фон Неймана—Мюррея (поз­
волявшей строить алгебру фон Неймана по динамической сис­
теме; в частности, фактор — по эргодической динамической сис­
теме), конструкция скрещенного произведения давала 
надежды на построение еще невиданных факторов — и развитие 
теории оправдало эти надежды [13, 14]. С другой стороны, 
теория скрещенных произведений оказалась связанной с пло­
дотворным понятием ковариантного представления. Но, кроме 
того, выявилась непосредственная связь теории скрещенных 
произведений с двойственностью Понтрягина для локально 
компактных абелевых групп и с более общими теориями двой­
ственности— такими, как теорема двойственности Татсуумы, 
что и привело к специфической теории двойственности для са­
мих скрещенных произведений, оказавшей глубокое влияние на 
общую теорию алгебр фон Неймана и, в частности, позволив­
шей — с помощью модулярной теории Томиты—Такесаки — по­
лучить фундаментальные результаты о структуре факторов 
типа III. 

Настоящая статья посвящена именно этой теории двой­
ственности для скрещенных произведений алгебр фон Неймана. 
Излагается теория двойственности для так называемых алгебр 
Каца — одна из наиболее общих современных теорий двойствен­
ности, включающая в себя двойственность для локально ком­
пактных групп, — и связанная с ней теория двойственности для 
скрещенных произведений алгебр фон Неймана на действую­
щие на них алгебры Каца*. Этот подход позволяет понять 

* Термин «алгебра Каца» введен Еноком и Шварцем [27] в честь 
Г. И. Каца, основоположника близкой к современной теории алгебр Каца 
теории так называемых «кольцевых групп» ([2]). 
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смысл понятия ко-действия локально компактной группы на. 
алгебре фон Неймана и его связь с понятием действия и уяс­
нить роль теории двойственности Понтрягина в (исходной для 
теории двойственности для скрещенных произведений) теореме 
Такееаки, относящейся к случаю локально компактных абеле-
вых групп. Теория двойственности для скрещенных произведе­
ний имеет многочисленные приложения как в самой теории ал­
гебр фон Неймана, так и за ее пределами. В настоящей статье 
рассматриваются лишь некоторые приложения теории двойст­
венности, а именно — структурная теория для факторов типа III, 
пространства Lp над алгебрами фон Неймана (по Хаагерупу),. 
аналог соответствия Галуа между подгруппами группы авто­
морфизмов и подалгебрами фон Неймана, содержащими алгеб­
ру инвариантных элементов, некоторые вопросы спектральной 
теории действий и приложения к представлениям групп. 

§ 1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 

1. Веса. Пусть М — алгебра фон Неймана, М+ — множества 
ее положительных элементов, U (М) — группа ее унитарных эле­
ментов. Весом на М называется аддитивная функция ф на мно­
жестве М+, принимающая значения в [0, + оо] = [0,. + оо) U {-»}»• 
удовлетворяющая условию 9(a.x) = a<P(x) для всех a6R + = 
= [0, + о о ) и всех x6M+ (где принято 0- со =--0). Вес ф назы­
вается нормальным, если он переводит верхние грани направ­
ленных вверх сетей из М+ в верхние грани их образов в [0, -j- со]; 
точным, если из условий x6M+, Ф(я)==0 следует, что .* —0. 
Пусть Э1-— {xeM, «-Р(;с*.х.)< оо}, и пусть 2ИФ-==31*81.,. Тогда ШФ-
левый идеал в M, 9ЮФ - инволютивная подалгебра в М. Вес ф 
называется полуконечным, если Жф ультраслабо плотна в М* 
Вес ф однозначно определяет линейный функционал на -Шф, ко­
торый мы снова обозначим Ф. 

Определим полускалярное произведение на ЭТФ, сопоставляя 
паре х, у&Я<р число Ц>(у*х). Пусть Н9 — гильбертово пространст-
во, получаемое из предгильбертова пространства Шц, факториза­
цией по ядру полускалярного произведения и последующим по­
полнением; пусть Лф —соответствующее отображение идеала 31ф 
в гильбертово пространство Hfp. Пусть яф — симметричное пред­
ставление алгебры фон Неймана М в Н<$, сопоставляющее 
элементу XQM оператор в //ф , определяемый левым умножением 
на х в 3?ф (с последующей факторизацией и продолжением 
по непрерывности). Тогда, в частности, (я<р(х)Аф(у), Лф(г)) = 
— Ч(г*ху) для всех х&М, у, zG.%; при этом .пф для любого 
точного нормального полуконечного веса Ф является симметрич­
ным изоморфизмом алгебр фон Неймана М и лф(М). 

Пусть, кроме того, алгебра М реализована, как алгебра фон. 
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Неймана в гильбертовом пространстве Н и пусть Ж' —ее ком­
мутант. Отождествим тогда я-(/И) с исходной алгеброй M. Су­
ществует такой левый идеал 31фС-М', что ЭДф~-Яф^ есть 
ультраслабо плотная инволютивная подалгебра в УИф, и сущест­
вует такое линейное отображение Л' :Ш'(р-^Н(р с плотным обра-
зом, что Лф(л/у')==Л'Аф(у/) для всех х'&М', у'Ш'^ причем ра­
венство xAv(xO==J<:^ выполняется для всех х'вШ'^ тогда 
и только тогда, когда х63?Ф и Ау(х) — 1; аналогично, равенство 
x'A<f(x)=xr\ выполняется для всех Л:е31ф тогда и только тогда, 
когда x'63Jv и Л^х') —ч- Кроме того, множества Лф(-№ф) 
и Лф(Жф) плотны в //ф, а отображения S0:A3(3R-,){to}/-%, и E-. 
:Лф(-Шф)-5-Яф, определенные формулами S0(A?(x))-— ЛФ(л:*) 
и FQ(A'(X')) — A!(X'*) соответственно, являются предзамкнуты-
ми; их замыкания 5Ф и E9 сопряжены друг другу. Пусть 5Ф = 
— УфДф

/2-— полярное разложение замкнутого оператора 5Ф. Гогда 
АфЛ/Лф"-=-Ж для всех teR; положим of(x)=A^xA^il для всех 
tQR, xQM. Семейство {af, z-6R} является однопараметрической 
группой автоморфизмов алгебры фон Неймана М\ эта группа 
называется модулярной группой, связанной с весом ф. Оператор 
Уф — сопряженно линейная изометрическая ИНВОЛЮЦИЯ — называется 
модулярной инволюцией, а самосопряженный положительный 
оператор Аф — модулярным оператором. Справедливо соотно­
шение 

J^M/V=M', (1) 
при этом элементы z из центра ZM—MP\M' алгебры фон Ней­
мана М удовлетворяют равенству Jq>zJq, = z*. Пусть Рф— конус 
в Игр, являющийся замыканием множества векторов вида 
"Ф (x) УфАф (x), x&ftfp. Тогда Рф — самодуальный конус (т. е. Р ф 
совпадает с множеством таких векторов T|EHq>, что (1), £)яф>0 
для всех ьбРф), причем Р.--П( —Рф)={0}. Конус РФ удовлетво­
ряет также условию УФ!- —g для всех £6РФ и условию .хУфл(РФ)с 
с Р ф для всех xQM. 

Пусть Р (М) — семействб всех точных нормальных полукоиеч-
ных (ТЫПК) весов на алгебре фон Неймана M. Для любой пары 
Ф, ф€Р (М) существует сильно непрерывное однопараметрическое 
семейство t-+(Dty:D4>)t со значениями в U(M), удовлетворяю­
щее следующим условиям: l)(D'i|>:D(P).{cdot}o'1.'. (x)= oj{x)=(.Оф:£.ф),для 
всех teR, x№, 2) (Dxy.Dq>)i+s=(Dir.Dy)t0f ((Dty:Dy)s) при t, 
s6R; 3) (Dxy.Dyy ^={D4:D$)t, {Dy.D%{DV.D(*)t^D^Du)t 
для всех Ф, \jj, co€P (-M) и всех z-GR; 4) соотношение i|)(jc)--= 
==Ф(ил:и*) выполняется для всех xQM я некоторого uQlf (M) 
в том и только том случае, если {Dty-Dty)t —tt*Gf(u) для всех 
*6R. 
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Пусть Mv Ma — алгебры фон Неймана, %&Р(М{), %QP{M2). 
Существует единственный вес Ф1®Ф2 на тензорном произведении 
M!®M2> определяемый условиями: 1) ^ф1®.ЭДФ..-ЭДф1®Ф..' 
2) (<Pi®b){x®y)=%(x)4>2{y) Для всех x№Vt, уе^ф2; 3) 0^®ф2 = 
==0Ф.®ач'- для всех tgR. Все <fx®%^P(M1®M2) называется тен­
зорным произведением весов ф- и ф2. 

2. Стандартные формы. Алгебра фон Неймана М называет­
ся стандартной, или заданной в стандартной форме относитель­
но (Я, J, Р), если М действует в гильбертовом пространстве Н, 
снабженном такой сопряженно линейной изометрической инво­
люцией / и таким самодуальным конусом Р, что JMJ' — M', 
JzJ=z* для всех z&ZM = Mf\M', /T]=TI для всех г\бР и xJx(P){subset} 
{subset}-0 для всех хШ. Стандартная форма (М, J, Р, Я) единствен­
на с точностью до изоморфизма, т. е. различные стандартные 
формы (M, /, Р, Н) и (Mi, J\, Р\, Н{) одной и той же алгебры 
фон Неймана сопряжены с помощью унитарного оператора из 
Я в Н\, переводящего М в -Mi, / в 1\ и Я в Н\. 

Пусть Ф6.Р(/И); тогда (я-(М), Я,р, J4>, P,v)~стандартная 
форма. В связи с ее единственностью для любых ф, ty£P (M) 
определено отображение Лф (х) {to} Лф (x*), где х пробегает мно­
жество ЭТфП-Кф- Это отображение предзамкнуто как оператор из 
Я ф в #,|,; пусть S.,,^ — его замыкание и пусть 51.,|ф = У1.,|фД1/^ — 
полярное разложение оператора 5-ф,ф. Тогда Д '̂ =(-.Оф:£>4-,).,Д;у 
для всех t6R. Пусть of-ч>(х) = (Dty:D<P)tay(x) ( = of(x) (£>ф:.Оф)-) 
для всех хвМ, ф, -фбР(Ж), i-GR. Тогда t^af^ — однопарамет-
рическая группа изометрий алгебры фон Неймана М, причем 
af-4,(xy) = af'a(x)af'<i'(y) для всех х, уШ, Ф> % а>&Р (М). Если 
алгебра фон Неймана М стандартна относительно (Я, ./, Р), то 
для любого Ф6-°(Л-) можно из-за единственности стандартной 
формы так отождествить Я с Яф , что / ф - = / , РФ = Р. Тогда 
J ii> > Ф • - -= • * . 

3. Группа автоморфизмов. Пусть М — алгебра фон Ней­
мана, М, — банахово пространство ультраслабо непрерывных 
линейных функционалов на М (т. е. банахово пространство, 
преддвойственное к М : (М*)*=М). Пусть аиШ — группа сим­
метричных автоморфизмов алгебры фон Неймана М. Любой ав­
томорфизм из aut.M является оператором в М, сопряженным 
к некоторому симметричному автоморфизму банахова прост­
ранства с инволюцией М,\ снабдим группу aut-M топологией 
простой сходимости по норме на элементах пространства М,. 

Автоморфизм а алгебры фон Неймана М, реализованной в 
гильбертовом пространстве Я, будем называть порождаемым 
(унитарным оператором и в Я), если а(х) =ихи~{ для всех 
Ж«Ш. Такой автоморфизм будем обозначать Adu|M или про­
сто Ad и. 
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Если М — стандартная алгебра фон Неймана (относительно 
(Я, /, Р ) ) . ТО группа autM допускает так называемое канони­
ческое унитарное порождение a{to}wa, где иа — унитарные опера­
торы в Н, однозначно определяемое следующими условиями: 
1) a=Adwa|jtf для всех a<Saut.M; 2) ugJ = Jue для всех g&autM; 
3) ug(P) = Р для всех g из autM. 

§ 2. АЛГЕБРЫ КАцА 

1. Определение и важнейшие примеры. Пусть М — стан­
дартная (относительно (Н, J, P)) алгебра фон Неймана 
(в гильбертовом пространстве Н), Г — нормальный симметрич­
ный изоморфизм алгебры фон Неймана М в тензорное произ­
ведение М<&М, являющийся копроизведением, т. е. удовлетворя­
ющей тождеству (Г®1--)Г= (1М®Г)Г, где ^ — тождественное 
отображение М в себя. Пусть, кроме того, и — такой инволю-
тивный антиавтоморфизм алгебры фон Неймана М в себя, что 
оТи= ("у.®к)Т1 где а — симметричный автоморфизм переброса 
алгебры фон Неймана М®М, определенный равенством а{х® 
<8>г/) =у®х, х, у£М. Набор (М, Г, к) называется инволютивной 
алгеброй Хопфа—фон Неймана. Пусть >|< — умножение и ° — 
инволюция в преддвойственном пространстве М, алгебры М, 
определяемые равенствами (co^co') (д;) = (со®»') (Г(х)), а>°(х) = 
= ci)(x(-x)*) для всех х'бМ, ю, co'GM.,. Тогда М становится бана­
ховой алгеброй с (изометрической) инволюцией. Алгебра Хоп­
фа—фон Неймана (М, Г, к) называется абелевой, если М абе-
лева, и симметричной, если а°Г = Г. 

ГНПК вес Ф на инволютивной алгебре Хопфа — фон Неймана 
Ж, Г, %) называется весом Хаара, если 1) (.д[®Ф) (Г (.x)) = 
=ф(.л.)1,и для всех хвМ+; 2) (1м®Ф)((1л1®у*) Г {х)) — 
— х((1уИ®Ф)(Г(г/*)(1м®л:)) Для всех х, уфГСФ; 3) а^% = ка^_{ для 
всех z.gR{cdot} Любой вес из Р (М), удовлетворяющий условиям 
1) —3), пропорционален Ф. 

Набор K = (M, Г, х, Ф) называется алгеброй Каца. 
Множество Лф(31(рПЭгфП2^иП~*фам) п ло™0 в гильбертовом 

пространстве Я ф . Реализуем М с помощью ф как стандартную 
алгебру фон Неймана (относительно (Яф, 7Ф, Рф)), т. е. отож­
дествим М с яф(Л1), Я с Нщ. Унитарный оператор W на Я ® Я , 
определенный формулой W (Лф (л.)®Лф (у)) =-• Лф® ф (Г (у) (x® 1 ж))> 
х, г/б31ф, называется фундаментальным оператором, связан­
ным с алгеброй Каца К. Он порождает отображение Г; точнее, 
Т (x) — W Clft<8>x)W* для всех xQM. Оператор W удовлетворяет 
условию ассоциативности (1®W*)(W*®\)(\®W) = (W*®1)X 
Х(-®о)(^*®1) (здесь и далее буква • означает тождественное 

отображение соответствующего объекта, который, как правило, 
явно не указывается). 
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П р и м е р ы . 1). Пусть G — локально компактная группа, 
dg— левоинвариантная мера Хаара на G, Li(G) — соответст­
вующая групповая алгебра, Lm(G) —абелева алгебра фон Ней­
мана в гильбертовом пространстве L2(G). Пусть а0 — коумно-
жение на Lc-(G), определенное формулой (а0/) (s, t)=f(si), 
f-SL00(G), s, t&G; пусть х — инволютивный антиавтоморфизм ал­
гебры Lco(G), определяемый формулой (%f) (g) = f(g~1), 
feLcc(G), g£G; пусть ц0 — ТНПК вес на L„(G), определяемый 
формулой цд(}) — Jf(g)dg для /6100(0+). Тогда набор KA(G) = 
= {L0-(G), aa, %, {mu}o} есть абелева алгебра Каца, фундаменталь­
ный оператор которой W0 определяется формулой (Wer\) (g, h) = 
~r\(g, gh), g, htG,r\ZL2(GxG). 

2). Пусть G — локально компактная группа, dg —левоинвари­
антная мера Хаара на G, К (G) — алгебра финитных непрерыв­
ных функций на G, L(G)~ алгебра фон Неймана, порожденная 
семейством операторов левого регулярного представления 
'g-+b(g), fff-G, группы О в пространстве Lo(G). Пусть б0 — ко-
умножение в L (G), определенное равенством 60(i(g)) = Я(#)® 
•g-Mg). g"6G. пусть"x — ИНВОЛЮТИВНЫЙ антиавтоморфизм алгебры 

L(G), определенный равенством и (A- (g)) = Я (g)* для всех g6G; 
пусть 1|>о—вес на L (G), определенный равенством 
Цо (̂  (/)*Я (/)) = | | / II 11{а) Для всех /6/<(0) . Тогда набор 
KS(G) = {L(G), 6С. х, \])0} есть симметричная алгебра Каца, фун­
даментальный оператор которой W* определяется формулой 
(Wr{)(g,h) = '(](k^g, h) для всех g, hQO, r\&2(GxG). 

2. Двойственность для алгебр Каца. Воспользуемся опре­
делениями и обозначениями предыдущего раздела. Пусть g-, g26 
6 / / -=Я ф и пусть cos,,--, — ограничение на M = ttv(M) линейного 
функционала на алгебре L(H) всех ограниченных линейных опе­
раторов в гильбертовом пространстве Н, определяемого форму­
лой cobltl{T) —(Т..;2, g,)> ТеМЯ). Пусть Я К,,- ,) —ограниченный 
линейный оператор в Я , определенный формулой Oli* •ЧС0.з--!.)г12) = 
= ( ^ (?icgirli)> b®il2)» 1ь 1г> Ли ч2бЯ. Тогда Я определяет отобра­
жение инволютивной банаховой алгебры М# в 1(H), удовлетво­
ряющее условиям Я (аз*ш') = Я (со) Я (со') и Я(со°)-=Я(со)* для всех 
со, co'-gTW,.,, Пусть М—алгебра фон Неймана, порожденная семей-
ством ^(M^). Тогда Я —изоморфизм M... в M, и оператор W 

• " Ч 

содержится в тензорном произведении М^М. 
Пусть Г —коумножение в M, определенное формулой Г(л:)== 

-=a(W*)(l®x)a(\^), xQM; пусть и—инволютивный антиавто­
морфизм алгебры фон Неймана M, определенный равенством 
x(x)==Jx*J, xQM. Тогда Я (со°и) == х (Я (со)) для всех собМ .̂ На­
бор (M, I1, х) является инволютивной алгеброй Хопфа—фон Ней­
мана. 
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Перейдем к построению веса Хаара на (M, Г, %). Пусть 91ф = 
«==Э1ФП91ф (-=-Лф(91ФП^Ф)); определим в &ф умножение и инво­
люцию # , полагая Лср (л:) Лф (у) •= Лф (ху) и Аф(л)# — Лф(.л:*) для 
всех х, уб^ф. Пусть л—каноническое представление алгебры -йф 
в //ф, являющееся ограничением на 91ф представления яф алгеб­
ры M в пространстве Яф. Вектор 1,6ЯФ называется ограничен­
ным справа, если отображение алгебры 21ф в Яф, определенное 
формулой -!->n(E;)iri. есть ограниченный оператор по норме в Нф. 
Пусть яф(г|)—непрерывное продолжение этого оператора на все 
пространство Яф. Семейство 31ф ограниченных справа векторов 
снабжается естественным умножением (таким, что отображение 
г)->яф(ч), 11б̂ ф1 есть представление алгебры 91 ф) и инволюцией [-
(являющейся ограничением на множество 9Тф инволюции, сопря­
женной к # ) . Пусть /ф —левый идеал в инволютивной банахо­
вой алгебре M..,, порожденный формами сО|,п, где g, rjg-U .̂ Пусть 
-% = -ГфП-Гф'. тогда Лф — инволютивная подалгебра в алгебре /И,-,. 

Пусть wgM-/, положим норму ||со||ф равной верхней грани 
чисел |со(.х:*)| по всем .хб^ф c ||Лср(л)|| < 1. Пусть .З'ф — мно­
жество всех cogM* c конечной нормой || со ||ф. Пусть а—отобра­
жение &Ц в Яф, определенное формулой а (0)4,1-) = l.l'' Для | , т|б 
&,'. Тогда в векторном пространстве а(Лф) можно ввести 
умножение и инволюцию, перенося их с прообраза А^сМ.^.. 
Пусть я —представление a(-%) в Я, определенное формулой 
-я(а(со)) — X(со) для всех собЛф. Пусть ф— вес на алгебре 
фон Неймана я(а(Аф))Л—-М, определенный равенством 
^,(Л(-й2)*>1.(сй1)) = (о((о1), а(сй2))Я(р для всех со1, сй26-4ф. Вес Ф на­
зывается дуальным весом к ф. 

Набор К" == (М, Г, к, Ф) является алгеброй Каца, которая 
называется дуальной к K==(M, Г, х, Ф). Фундаментальный опе­
ратор алгебры КЛ есть o(W*). Теорема двойственности для 
алгебр Каца утверждает, что Л " Л = К для любой алгебры 
Каца К. 

С теоремой двойственности для алгебр Каца тесно связаны 
свойства еще двух операций: перехода к коммутанту и отраже­
нию. Коммутант алгебры Каца К= (М, Г, к, ф) определяется 
как алгебра Каца К'=-(М', Г', %', ср'), где М' — коммутант ал­
гебры фон Неймана М, Г ' определяется формулой V (х) = 
= {J®J) {T(JxJ)) (I®J) для всех xeAf', инволюция и' опреде­
ляется равенством %'(x)=J{'x(JxJ))J для всех х&М', а вес ср' — 
равенством <р' (л:) =-cp(Jx/) для всех х&М+' (здесь используется 
равенство (1)). Фундаментальный оператор алгебры Каца K' 
есть (J®J)W(J®I), где W — фундаментальный оператор для 
•К. Имеет место равенство К'—К. 

Отражение Ка алгебры Каца К определяется как алгебра 
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Каца КСГ-=(М, ооГ, я, фон); фундаментальный оператор алгебры 
Каца Ка есть оператор (У®./) W {У®У), где У —модулярная 
инволюция, связанная с М. Существенно, что операторы У и^У 
коммутируют. Справедливы соотношения К'° = К 0 , К"— К"0, 
К-<~-=-1.Г\ К'°"'--=К"'СТ. Алгебры Каца К и К'0 канонически 
изоморфны с помощью отображения М на М', определенного 
формулой •v(x) = yJxJf=JJxJJ для всех х из М. 

Пример. 3). Пусть О — локально компактная группа. Ал­
гебры Каца KA(G) — {Lco(0), aQ> к, ii0} (см. пример 1)) и KS (G)-= 
=={£((?), 80, К, 1ф0} (см. пример 2)) дуальны друг другу. 
Коммутант алгебры Каца KS (G) есть алгебра Каца, опреде­
ляемая аналогичным образом с помощью правого регулярного 
представления группы G; алгебра Каца KA(G) совпадает со 
своим коммутантом. Отражение KA(G)0 алгебры Каца KA(G) 
есть алге.бра Каца над ТОЙ же алгеброй фон Неймана с коумно-
жением (aaf)(g, h) = f (hg)\ g, h$G, /6Lo- (G). Более подробно, 
коммутант алгебры Каца KS(G) есть алгебра Каца {R{G), 6'a, 
к', гро}, где R(G) — алгебра фон Неймана, порожденная правым 
регулярным представлением g^-p(g), gGG, группы G в L2(G) 
Ьа (р (g)) = p(g)®p(g) для всех g£G, Wp(g)) = p(g)®p(g) •-'ля всех 
gQG, а вес ц'0 определяется формулой ^о(р(/)*Р(/)) — 
= \\f\\t,(o,de) Для финитных непрерывных функций / . 

Теорема двойственности для алгебр Каца является одной из 
наиболее общих среди современных теорем двойственности. Как 
мы видели в примере 3), теория двойственности для алгебр Ка­
ца содержит теорию двойственности для локально компактных 
групп. Если G — локально компактная абелева группа, G — ее 
группа характеров и F — оператор Фурье—Планшереля из 
L2(G) в L2(G), то ограничение оператора A d F на алгебру фон 
Неймана L(G) определяет изоморфизм алгебры Каца KS(G) 
на KA(G), так что алгебра Каца КА(6) канонически изоморф­
на алгебре Каца, дуальной к KA(G). Это утверждение являет­
ся переводом теоремы двойственности Понтрягина на язык ал­
гебр Каца. 

Теория двойственности для скрещенных произведений ал­
гебр фон Неймана, излагаемая ниже, в разделе 5 § 3, является 
отражением в теории скрещенных произведений теории двой­
ственности для алгебр Каца. 

3. Некоторые конструкции для алгебр Каца. Введем некото­
рые понятия, связанные с алгебрами Каца. Они позволят, в 
частности, охарактеризовать «групповые» алгебры Каца, т. е. 
алгебры Каца вида KS(G) для локально компактных групп G. 

Пусть K,.-=(.44,., Гц щ, Ф1), К2 = (Л42, Г2,х2, Ф2) —алгебры Каца, 
а—нормальный морфизм алгебры фон Неймана M1 в Ж2, пере-
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водящий единицу в единицу. Отображение и называется К-мор-
физмом алгебры Каца К- в алгебру Каца К2, если выполнены 
следующие условия: 1) Г2и--=(и®и)Г1; 2) и2й--=кк1; 3) суще­
ствует такая постоянная Ки > 0, называемая коэффициентом и, 
что %(u(x)) = Ka

(?i(Rux) для всех xeMx
+, где 1— ^ „ — порож­

дающий проектор слабо замкнутого идеала Ker и в Ж,; 4) образ 
и (M.) инвариантен в M2 относительно всех модулярных авто­
морфизмов of', tQR. Такой ЛТ-морфизм называется нормализо­
ванным,, если АГн—1, и К-изоморфизмом, если Л",—=1, /?, — 1. 
Введенные в предыдущем разделе отображение v алгебры Каца 
К на алгебру Каца К'0 и отображение AdF\L{a) алгебры Каца 
KS(G) на алгебру Каца KA(G), где G — локально компактная 
абелева группа, являются нормализованными Л'-изоморфизмами. 

Пусть и.—/С-кзоморфизм алгебр Каца. Дуальный морфизм 
^(^-^^.(сйои), где со пробегает преддвойственное пространство 
(M2)*- продолжается до морфизма и:Мъ->Мг, определяю'щего 
/Г-морфизм дуальных алгебр Каца (с коэффициентом AT,!1). 

Пусть Кь К2 — алгебры Каца над алгебрами фон Неймана 
Mi и М2 соответственно, реализованными в гильбертовых прост-
ранствах # i и Н2. Пусть и — биективный iC-морфизм Ki на Кг 
(т. е- Ali на M2). Тогда существует унитарный оператор из Hi 
на Нг, определяющий этот изоморфизм; этот оператор очевид­
ным образом определяет продолжение морфизма и на алгебру 
L (#i) ; обозначим это продолжение через й. 

Пусть К = ( M r , к, ф) — алгебра Каца. Семейство всех не­
нулевых элементов х£М, удовлетворяющих условию r(.x) = 
= х®х (т.е. условию W(1®х)W* = x®x), называется внут­
ренней группой алгебры Каца К и обозначается G (К). Это — 
подгруппа группы U (М), локально компактная в слабой опера­
торной топологии. Пусть G(Кя) — внутренняя группа дуальной 
алгебры Каца К*. Существует слабо непрерывное отображение 
X произведения G(K)XG(KA) в C, однозначно определяемое 
следующими условиями: 1) | % (и, v) \ — 1; 2) uv = х (uv) vu; 
3) %{ш', v) = x(u, v)x(W, v), x(u, vv')~=i{u, v)l(u, vr); 
4) %{u*, v) = %(u, а)==х(и, a*); 5) %(u, l)-=-x(l, t>)== 1 для всех 
u,u'QQ(K), V, v'aG^*). Пусть N — подалгебра фон Неймана 
в М, порожденная элементами группы G(K); тогда на алгебре 
Хопфа—фон Неймана (N, r | N , %\N) существует вес Хаара, 
т. е. такой (определенный с ТОЧНОСТЬЮ ДО положительного мно-
жителя)вес г|э на /V, что (N, V\N, %\N, -|))—алгебра Каца. Ал­
гебра N является наибольшей из подалгебр фон Неймана в М, 
на которых вышеописанная структура алгебры Каца приводит 
к симметричной алгебре Каца. В частности, группа G(K) по­
рождает алгебру Каца К — т. е. алгебру фон Неймана M — 
тогда и только тогда, когда сама алгебра Каца K симметрична, 
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ж симметричная алгебра Каца К изоморфна (с помощью нор­
мализованного К-морфизма) алгебре Каца KS(G(K)). 

Для алгебр Каца можно определить операцию тензорного 
умножения. A именно, пусть К 1 =(М Ь Гь щ, <р.) и K2---(M2, Г2, 
•Х2, ф2)—алгебры Каца; набор (Mi®Af2, (i®cr®i) (Г1®Г2), *i® 
®х2, <р1®ф2) есть алгебра Каца, которая называется тензорным 
произведением алгебр Каца Ki и К2 и обозначается Ki®K2. 
Справедливо соотношение G(Ki®K2) =G(K1) XG(K2). 

§ 3. ДЕЙСТВИЯ И СКРЕЩЕННЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 

1. Действия. Действием локально компактной группы G на 
алгебре фон Неймана N называется такой гомоморфизм а груп­
пы G в группу antN, что отображение g-+a8(x) группы G в ал­
гебру фон Неймана N, рассматриваемую в ультраслабой топо­
логии, непрерывно для любого x£N. Набор (N, G, а) назы­
вается при этом условии ковариантной системой. 

Заметим, что непрерывность действия а отличается от не­
прерывности гомоморфизма а. 

Пусть алгебра фон Неймана N стандартна относительно на­
бора (HN, /.у, PN) и пусть а—действие локально компактной 
группы G на N. Тогда композиция а с каноническим порожде­
нием (см. раздел 3 § 1), т. е. отображение g->a(g')-^wa(g), gGG, 
есть сильно непрерывное унитарное представление группы G в 
гильбертовом пространстве Н„. 

Правым действием (соответственно левым действием) ал­
гебры Каца K—.(М, Г,х,ср) на алгебре фон Неймана N назы­
вается такой изоморфизм я алгебры фон Неймана N в тензор­
ное произведение N®M, переводящий единицу N в единицу 
алгебры N®M, что (я®0я = (1®Г)я (соответственно (я®1)п = 
= (I® (оТ))я). Таким образом, левое действие алгебры Каца K 
может рассматриваться как правое действие отражения К" ал­
гебры Каца K. 

Существует естественное взаимно однозначное соответствие 
между действиями локально компактной группы G на алгебре 
фон Неймана N в гильбертовом пространстве HN и правыми 
действиями алгебры Каца KA(G) (см. пример 1 из раздела 2 
§ 2) на N. Это соответствие сопоставляет ковариантной системе 
(N, G, а ) , где N —алгебра фон Неймана в гильбертовом про­
странстве HN, точное представление я---яа алгебры фон Ней­
мана N в гильбертовом пространстве HN®L2(G) (канонически 
отождествленном с L2(G; Я)) , определенное формулой 

(na(x)l)(g) = ag(x)^(g), xQN, geQ, &L2(Q;H). (2) 
Аналогичное соответствие существует между действиями a 
группы О на N и левыми действиями алгебры Каца KA(G) 
на N; оно сопоставляет действию а представление т = т -
алгебры фон Неймана N в гильбертовом пространстве HN®L2(G)t 
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определенное формулой 
K(x)'i)(g) = a5-.(x)|(g), xe-V, g&Q, ieL2(G;H). (3) 

Пусть я—-правое действие алгебры Каца К = (М, Г, я, Ф) 
на алгебре фон Неймана Л/. Унитарный элемент u£U(_N®M) 
называется п-коциклом, если (.®Г)(«)-=-(и® 1) (a®i)(«). В част­
ности, пусть /к —тривиальное действие алгебры Каца К 
на алгебре фон Неймана Л/, т. е. I1^ (х) = х®1 для всех x6-V. 
Тогда /к-коциклы суть такие унитарные операторы u^U (N®M), 
что (1®Г)(«)=-= (и<8)1)(1®ст)(и(8)1)(1®0). 

В частном случае, когда K=KA(G), где G — локально ком­
пактная группа, а я=я а , где a — непрерывное действие группы 
G на N, а-коциклом называется ультраслабо непрерывная 
функция v на G со значениями в U(N), удовлетворяющая со­
отношению vah=vsae(vh) для всех g, h&G. Существует естест­
венное взаимно однозначное соответствие между а-коциклами 
и Яа-коциклами, сопоставляющее a-коциклу g{to}.->g, g6G, функ­
цию g-+-ve, g&G, как элемент пространства ограниченных непре­
рывных функций на G со значениями в N, т. е. элемент тен­
зорного произведения N®L00(G). 

Пусть К, Ki— алгебры Каца, N, Л/1 —- алгебры фон Неймана, 
Ф —изоморфизм алгебры фон Неймана Л/ на Л/1, \|) — нормали­
зованный биективный ЛГ-морфизм алгебры Каца К на К-, я-— 
правое действие К на Л/, и— я-коцикл. Тогда отображение 
л1(х) = (У®$)(ипу-1(х)и*), где XQNV есть правое действие К1 
на Л/1. В этой ситуации действия я и я1 называются эквива­
лентными относительно ф, i[j, и, что обозначается Я1---- я (ф, яр, и). 
Если же tt = 1, то действие я1 называется сильно эквивалент­
ным действию я относительно Ф и ф, что обозначается я- « л (ф, •ф). 
В частности, если HN — гильбертово пространство и и — 
7 к ^-коцикл, то отображение x-+u(x®l)u*, xQL(HN), есть 
правое действие алгебры Каца К на L(HN), и если Л/ —такая 
алгебра фон Неймана в пространстве Нк, что u(N®CffN)u*cz 
czN®L(HN), то отображение х-^и (х®1) и*, x6N, есть правое 
действие алгебры Каца К на Л/. Эти действия называются 
порожденными коциклом и. 

В частности, пусть Нм — гильбертово пространство, 
К={М, Г, х, ф}—алгебра Каца, W — ее фундаментальный опера-
тор, КЛ={МЛ, ГЛ, хЛ, фЛ} —дуальная к К алгебра Каца, У —-
модулярная инволюция в гильбертовом пространстве Н соот­
ветствующего стандартного представления, связанная с дуаль­
ным весом Ф на M. Тогда оператор Т = lnN®(j%J)oWa(j®y) 
является 7К -коциклом; если же Л/ — алгебра фон Неймана 
в Нм И я —правое действие К на /V, то оператор Т пор ождает 
на л; (Л/) правое действие алгебры Каца К, сильно эквивалент-
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ное я и совпадающее с ограничением (i®r)|n(N). A именно,, 
(1®Г)|л(]У)«.п(л, tj. 

2. Скрещенные произведения. Пусть N—-алгебра фон Ней­
мана в гильбертовом пространстве Ня, (N, G, а) — ковариант-
ная система. Пусть гильбертово пространство #W®L2(G) кано­
нически отождествляется с L2(G; H) и пусть в — унитарное 
представление группы G в пространстве HK®L2(G), определен­
ное формулой (@{п)£)Ш=Шп), g, heG, |eL2(G,#). Тогда 
алгебра фон Неймана, порожденная семействами na(N) и 
9(G), называется скрещенным произведением алгебры фон 
Неймана N на локально компактную группу G относительно 
действия « и обозначается NXaG. 

В частном случае, когда X — пространство с мерой ц, # = 
= Ьг(Х, ц), N = L00(X, ц), G—-счетная дискретная группа и 
а — действие группы G на L«,(X, (х), определенное действием 
группы G на X преобразованиями, оставляющими меру ц ква-
зиинвариантной, эта конструкция алгебры фон Неймана NxaG 
совпадает с конструкцией алгебры фон Неймана по динамиче­
ской системе, принадлежащей Мюррею и фон Нейману. 

Пусть N — алгебра фон Неймана в гильбертовом пространстве 
HN, л; —правое действие алгебры Каца К = {М, Г, к, Ф) на 
алгебре фон Неймана N. Скрещенным произведением алгебры 
фон Неймана N на алгебру Маца К относительно правого 
действия л называется алгебра фон Неймана в гильбертовом 
пространстве HN®H, порожденная объединением множеств л (N) 
и CHN®M'. Обозначим эту алгебру через W*(N,K,n) или 
просто W* (л). 

В частном случае К = KA(G), где G—локально компактная 
группа, и п = яа, где а —действие О на N, а яи определено 
формулой (2), скрещенное произведение JVXaG совпадает с 
произведением W* (N, КА (G), я). 

Левое действие х алгебры Каца К есть правое действие ее 
отражения Ка. В связи с этим скрещенное произведение алгебры 
фон Неймана N на алгебру Каца К относительно левого дейст­
вия % можно определить как скрещенное произведение N на Ка 

относительно этого правого действия, т. е. как алгебру 
фон Неймана, порожденную множествами х (N) и CHN®M (в связи 
с равенством Кстл' — Кл). 

В частности, пусть G — локально компактная группа, N — 
алгебра фон Неймана в гильбертовом пространстве Нк, а —(не­
прерывное) действие группы G на /V. Тогда скрещенное про­
изведение ./V на КА(С?) относительно соответствующего левого 
действия ха, определенного формулой (3), есть алгебра 
фон Неймана, порожденная объединением множеств xa(N) и 
Cf/N®L(Q) (где L (G) — алгебра фон Неймана, порожденная 
семейством операторов левого регулярного представления группы 
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О). Это--скрещенное произведение, которое и рассматривалось 
в первой статье Такесаки по теории двойственности для скрещен­
ных произведений и обозначалось там R(N, a) [69]. 

Пусть 3t1, щ — правые действия алгебр Каца К1 и Кг на 
алгебрах фон Неймана Nx и N2 соответственно и пусть 
я2 ~ ях (Ф, -ф, и). Тогда W* (я2) == (Ф®iji) (и^* (я-) и*), где q — 
естественное продолжение изоморфизма ф на всю алгебру 
L(Hi) (см. раздел 3, § 2; через Н\ обозначено гильбертово 
пространство, в котором реализована алгебра Каца Ki). Таким 
образом, скрещенные произведения №*(Я2) и W*{n\) изоморф­
ны для эквивалентных действий я2 и я1. В частности, скрещен­
ное произведение алгебры фон Неймана N на алгебру Каца K 
относительно правого действия я не зависит от гильбертова 
пространства, в котором реализована N. А именно, если я г » 
»Я1(<р, L), ТО Г * ( Я 2 ) - - - ( ф ® 1 ) ^ * ( Я 1 ) . 

В важном частном случае, когда се — действие локально ком­
пактной группы G на алгебре фон Неймана N, а На И та — 
определенные действием а правое и левое действия алгебры 
Каца KA(G) на алгебре фон Неймана N в гильбертовом про­
странстве HN (см. соответственно (2) и (3)), соответствующие 
скрещенные произведения оказываются изоморфными. A именно, 
W* (яа) — (/яд,®/У) W* (та) [lHN®Jh 

3. Дуальные действия- Ко-действия и действия Робертса. 
Пусть я-правое действие алгебры Каца K-=(M, Г, и, ф), 
реализованной в гильбертовом пространстве Н, на алгебре фон 
Неймана N в гильбертовом пространстве H/v, ^-фундамен­
тальный оператор алгебры Каца К. Оператор S = lffN®(JJ®J'y)X 
XW*(jJ®JJ) является /^f.^®"—коциклом, определяющим 
некоторое правое действие я алгебры Каца КА/ (коммутанта 
двойственной к К алгебры Каца К") на скрещенном произведе­
нии W* (я). Это действие я алгебры Каца К"' на W* (я) назы­
вается дуальным действием к действию я. Оно является един­
ственным нормальным морфизмом алгебры фон Неймана W* (я) 
в произведение W* (п)<8>М"', удовлетворяющим условиям л(х) = 
= х®1 для всех X£K(N) И я(//-/ЛГ®у) = //-/Л,®Г''(у) для всех 
уем*'. 

Пусть я1 (соответственно я2) —правое действие алгебры 
Каца Ki = {Mi, Г1, «1, Ф1} (соответственно К2={М2> Г2. K<J. СР2>) 
на алгебре фон Неймана A/\ (соответственно N2); пусть я1 
(соответственно я-Т)— действие, дуальное к я1 (соответственно я2). 
Если я2~я1(ф, -ф, и), то я2~...»щ (ф®"фоАй и, ty\Mi') в обозна­
чениях раздела 1. В частности, с точностью до изоморфизма 
действие я~ не зависит от гильбертова пространства, в котором 
реализована алгебра фон Неймана N; а именно, если я2«я1(ф, .), 
то я~~-=-.-.. я1~ (ф®1, I). 
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Для действий л„ и т« алгебры Каца КА (G), определенных 
действием а локально компактной группы О на_ алгебре фон 
Неймана N, имеет место равенство л-̂  •—;-« (L®Ad У./, Аё-Л/ЩС?)). 
В связи с этим в терминах алгебр Каца дуальное действие к 
действию локально компактной группы на алгебре фон Нейма­
на определяется по существу однозначно. Понятие дуального 
действия к правому действию алгебры Каца KA(G) приводит 
к понятию так называемого ко-действия локально компактной 
группы G на алгебре фон Неймана N как изоморфизма 6 ал­
гебры фон Неймана N в произведение N®R(G), удовлетворя­
ющего условию (6®i)fi=(i®6o')6, где коумножение 6<-' опреде­
ляется формулой 6е '(р(.?))=Р(.?)®Р(.-0' £6G (СР. пример 3 в 
разделе 2 § 2), т. е. ко-действие группы G есть правое действие 
алгебры Каца KS(G'). Дуальным объектом к ко-действию 
является правое действие отражения алгебры Каца 1<A(G) 
на соответствующем скрещенном произведении, т. е. (с точ­
ностью до перехода к отражению)—обычное действие груп­
пы G. В некоторых отношениях более естественным аналогом 
понятия ко-действия является понятие действия Робертса. Пе­
рейдем к его описанию. 

Семейство R унитарных представлений локально компактной 
группы G называется кольцом представлений, если семейство R 
содержит прямые суммы и тензорные произведения своих эле­
ментов и, кроме того, содержит единичное представление. Коль­
цо представлений называется самосопряженным, если вместе с 
любым своим элементом оно содержит также сопряженное к 
нему представление. 

Пусть ЛЬ ЯЦ&Я; обозначим через /а(ль л2) семейство огра­
ниченных линейных операторов А из пространства #„ . пред­
ставления л1 в пространство Ял, представления л2) удовлетво­
ряющих условию Ani(g) -=n2(gr)A для всех g"GG (т. е. сплета­
ющих Я1 с л2). Пусть N — алгебра фон Неймана и End(jV) — 
множество ее нормальных эндоморфизмов, переводящих еди­
ницу в себя. Пусть р ь p2eEnd(.V) и пусть /да(рь рг) —семейство 
элементов a$N, сплетающих р. и pa, т. е. удовлетворяющих усло­
вию api(x') =p2(x)a для всех x&N. 

Действием Робертса данного кольца представлений R 
группы G на алгебре фон Неймана N называется такое семей­
ство {р, г|}={ря, Ля,,»,; л, л-, я2е/?}, где ряб End (N), "Ля,,-.,— 
ультраслабо непрерывные линейные отображения /о(л2 , щ) в 
/л-(ряг> рЯ1). что p«l(g,« — р--,°рП/, г|«,„•••= 1; ^,-"S(a0*==rK.«.(a*) дЛЯ 

всехаб/0(л2, щ); г\ЯиП1{а)г\л^,ф)==у]^"Ла(>) « л я в с е х а 6/о(л 2 , 
л..,) 6е/о(л3. %); Чъ®^,«%®*г'(а®а') = ч]«г,пЛа) Р«, ("П«.'.«-.' (О) = 
— Р«.(ч*,'.«|'(*'))11«,.«1И Дл я в с е х а&о(Щ, я2) и fl/e/cCn-i'. «a')-

Пусть алгебра фон Неймана JV реализована в гильбертовом 
пространстве HN. Пусть / /„ — гильбертово пространство пред­
ставления л группы G. Пусть я# — прямая сумма всех пред-
46 



ставлений я семейства R и пусть Яд — пространство представ­
ления яд, Пусть nQR и 1£Нп- ПОЛОЖИМ VR (|)2©Г1Я' — 211Л'®й 
для всех Г),-'6Я.-', 1&НЯ. Этим условием оператор «д (£) в про­
странстве Яд определяется однозначно и удовлетворяет следую­
щим условиям: || vR (I) || ==||.- || для всех {xi}eH«, i)^(l®.l) — 
= 1)Д (Л) "ОД ( |) ДЛЯ | е Я п , ПбЯ.х', И ЯД (g) -Од ( | ) == •Од (Я (g) i;) Яд (g). 
для всех g6G. Пусть рд —прямая сумма 2©р* представлений ря. 
алгебры фон Неймана N в пространствах Кя = Ны no всем яб/?; 
тогда рд —изоморфизм алгебры фон Неймана N в произведение. 
N®lca{R) так как i? содержит тривиальное представление. 

Предположим, что R содержит элемент я,, квазиэквивалент-
ный правому регулярному представлению группы С. Пусть 
E(p, H.v) — семейство всех таких ограниченных линейных опера­
торов Ф из HR В НМ, ЧТО i-n-rt, (ая.яОФ^'—ФЛя,.^'-!"' Для в с е х 

ат,П'^1а (л', тс), £я-еЯ„-, it, п'6/?. Пусть е — изоморфизм 
алгебры фон Неймана ft-(G)" на алгебру фон Неймана k(G), 
переводящий nT(g) в p(g) для всех g6G (существование тако­
го изоморфизма следует из определения квазиэквивалентных 
представлений). Пусть F0(p, HN)—множество таких (fr£F(p,HN)„ 
что величина ||Ф||2='фо/(<Э(Ф(Яг)*Ф(яг)) конечна (где -фо' — вес 
Планшереля на R(G), см. пример 3 раздела 2 § 2). Пусть 
L2(p, HN)—пополнение предгильбертова пространства Fo(p> 
Htf) относительно нормы ||>||. Пусть р(у), J"-N, и V(Q, ge#„— 
операторы в L2(p, Я»), определенные формулами (р(у)Ф) (к) = 
=Рп{у)Ф(п) и У(£)Ф=ФУ„(|) (для всех Фе.Р-.(р, Ня)) соот­
ветственно. Скрещенным произведением алгебры фон Неймана 
N на кольцо представлений R относительно действия Робертса 
(р, ч~) называется алгебра фон Неймана в L2(p, HN), порожден­
ная семействами операторов p(N) и V(Hn), яб-R; эта алгебра 
фон Неймана обозначается NXPR. 

Пусть U — унитарное представление группы G в гильберто­
вом пространстве L2(p, HN), определенное равенством U(g)0 = 
^<bnR(g)-1 для всех Ф6^0(Р, Ня). Тогда U(g)p(y) = p(y)U{g) 
для всех y6N и U(g)V(l)=V(n(g)l)U{g) для всех getf,., geG. 
Ограничение р действия g{to}Ad U(g) на скрещенное произведе­
ние NXpi? называется действием группы. G, дуальным к дей­
ствию Робертса (р. Г]). Для дальнейшего существенно, что ал­
гебра р-неподвижных элементов в скрещенном произведении 
NXpR есть алгебра p(N), изоморфная исходной алгебре N. 

При дальнейшем обсуждении действий Робертса ограничим­
ся случаем, когда группа G компактна. 

Пусть а — действие группы G на алгебре фон Неймана N; 
пусть N"— семейство а-инвариантных элементов в N. Предпо­
ложим, что N а—собственно бесконечная алгебра фон Нейма­
на, и обозначим через Ha(N) семейство гильбертовых подпрост­
ранств в N (т. е. таких замкнутых подпространств K--—V, что 
произведение у*х кратно единице для всех х, г/б/(, так что 
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отображение {x, #}{to}(x, у), где у*х=(х, y)lN, является ска­
лярным произведением на К, причем аКф (0) при аШ, афО), 
инвариантных относительно автоморфизмов a(g), g&G. Тогда 
ограничение а на подпространство KGHa(N) определяет унитар­
ное представление ак группы G в пространстве К; семейство 
{а*-} оказывается кольцом представлений (произведение прост­
ранств Кг и Кй как подпространств в N приводит к тензорному 
произведению, а суммы вида WiKi + WzKz, где W\ и w2 — изомет-
рии в №• с Ш1Ш1* + ш2а,2*-=1 —к прямой сумме представлений). 

Пусть {tii} — ортонормированный базис в К, т. е. система 
изометрий с ортогональными образами, удовлетворяющая условию 
{sum}ai«/*-=l; тогда отображение p^(x) = 2#,xtt i*, •xGN» есть 

i 

эндоморфизм алгебры Л/, не зависящий от выбора базиса и ха­
рактеризующийся условием рк(а)х= ха для xQK И aQN. Про­
странство Na инвариантно относительно операторов рк для всех 
KeHa(N) и Ia(aKi, а^)с/Л/В(рЛГ|, p^c/V*. Положим рак(х) = 
= рк(х) для всех KeHa(N), x£Na и т]а^. aKi(a) = а для всех 
•а&о(акг, акг) и ЛГ-, K&Ha(N). Тогда (р, т\) есть действие 
Робертса кольца представлений {ак, K^.Ha{N)} на алгебре фон 
Неймана Na. 

Оказывается, что эти конструкции (действия группы по дейст­
вию Робертса и действия Робертса по действию группы) взаим­
ны. Точнее, пусть G— компактная группа, N— собственно бес­
конечная алгебра фон Неймана. Пусть б — ко-действие группы О 
на N. Тогда существует такое кольцо представлений R, содер­
жащее элемент, квазиэквивалентный правому регулярному пред­
ставлению группы О, такое действие Робертса {р, т]} кольца 
представлений R на N, что дуальное действие б действия б 
на скрещенном произведении NX&G эквивалентно дуальному 
действию р действия Робертса р на скрещенном произведении 
NXPR (т. е. существует изоморфизм алгебры фон Неймана 
NXr,G на NXPR, переводящий действие б в действие р). 
Обратно, пусть ^ — кольцо представлений, содержащее элемент, 
квазиэквивалентный правому регулярному представлению груп­
пы G, и пусть {р, ii} — действие Робертса кольца R на N; тогда 
существует ко-действие б группы G на N с дуальным дейст­
вием б, эквивалентным действию р. А именно, если задано 
ко-действие б, то пусть {Р, a}=-{/VXftG, б}- Тогда На(Р) — 
самосопряженное кольцо представлений. Положим б (рЯ (у)) — 
= рклФ(у)) для всех НпеНа(Р) и б(т]я, -.< (6))-=-' для всех 
b£lQ(H«-, Н„) и всех #„, На'£На(Р). Этим определено дейст­
вие Робертса кольца представлений На{Р) на алгебре фон Ней­
мана Л/, удовлетворяющее поставленным условиям; при этом 
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требуемую эквивалентность дуальных действий осуществляет 
унитарный оператор XV из пространства HM®L2{G) В гильбертово 
пространство _2 (р, HN), принадлежащий произведению N®R{G) 
и удовлетворяющий условию (ajg.<g>.)(\.l7*)-=U.v*(1®p(g)), g6G. 
Обратно, если задано действие Робертса {р, ц}, то пусть {Р, а} — 
—{-V X pR, p}; тогда в качестве б можно взять а как действие 
на скрещенном произведении Р X аО, изоморфном исходной 
алгебре фон Неймана N (ср. раздел 5). 

Отметим теперь следующие характеризации скрещенных 
произведений и дуальных действий. 

Пусть Р — алгебра фон Неймана. Для того, чтобы сущест­
вовала алгебра фон Неймана N и правое действие у данной 
алгебры Каца К на N, определяющее скрещенное произведение 
W*(y), изоморфное данной алгебре фон Неймана Р, необходимо 
и достаточно, чтобы существовало такое правое действие я 
алгебры Каца К' (коммутанта дуальной к К алгебры Каца) 
на Р и такой нормальный морфизм v алгебры фон Неймана М' 
в Р (где К есть {М, Г, х, Ф», что v(1) = 1 и rtv = (v®i.) Г". 
Пусть 6 —изоморфизм алгебры фон Неймана Р на W* (у). Тогда 
имеет место эквивалентность уя=.л;(9, i)> и соотношение ev(x) = 
1®x выполняется для всех x6/W'. Кроме того, эти два послед­
них условия определяют действие у однозначно с ТОЧНОСТЬЮ 
до СИЛЬНОЙ эквивалентности. 

С другой стороны, данное действие я алгебры Каца К' 
на алгебре фон Неймана Р тогда и только тогда сильно эквива­
лентно дуальному действию к некоторому действию исходной 
алгебры Каца К на некоторой алгебре фон Неймана, когда 
существует такой 1£-коцикл U, что (.®а)(я®.) (U) совпадает 
с элементом (U®l){\®(J®J)W (J®J)). 

Для действий и ко-действий локально компактных групп на 
алгебрах фон Неймана характеризации скрещенных произве­
дений выглядят следующим образом. 

Пусть N — алгебра фон Неймана, С? —локально компактная 
группа, 6 — ко-действие группы О на N. Следующие условия 
эквивалентны: а) существует алгебра фон Неймана Р и такое 
действие а группы О на Р, что пара {N, 6} эквивалентна паре 
{PXaG, а}, где а —ко-действие, дуальное к действию а; б) су­
ществует такое унитарное представление и группы G в алгеб­
ре N, что 6(«(g))=-tt(g)®p(,g) для всех ggG; в) существует 
такой унитарный оператор U в N®L^{G), что (/?7®1)(i®cr)(U'®l)---. 
=(.®a0)(U) H6(U)----(U®1)(1®№,-), где б==(1®а)о(б®1)' а аа 
определено в примере 1 раздела 2 § 2. Если эти условия вы­
полнены, то алгебра фон Неймана N порождена множеством 
N6={xQN, <5(x)= x®l} и семейством элементов группы {a (g), 
geG}. 
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Пусть Р — алгебра фон Неймана, G — локально компактная 
группа, я — правое действие алгебры Каца KA(G) на алгебре 
фон Неймана Р (т. е- я = я а для некоторого действия а группы 
G на Я). Следующие условия эквивалентны: а) существует 
алгебра фон Неймана N и такое ко-действие б группы G на JV., 
что пара {Р, я) эквивалентна паре (JVXeG, б), где б — действие, 
дуальное к ко-действию б; б) существует такой симметричный 
изоморфизм 0 алгебры фон Неймана Loo(G) в Р, что а в - 8 = 
— © °Mg) (т. е. а ° 9=-(в<8>1,) ° X) на L^(G), где к — левое ре­
гулярное представление группы G; в) существует такой уни­
тарный оператор W в тензорном произведении P®R(G), что 
(№*®J)(i®a)(lV*®l) = (i®6<,)(№*) и n(W*)=*(W*<8>l)(\®VB), 
где я = (i®cr) (я®1) и V0 — фундаментальный оператор алгеб­
ры Каца KS(G)' (или (а-®1) (W*) = W*(l®p(g)), gGG). При 
этих условиях алгебра фон Неймана Р порождена семейством 
Р"={х£Р :п(х)=х®1} неподвижных точек алгебры Р и се­
мейством e(Lco(G)). 

Характеризуемые этими условиями действия и ко-действиа 
называются дуальными. 

Важной характеристикой действия, конкурирующей во многих 
задачах по содержательности с понятием скрещенного произве­
дения, является алгебра «неподвижных точек». Если К —алгебра 
Каца, TV—-алгебра фон Неймана и я—-правое действие К на JV, 
то алгеброй неподвижных точек N" в /V называется множество 
{х: x£N, л(х) — х®\). Оказывается, для любого действия я 
выполняются соотношения я (N)-= W* (я)" = {xQN®A4:(n®i)(x) = 
Н г ®Г) (•*)}• 

Имеют место также следующие результаты, позволяющие 
описать скрещенное произведение и его коммутант в случае,. 
когда действие алгебры Каца К на алгебре фон Неймана N 
задано некоторым /^^„коциклом U. А именно, W* (я) есть 
пересечение алгебр фон Неймана N®L(H) и C/(L(HN)®A?)U'*, 
где, как обычно, HN есть гильбертово пространство, в котором 
реализована алгебра фок Неймана N; если же я ' —действие 
алгебры Каца Ка (отражения исходной алгебры Каца), порож­
денное сопряженным коциклом U*, то коммутант скрещенного 
произведения W* (п) совпадает с алгеброй фон Неймана. 
UW* (я') U*. 

Разумеется, доказательства всех этих результатов исполь­
зуют результаты раздела 5, т. е. теоремы двойственности. 

4. Дуальный вес. Существенную роль в решении ряда задач 
теории скрещенных произведений алгебр фон Неймана — в 
частности, при не обсуждаемом в настоящем обзоре построении 
алгебры Каца, являющейся скрещенным произведением данной 
алгебры Каца на локально компактную группу относительно не­
которого ее действия на алгебре Каца [18], — играет дуальный 
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вес на скрещенном произведении алгебры фон Неймана на ал­
гебру Каца. Для его введения нам потребуется ряд ПОНЯТИЙ. 

Прежде всего введем понятие веса, относительно инвариант­
ного для данного действия. Пусть iV —алгебра фон Неймана, 
K —алгебра Каца, я —правое действие К на N и гр-—некоторый 
вес из P(N). Вес ф называется А-1 — относительно инвари­
антным для л (где Д — модулярный оператор, связанный с ве­
сом Хаара Ф алгебры Каца КЛ, дуальной к алгебре Каца К; 
см. раздел 2 § 2), если выполняются следующие условия (отно­
сительно второго условия можно нетривиальным образом убе­
диться, что оно имеет смысл): 1) (ф®0 (-.т. (-£))-= \j3(x)A_1 для 
любого x6A/+; 2) (ip®<o2,t/46)(rt(y*)(.x®1)).= (ij)®(oo2i._i,46->t))X 
X((t/*®1)n:(x)) для всех х, уЪЩ и всех векторов £ из пересе­
чения L>(A1/4)nL)(A_1/4). Это определение содержательно: 
в частном случае, если Q — локально компактная группа, а — 
действие группы на алгебре фон Неймана TV, a tyGP(N), то вес 
•ф тогда и только тогда оказывается А-1-относительно инвари­
антным для соответствующего действию а правого действия ла 
алгебры Каца К А (С?) (в смысле только что данного определе­
ния), когда i-ix-Oy—A-^s)^ для всех s6G, где До — модуль 
группы Q (т. е- непрерывная производная Радона —-Никодима 
правой меры Хаара по левой). В частности, обычный вес Хаара 
на алгебре фон Неймана M=LCX1(G) является Д-'-относительно 
инвариантным для действия, определяемого коумножением Г. 

Кроме того, нам понадобятся следующие понятия и сведения 
об операторнозначных весах на алгебрах фон Неймана. Рас­
ширенной положительной частью N+ алгебры фон Неймана N 
называется множество всех полунепрерывных снизу аддитивных 
положительно однородных отображений положительной части 
N*+ преддвойственного к N пространства N, (т. е. множества 
положительных нормальных функционалов на N) в расширен­
ную полуось [0, +{infty}] (с обычным условием 0. + {infty} —0). Опе-
раторнозначным весом на алгебре фон Неймана N со значени­
ями в ее подалгебре фон Неймана Р называется отображение Т 
положительной части N+ алгебры фон Неймана N в расширен­
ную положительную часть Р+, алгебры фон Неймана Р, при­
чем отображение Т должно быть аддитивным, положительно 
однородным и удовлетворять условию Т(а*ха)=и*Т(х)а для 
всех x&N+, а&Р. Для операторнозначных весов понятия точно­
сти, нормальности и полуконечности определяются совершенно 
аналогично обычным весам (ср. раздел 1 § 1). Оказывается, 
что если Т — точный нормальный полуконечный вес из алгебры 
фон Неймана N в ее подалгебру Неймана Р, то для любого ве­
са <рЧР(Р) композиция <р° Т есть вес из P(N). 

Пусть теперь N — алгебра фон Неймана, К —алгебра Каца, 
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л— правое действие К на /V, N" —алгебра л-ииваркантиых 
элементов (т. е. N"-—{л;:я(х)=--(л:)®1}). Тогда отображение 
Тя-=(.®Ф)я (где K={M, Г, х, ф}) есть точный нормальный полу-
кснечный операторнозначный вес на N со значениями в N". 
Пусть \\>QP(N) И •ф = 'фолг1°Т~; тогда ~л\> содержится в Я (W* (л)). 
Вес 1ф называется дуальным к ij, весом на скрещенном произ­
ведении. Отображение чр —>- -ф есть взаимно однозначное соот. 
ветствие между множеством Р (N) и множеством Д^-относи. 
тельно инвариантных для дуального действия я элементов мно­
жества P(W*(jt)). 

5. Двойное скрещенное произведение и теоремы двойст­
венности. Пусть л — правое действие алгебр-ы Каца К = 
= (Ж, Г, и, Ф) на алгебре фон Неймана N, реализованной 
в гильбертовом пространстве HN. Пусть л~ —-действие, дуаль­
ное к л. Тогда скрещенное произведение W* (л~) изоморфно 
тензорному произведению N®L(Ii). А именно, если 0 —автомор­
физм алгебры фон Неймана L (HN®H®H), порожденный опера­
тором lffN®(J<8)jf) aU7*a (У®./), то отображение 0 (л® О есть изо­
морфизм алгебр фон Неймана N®L(H) и W*(jif). Кроме того, 
отображение (i®a)(tt®i) определяет правое действие алгебры 
Каца К на произведении N®L (H), причем унитарный оператор 
\ffN®oW*o является (.®а)(л®.)-коциклом, а бидуальное дейст­
вие д~~ оказывается эквивалентным действию (.®0)(я®.); 
а именно, имеет место равенство я~~~(1®а)(я®.)(0(л.®.), <о, 
iffN®oW*a), где с — отображение алгебры фон Неймана М на 
ее коммутант М', определенное формулой v(x) = JJ"xJ"J = 
— J'JxJJ* для всех х$М (ср. раздел 2 § 2). Это—общая 
теорема двойственности для скрещенных произведений. 

Рассмотрим более подробно частный случай правого действия 
«групповой» алгебры Каца KA(G), где G —локально компактная 
группа. Пусть N — алгебра фон Неймана, а—-действие группы 
G на Л/. Пусть у —действие группы G на тензорном произве­
дении JV®L(L-(G)), определенное группой автоморфизмов yg = 
= an®AuX(g), ggG. Теорема двойственности утверждает, что 

действие яй ~ сильно эквивалентно действию лу. 
В случае, если локально компактная группа О является абе-

левой (а этот случай встречается в приложениях наиболее часто), 
•оказывается возможным следующее видоизменение общей тео­
ремы двойственности, ориентированное на теорему двойственности 
Понтрягина (именно этот частный случай называется теоремой 
двойственности Такесаки). Пусть О — группа характеров 
группы G. Напомним, что ограничение на алгебру фон Неймана 
L{G) оператора Ad.J\ где #—оператор Фурье —Планщереля 
из L2(G) в -—2 (С?), есть нормализованный биективный /С-морфизм 
алгебры Каца KS(G) на алгебру Каца KA(G). Поэтому суще­
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ствует такое правое действие р алгебры Каца KA(G) на скрг-
щенном произведении W*(xa), что p«T a ( t , Ad£F\L(G)), и такое 
(непрерывное) действие a группы Q на алгебре фон Неймааа 
W*(xa), что т^ —р. Кроме того, существует такой изоморфиш 
скрещенного произведения W* (ха) на тензорное прэизвеценле 
N®L(L2(G)), переводящий бидуальное действие а" * группы О 
на скрещенном произведении W*(%^) в действие y — atg,A.d?i. 
группы О на N®L(L2{G)). Этот результат может быть следую­
щим образом уточнен в терминах, непосредственно связанных 
с действием группы. Пусть алгебра фон Неймана N реализована 
в гильбертовом пространстве Нм и пусть яа— представление 
алгебры фон Неймана N в гильбертовом пространстве HN®L2{G) 
(канонически отождествленном с £.-(0, Нм)), заданное формулой 
K*{x)t(g) = ag(x)l(g), geG, leH^L2(G). Пусть и - унитарное 
представление группы О в пространстве HN®L2(G), заданное 
(при аддитивной записи абелевой групповой операции) формулой 
«fe)-s (•*) = &(•§+--). g> A6G, 1&HN®L2(G), так что скрещенное 
произведение iVXaG есть алгебра фон Неймана в прэстрансгзг 
HN®L2(G), порожденная семействами операторов na(N) и a(G). 
Пусть v — унитарное представление группы характеров G груп­
пы G в пространстве HN<&L2{G), определенное равенством 
И х ) Б) (g)-=X (•§•)£&). ^eG, xGG, &L2(G;Hv). Тогда автомор­
физм Ad'a(x) алгебры фон Неймана L(HN®L2[G)) оставляет на 
месте элементы вида я а (x), xQN, и переводит элементы и (g) в 
X (§)"(,§")• g&G, x6G> поэтому ограничение Ad-j (x)Ux ac есть 
автоморфизм алгебры фон Неймана N X aG» и отображение 
%{to}az = Ad'0(x)|.vxao определяет (непрерывное) действие а~ 
группы G на скрещенном произведении NXa,G. Теорема двой­
ственности утверждает, что двойное скрещенное произведение 
(-VXaG)X^G изоморфно тензорному произведению N®L(L2(G))> 
причем при этом изоморфизме действие а~~ группы G на про­
изведении (NXaG)XaO переходит в действие g{to}Pff=<--£® 
<g)AuX(g), g£G, группы G на тензорном произведении. N®L(L2{Q)) 

В заключение этого раздела рассмотрим исключительно важ­
ный -в приложениях случай, когда алгебра фон Неймана N яв­
ляется собственно бесконечной (т. е. на N нет ненулевых нор­
мальных следовых состояний), а алгебра фон Неймана М 
алгебры Каца K= {M, Г, и, <ср}, реализованная стандартным об­
разом в гильбертовом пространстве Н, имеет сепарабельное 
преддвойственное пространство М* (в этом случае гильбертово 
пространство Н также сепарабельно). Оказывается, что в этом 
случае двойное скрещенное произведение W*(n~) изоморфно 
исходной алгебре фон Неймана N, и при этом изоморфизме би­
дуальное действие п— эквивалентно исходному действию я . 
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Таким образом, в рассматриваемом частном случае теорема 
двойственности для скрещенных произведений приобретает чер­
ты «настоящей» двойственности. 

Опкшем последний результат белее ТОЧНО. Построим изо-
мерфизм Ф алгебры фон Неймана N в тензорное произведение 
N®L(H) следующим образом. Пусть (е.,) —последовательность 
пспарно ортогональных проекторов из алгебры фон Неймана /V 
с единичной суммой, причем каждый из проекторов (е„) экви­
валентен единичному проектору; пусть (г>,„) — семейство частично 
изометрических операторов в N, осуществляющих эквивалент­
ность проектора ет единичному проектору (так что vm*vm = \, 
rOm'vm*'=zem. Для всех т и автоматически v L*v s = 0 при i7-= у); 
пусть (tiij) — семейство матричных единиц в L(H) (т. е. ииг\ = 
=(У\, fj)fi, Tjg//, для некоторого ортонормированного базиса 

{/,-} в Н). Тогда оператор Ф можно задать формулой Ф(л:) = 

= 2 (rv*X'Vj)®Uip x6-V> причем ©-1(x®l) = 2'0ix'i-li* Для в с е х 

xQN. Положим б = (Ф ® О леф-1, К=2('°»®-)'-( ,- ,-*)> 
я 

U — (<b®i)(V). Тогда имеет место равенство U&(x®\)U* = 
=(t®o)(n(x)®l), x£N, т. е. (1®а)(я®1)~я(Ф, i, U), что в со­
четании с формулой л ~(t®a)(n®.)(0(Jt®., v, 1HN®OW*O) И 
приводит к эквивалентности действий л~~ и п. 

§ 4. ПРИЛОЖЕНИЯ 

1. Действия однопараметрических групп и факторы типа 
III. Пусть iV-—алгебра фон Неймана, 9 — вес из P(N), а̂  — 
соответствующая модулярная группа автоморфизмов. Тогда 
скрещенное произведение N X atPR является полуконечной алгеб­
рой фон Неймана, и тензорное произведение N®L2{R) естест­
венно изоморфно двойному скрещенному произведению 
(•/VXt-ipfyX ,-pR (где Ф—-дуальный к ф вес); при этом алгебра 
NXaqR канонически вкладывается в N®L(Li(R)) как алгебра 
неподвижных точек относительно действия ajp® Ad А, (/), /gR. 

Пусть теперь N — фактор типа Ш и пусть S(N) —соответ­
ствующий инвариант Конна (т. е. S(N) —пересечение спектров 
модулярных операторов Аф по всем cp6P(N))- Множество 
5(N)\{0} есть замкнутая подгруппа группы положительных 
вещественных чисел по умножению, так что S(N) есть одно из 
множеств {0, 1}: {0, {кп}\ 0<Я<1}; [0, +{infty}); в зависимости 
ОТ этого фактор N называется фактором типа Ш-, III я (0<Х< 
<I ) , IIIi. Подсчет инварианта S(N) облегчается теоремой Кон­
на: если централизатор веса <p£P(N) (т. е. алгебра точек, не-
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подвижных относительно действия модулярной группы этого 
веса) является фактором, то S(N) = Sp (ДФ). 

Рассмотрим скрещенное произведение Р-=-ЛгХ 0cpR> где °:Ф — 
модулярная группа автоморфизмов, связанная с весом ф. 
Это—полуконечная алгебра фон Неймана, не зависящая (с точ­
ностью до изоморфизма) от выбора веса ФбР (N). Пусть 
{Qs, S6R} — действие группы R, дуальное к ач\ Тогда существует 
след т на Р, удовлетворяющий условию %oQs=e'st для всех 
s<5R. Вследствие теоремы двойственности любой фактор типа Ш 
изоморфен скрещенному произведению некоторой алгебры 
фон Неймана Р типа 11<» на однопараметрическую группу авто­
морфизмов (Qs), причем ограничение действия 6 на центр Zp 
алгебры фон Неймана Р эргодично, но не изоморфно группе 
сдвигов в Loo(R), и существует такой след хрР (Р), что то9_ — 
= e'sr для всех sgR. Обратно, пусть задан набор из полуконеч­
ной алгебры фон Неймана Р, действия 0 группы К на Р и 
такого точного нормального полуконечного следа т на Р, что 
%Q<ds — e-s% для всех sgR. Если произведение 7V = .PXe.-R есть 
фактор, то 0 эргодически действует на центре Zp алгебры Р. 
Пусть N — фактор. Тогда для любого вещественного t число е~( 

содержится в S (N) в том и только том случае, если ограниче­
ние Qt на Zp тождественно; в частности, N есть фактор типа I Hi 
тогда и только тогда, когда Р — фактор. Фактор ./V является 
фактором типа III тогда и только тогда, когда интеграл 
+-оо 

j / (6- (x)) ds расходится для всех ненулевых х из (_р)+ и со 
—во 
из (ZP)+

f; в частности, если N — фактор типа III, то Р — алгебра 
типа По-. Набор (Я, 0, т) определяется алгеброй фон Неймана JV 
однозначно в следующем смысле: _если (Р, 8, т)-—другой набог̂  
с теми же свойствами, N есть P x ^ R , то -V изоморфна N 
в том и только том случае, если существует изоморфизм л 
алгебры фон Неймана Р на Р, удовлетворяющий условию я°э5о 
оя_1=8,, для всех S6R- Это разложение N=PXoR называется 
непрерывным разлоокением факторов типа Ш; известны много­
численные приложения этого разложения к изучению строения 
факторов типа 1Щ, А.>0, и их автоморфизмов. 

Для факторов типа III-,, 0<A-<1, имеет место также и 
дискретный аналог последнего результата. А именно, пусть 
Р ~ фактор типа ПЦ, 0 < ^ . < 1 . Тогда существует такой 
фактор Р типа И» и такой автоморфизм 06autP, что для не­
которого следа т6Р(Р) выполняется соотношение т- В = ^т и 
фактор N изоморфен скрещенному 'произведению фактора Р 
на группу Z (Относительно действия n{to}Qn, n6Z. Любой фактор. 
типа Шц, 0 < 1 < 1 , может быть получен такой конструкцией, и 
две пары (Pi, вг) и (Рг, 02) тогда и только тогда приводят к 
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изоморфным факторам, когда они соответствуют одному и то­
му же числу /С, причем существует такой изоморфизм я факто­
ра Pi на P2, что образы автоморфизмов п61лГ' и 6. в фактор­
группе группы симметричных автоморфизмов фактора Л/2 по 
нормальному делителю внутренних автоморфизмов сопряжены 
(это отношение называется отношением внешней сопряжен­
ности) . 

Кроме того, все факторы типа Ш0 могут быть получены 
(с точностью до изоморфизма) как факторы Кригера, т. е. как 
скрещенные произведения абелевой алгебры фон Неймаиа на 
группу целых чисел. 

Приведенные в этом разделе результаты связаны со сле­
дующей общей теоремой о типе скрещенного произведения. 
Пусть N—алгебра фон Неймана, G — локально компактная 
группа, а — действие группы G на N; для полуконечности скре­
щенного произведения l^*(-tc-) достаточно (а если группа G 
действует свободно на центре алгебры фон Неймана N, то и 
необходимо), чтобы существовал такой след t6P(Л/), что 
т о a(g)=A(g)x для всех g&G, где Д—модуль группы G. 

Отметим в заключение ЭТОГО пункта интересный результат 
о вещественной структуре в факторах типа Ш ь 0 < Я < 1 , с се-
парабельным преддвойственным пространством, представляю­
щий интерес в связи с рядом общих вопросов теории алгебр 
фон Неймана и теории йордановых банаховых алгебр. Этот 
результат связан с изучением инволютивных антиавтоморфиз­
мов алгебр фон Неймана и демонстрирует естественность языка 
скрещенных произведений в задачах, формально не требующих 
их привлечения. Пусть Р — фактор типа III-,, 0<А<1 , 
с сепарабельным преддвойственным пространством, 0— 
инволютивный симметричный антиавтоморфизм фактора 
Р. Тогда имеет место одна из двух ситуаций: либо 
существует подфактор N типа П°- в факторе Р, инва­
риантный относительно 0, причем канонический след т на N 
также б-инвариантен, существует автоморфизм у фактора N, 
удовлетворяющий условию тоу==>,т, и существует инволютивный 
симметричный антиавтоморфизм гр фактора N, коммутирующий 
с у. Для которых пара (Р, 6) изоморфна паре (NXyZ, ij,), где 
ар — единственный инволютивный симметричный антиавтоморфизм 
скрещенного произведения NXyZ, удовлетворяющий условиям 
i[)Ta-=T0i[) и fyQb(g)) = h(g)* для всех gQG; либо существует 
такой фактор N типа Щ со следом т и такой симметричный 
антиавтоморфизм (3 фактора N, удовлетворяющий условию 
т- .р=уТт, что пара (Р, б) эквивалентна паре ((N@N°P) XyZ, •$)> 
где N°v — алгебра фон Неймана, противоположная N (т. е. 
Л/°р=Л/ как банахово пространство с обращением порядка 
сомножителей: (ху)ор = ух для всех х, t/6./Vop). у{х, у) = ф (г/)» 
P(x)) и у(х, у) = (у, х) для всех х, yeN. 
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2. Пространства Lp относительно веса. Пусть N — алгебра 
фон Неймана с сепарабельным преддвойственным пространством,. 
Ф0 —фиксированное точное нормальное состояние на N и 
сг(-= о̂ Р-— соответствующая модулярная группа, и пусть 
P = NXcR- Это скрещенное произведение является полуконеч-
ной алгеброй фон Неймана; пусть т — соответствующий след из 
Я (Я), а о — 0 — соответствующее дуальное действие группы 
R = R на Р, удовлетворяющее условию т°8s = e~s% для всех S6R 
(ср. раздел 1). Пусть Ф — вес из Р (N) и пусть ф — соответ­
ствующий дуальный вес на Р (см. раздел 4 § 3). Пусть /гФ —-
производная Радона — Никодима веса Ф по т (т. е. ф (х) = х (xh-,) 
для всех л:63?ф). Оператор hfp оказывается т-измеримым в том и 
только том случае, когда Ф6А *̂+, и пространство Z-p (Ф), 
1 < р < о о , определяется по Хаагерупу [31] как семейство таких 
т-измеримых присоединенных к Р операторов К, что 65 (К) = 
= e~sipK для всех .sgP, или как семейство таких замкнутых 
операторов К, присоединенных к Р, полярное разложение кото­
рых К = и\К\ удовлетворяет условиям u£N и \К\ = 1ь\1>

р для 
некоторого однозначно определенного элемента tfQN^. Эти про­
странства не зависят от выбора Ф0 (с точностью до изоморфизма) 
и изоморфны надлежащим интерполяционным пространствам 
между алгеброй фон Неймана N и ее преддвойственным про­
странством N% (изоморфным пространству Lx (Ф)). 

3. Аналог соответствия Галуа между подгруппами и под­
алгебрами. Для иллюстрации результата ЭТОГО типа (а им 
посвящено много работ—[6, 7, 43, 47, 73]) рассмотрим это 
соответствие в частном случае действий абелевых групп. Пусть 
N — алгебра фон Неймана, G —локально компактная абелева 
группа, а —действие группы G на ./V, а —дуальное действие 
группы характеров С? группы G на скрещенном произведении 
NXaG. Тогда существует естественное взаимно однозначное 
соответствие между замкнутыми подгруппами группы G и мно­
жеством а-инвариантных подалгебр фон Неймана Р в ./VX{alpha}G> 
содержащих na(N); а именно, любой такой подалгебре Я можно 
поставить в соответствие подгруппу Н в G, являющуюся 
аннулятором множества таких xQG, что сц (x)-= .x для всех 
х£Р, и тогда Р = NX<x,H-

4. Спектры действий. Теорема об относительном коммутанте 
и ее приложения. Существует несколько полезных понятий 
спектра для действия локально компактной группы на алгебре 
фон Неймана, и связи между различными понятиями спектра 
весьма многообразны. 

Мы ограничимся обсуждением простейшей ситуации, относя­
щейся к случаю, когда действующая на алгебре фон Неймана 
группа является абелевой. 
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Пусть Л/— алгебра фон Неймана, С? —локально компактная 
абелева группа, а —действие группы О на N. Пусть /6Li(G)> 
•X-6-V и 0а (/) (х) — такой элемент в W, что Ф (0« (/))(.«))— 
= \ /(g) Ф (а£ (х)) dg для всех Фб-V,,.. Отображение 6а есть ежи-

о 
мающий гомоморфизм групповой алгебры Lx (G) в алгебру ультра-
слабо непрерывных линейных операторов на N, так что б^ЧО) — 
замкнутый идеал в L,(G). Пусть sp (а) — подмножество группы 
характеров 0 группы О, состоящее из таких xGG, что / ( х ) = О 
для всех /66Йг (0). Множество sp (а) называется спектром 
Арвесона действия а. 

Следующие понятия являются аналогами понятия сущест­
венного спектра. Пусть Na — алгебра а-инвариантных элемен­
тов в N, е — ненулевой проектор в №\ а(е) — действие группы G 
на алгебре фон Неймана eNe, являющееся ограничением дейст­
вия а на (а-инвариантное) подпространство eNe. Тогда спектр 
Конна Г (а) (соответственно спектр Борхерса Гв(а)) действия 
•а определяется как пересечение спектров Арвесона действий 
-ае по всем ненулевым проекторам е в Na (соответственно по 
•всем проекторам е в Na с единичным центральным носителем). 
Мы не будем приводить самостоятельных результатов о спект­
рах Борхерса и ограничимся замечанием, что Г(а)сгГв(а), a 
•если а эргодически действует на центре алгебры фон Неймана 
N (т. е. единственными сишвариантными центральными элемен­
тами являются скалярные кратные единицы N), то< Гв(а)-= 
=Г(а ) . 

Спектр Конна Г (а) является замкнутой подгруппой в группе 
характеров группы О и несет полезную информацию о ряде 
свойств действия а. В частности, Y(a) = G тогда и только тог­
да, когда все точки центра ZN алгебры N являются а-инвари-
антаьши, т. е. а тождественно на ZN. В связи с этим следую­
щие условия эквивалентны: 1) А/" —фактор; 2) а тождественно 
на центре ZN, а дуальное действие а эргодично на центре скре­
щенного произведения N X «G; 3) Г (а) = G и а эргодично на центре 
произведения N X «G- Аналогично, N X «G является фактором 
тогда и только тогда, когда Г (а) = О и а эргодично на центре 
Z.v алгебры N. Если Л/ —фактор и группа G/Г (а) компактна, 
то аннулятор подгруппы T(a)cG в группе G совпадает с мно­
жеством таких gQG, что автоморфизм ag порождается некоторым 
унитарным оператором из алгебры фон Неймана Na a-инвариант-
мых элементов N. В важном частном случае, когда действие a 
определяется группой О(Р модулярных автоморфизмов, связанной 
с весом Фб-P (N), спектр Г (а'р) совпадает для всех Ф6-Р (N) с 
•семейством натуральных логарифмов ненулевых элементов инва­
рианта Конна S (N). 
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Ряд результатов спектрального характера связан со следую­
щим утверждением, часто называемым теоремой об относи­
тельном коммутанте. Пусть /V —алгебра фон Неймана, О — 
-локально компактная группа, а —действие группы О на N; сле­
дующие условия эквивалентны: 1) выполняется так называемое 
свойство относительного коммутанта, т. е. имеет место 
равенство a(ZNyr\(NXa,0) = a(N)', 2) действие группы О на 
Центре Z.v алгебры N свободно (т. е. для любого компакта К 
в G, не содержащего единичного элемента, и любого ненулевого 
проектора p£ZN существует такой ненулевой проектор q&ZN., 
<7<р, что as(q)q~0 для всех g£K). Свойство относительного 
коммутанта влечет выполнение целого ряда соотношений и ра­
венств (в частности, равенства a(/V)'n (-V XaG) = a(Z,v) и со­
впадения центра скрещенного произведения W* (ла) с алгеброй 
•л-а (.•£/•/), в связи с чем алгебра фон Неймана W* (лЛ) при нали­
чии свойства относительного коммутанта, является фактором 
тогда и только тогда, когда действие а на центре ZN эргодич-
но). C другой стороны, свойство относительного коммутанта 
выполняется автоматически в ряде важных частных случаев, 
например, если О абелева, а действие группы а на центре Zn 
эргодично и точно (так что неединичные элементы группы дей­
ствуют нетривиально, а нескалярные элементы центра не инва­
риантны). Приведем пример применения свойства относительного 
коммутанта. Пусть iV,, .V2 —алгебры фон Неймана, а.,, а2—дей­
ствия локально компактной абелевой группы G на ./V-, N2 соот­
ветственно, обладающие свойством относительного коммутанта, 
и пусть ctjigiob-—действие — произведение (т. е. (ai®a2)g-==(a1) <g) 
t2>(a2)ff для всех g€G) группы G на Nx X /V2; тогда Г (a i <£.<-•-г) со­
впадает с множеством таких характеров %6G, что (аОх®. триви­
ально на множестве a-инвариантных элементов центра тензор­
ного произведения M1®M2 скрещенных произведений ML =— 
— -ViXajO. г =-= 1, 2, где ах = (а..)7.®(а2)-х для всех %£G. Этот 
результат имеет, в свою очередь, интересные приложения к тео­
рии действий с чисто точечным спектром относительно' данного 
нормального состояния ср (т. e. действий с линейной оболочкой 
спектральных подпространств, плотной в L2(N, ф)). С его по­
мощью можно, например, убедиться в том, что если тензорное 
произведение фактора N и фактора типа Ш-,, 0 < Л < 1 (с сепа-
рабельными пред-двойственными пространствами) изоморфно 
исходному фактору N, то либо N есть фактор типа lll-iiz,- для 
некоторого натурального k, либо N—фактор типа III1. 

5. Скрещенные произведения алгебр фон Неймана и пред­
ставления групп. Пусть Н — топологическая группа, L—ее 
замкнутый нормальный делитель и пусть G — H/L — локально 
компактная топологическая группа. Пусть я — сильно непре­
рывное унитарное-'представление группы L в гильбертовом 
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пространстве Яя. Пусть .M(jt) (или просто М) —алгебра фон 
Неймана, порожденная семейством операторов представления 
л. Пусть [i — левая мера Хаара на G, L2(Hn, Я, L) -—пополне­
ние векторного пространства К{Нп, Я, L) (таких непрерывных 
функций | : Я~>ЯЯ, что l(hl) -=я(/)*|(Л) для всех /6L и МН, 
а функция % на группе G, определяемая равенством AL{to} 
-ЧИСОИ, h^H, имеет компактный носитель) относительно ска­
лярного произведения ( | ь Ь)= / (11 (Л), li{h))d\x{hL), 

а 
lb h^K{Hn, H, L). Представление U" группы Я в L2{Hn, H, L), 
индуцированное представлением я, определяется тогда форму­
лой (t/'t(A)|)(/z1)-=.;(n-1hi), А,А1-Я, &K(H«,H,L). Пусть 
I(M(n), H,L) — алгебра фон Неймана, порожденная семейст­
вом операторов индуцированного представления. 

Представление it называется к вазаин вариантным относи­
тельно действия группы Н, если для любого h£H существует 
(автоматически единственный) симметричный автоморфизм pft 
алгебры Фон Неймана М(к), удовлетворяющий условию |3Л(я(/))== 
= rt(hlhrx) для всех l(-L, причем отображение h-+$h(x) группы 
Н в алгебру фен Неймана М является ультраслабо непрерывным 
для всех х£М. В частности, если М — алгебра фон Неймана, 
G — локально компактная группа, а —действие группы О на М, 
Н~ полупрямое произведение унитарной группы U (М) на груп­
пу G относительно действия а и L есть унитарная группа U{M), 
то единичное представление L = U (M) квазиинвариантно отно­
сительно действия группы И (с ${u,g) (x) = ag(uxu*) для (и. g)6 
6 # = U (М) X «G, лбЖ). Вообще, если Я —полупрямое произве­
дение H=LxaP нормального делителя L и подгруппы Р, то 
существование семейства рД, обеспечивающего квазиинвариант-
ность представления it, равносильно существованию такого 
поточечно ультрасильно непрерывного отображения р->ар 
группы Р в группу симметричных автоморфизмов алгебры фон 
Неймана M(it), что a^(n(i))=--jt(ap(i)) для всех /6L. 

Пусть / / — полупрямое произведение группы L и некоторой 
локально компактной группы G относительно действия а группы 
О на £ и пусть it — сильно непрерывное унитарное представле­
ние группы L в гильбертовом пространстве / /„ , квазиинвариант-
мое относительно действия группы Н. Пусть a:g{to}a—соответ­
ствующее действие группы О на алгебре фон Неймана М(л). 
Тогда алгебра фон Неймана / (Ж (я), Н, L) пространственно изо­
морфно скрещенному произведению алгебры фон Неймана Ж (я) 
на группу О относительно действия а. 

В связи с этим фактом теория скрещенных произведений 
алгебр фон Неймана может рассматриваться как часть теории 
алгебр фон Неймана, порожденных индуцированными пред­
ставлениями топологических групп. С этой точки зрения поня­
тие скрещенного произведения весьма узко. Уже в классе 
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представлений, индуцированных с нормального делителя, не 
расщепляющего группу, для описания алгебры фон Неймана 
индуцированного представления приходится усложнять ' кон­
струкцию скрещенного произведения, вводя так называемые 
скрученные скрещенные произведения, алгебры вида 
R(G,A,a,v) [74, 81], алгебры систем ковариантности Г55, 56, 
67] и ряд других равноценных понятий [8, 68, 77, 79]. Для 
произвольных же индуцированных представлений требуется бо­
лее общая конструкция; один из вариантов такой конструкции 
был предложен недавно М. Ю. Симаковым вместе с соответст­
вующим обобщением теоремы двойственности, что позволяет 
получать, например, результаты о типе индуцированного пред­
ставления. 

§ 5. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Теорема двойственности для алгебр Каца и теория двойст­
венности для скрещенных произведений изложены в основном 
по Е'жжу и Шварцу [22—26, 62, 63] (см. также Накагами [44] 
и Де Каньер [18] — [20]); модификация для действий и ко-
действий групп — в основном по обзору Накагами и Такесаки 
[47]; приложения — по статьям [11, 14, 16, 64, 72, 78; 4, 5, 31, 
39, 6, 7, 43, 73; 32, 33, 35, 41, 45, 51, 71, 62, 57, 58]. 

Язык теории скрещенных произведений алгебр фон Нейма­
на гораздо богаче введенного выше. Одним из фундаменталь­
ных понятий, заслуживающим в настоящее время отдельного 
обзора, является понятие потока весов Копна—Такесаки '[17]. 
Оно тесно связано с теорией действий групп и теорией скрещен­
ных произведений алгебр фон Неймана; так, с помощью поня­
тия потока весов можно описать факторы типа Шо как скре­
щенные произведения алгебр фон Неймана типа II™ (опреде­
ленного класса) на группу Z. За рамками обзора остались так­
же: структура групп автоморфизмов [14, 16, 72]; инвариант 
Конна для факторов типа II и его приложения к скрещенным 
произведениям [12, 36], теория интегрируемых, полудуальных 
и доминантных действий групп на алгебрах фон Неймана 
(в частности, в связи с теорией дуальных действий) [22, 24, 47, 
50]; вопросы гармонического анализа на группах и алгебрах Ка­
ца в связи с теорией двойственности [18, 20, 37], и различные 
варианты и обобщения теории двойственности, в том числе — 
выходящие за рамки естественного формализма алгебр Каца 
[34, 40]. 
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