
Откуда видно, что перераспределение напора между шпунтом 
и понуром, при постоянстве общего падения напора и напора 
на грунтонаполняемой части, слабо влияет на форму послед-, 
него. То же самое происходит с любым элементом 'флютбета 
при фиксации на нем падения напора. 

• В заключение автор выражает благодарность Н. Д. Якимову 
и А. В. Поташеву за внимание к работе. 
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УДК 517.544 

Ф. Н. Гарифьянов 

О НЕОДНОРОДНОЙ ЗАДАЧЕ РИМАНА НА 
НЕОГРАНИЧЕННОМ КОНТУРЕ 

Настоящая работа является непосредственным'продолжением 
статьи [1] и имеет с ней общую нумерацию и обозначения. 

1. Будем искать аналитические в области D функции, гра­
ничные значения которых на противоположных берегах разреза 
удовлетворяют условию 

Ф+(1) = оа)Ф~а) + ёа), *е/ 0 э . ' . (i5> 
где .функция G(t) по-прежнему удовлетворяет равенству (13)7 
а функцию g(t) будем считать гёльдеровой всюду, включая 
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бесконечно удаленную точку. В дальнейшем будем считать, 
что Ах(0) > 0, т. е. ' 

(-1)1?1 + 1/?0соз(в0-Р1г)>0. (16) 
Используя в качества канонической функции однородной 

задачи (12), построенную в [1] функцию *(г), перепишем усло­
вие (1и) в виде 

Ф + ( 0 Ф-(*) = g ( t ) 
%+(*) х - ( 0 х + ( 0 ' 

откуда для всей совокупности аналитических в области D функ­
ций, удовлетворяющих условию (15), получается представление 

= *(z)[»(z) + P(z)]=x(z)F(z)9 (17) 
где Я (г) —целая функция, а интеграл <о(г) сходится, поскольку 
lim g =0 в силу условия (16). 

Т^со %+ (т) 
Обозначим через 7*р, р > 0, класс тригонометрически р — вы­

пуклых на всей действительной оси, 2ти — периодических функ­
ций. Через Т0 обозначим класс выпуклых на всей действитель­
ной оси, 2тс — периодических функций. Как показано в статье 
А. Ф. Гришина [2], индикатор целой функции, имеющей нуле­
вой порядок, принадлежит классу Г0, состоящему только из 
положительных постоянных. 

Пусть вначале р < —. Будем различать следующие случаи. 
1) Существует хотя бы одна точка Х0, в которой 

В этом случае целая функция P(z) в формуле (17) не может 
быть уточненного порядка pi(r)-+?{ > р, поскольку тогда 
в некоторой точке \г, было бы hF(kl) = оо. Целая функция P(z) 
не может быть и уточненного порядка р2 (г) —• р2 < р, поскольку 
тогда hF(kQ)--=0. Следовательно, целая функция P(z) в формуле 
(17) уточненного порядка р (г) — р, т. е. kp (к) = hp (к)/с (к) £ Г9 . 
Но класс Т9 при р <--состоит только из положительных функ­
ций ([3], с. 82), а это означает, что рост сомножителя F (г) це­
ликом определяется вторым слагаемым—целой функцией Я (г). 
Таким образом, справедлива 

Теорема . Для того, чтобы краевая задача (15) была раз-
ретина, необходимо и достат э г >; i — х . \ с j 

с (А) -̂ Р * 
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При выполнении детого условия задача имеет бесконечное мно­
жество решений. Все они даются формулой (17), где P(z)-~ 
целая функция с индикатором h (X) — hx (X) относительно по­
рядка р. 

2) h (k) - hx (к) = О, Х£[0, 2ти]. 
Легко видеть, что если целая функция Р(г)фО имеет отно­

сительно порядка р индикатор hp(k) = 0, то hF(k) = 0. Следо­
вательно, в этом случае задача имеет бесконечное множество 
решений. Кроме того, существует, быть может, еще одно ре­
шение, которое дается формулой 

Ф(г) = х(г)а>(г). (18) 
Для того, чтобы функция Ф (z), определенная формулой (18), 
было решением, необходимо и достаточно, чтобы Аш (к) == 0. 

3) Существует хотя бы одна точка Х0, в которой А(Х0) — 
- М Х 0 ) < 0 . 

Из предыдущих рассуждений следует, что в этом случае 
задача может иметь не более одного решения вида 

Ф(г) = х(г)ю(г). (19) 
Для того, чтобы функция Ф (z), определенная формулой (19)^ 

была решением, необходимо и достаточно, чтобы 
h«(k) = h(k)-hx(k). (20) 

Из условия (20) следует, что задача может быть разрешима, 
лишь когда 

A(X)-Ax(X)<0, X £[0, 2ic]. 
Поскольку функция кш(к) тригонометрически р-выпукла на ин­
тервалах (0, Х0) и (Х0, 2^), то имеют место неравенства 

&о> (0) sin р (Х0 — к) — кш (к) sin рХ0 + k<o (Х0) sin рХ > 0, 
кш(к0) sin р (2ти — X) — кш (к) sin p (2тс — Х0) + 

+ К (2тс) sin р (X — Х0) > 0, 
где 

К (X) = К (к)/с (к). 
Таким образом, справедлива 

Т е о р е м а . Если в некоторой точке Х0£[0, 2^] выполнено 
неравенство h (X0) > hx (Х0), то для разрешимости задачи необ­
ходимо, чтобы А(Х)> Ах (X), Х£[0, 2тс]. Если в некоторой точ­
ке Х0£(0, 2ти], h(kQ) = h% (Х0), то для разрешимости задачи 
необходимо, чтобы А(Х) = АХ(Х), Х£(0, 2тс). Если в некоторой 
точке Х0 £ (0, 2тс) h (X0) < Ах (Х0), то для разрешимости задачи 
необходимо, чтобы h(k) < hx(k), X£(0, 2тс). 

Легко показать, что если Я (z) = Q (z) + A (z), то 
Ag(X)<max(AQ(X)f hN(k)) (21) 
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цричем имеет место знак равенства в любой точке X, где 

Отсюда и из формулы Сохоцкого 
*+(t) = <»-(t) + g(t)/*+(t) (22> 

вытекает 
С л е д с т в и е 1. Для того, чтобы задача была разрешима 

в случае (3), необходимо, чтобы величины h (0) — К (0) и h (2т:) — 
— fix (2т:) либо одновременно обращались в ноль, либо одновре­
менно были отрицательны. 

Пусть р=—. Тогда в силу хорошо известного свойства три­
гонометрически выпуклых функций ([3], с. 84) должно выпол­
няться соотношение 

М0)+"М2тс)>0, 
откуда можно сделать -вывод, что для разрешимости задачи 
необходимо, чтобы h (0) — h% (0) = h (2т:) — hx (2т;). Теперь в пред­
положении, что функция k(k) = h(k)/c(k) непрерывно дифферен­
цируема, можно показать, что для разрешимости задачи необ­
ходимо, чтобы 2kf (тс) = R0K sin в0 . В самом деле, если это не 
так, то в силу формулы (20) функция К (X) имеет точку мини­
мума в некоторой точке \ =£ тс. Это означает, что 

max (\г, 2т: — Хх) > ти. 

Но тогда при |Х —Х1|<2тс (т. е. для всех ^£[0, 2т:]) должно 
выполняться неравенство 

К (X) > К (кх) cos ~~ 1 

([3], с. 78). А это, в свою очередь, означает, что одно из чи­
сел kuflx) и £о>(2т: —Хг) положительно, что невозможно. Заме­
тим, что функция кш(к) не может тождественно равняться 
отрицательной постоянной на любом интервале (а, р), так как 
это противоречило бы тригонометрической выпуклости этой 
функции. 

Пусть теперь р > — и 

ш(0 = - 1 - Г g ( ^ , ^ / 0 , v ' 2м J %+ (т) (х — t) ' ^ ° ' 

где со (t) — особый интеграл, понимаемый в смысле главного 
значения. Имеет место 

Лемма 4. Для того, чтобы кш (X) = -~оо, необходимо и 
достаточно, чтобы 
4 Н-121 $$ 



limS(tr9ln\g(t)\ = -oo (23) 
t-+co 

и 
lim 5 (0~p In | со (0 1 - - со. (24) 

Если хотя бы одно из этих условий не выполнено, то кш (X) == 0. 
Доказательство этой теоремы непосредственно следует из 

формул (21) и (22) и леммы Н. В. Говорова ([4]), состоящей 
в следующем: если функция /z(X) тригонометрически р — выпукла 
на интервале (а, р), причем р — а > ~ и — оо</г(Х)<0, то 

р 
. Л(Х) = 0. 

Рассмотрим следующие случаи. 
1) кш (к) = — оо. Для того, чтобы задача была разрешима, 

необходимо и достаточно, чтобы 

Если условие (25) выполнено, то задача имеет бесконечное 
множество решений. Все они даются формулой (17), где P(z) — 
целая функция с индикатором h(k) — hx(k) относительно по­
рядка р. 

2) /и (X) = 0. 
а) h (X) < hr. (X), причем h (X) ф hx (X). 
Для того, чтобы задача была разрешима, необходимо, что­

бы А/?(Х)<0. Но тогда в силу леммы 4 либо /г̂ (Х) = 0, либо 
/ẑ (X) = —оо. Следовательно, задача неразрешима. 

б) /zx (X) — А (X). В этом случае задача имеет бесконечное 
множество решений, которые даются формулой (17), где целая 
функция Р(г)ф0 имеет относительно порядка р индикатор 
Ар(Х)=5 0. В том и только в том случае, когда не выполнено 
хотя бы одно из условий (23) и (24), существует еще одно ре­
шение Ф (г) = * (z) со (z). 

в) h (X) — hx (X) > 0. Можно сделать те же выводы, что и 
в случае 1). 

Г) h (X) — h% (X) > 0, причем множество нулей не имеет внут­
ренних точек. Можно сделать те же выводы, что и в случае 1). 

д) /г(Х)-/гх(Х)>0 причем h(k) - А» (X) > 0 при X£(0, a)(J 

U(P, 2iu), где min(a, 2 т и - £ ) > - . 
р 

В этом случае справедлива 
Теорема . Для того, чтобы задача была разрешима, не-

А(Х) — К (к) обходимо, чтобы т^ £ Гр. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Продолжим рассматриваемую функ­

цию с периодом 2тс на всю действительную ось. Получившаяся 
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функция может не принадлежать классу Т9 лишь за счет того 
обстоятельства, что она не тригонометрически р —выпукла на 
интервале (а, р), содержащему внутри себя одну из точек 2^kr 
где к — целое число или нуль. Но этого не может произойти, 
поскольку рост сомножителя F (г) в формуле (17) определяется 
на этом интервале вторым слагаемым — целой функцией P(z)r 
а функция hp(k)/c (к), как известно, принадлежит классу Тр. 

В общем случае имеет место 
Т е о р е м а . Если h (0) > 0 и kF (0) > k'p (2тс), где 

h{l)-hx(l) 
^ V 7 С (Л) 

mo для разрешимости задачи необходимо и достаточно?, 
чтобы 

с (А) ^ у Р ' 

При этом задача имеет решение, в которое входит бесконеч­
ное число произвольных постоянных. При k'F{0) <CkF(2n} и 

с(1) ^ 

задача решений не имеет. 
Достаточность. Рассмотрим новую каноническую функцию 

%2 (z) == * (z) P2 (г), где Р2 (z) •— целая функция вполне регулярного 
роста на каждой кривой /х, с индикатором h(k) — hx(k). Тогда 
всю совокупность аналитических в области D функций, удов­
летворяющих условию (15), можно представить в виде 

Ф (г) = *2 (г) 
2ш J X 2 ( T ) ( T _ Z ) P2(Z)\ 

= *2 (*) d^) + ^\=4{z)Fx{z\ (25) 
?2 (2)J 

где функция Fx (z), вообще говоря, уже не аналитическая в об­
ласти D (у нее могут быть полюсы в нулях функции P2(z)). 
Функция Ф(г) будет иметь индикатор h(k) в том и только 
в том случае, когда индикатор функции Fx (z) тождественно 
равен нулю. Этого можно добиться, если, например, положить 
в формуле (25) P{z) = P2(z) P0(z), где целая функция P0(z)^b0> 
а ее индикатор тождественно равен нулю. 

Необходимость. Пусть задача разрешима. Тогда всю сово­
купность аналитических в области D функций, удовлетворяю­
щих условию (15), можно представить в виде 

Ф (z) = х (z) ^-Ч giz)dz +P(z)\ = *(z)F2(z)9-. (26) 
/o 
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где функция Ps(z) выбрана так, чтобы hp (0) + Ах (0) > 0 (на­
пример, эта функция вполне регулярного роста на каждой кри­
вой /х, с индикатором АЯз (X) = [е — Ах (0)] с (X), если hx (0) < 0 и 
P3(z) = 1, если К (0) > 0, a P(z) принадлежит некоторому классу 
целых функций, выбранному так, что функция F2(z)- имеет ин­
дикатор h(k) — hK (к). В силу (26) 

Ш 1 П | Г 1 Р 0 1 = h(°> - МО) > " А» (°) 

откуда, используя формулу Сохоцкого 

F-(t)=F+{t) gU) 
и+ (0 

и тот факт, что , 

ш s а г (ш i g w i - in i х+ W | х -:л, (о> 
получим, что hF(0) = hF(2n). Продолжим функцию kF(k) с пе­
риодом 2тс на всю действительную ось. Полученная функция 
может не принадлежать классу Т9 лишь за счет того, что она 
не тригонометрически выпукла на интервале (а, р), содержащем 
внутри себя точку 2'тсА, k = 0, ±1 , ±2 ..., причем можно счи­
тать, что р — а < —. Чтобы доказать, что kF(})£T9, покажем, 
что 

р 
V (Р) - ^ + (*) + Р2 J * (?) rf? > 0, (27) 

а 

т. е. используем характеристическое свойство тригонометри­
чески р — выпуклых функций ([3], с. 79—80). При этом в силу 
периодичности функции kF(k) достаточно рассмотреть такой 
интервал (а, р), что 2тс£(а, р). Представив левую часть нера­
венства (27) в виде 

Р 
[ V (Ю - k'F+ (2ic) + p2 j ^ (?) ̂ т] + 

2* 

2ic 

+ [*;- (2*) - *;+ (а) + Р2 j ^ (?) ̂ ср] + *;+ (2и) - *;_ (2*), 
а 

заметим, что выражения в квадратных скобках неотрицательны, 
поскольку функция kFQ) тригонометрически выпукла на интер­
валах (а, 2тс) и (2тс, Р), и, кроме того k'p+(2K) = kr(0). 
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З а м е ч а н и е . При доказательстве необходимости можно 
вместо условия й(0)>0 считать, что 

т + шчш!.. 
Автор благодарен проф. Л. И. Чибриковой за ценные советы 

,н постоянное внимание к работе. 
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УДК 517.544 

А. М. Елизаров 

О СМЕШАННЫХ ОБРАТНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ 
В ДВУСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ 

Рассматриваются внутренние и внешние смешанные обрат­
ные краевые задачи в двусвязной области с граничными усло­
виями типа [1]. 

§ 1. Внутренняя задача для регулярной функции и 
функции с полюсом 

1°2 Постановка задачи 
Пусть в плоскости z задана простая гладкая кривая Г0 

с началдм в точке z0, уходящая в бесконечность, и 4T(s), 
0<5<оо,—угол наклона к вещественной оси касательной 
к Г0, причем 

Ф£СХ, 0 < Х < 1 ; К= sup 4T(s)- inf ЧГ(5)<1с (1) 
0<5<оо 0<.У<оо 

(С\ — пространство гельдеровых функций, >. —показатель Гель-
дера). 
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