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Исследование нелинейных эффектов, связан­
ных с распространением акустических волн в гор­
ных породах, - современная геофизическая про­
блематика, обусловленная многочисленными 
приложениями (например, поиск месторождений 
углеводородов, определение физико-механичес­
ких свойств пород, активное акустическое воз­
действие с целью интенсификации добычи угле­
водородов и др.) [1, 2]. Классический подход 
Френкеля-Био-Николаевского [3], рассматрива­
ющий горные породы как пористые среды в кон­
тинуальном приближении, позволяет эффектив­
но строить модели для исследования механизмов 
распространения волн с учетом реологических и 
термодинамических свойств твердого минераль­
ного скелета и поровых флюидов. Развитие ука­
занного подхода представлено в работах [4, 5], в 
которых учет дисперсионных факторов (вязких 
напряжений и температуропроводности) приво­
дит к появлению при старших пространственных 
производных в уравнениях модели безразмерных 
параметров - обратных акустических чисел Рей-

нольдса Re" и Пекле Ре~ . При больших Rea > 1 
и Реа > 1, отвечающих высокопроницаемой пори­
стой среде, насыщенной слабовязким флюидом, 
оказывается возможным применение метода 
многомасштабных разложений для асимптотиче­
ского исследования модели в ультразвуковом ди­
апазоне 104-105 Гц (когда частота несущей вол­
ны, с одной стороны, превышает характеристи­
ческую частоту межфазного обмена импульсом 

со* = vm 
рк 

где V, р, m, к - характерные вязкость 
флюида, плотность, пористость и проницаемость 
среды, и, с другой стороны, не попадает в мега-
герцовый диапазан, где необходимо учитывать 
механизмы рассеяния [6]). При этом задача Коши 
для исходной системы уравнений законов сохра­
нения массы, импульса и энергии преобразуется 

к задаче Коши для нелинейных эволюционных 
уравнений (типа Кортевега-де Фриза-Бюргерса), 
что позволяет решать задачи модуляции и трех-
волнового резонанса. 

В настоящей работе рассмотрен случай двух­
фазного (жидкость-газ) насыщения пористой сре­
ды. Показано, что учет, капиллярных сил приводит 
к возникновению новой продольной моды - ка­
пиллярной волны. Предложен асимптотичес­
кий метод исследования нелинейных акустиче­
ских эффектов в ненасыщенной пористой среде. 

Рассмотрим пористую среду, состоящую из 
эффективной вязкоупругой твердой фазы, обра­
зуемой термоупругодеформируемым скелетом и 
связанной поверхностью скелета вязкой жидкос­
тью, и насыщенной двухфазным флюидом - вяз­
кими жидкостью и газом, занимающими свои си­
стемы пор. 

В терминах введенных в [4, 5] безразмерных 
переменных система уравнений сохранения массы, 
импульса, энергии и реологических и термодина­
мических соотношений имеет вид (i,j =1,2 , 3): 

d(mspi) 
dt 

Э(т(1-5)р , ) 
dt 

+ Vx(msplvl) = 0; 

+ У , ( т ( 1 - * ) р ^ ) = 0; 

Э(сх/ира + (1-ш)р 5) 
Э* 

+ V х((атра + (1 - m)ps)vs) = 0; 

Р/ jU<v„V,> ЭР!, 
^~Ц + 

mj(l-a)(v ; , -v„.) _ 
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Российской Академии наук, Москва .£+<^> 

ЭР* 

627 4* 



628 МАКСИМОВ, РАДКЕВИЧ 

i m(l-s)(l-a)(vgi-vsi)vg 
•i т-^—. - и ; 

V, = ( V , j , V j 2 , Vs3), 

yJÄs) 

( а т р а + (1-/и)р,) 
.3î H^V,) 

Эо-у Л ; = - P Ä ; + Rea 

ЭР ЭР* -s(l-(l-a)m)^-(l-s)(l-(l-a)m)-^-
dXj oXj 

m s ( l - а ) ( У » - У „ - ) 

т 2 ( 1 - s)2( 1 - а)2( vgi - vsi)\g 

Р ^ - р Д + Ке.- 'М 

ЭУ/,- + Э_Уу_ 2 3 v ^ g -
. Эх̂  Эх,- 3 дхк

 lJj 

. дх, Эх, 3 dxt
 ,; 

ЧкЦ 

V / / . ( J ) 
= 0; 

Оу = КеккЦ + 2G <- - -£|-a + ßДроу 

_i OCWîV 

- ф Д Г Л у + Иеа1—--ах 

m,s(l -Oc)pi f,+ <v„V,> £*- , Эх; Эх,- 3 Эх^ ,;. 

• т 5 ( 1 - а ) Р , / ^ ' -J ох, 
= -&-

* Р7Л' 

m s (1 - а ) ( v , - Vj) 
+ X/(?WS)-

• ( l -a )A, ,V I (mjV I 7 ' / ) = 0; 

Э 

(1) 

m( l - s ) ( l -OC)p< .Э* + K.V,) 

, Э У 
- т 5 ( 1 - а ) Р , ^ ' + х ? ( Г г - Г , ) -

OXj 

т У ( 1 - а ) 2 ( у Г у Д 
v,/,(s) 

- ( l - a J A . g V ^ m C l - ^ V ^ ) = 0; 

Э 
( l - m ) p , 

+ amp a 

dt + <vs)Vx> E< + 

En-

P = spi + (l-s)pg, Pg-p, = yJ(s), pg = 

pi = Pio(i + ßi(pi- Pio)-%(Ti-Tlo)), 

Pa = Peo( l - ß a ( ^ f - Go) - Ф в ( ^ - Г * , ) ) , 

P, = P . o ( l - ß { ^ - O o ) - 9 , ( ^ - r , 0 ) j , 

p,d£( = pfi^ + Zdpt-vMp, Eg = CgTg, 
Pi 

psdEs = psCsdTs + aijdeij + , 

padEa = paCadTs-—dpa + , 

°ij l - ( l - a ) m 
^ + ^ . + ( 1 - ^ . 

Здесь сохранены обозначения, использованные 
в [4, 5]. Также/;, fg - функции фазовых проница-
емостей жидкости и газа, J - функция Леверетта, 

1/2 

- [ои + s(l - (1 - a)m)Py + 

+ (l-s)(l-(l-a)m)P?j]^-X,(Tl-Ts)- (т\'\со&(у) л „ . . 
oxj Y= _ ö—~JJL - безразмерный коэффициент, 

~%g(Tg-T!!)-vx((l -m)Xs + am\a)vxTs = 0; определяемый характерными значениями поверх-

ÔM< п . г Эй, ди/ 
.OXj Эх,-. 

= 0, 

где 
V/ = ( V n , VK> V / 3 ) , V. = (V „ У 2, V g 3 ) , 

ностного натяжения 8 и угла, смачивания \|г [7]. 
Нетрудно понять, что подстановка реологиче­

ских и термодинамических соотношений в систе­
му законов сохранения приведет к появлению при 
вторых пространственных производных в уравне­
ниях сохранения импульса и энергии обратных 
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акустических чисел Рейнольдса Re a и Пекле V 
Ре а соответственно. При этом 

R e , = 
V0X0P, _ К0р;К 

Рея = Уо*оР/С/_ЯоР;С/К 

ь 
Рис. 1. 

Re! РеГ 

К а к показывают оценки, выполненные при 
характерных значениях параметров горных по­
род и поровых флюидов, диапазон изменения Re a 
и Реа оказывается весьма широким: от Re a > 1 и 
Реа > 1 для высокопроницаемой пористой среды, 
насыщенной слабовязким флюидом, до Re a -- 1 и 
Реа ~ 101 при понижении проницаемости и увели­
чении вязкости. Н и ж е ограничимся случаем Re a ~ 
~ 104-106 и Реа ~ 104-106 , когда малый параметр г Д е А ~ символ линеаризованного о п е р а т о р а 

A(t, х, д/dt, Vx) системы (1) на фоне [/ф. 
Н а рис. 1 представлен качественный вид зави­

симостей фазовых скоростей V = (û/\k\ продоль­
ных волн 1-го рода (кривая / ) , 2-го рода (кривая 2) 
и капиллярных волн (кривая 3) от насыщенности 
смачивающей ф а з ы (жидкости), обобщающий 
результаты многочисленных расчетов. Нетрудно 
видеть, что капиллярные волны характеризуются 
скоростями, на 1-2 порядка меньшими, чем у, дру­
гих продольных волн, причем скорость капилляр­
ной волны обращается в нуль при исчезновении 
одной из фаз и при обращении в нуль J'(s) (здесь 
при s = 0.5). 

Вещественнозначные, скалярные, 2я-перио-
дические с нулевыми средними по х,- функции 

1 i 

U (т,, х, 0 являются решением задачи К о ш и для 
уравнений типа Кортевега-де Фриза-Бюргерса : 

d t id2Ul ,1 ,ЭС/ ' , 1 . 
+ ö i — — + a2U -г— + а з ^ + 

Остановимся вначале на построении многофа­
зового (определяемого совокупностью несколь­
ких невзаимодействующих волн) асимптотичес­
кого решения задачи Коши для модели (1) мето­
дом двух масштабов [8]. 

Асимптотическое решение по mod(9(e2) с на­
чальными данными 

и\ = ил г = 0 + £ jVi/JfM^.x (2) 

будем искать в виде 
N 

U = U<i>(x,t) + e^H'Ui(%i,x,t) + 
i= l 

+ Е (U(T,X,t) + Q(x,t,£)), (3) 

где вектор х = (Xj, ..., xN). Здесь U- вектор-функ­
ция искомых величин (i,j = 1 , 2 , 3): 

U(x, x, t) = 
= (m, s, vu, vgi, vsi, pi, pg, oip eip T,, Tg, Ts, щ). 

Т а к ж е иф(х, t) - медленный ф о н - есть среднее от 
решения U; H'(x, t) - нуль-векторы, соответствую­
щие частотам CÛ,(X, t, к) продольных волн 1-го и 
2-го рода, продольных капиллярных волн и по-

1 ; 
перечных волн (кратные) ; U0 - скалярные, ве­
щественнозначные, 27Г-периодические по х, = 5,/е 
функции; ф а з ы S{(x, t) - решения задачи К о ш и для 
уравнения Гамильтона-Якоби; 

-£ + <ùi(x,t,VxSi) = 0, 5,|( = 0 = 5 ю ( х ) . (4) 

Здесь частоты оз, определяются дисперсионным 
соотношением 

DetA(t, x, -со, к) = О, 

dt Ai Эх Эх,-

+ е 
( ,Э3(У'' , ь Э 2 £ / ' ' , i , - ^ î / ' ' 

+ a<U - + a6(U ) —— + н з Эх, 

i / Tri \ i 

+ a7(t/ ) +as 

Эх 

du'" 
Эх,- + da 

jdU 

Эх; 

«л 

Эх, 

= о, 

(5) 

ЬЧ :0= К 

Также, функция Ü(i, x,t)-C°° по совокупности 
переменных, 2я-периодическая с нулевым сред­
ним по х; оператор d/dtAi - полная производная 
вдоль характеристик, отвечающих уравнению (4), 
Q - бесконечно-дифференцируемая ограничен­
ная функция; коэффициенты а] определяются из 
построения асимптотического решения. 
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Заметим, что построение многофазового ре­
шения (3) проводится в предположении о выпол­
нении условия отсутствия резонансного взаимо­
действия волн, аналогичного условию на малые 
знаменатели теории Колмогорова-Арнольда-
Мозера [8, 9]. 

Уравнение (5) позволяет описать распростра­
нение волн, не вступающих в нелинейное взаимо­
действие. Однако известен ряд эксперименталь­
ных фактов [10, 11], свидетельствующих о про­
цессах генерации новых волн в результате 
нелинейного взаимодействия упругих продоль­
ных и поперечных волн в горных породах. Про­
блема теоретического изучения этого эффекта 
может быть решена с использованием традицион­
ных методов нелинейной физики, рассматриваю­
щих схемы трехволновых взаимодействий [8, 12]. 

Необходимые условия резонансного взаимо­
действия волн: 

, . ( 1 ) , , . ( 2 ) (3) 
Ю + СО = Ю , kw

+k(2) = к«\ (6) 
где cow = cow(£w) и fcw - соответственно частоты и 
волновые векторы тройки взаимодействующих 
волн. 

Резонансное взаимодействие трех волновых 
цугов в рассматриваемой модели пористой среды 
описывается обобщенной системой уравнений 
Кортевега-де Фриза-Бюргерса 

1 1 
dU' idlÜ' indu' ,TJl 
—— + al — + a2U -TT— + a3U + 
dtii Д т 2 ОТ, M i Эт 

+ £ 
Эт,-

+ a5(U ) + a 6 | - ^ 
l ; 2 

+ a f iU— + 

+ a7U 
Эт 

î 
U_ 

ЭХ; 
J,- гди' idÜ^ 

2 +a^U > 7ГГ + а 9 1 й + W' = 0, (7) 

где 
2тс 

wl I i _ 9 _ f }T2 
2лЭт, jU2(^x,t)U\xl + ^x,t)d^, 

2TC 
1 W2 = %[~lu1&x,t)U\T2 + b,xlt)<%, 

о 
2TC 

W3 = ^k^\u\^,x,t)b2{%,-^x,t)d^ 

Для системы уравнений (7) справедливы зако­
ны сохранения энергии - аналоги соотношений 
Мэнли-Роу [12] ( / '=1,2) : 

d%j У\а%ъ 
— i + —i—_ 
dtAj J?,dtA3 

0, 

d%xj%2 yx+y2d%, 
——\-—— + — = u, 
dtA\ dtA2 y3 dtA3 

(8) 

где %j - усредненная по быстрым осцилляциям 
энергия волны с фазой 5 ; , 

Л я 'AJ2K 

о о 

Эт,-

1м2к 
dXjdtAj + \\[а{ + га{и]]{и>)ах^А} 

о о 
7 = 1,2,3 . 

Наличие законов сохранения (8) позволяет 
проанализировать характер взаимодействия волн 
с точки зрения перераспределения энергии. При 
этом возможны следующие варианты. 

1 • Yi, Уг, Уз > 0 и л и Yi. Уг > Уз < 0- Тогда происходит 
"перекачка" части энергии двух исходных волн в 
образовавшуюся третью волну. Поскольку (Yi + 
+ у2)/Уз > 0, полная энергия системы остается по­
стоянной, так что с ростом амплитуды образовав­
шейся волны амплитуды исходных волн умень­
шаются. 

2. Y! > 0, у2, Уз < 0 или Yi < 0, у2, у3 > 0. В этом 
случае образовавшаяся третья волна часть энер­
гии (Уг/Уз) "отбирает" у второй волны и часть 
энергии (Yi/Уз) "передает" первой волне. При 
этом полная энергия системы остается постоян­
ной (У! + у2)/у3 > 0. 

Аналогично, если у2 > 0, у{, у3 < 0 или у2 < 0, 
Yi> Уз > 0, то образовавшаяся волна часть энергии 
(Yi/Уз) "отбирает" у первой волны и часть энергии 
(у2/у3) "передает" второй волне. 

3. Случай взрывной неустойчивости. Здесь, 
как и в случае 2, происходит перекачка энергии 
одной из первоначальных волн посредством но­
вой образовавшейся волны в другую исходную 
волну, но поскольку полная! энергия системы не 
сохраняется при (у! + у2)/у3 < 0, то амплитуды волн 
могут неограниченно увеличиваться. 

4. Трехцуговый резонанс не происходит. Здесь 
Уз > 0,Yi. Уг < 0 или уз < 0, у ь у2 > 0. 

Здесь константы у, определяются из построения 
решения и зависят от параметров среды и равно­
весного фонового состояния, частот и волновых 
векторов резонансной триады. 
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